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گربنر پایۀ و نوتر نرمال سازی
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چکیده
چندجمله ای ها   حلقه ایدآل ها ی به مربوط محاسبات بهبود در که روش هایی از یکی
مناسب مولد مجموعۀ یک که است موقعیتی در ایدآل یک دادن قرار است، مطرح
رادیکال و بعد متناظر، چندگونای محاسبۀ برای مثال به عنوان آید. به دست آن برای
سرعت می توان نوتر موقعیت به نام مناسب موقعیت یک در آن دادن قرار با ایدآل یک
ماتریس تنک ترین کردن پیدا برای الگوریتم یک مقاله، این در داد. ارتقاء را محاسبات
برای می کنیم. معرفی نوتر موقعیت در ایدآل یک دادن قرار برای مختصات تغییر
می شود، محسوب محاسباتی علوم در قوی ابزاری که گربنر پایۀ مفهوم از منظور، این
به تفصیل را گربنر پایۀ و نوتر نرمال سازی مفهوم های ابتدا راستا این در می کنیم. استفاده
الگوریتم نیز پایان در می کنیم. بیان را آن ها ارتباط های و کاربردها از برخی و یادآوری

می دهیم. شرح مثال هایی ارائۀ با را نظر مورد

مقدمه .١
متغیرهای با چندجمله ای ها حلقۀ R = K[x١, . . . , xn] و میدان یک K کنید فرض
به مربوط کمیت های محاسبۀ برای باشد. R ایدآل یک I و K در ضرایب با و x١, . . . , xn
است. اهمیت حائز محاسبات حجم در و بوده برخوردار ویژه ای اهمیت از ایدآل ارائۀ شکل ،I
I ایدآل مناسب موقعیت یافتن محاسباتی جبر و جبری  هندسه در مهم مباحث از یکی بنابراین

گربنر. پایۀ نوتر، نرمال سازی کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٣ ©

۶٩



٧٠ گربنر پایۀ و نوتر ٧٠نرمال سازی گربنر پایۀ و نوتر ٧٠نرمال سازی گربنر پایۀ و نوتر نرمال سازی

موقعیت یک کردن پیدا ایدآل، یک ارائۀ شکل تغییر از منظور است. نظر مورد کمیت محاسبۀ برای
که است ذکر به لازم است. ایدآل برای مناسب مولد مجموعۀ یک یافتن نتیجه در و آن برای مناسب
مثال برای هستند. پایا ایدآل شکل تغییر تحت آن بعد مانند ایدآل یک به مربوط کمیت های از برخی
xy − ١ در y به جای x+ ỹ جایگذاری با بگیرید. نظر در را I = ⟨xy − ١⟩ ⊆ R[x, y] ایدآل
نمی کند. تغییر اید آل بعد اما بود، خواهد ⟨x٢ + xỹ− ١⟩ ⊆ R[x, ỹ] به صورت ایدآل ارائۀ شکل
موقعیت در ایدآل یک دادن قرار یعنی نوتر١ نرمال سازی ایدآل، یک برای مناسب شکل های از یکی
مستوی٣ چندگونای تصویر و ایدآل بعد ایدآل، یک رادیکال محاسبۀ در نوتر نرمال سازی است. نوتر٢
بیان نوتر موقعیت در ایدآل یک دادن قرار برای کارایی محاسباتی روش مقاله این در دارد. کاربرد
نوتر نرمال سازی محاسبۀ برای قطعی الگوریتم یک می توان گربنر۴ پایۀ به کمک روش این در می کنیم.
نرمال سازی محاسبۀ الگوریتم های بقیۀ که حالی در داد؛ ارائه مختصات تغییر ماتریس تنک ترین با
در اساسی مفهوم ها ی از یکی گربنر پایۀ مفهوم .[۵] می کنند استفاده تصادفی روش های از نوتر
دکترایش پایان نامه در بوخبرگر۵ توسط پیش قرن نیم حدود که است محاسباتی جبر و جبری هندسۀ
توجه با .[٢] نامید گربنر پایۀ را جدید مفهوم این راهنمایش استاد احترام به بعدها او شد. معرفی
است. شده تبدیل مهندسی و علوم در مهم ابزارهای از یکی به گربنر پایۀ محاسباتی، جنبه های به
که است شده نگاشته آن کاربردهای و گربنر پایۀ زمینۀ در مقاله ٣٠٠٠ بر بالغ و کتاب ۶ تاکنون

دارد. مفهوم این بودن کاربردی و اهمیت از نشان
گربنر پایۀ و نوتر نرمال سازی مفهوم های دوم بخش در که است صورت این به مقاله این ساختار
الگوریتم یک ارائۀ با سوم بخش در پایان، در می کنیم. بیان را آن  ها کاربردهای برخی و معرفی را

می کنیم. بیان را مفهوم دو این ارتباط

کاربردها و گربنر پایۀ نوتر، نرمال سازی .٢
مفهوم معرفی برای که می پردازیم جبری اصطلاحات و مفهوم ها برخی بیان به ابتدا بخش این در

می شود. توصیه [٨] مرجع مفاهیم این کامل تر مطالعۀ برای داریم. نیاز آن ها به نوتر نرمال سازی
پایۀ کاربردهای قسمت در و می کنیم معرفی مثال چند ارائۀ با را صحیح توسیع مفهوم ابتدا
S کنید فرض می دهیم. ارائه حلقه یک توسیع بودن صحیح تشخیص برای را مهمی محک گربنر
١Noether normalization ٢Noether position ٣Affine variety ۴Groebner basis ۵Buchberger



رحمانی نازنین و هاشمی امیر رحمانی٧١ نازنین و هاشمی امیر رحمانی٧١ نازنین و هاشمی امیر ٧١

حلقه ای توسیع یک را S صورت این در باشد. آن از زیرحلقه ا ی R و یکدار و جابجایی حلقه یک
می گیریم. نظر در R حلقه  ای توسیع یک را S ادامه، در .R ⊆ S می نویسیم و گوییم R

وجود f ∈ R[x] چندجمله ای یک هرگاه گوییم صحیح R روی را s ∈ S عنصر .٢ . ١ تعریف
.f(s) = ٠ و باشد ١ برابر x توان بزرگترین ضریب که به طوری باشد داشته

می نامیم. R صحیح حلقه ای توسیع یک را S باشند، صحیح R روی S اعضای تمام اگر
است. صحیح Q روی √d ∈ R ،d ∈ Q هر برای .٢ . ٢ مثال

π ∈ C,R زیرا نیستند، صحیح اما هستند، Z و Q حلقه های توسیع های R و C .٢ . ٣ مثال
نیست. Z یا Q در ضرایب با چندجمله ای هیچ ریشۀ

را y١, y٢, . . . , yn ∈ R صورت این در باشد. مستوی -جبر K یک R کنید فرض .۴ . ٢ تعریف
که f مانند متغیره n چندجمله ای هر به ازای هرگاه می نامیم جبری مستقل K روی

.f = ٠ باشیم داشته ،f(y١, . . . , yn) = ٠
معرفی ١٩٢۶ سال در آلمانی ریاضیدان نوتر١ امی بار اولین (که را نوتر نرمال سازی قضیۀ اکنون

می کنیم. بیان کرد)
یک I و مثبت صحیح عدد یک n میدان، یک K کنید فرض نوتر). (نرمال سازی ۵ . ٢ قضیه
و d ≤ n صورت این در باشد. R = K[x١, . . . , xn] چندجمله ای های حلقۀ در سره ایدآل

که قسمی به دارند وجود y١, . . . , yn ∈ R

هستند، جبری مستقل K روی {y١, . . . , yn} (آ )
،B = K[y١, . . . , yn] که است مولد متناهی B−مدول یک R (ب)

،I ∩B = ⟨yd+١, . . . , yn⟩ ⊆ B (پ)
x١, . . . , xn برحسب خطی چندجمله ای های y١, . . . , yd آن گاه |K| = ∞ اگر به علاوه (ت)

هستند.
روی y١, . . . , yd ∈ R/I و ایدآل یک I ⊆ R = K[x١, . . . , xn] اگر .۶ . ٢ تعریف
یک را K[y١, . . . , yd] آن گاه باشد، صحیح K[y١, . . . , yd] روی R/I و جبری مستقل K

می نامیم. R/I برای نوتر نرمال سازی
١Emmy Noether



٧٢ گربنر پایۀ و نوتر ٧٢نرمال سازی گربنر پایۀ و نوتر ٧٢نرمال سازی گربنر پایۀ و نوتر نرمال سازی

x که است واضح است. K[x, y]/⟨x٣ − y٢⟩ برای نوتر نرمال سازی یک K[x] .٢ . ٧ مثال
ریشه های به ترتیب y + ⟨x٣ − y٢⟩ و x+ ⟨x٣ − y٢⟩ طرفی از است. جبری مستقل K روی
K[x] روی نتیجه در و X٢ − x١)٣ + ⟨x٣ − y٢⟩) = ٠̄ و X − x(١ + ⟨x٣ − y٢⟩) = ٠̄

است. صحیح K[x] روی K[x, y]/⟨x٣ − y٢⟩ بنابراین هستند. صحیح
به ادامه در که می شود استفاده نوتر نرمال سازی به جای نوتر موقعیت مفهوم از مراجع بعضی در
که می کنیم یادآوری است. نوتر نرمال سازی معادل مفهوم این که است ذکر به لازم می کنیم. اشاره آن
می نامیم. I ایدآل بعد را هستند I ایدآل شامل که R حلقۀ اول ایدآل های از زنجیر بزرگترین طول
موقعیت در را I ایدآل باشد. d بعد از ایدآل یک I ⊆ K[x١, . . . , xn] کنید فرض .٢ . ٨ تعریف

هرگاه می نامیم نوتر
،K[x١, . . . , xd] ∩ I = {٠} (آ )

hd+i ∈ K[x١, . . . , xd+i] ∩ I \ {٠} چندجمله ای یک ،i = ١, . . . , n− d هر برای (ب)
باشد. ١ برابر xd+i توان بزرگترین ضریب که باشد داشته وجود xd+i برحسب

با مرتبط کاربردهای از برخی بیان به سپس و می کنیم معرفی را گربنر پایۀ مفهوم ادامه، در
M کنید فرض کنید. مراجعه [٣ ،١] به تکمیلی توضیحات برای می پردازیم. مقاله این موضوع
Rیک روی تک جمله ای ترتیب یک Rباشد. = K[x١, . . . , xn] در تک جمله ای ها تمام مجموعۀ

کند: صدق زیر شرایط در که است M روی ≺ کلی ترتیب
،m١m٣ ≺ m٢m٣ باشیم داشته m١ ≺ m٢ که m١,m٢,m٣ ∈ M هر برای (آ )

.١ ≺ m ،m ∈ M هر به ازای (ب)
دو xβ و xα و α, β ∈ Nn کنید فرض است. الفبایی ترتیب تک جمله ای ترتیب از مهمی مثال
(xα ≻lex x

β می نویسیم (و گوییم بزرگتر xβ از الفبایی ترتیب به نسبت را xα باشند. تک جمله ای
f تک جمله ای بزرگترین f ∈ R هر برای باشد. مثبت α− β ناصفر مؤلفۀ چپ ترین سمت هر گاه
جملۀ را آن ها حاصلضرب و پیشرو ضریب را ضریبش پیشرو، تک جمله ای را ≺ ترتیب به نسبت
کنید فرض می دهیم. نمایش LT (f) ، LC(f) ، LM(f) نمادهای با به ترتیب و می نامیم پیشرو
LT (I) نماد با را I پیشروی ایدآل باشد. R روی تک جمله ای ترتیب یک ≺ و ایدآل یک I ⊆ R

می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم نمایش
LT (I) = ⟨LT (f) | f ∈ I⟩.



رحمانی نازنین و هاشمی امیر رحمانی٧٣ نازنین و هاشمی امیر رحمانی٧٣ نازنین و هاشمی امیر ٧٣

باشد. R روی تک جمله ای ترتیب یک ≺ و ایدآل یک I ⊆ R کنید فرض .٢ . ٩ تعریف
هرگاه می نامیم ≺ به نسبت I گربنر پایۀ یک را G = {g١, . . . , gs} ⊆ I متناهی زیرمجموعۀ

.LT (I) = ⟨LT (g١), . . . , LT (gs)⟩

صحیح عدد یک ٠ ≤ l < n و ایدآل یک I ⊆ R کنید فرض حذفی). (ایدآل ٢ . ١٠ تعریف
.Il = I ∩K[xl+١, . . . , xn] از است عبارت I حذفی ایدآل l−امین باشد.

به نسبت I برای گربنر پایۀ یک G و ایدآل یک I ⊆ R اگر حذف). (قضیه ٢ . ١١ قضیه
مجموعۀ ٠ ≤ l < n هر برای آن گاه باشد، x١ ≻lex x٢ ≻lex · · · ≻lex xn ترتیب

است. Il حذفی ایدآل برای گربنر پایۀ یک Gl = G ∩K[xl+١, . . . , xn]

معادلات دستگاه از متغیرها حذف برای محاسباتی روش یک حذف قضیۀ از کاربردی به عنوان
معرفی را روند این مثال یک با ادامه در می کنیم. ارائه دستگاه جواب یافتن برای چندجمله ای

می کنیم.

بگیرید: نظر در را زیر دستگاه .٢ . ١٢ مثال
x٢ + y + z = ١
x+ y٢ + z = ١
x+ y + z٢ = ١

I = ⟨x٢+y+z−١, x+y٢+z−١, x+y+z١−٢⟩ یعنی دستگاه، این با متناظر ایدآل
مجموعۀ x ≻lex y ≻lex z ترتیب به نسبت I گربنر پایۀ صورت این در می گیریم. نظر در را

بود: خواهد زیر چندجمله های
g١ = x+ y + z٢ − ١, g٢ = y٢ − y − z٢ − z,

g٣ = ٢yz٢ + z۴ − z٢, g۴ = z۶ − ۴z۴ + ۴z٣ − z٢.

مشاهده که طور همان است. بالا دستگاه جواب های همان نظر مورد دستگاه جواب های طرفی از
مقدار z۶ −۴z۴ +۴z٣ − z٢ = ٠ معادلۀ حل با است. z برحسب چند جمله ای یک g۴ می شود،
ممکن جواب های g٢ و g٣ در مقادیر این جایگزینی با می آوریم. به دست −١ ± √٢, ١, ٠ را z



٧۴ گربنر پایۀ و نوتر ٧۴نرمال سازی گربنر پایۀ و نوتر ٧۴نرمال سازی گربنر پایۀ و نوتر نرمال سازی

ترتیب این به می آوریم. به دست را x مقدار ،g١ در z و y مقادیر جایگزینی با نیز آخر در و y برای
بود: خواهد معادلات دستگاه جواب زیر مجموعۀ

{(١, ٠, ٠), (٠, ١, ٠), (٠, ٠, ١), (−١ +√١−,٢ +√١−,٢ +√٢),
(−١ −√١−,٢ −√١−,٢ −√٢)}

آوریم. به دست می توانیم زیر مرحلۀ دو به کمک را معادلات دستگاه یک جواب های کلی حالت در
چندجمله ای یک تا می کنیم حذف یکی جز را متغیرها همۀ مرحله این در حذف): (مرحله

آوریم. به دست تک متغیره
می آوریم. به دست را تک متغیره چندجمله ای ریشۀ ابتدا مرحله این در : توسیع) (مرحله
را متغیرها بقیۀ مقدار دیگر، معادلات در جواب ها این از یک هر جایگزینی با سپس

می آوریم. به دست
بودن صحیح تشخیص برای محکی گربنر پایۀ از استفاده با گفتیم قبل بخش در که طور همان
یک I ⊆ R = K[x١, . . . , xn] میدان، یک K کنید فرض می دهیم. ارائه حلقه ا ی توسیع یک
f̄i = fi+I می دهیم قرار ١ ≤ i ≤ k هر برای Rباشد. در چندجمله ای k ،f١, . . . , fk و ایدآل
R/I زیرحلقۀ یک B که است واضح صورت این در .B = K[f̄١, . . . , f̄k] می کنیم تعریف و
به K[f١, . . . , fk] روی h ∈ R چندجمله ای صورت چه در کنیم بررسی می خواهیم اکنون است.
زیر محک است؟ صحیح B روی h+ I صورت چه در دیگر، عبارت به یا است صحیح I پیمانۀ

می دهد. پاسخ سؤال این به

،h, f١, . . . , fk ∈ R کنید فرض بودن). صحیح (محک ٢ . ١٣ گزاره
I = ⟨g١, . . . , gs⟩ ⊆ R,

ایدآل باشند. کمکی متغیرهای t, y١, . . . , yk و ایدآل یک
J = ⟨t− h, y١ − f١, . . . , yk − fk, g١, . . . , gs⟩,

به صورت تک جمله ای ترتیب یک ≺ کنید فرض می گیریم. نظر در را
x١ ≻lex · · · ≻lex xn ≻lex t ≻lex y١ ≻lex · · · ≻lex yk,



رحمانی نازنین و هاشمی امیر رحمانی٧۵ نازنین و هاشمی امیر رحمانی٧۵ نازنین و هاشمی امیر ٧۵

در باشد. ترتیب این به نسبت J برای گربنر پایۀ یک G و K[x١, . . . , xn, t, y١, . . . , yk] روی
وجود g ∈ G یک اگر تنها و اگر است صحیح I پیمانۀ به K[f١, . . . , fk] روی h صورت این
.p > ٠ آن، در که باشد LM(g) = tp به صورت آن پیشروی تک جمله ای که به طوری باشد داشته

می کند. تعریف I پیمانۀ به K[f١, . . . , fk] روی h برای صحیح چندجمله ای یک g به علاوه

f١ = x١−٣٢ ،I = ⟨x١٢−x٣٢⟩ ⊆ K[x١, x٢, x٣, x۴] ،K = Q کنید فرض .١۴ . ٢ مثال
کنیم. بررسی I پیمانۀ به K[f١, f٢] روی را x۴ و x٣ بودن صحیح می خواهیم .f٢ = x١٢x٢ و

ایدآل های
I١ = ⟨t− x٣, y١ − f١, y٢ − f٢, I⟩, و I٢ = ⟨t− x۴, y١ − f١, y٢ − f٢, I⟩,

ترتیب به نسبت ایدآل ها این گربنر پایۀ می گیریم. نظر در K[x١, . . . , x۴, t, y١, y٢] در را
x١ ≻lex · · · ≻lex t ≻lex · · · ≻lex y٢,

مجموعه ها ی
G١ = {t٢ − y١ − ١, x− ٣ − t, x٢۴ − y٢, x١٢ − x٢٣},

G٢ = {x۴ − t, x٢۴ − y٢, x٣٢ − y١ − ١, x١٢ − x٢٣}

x٣ پس است، t٢ − y١ − ١ پیشروی تک جمله ای t٢ چون قبل، گزارۀ به توجه با بنابراین است.
به K[f١, f٢] روی x۴ که حالی در است صحیح x٢٣ − f١ − ١ با I پیمانۀ به K[f١, f٢] روی

نیست. صحیح I پیمانۀ

محاسبه را آن گربنر پایۀ به کمک می کنیم، بیان ایدآل بعد برای که تعریفی به توجه با اکنون
می کنیم.

تعریف زیر به صورت می توان را I ایدآل بعد باشد. ایدآل یک I ⊆ R کنید فرض .١۵ . ٢ تعریف
کرد:

dim(I) = max{|u| | u ⊆ {x١, . . . , xn}, I ∩K[u] = {٠}}.

  مجموعه زیر هر برای تعریف، این از استفاده با I ایدآل یک بعد محاسبۀ برای
استفاده با و می کنیم تعریف u ≺lex {x١, . . . , xn} \ u ترتیب یک u ⊆ {x١, . . . , xn}
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بزرگترین اندازۀ صورت این در می آوریم. به دست I ایدآل برای را Gu گربنر پایۀ ترتیب، این از
بعد از تعریف این است. I ایدآل بعد Gu∩K[u] = {٠} که u ⊆ {x١, . . . , xn} زیرمجموعۀ
قضیه [۴] مرجع به بیشتر توضیحات (برای است معادل کردیم، ارائه آن از قبلا که تعریفی با ایدآل

کنید). مراجعه ٣-۵-١
ابتدا می کنیم. بیان مختصر به طور را نوتر نرمال سازی کاربردهای از برخی بخش، این پایان در
مراجعه [۶] به بیشتر توضیحات (برای می کنیم اشاره ایدآل یک رادیکال محاسبۀ در آن کاربرد به
I ایدآل گربنر پایۀ G و d بعد از ایدآل یک I = ⟨G⟩ ⊆ K[x١, . . . , xn] کنید فرض کنید).
در K[x١, . . . , xd] در را G چندجمله ای های ضرایب باشد. نوتر موقعیت در I کنید فرض باشد.
پیشروی ضرایب مشترک مضرب کوچکترین را µ = LCM(LC(g) | g ∈ G) می گیریم. نظر

را I : µ∗ و G چندجمله ای های
{f ∈ K[x١, . . . , xn] | ∃N ∈ N : µNf ∈ I},

١ ≤ i ≤ n− d که hd+i ∈ K[x١, . . . , xd, xd+i] ناصفر چندجمله ای های می کنیم. تعریف
به صورت I در را

hd+i = cont(hd+i).pp(hd+i),

مقسوم (بزرگترین hd+i محتوای cont(hd+i) ∈ K[x١, . . . , xd] آن در که می گیریم نظر در
بزرگترین که (چندجمله ای hd+i اولیۀ چندجمله ای pp(hd+i) و (hd+i ضرایب مشترک علیه
Ld+i = sqfr(pp(hd+i)) کنید فرض باشد. است) یک آن ضرایب مشترک علیه مقسوم
اگر .Pd+i = cont(hd+i)Ld+i می دهیم قرار باشد. pp(hd+i) مربع از خالی چندجمله ای

آن گاه P = {Pd+١, . . . , Pn}
√
I =

√
I + ⟨P, µ⟩ ∩ (I + ⟨P ⟩) : µ∗,

صفر بعد از ایدآل یک I + ⟨P, µ⟩ ایدآل ،P و µ تعریف به توجه با بود. خواهد I ایدآل رادیکال
خالی چندجمله ای یک ١ ≤ i ≤ n هر برای اگر [۴] سیدنبرگ١ لم طبق صورت این در و بود خواهد
ایدآل رادیکال آن گاه کنیم، اضافه ایدآل به را (I + ⟨P, µ⟩) ∩ K[xi] = ⟨fi⟩ که fi مربع از
نظر در را I = ⟨x۴y−٢x٢y+y, y٢ −y⟩ ⊆ K[x, y] ایدآل اگر مثال، برای می آید. به دست
I = ⟨x۴y−٢x٢y+y, y٢−y⟩∩K[x] = {٠} است یک بعد از I که این به توجه با بگیریم
١Seidenberg
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اگر است. نوتر موقعیت در I،تعریف طبق است، y برحسب تکین چندجمله ای یک y٢ − y و
آن گاه بگیریم، نظر در را µ = x۴ − ٢x٢ + ١

I + ⟨P, µ⟩ = ⟨x۴y − ٢x٢y + y, y٢ − y, x۴ − ٢x٢ + ١⟩,
نتیجه در و است صفر بعد از ایدآل √یک

I + ⟨P, µ⟩ = ⟨x۴y − ٢x٢y + y, y٢ − y, x۴ − ٢x٢ + ١, x٢ − ١, y٢ − ١⟩.
داشت خواهیم صورت این در

√
I =

√
I + ⟨P, µ⟩ ∩ (I + ⟨P ⟩) : µ∗

= ⟨x۴y − ٢x٢y + y, y٢ − y, x۴ − ٢x٢ + ١, x٢ − ١, y٢ − ١⟩ ∩ ⟨y⟩

= ⟨y٢ − y, xy٢ − y⟩.

یک تصویر که می دانیم است. مستوی چندگونای تصویر در نوتر نرمال سازی دیگر کاربرد
در ایدآل اگر اما نیست. جبری بستۀ مجموعۀ یک الزاماً تصویر نگاشت تحت مستوی چندگونای

ایدآل مثال، برای بود. خواهد ضربی بستۀ مجموعۀ یک آن تصویر باشد، نوتر موقعیت
I = ⟨xy − ١⟩ ⊆ R[x, y],

می کنیم مشاهده می گیریم. نظر در را (x, y) 7→ y ضابطۀ با π١ : R٢ −→ R تصویر نگاشت و
مجموعۀ یک که است π١(V (I)) = R\{٠} مجموعۀ π١ تحت V (I) جبری مجموعۀ تصویر که

ایدآل xy − ١ در y به جای x+ ỹ جایگذاری با اما نیست. جبری
⟨x٢ + xỹ − ١⟩ ⊆ R[x, ỹ],

است. جبری مجموعۀ یک π١(V (x٢ + xỹ − ١)) = R صورت این در و داشت خواهیم را

نوتر نرمال سازی الگوریتم .٣
شده اند، ارائه نوتر نرمال سازی محاسبۀ برای تاکنون که الگوریتم هایی که کردیم بیان مقدمه در
محاسبات مستلزم این که می کنند پیدا را مختصات تغییر ماتریس تصادفی روش های از استفاده با
ارائه بخش این در که الگوریتمی اما دارد. نیاز نیز بیشتری زمان به قطعاً که است پیچیده و طولانی
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موقعیت در آن با که دارد نیاز ایدآل یک که مختصاتی تغییر قطعی، روش یک از استفاده با می شود
ماتریس برای دیگر) روشهای به (نسبت تنک تر ماتریس یک دیگر، عبارت به یا بگیرد قرار نوتر

می کند. محاسبه را ایدآل مختصات تغییر
نوتر سازی نرمال ١ الگوریتم

.V = [x١, . . . , xn] متغیرهای و I = ⟨F ⟩ ⊆ R = K[x١, . . . , xn] ایدآل ورودی:
باشد. نوتر موقعیت در ⟨ψ(I)⟩ که طوری خطی نگاشت های از ψ مجموعۀ یک خروجی:

می گیریم. نظر در تهی مجموعۀ را ψ :١
fi که گیریم می نظر در f = fm+ · · ·+ f٠ صورت به m درجۀ از را f ∈ F چند جمله ای :٢

است. i درجه از
.fm(b١, . . . , bn−١, ١) ̸= ٠ که می کنیم انتخاب طوری را b١, . . . , bn−١ :٣

.M =


١ ··· −b١... ···

...... ١ −bn−١٠ ··· ١


−١  y١...

yn−١
xn

 دهید قرار :۴

می نامیم. F̃ را آن و می کنیم جایگذاری F در M [i] با را xi ،i = ١, . . . , n− ١ هر برای :۵

می                               نامیم. F ′ را آن و می کنیم محاسبه را ⟨F̃ ⟩∩K[y١, . . . , yn−١] گربنر پایۀ از استفاده با :۶
نظر در i = ١, . . . , n − ١ برای xi → xi − bixn خطی نگاشت و ψ اجتماع را ψ :٧

می گیریم.
روی نوتر سازی نرمال خروجی و ψ اجتماع با برابر ψ می دهیم قرار آنگاه F ′ ̸= {٠} اگر :٨

باشد. [y١, . . . , yn−١] و ⟨F ′⟩

برمی گردانیم. را ψ :٩

به صورت xn متغیر برحسب را yi متغیر n− ١ ابتدا که است صورت این به ١ الگوریتم روند
یک در جایگذاری با و می سازیم y١ = x١ − b١ · xn, . . . , yn−١ = xn−١ − bn−١ · xn
سپس می آوریم. به دست را biها برای مناسب مقادیر yn = cxmn +

∑m−١
i=٠ f̃ix

i
n چندجمله ای

از یکی مرحله هر در و می کنیم محاسبه را I ′ := I ∩K[y١, . . . , yn−١] ایدآل گربنر پایۀ به کمک
زیرا می کنیم، تکرار است ایدآل بعد d که بار n− d حداکثر را روند این می کنیم. کم متغیرها تعداد
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داشت خواهیم است، d ایدآل بعد که این به توجه با صورت این در
I ′ = I ∩K[y١, . . . , yd] = {٠}.

چندجمله ای n − d طرفی، از نمی کند. تغییر خطی متغیر تغییر با ایدآل بعد که است ذکر به لازم
نوتر، نرمال  سازی تعریف به توجه با بنابراین می سازیم. I ایدآل در K[y١, . . . , yd] روی تکین

می گیرد. قرار نوتر موقعیت در نظر مورد ایدآل
الگوریتم پایان پذیری اثبات برای شود. می نتیجه نوتر نرمال سازی لم از ١ الگوریتم درستی اثبات

می آیند. ادامه در که می کنیم استفاده نتایجی از
به صورت f(x١, . . . , xn) ∈ R و R = K[x١, . . . , xn] کنید فرض (١

f = f٠ + · · ·+ fm,

در را x̃١, . . . , x̃n−١ جدید متغیرهای باشند. i درجۀ از همگن چندجمله ای های fiها آن در که باشد
f̃٠, . . . , f̃m−١ چندجمله ای های صورت این در .bi ∈ K و x̃i = xi − bixn که می گیریم نظر

که موجودند K[x̃١, . . . , x̃n−١] در

f(x١, . . . , xn) = fm(b١, . . . , bn−١, ١)xmn +
m−١∑
i=٠

f̃i(x̃١, . . . , x̃n−١)xin.

صورت این در .f ∈ K[x١, . . . , xn] و باشد نامتناهی میدان یک K کنید فرض (٢
.f(b١, . . . , bn) = ٠ ،(b١, . . . , bn) ∈ Kn هر برای اگر تنها و اگر f = ٠

از همگن چندجمله ای یک ٠ ̸= f ∈ K[x١, . . . , xn] و نامتناهی میدان یک K اگر (٣
f(b١, . . . , bn−١, ١) = ٠ ،(b١, . . . , bn−١, ١) ∈ Kn هر به ازای که طوری باشد m درجۀ

است. صفر چندجمله ای یک f آن گاه
کنید. مراجعه ٣ صفحۀ [۴] به ٢ ادعای و [٨] به ٣ و ١ ادعاهای اثبات برای

می کنیم. بیان را زیر مثال الگوریتم، روند بهتر درک برای

ایدآل .٣ . ١ مثال
I = ⟨y٢z − wxy٢, xyz − wz٢, y٢z − wx٢yz⟩ ⊆ R = R[w, x, y, z],
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حسب بر تکینی چندجمله ای  می خواهیم می گیریم. نظر در را w ≻lex · · · ≻lex z ترتیب و
متغیرهای ابتدا منظور، این برای آوریم. به دست متغیر کوچکترین

w = y١ + b١z, x = y٢ + b٢z, y = y٣ + b٣z,

متغیرها تغییر این جایگذاری با می کنیم. جایگزین f = xyz−wz٢ مانند چندجمله ای یک در را
داشت: خواهیم را زیر چندجمله ای f در

(b٢b٣ − b١)z٣ + (y١b٣ + b٢y٢ − y١)z٢ + y٢y٣z.

و b١ = ١ می دهیم قرار نشود. صفر z٣ ضریب که می کنیم انتخاب طوری را b١, b٢, b٣ حال
ایدآل گربنر پایۀ حذفی، روش از استفاده با اکنون .b٢ = b٣ = ٠

I ′ = I ∩ R[y١, y٢, y٣] =

⟨y۵٢y٢٣y١ − y٣٣y٢y١, y۴٢y٣٣y١ − y٣٢y٣٣y١ + y٢١ y٣٣y٢, y٢٢y٢٣y٢١ + y٣٣y٢y١ − y۴٢y٢٣y١⟩,

چندجمله ای  باید بعد مرحلۀ در الگوریتم طبق پس شد، ناتهی اشتراک چون می کنیم. محاسبه را
y٢ = z٢ + b٢y٣ و y١ = z١ + b١y٣ متغیرهای نیز مرحله این در بسازیم. y٣ برحسب تکینی
چندجمله ای به g صورت این در می کنیم. جایگزین g = y٢٢y٢٣y٢١ + y٣٣y٢y١ − y۴٢y٢٣y١ در را

می شود: تبدیل زیر
− b۴٢b١y٧٣ + (b٢٢b٢١ − ۴z٢b٣٢b١ − b۴٢z١)y۶٣

+ (٢z٢b٢b٢١ + ٢b٢٢z١b١ + b٢b١ − ۶z٢٢b٢٢b١ − ۴z٢b٣٢z١)y۵٣

+ (z٢٢b٢١ + ۴z٢b٢z١b١ + b٢٢z٢١ + z٢b١ + b٢z١ − ۴z٣٢b٢b١ − ۶z٢٢b٢٢z١)y۴٣

+ (٢z٢٢z١b١ + ٢z٢b٢z٢١ + z٢z١ − z۴٢b١ − ۴z٣٢b٢z١)y٣٣

+ (z٢٢z٢١ − z۴٢z١)y٢٣.

b١ = b٢ = ١ می دهیم قرار نشود صفر y٣ ضریب که این برای قبل مرحلۀ مانند نیز مرحله این در
کنیم تعریف اگر .I ′′ = I ′ ∩ R[z١, z٢] = {٠} داریم گربنر پایۀ به کمک و

B = R[w− y− z, x− y, f(w− y− z, x− y, y, z), g(w− y− z, x− y, y, z)],
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بنابراین است. مولد متناهی R-مدول Bیک ،R = B[y, z] و y٣ = y که این به توجه با آن گاه
R/I =B[y, z]/

⟨
− y۴ + (w − z + x)y٣ + (z − (w − z)x)y٢,

z٣ + (−w + y)z٢ + (x− y)yz, y٢z − (w − y − z)(x− y)٢yz
⟩

تعریف طبق نتیجه در است. صحیح B/(I ∩ B) = R[w − y − z, x − y] روی
است. R/I نوتر نرمال سازی یک R[w − y − z, x− y]

محاسبۀ برای تودرتو پایه های از استفاده با مؤثر الگوریتمی [٧] روبرتز ،٢٠٠٩ سال در .٣ . ٢ مثال
به صورت را I ایدآل مثال، به عنوان کرد. ارائه نوتر نرمال سازی

⟨yz − yc− xb+ ab, zc− zx− yb+ ab, yc− zb+ ab, xy − zx− cb+ ab⟩

⊆ Q[a, b, c, x, y, z],

متغیرهای تغییر روبرتز الگوریتم می گیریم. نظر در
a 7→ a, b 7→ b− a, c 7→ c− b, x 7→ x− c, y 7→ y − a, z 7→ z + c,

مقاله، این در شده ارائه الگوریتم که حالی در می کند، محاسبه نوتر موقعیت در I دادن قرار برای را
متغیرهای تغییر

a 7→ a, b 7→ b, c 7→ c, x 7→ x− z − ٢y, y 7→ y, z 7→ z,

است. روبرتز الگوریتم توسط شده ارائه متغیرهای تغییر از تنک تر به روشنی که می دهد به دست را

ایدآل .٣ . ٣ ⟩مثال
x١x٣ + x٣u١ − x٣u٢ − u١u٣, x١u٣ − u١u٣ − u٢u٣,

x٢u٣ + x٣u١ − x٣u٢ − u١u٣, x٣u١ − x٣u٢ − u١u٣ + u٢u٣,

x٣u١u٣ − u١u٢٣
⟩
⊆ K[u١, u٢, u٣, x١, x٢, x٣],



٨٢ گربنر پایۀ و نوتر ٨٢نرمال سازی گربنر پایۀ و نوتر ٨٢نرمال سازی گربنر پایۀ و نوتر نرمال سازی

از استفاده با بگیرید. نظر در u١ ≻drl u٢ ≻drl u٣ ≻drl x١ ≻drl x٢ ≻drl x٣ ترتیب با را
داریم نیاز زیر متغیرهای تغییر به نوتر موقعیت در بالا ایدآل دادن قرار برای روبرتز الگوریتم

u١ 7→ u١, u٢ 7→ u٢, u٣ 7→ u٣ − u١, x١ 7→ x١ + u٢, x٢

7→ x٢ − u١, x٣ 7→ x٣ − u٢,

متغیرهای تغییر با تنها اخیر یافتۀ بهبود الگوریتم با که حالی در
u١ 7→ u١, u٢ 7→ u٢, u٣ 7→ u٣ − u١, x١ 7→ x١, x٢ 7→ x٢, x٣ 7→ x٣ − u٢.

است. تنک تر به روشنی که می گیرد قرار نوتر موقعیت در ایدآل
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