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فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   مجموعه
ترابیان پریسا و بهبودیان، جواد بلادی، صدیقه

چکیده
دنباله یک بودن کامل برای کافی و لازم شرط کامل،   دنباله تعریف ضمن مقاله این در
 دنباله یک فیبوناتچی   دنباله که می دهیم نشان و می کنیم بیان را مثبت صحیح اعداد از
 مجموعه را (xn) دستاورد  مجموعه حقیقی، اعداد از (xn)  دنباله برای است. کامل
نظر در می باشد، N از زیرمجموعه  هر I آن در که ∑

i∈I xi حقیقی مقادیر   همه
نشان دودویی بسط از استفاده با نمونه، برای می دهیم. نمایش AS(xn) با و گرفته
به موجب که می کنیم بررسی را کافی شرایط ادامه، در .AS( ١

٢n

)
=

[٠, ١] می دهیم
باشد. حقیقی اعداد  مجموعه یا و بازه یک به صورت دنباله ای دستاورد  مجموعه آن ها
به دست را فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاورد  مجموعه سرانجام،

می آوریم.

سرآغاز .١
فراهم نمادین به صورت آن ها دادن نشان برای را تمایلی طبیعی اعداد به بشر دیرپای دلبستگی
در هندی ریاضی دان های رومی ها و بابلی ها، مصری ها،  به وسیله تلاش هایی از پس است. کرده
اعشاری دستگاه در و امروز مدرن سیستم به شبیه سیستمی مسیح، میلاد از بعد سال ١٠٠٠ حدود
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٨۴ فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٨۴مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٨۴مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   مجموعه

برای است. نکاسته دیگر سیستم های ایجاد برای علاقه از سیستم این نفوذ که هرچند کردند. ابداع
١٧ (قرن لایب نیتز زمان از یعنی دور بسیار  گذشته از را ریاضی دانان توجه دودویی سیستم نمونه،
استفاده می کند، یک و صفر ارقام تنها سیستم این که آن جا از است. کرده جلب خود به میلادی)
دو توان های از حاصل جمعی به عنوان n نوشتن با معادل ،n مثبت صحیح عدد یک دودویی نمایش
{١, ٢, ٢٢, ٢٣, . . .} از دنباله ای زیر جملات حاصل جمع به عنوان را n دیگر، به عبارت می باشد.
اعداد نمایش از بیشماری دودویی سیستم های می توان که می سازد آشکار موضوع این می نویسند.
نیاز البته ، ساخت. {١, ٢, ٢٢, ٢٣, ...}  دنباله با دیگر دنباله های کردن جایگزین از استفاده با را
مجموعه ای به عنوان را M اگر که است این باشد ارزشمند این که برای اعداد نمایش سیستم یک  اولیه
این جهت، از باشد. سیستم آن با نمایش قابل مجموعه این در عدد هر بگیریم، نظر در اعداد از
صحیح عدد هر به ازای هرگاه می نامند ١ کامل را مثبت صحیح اعداد از {x١, x٢, x٣, . . .}  دنباله
مجموع به طوری که باشد داشته وجود {xi١ , xi٢ , . . . , xik} مانند متناهی زیردنباله ای ،n مثبت
صحیح اعداد از دنباله ای تا می شود باعث شرایطی چه بدانیم مایلیم .[۵] باشد n مساوی آن جملات
 همه زیردنباله هایشان، جملات مجموع دنباله ها از نوع چه کلی تر، حالت در و باشد کامل مثبت،

می کنند. تولید را حقیقی اعداد
کامل برای کافی و لازم شرط مقاله این دوم بخش در اول، سؤال به پاسخ گویی راستای در
در می باشد. کامل  دنباله یک فیبوناتچی  دنباله که می دهیم نشان و می کنیم بیان را دنباله یک بودن
مجموع به صورت را آن بتوان که عددی یعنی ،(xn) حقیقی  دنباله توسط دست یافته٢ عدد سوم بخش
این تمام  مجموعه سپس می کنیم. تعریف نوشت، (xn) از متناهی) احتمالا) زیردنباله ای جملات
به موجب که می کنیم بررسی را شرایطی و می نامیم (xn)  دنباله ٣ دستاوردِ  مجموعه را دست یافته اعداد
دوم سؤال به روشنی به چهارم بخش در سرانجام، باشد. بازه دنباله                      ، یک دستاورد  مجموعه آن ها
تعیین را فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاورد مجموعه های و می گوییم پاسخ

می کنیم.
کرده اند. بیان دستاورد  مجموعه و کامل  دنباله خصوص در را مطالبی ریاضی دانان از تعدادی
کردند. بیان خصوص این در را مسائلی و تعریف را کامل  دنباله [١١] در کینگ۵ و هگات۴ ابتدا،
نتایج [١] در دیکین٧ این ، بر افزون گفت. پاسخ به وضوح مسائل این به [۴] در براون۶ سپس
بررسی تعمیم یافته فیبوناتچی  دنباله  مطالعه و معرفی با ارتباط در بودن کامل  درباره را مشخصی
١Complete ٢Achieved Number ٣Achievement set ۴Hoggatt ۵King ۶Brown ٧Daykin
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در مطالبی [٧] ریبنبویم٣ و [١٠] کاکیا٢ ،[٢] هورنیچ١ دستاورد،  مجموعه خصوص در است. نموده
با و تعیین را دستاورد  مجموعه نوع دو [٨] در جونز۴ کرده اند. بیان چهارم و سوم بخش راستای
جونز است. کرده مشخص را آن ها توپولوژیک خواص مجموعه، دو این ماهیت در اختلاف به توجه
همچنین وی باشد. همبند دنباله یک دستاورد  مجموعه به موجب آن ها، که می کند بررسی را شرایطی
تعیین باشد، ناهمبند کلا درنتیجه و کانتور  مجموعه دنباله ای دستاورد  مجموعه آن تحت که را شرایطی
مجموعه ای یا حقیقی اعداد از دنباله هر دستاورد  مجموعه که می گیرد نتیجه سرانجام جونز می کند.
است. چگال خودش در دستاورد  مجموعه درونِ یا و دارد تهی درونِ این رو از و می باشد اول  رسته از

کامل  دنباله .٢
کامل برای کافی و لازم شرط سپس می پردازیم. کامل   دنباله معرفی به  نخست بخش این در
این و است کامل فیبوناتچی   دنباله که می دهیم نشان آن، به دنبال  می کنیم. بررسی را دنباله یک بودن
  جمله دو دنباله این از هرگاه اما می کند. حفظ دنباله از دلخواه   جمله یک حذف از پس را خاصیت
می دهیم نشان این، بر افزون .[۴] داد خواهد دست از را بودن کامل ویژگی کنیم، حذف را دلخواه
 دنباله از خاصی  زیردنباله جملات مجموع به صورت یکتا، به طور می توان را مثبت صحیح عدد هر که

.[۶] و [۵] نوشت فیبوناتچی

به ازای هرگاه می نامیم کامل را مثبت صحیح اعداد از (xn)  دنباله کامل).  دنباله) ٢ . ١ تعریف
به طوری که باشد داشته وجود مثبت صحیح اعداد از I زیرمجموعۀ ،m مثبت صحیح عدد هر

.m =
∑

i∈I xi

همگرا صحیح عدد یک به (xn) متناهی زیردنباله های جملات مجموع تنها که است بدیهی
می باشد. متناهی I  مجموعه این رو، از می باشند؛

x١ = ١ شرط با متمایز) جملات با الزاماً (نه مثبت صحیح اعداد از دنباله ای را (xn) .٢ . ٢ لم
به ازای این صورت در می گیریم. نظر در xn+١ ≤ ١ +

∑n
i=١ xi ،n = ١, ٢, . . . به ازای و

به طوری که دارد وجود {١, ٢, . . . , k} از I   زیرمجموعه ،٠ < m < ١ +∑k
i=١ xi

m =
∑
i∈I

xi.

١Hornich ٢Kakeya ٣Ribenboim ۴Jones



٨۶ فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٨۶مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٨۶مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   مجموعه

باشد. برقرار k ≤ N به ازای لم می کنیم فرض است. بدیهی k = ١ به ازای لم درستی اثبات.
که می دهیم نشان

٠ < m < ١ +
N+١∑
i=١

xi,

.m =
∑

j∈J xj به طوری که دارد وجود {١, ٢, . . . , N + ١} از J  زیرمجموعه که می دهد نتیجه
 رابطه در که بگیریم نظر در را mی مقادیر که داریم نیاز تنها منظور این برای
با m < ١ +∑N

i=١ xi حالت زیرا می کنند. صدق ،١ +∑N
i=١ xi ≤ m < ١ +∑N+١

i=١ xi

داریم: فرض از استفاده با بنابراین ، می شود. داده پوشش استقرا فرض به توجه

m− xN+١ ≥ ١ +
N∑
i=١

xi − xN+١ ≥ ٠.

این صورت، غیر در می شود. حاصل نتیجه ،m− xN+١ = ٠ اگر
می دهد نتیجه را {١, ٢, . . . , N} از I   زیر مجموعه وجود ،٠ < m− xN+١ < ١ +∑N

i=١ xi
قرار و تساوی دیگر طرف به xN+١ انتقال با سرانجام .m − xN+١ =

∑
i∈I xi به طوری که

□ می شود. حاصل نتیجه ،J = I ∪ {N + ١} دادن

می گیریم. نظر در x١ = ١ شرط با مثبت صحیح اعداد از نانزولی دنباله ای را (xn) .٢ . ٣ قضیه
داشته n = ١, ٢, . . . به ازای که است این (xn) بودن کامل برای کافی و لازم شرط این صورت در

باشیم:
xn+١ ≤ ١ +

n∑
i=١

xi.

این صورت در .xn+١ ≤ ١ +
∑n

i=١ xi ،n = ١, ٢, . . . به ازای می کنیم فرض اثبات.
فرض قضیه، لازم شرط اثبات برای می باشد. کامل  دنباله یک ،٢ . ٢ لم به توجه با (xn)  دنباله

آن گاه، .xn١+٠ > ١ +∑n٠
i=١ xi به طوری که دارد وجود n٠ ≥ ١ می کنیم

xn١+٠ > xn١+٠ − ١ >
n٠∑
i=١

xi

را xn١+٠ − ١ مثبت صحیح عدد بتوان به طوری که ندارد وجود J ⊆ N هیچ که می دهد نتیجه
□ داد. نمایش ∑j∈J xj به صورت
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،u١ = ١ به صورت هرگاه گوییم فیبوناتچی  دنباله را (un)  دنباله .( فیبوناتچی  دنباله) ۴ . ٢ تعریف
باشد. شده تعریف un+١ = un + un−١ ،n ≥ ٢ به ازای و u٢ = ٢

،n ≥ ٢ به ازای و F١ = F٢ = ١ به صورت اگر را (Fn)  دنباله امروزه
آن از مقاله، این در ما می گویند. فیبوناتچی  دنباله باشد، شده تعریف Fn+١ = Fn−١ + Fn

می کنیم. استفاده تعمیم یافته فیبوناتچی  دنباله عنوان تحت

نامساوی داد، نشان می توان به آسانی ریاضی استقرای از استفاده با .۵ . ٢ مثال
فیبوناتچی  دنباله این رو، از است؛ برقرار فیبوناتچی  دنباله جملات بین ،un+١ ≤ ١ +∑n

i=١ ui
می باشد. کامل قبل  قضیه به توجه با

زیر: شرط می گیریم. نظر در مثبت صحیح اعداد از نانزولی و کامل دنباله ای را (xn) .۶ . ٢ قضیه

xn+١ ≤ ١ +
n−١∑
i=١

xi, n = ١, ٢, . . .

شود. حفظ دنباله  از دلخواه  جمله یک حذف از پس (xn) بودن کامل این که برای است کافی و لازم

□ می گردد. اثبات به آسانی ٢ . ٣   قضیه از استفاده با اثبات.

فیبوناتچی  دنباله جملات بین که داد نشان می توان ریاضی استقرای از استفاده با .٢ . ٧ مثال
 جمله یک حذف از پس بنابراین، است. برقرار ،Fn+١ = ١ +

∑n−١
i=١ Fi  رابطه تعمیم یافته،

می کند. حفظ را خود بودن کامل دنباله ، این جملات از دلخواه

شرط با مثبت صحیح اعداد از نانزولی و کامل دنباله ای را (xn) .٢ . ٨ قضیه

xn+١ ≥ ١ +
n−١∑
i=١

xi, n = ١, ٢, . . .

بودن کامل این که برای است کافی (m ̸= j) xm و xj دلخواه  جمله دو حذف می گیریم. نظر در
برود. بین از دنباله

توجه با ،m = ٢ و j = ١ اگر .j < m می کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون اثبات.
کامل پس باشد؛ داشته یک با مساوی  جمله یک باید مثبت صحیح اعداد از کامل  دنباله هر این که به
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داریم: ،m > ٢ به  ازای می رود. بین از این حالت در دنباله بودن

xm+١ ≥ ١ +
m−١∑
i=١

xi = ١ +
j−١∑
i=١

xi +
m−١∑
i=j+١

xi + xj

> ١ +
j−١∑
i=١

xi +

m−١∑
i=j+١

xi.

در ترتیب، بدین  می کند. نقض را دنباله یک بودن کامل برای ٢ . ٣ قضیۀ شرط اخیر، نامساوی
□ نمی باشد. کامل  دنباله یک حاصل،  دنباله نیز این حالت

دلخواه  جمله دو حذف با بنابراین، دارد. را ٢ . ٨  قضیه شرایط تعمیم یافته فیبوناتچی  دنباله .٢ . ٩ مثال
می رود. بین از آن بودن کامل دنباله، این جملات از

  دنباله از زیردنباله ای جملات مجموع توسط مثبت صحیح عدد هر که دادیم نشان ۵ . ٢ مثال در
یکتا نمایش این آیا که است این می شود ایجاد ذهن در که سؤالی است. نمایش قابل فیبوناتچی

می دهد. پاسخ سؤال این به آشکار به طور زخندورف١  قضیه می باشد.

است. برقرار ،(un) فیبوناتچی،  دنباله جملات بین زیر  رابطه .٢ . ١٠ لم

un = ١ + un−١ + un−٣ + · · ·+ u١,٢,

.u١,٢ = u٢ زوج، nهای برای و u١,٢ = u١ فرد، nهای برای آن در که

□ کرد. بررسی می توان را رابطه درستی ریاضی، استقرای از استفاده با اثبات.

هر این  صورت در می گیریم. نظر در را ،(un) فیبوناتچی،  دنباله زخندورف). قضیۀ ) ٢ . ١١ قضیه
به صورت نمایش یک تنها و یک دارای N مثبت صحیح عدد

(٢ . ١) N =
∑
i∈I

ui

نمی باشد. متوالی عدد دو هیچ شامل و است مثبت صحیح اعداد از زیرمجموعه ای I آن در که می باشد
١Zechendorf
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قضیه، شرایط تحت ٢ . ١ Nنمایش مثبت صحیح عدد هر به  ازای می دهیم نشان نخست اثبات.
اعداد از J و I متمایز زیرمجموعه های این صورت در نباشد. چنین می کنیم فرض می باشد. یکتا

و نیستند متوالی عدد دو هیچ شامل به طوری که دارند وجود مثبت صحیح

(٢ . ٢) N =
∑
i∈I

ui =
∑
j∈J

uj .

کلیت، از شدن کاسته بدون باشد. uik ̸= ujk شرط با جمله بزرگ ترین uik و ujk می کنیم فرض
را jk = p و ik = m توأم اندیس های نوشتن از جلوگیری برای و uik > ujk می کنیم فرض

داریم: (٢ . ٢)  رابطه به توجه با و m > p بنابراین، می دهیم. قرار

(٢ . ٣) ∑
i∈I
i≤m

ui =
∑
j∈J
j≤p

uj .

داریم: رابطه این راست سمت برای حالی که در است um مساوی یا بزرگ تر (٢ . ٣)  رابطه چپ سمت
∑
j∈J
j≤p

uj ≤ up + up−٢ + · · ·+ u١,٢ = up+١ − ١ < um

می باشد. یکتا (٢ . ١) نمایش بنابراین، است؛ تناقض این که
بررسی قضیه شرایط تحت و N مثبت صحیح عدد هر به ازای را (٢ . ١) نمایش وجود اینک
می دهد نتیجه ٠ ≤ N < un که می دهیم نشان ،n روی ریاضی استقرای از استفاده با می کنیم.
نیست متوالی عدد دو هیچ شامل به طوری که دارد وجود {١, ٢, . . . , n − ١} از I  زیرمجموعه که
می توان به آسانی است. برقرار مقدم انتفای بنابه n = ١ به ازای گزاره .N =

∑
i∈I ui و

گزاره که می کنیم فرض حال است. برقرار نیز n = ٣ و n = ٢ به ازای گزاره این که داد نشان
به ازای گزاره این که می دهیم نشان باشد. درست k ≥ ٣ آن در که ،n = ١, ٢, . . . , k به ازای
I  زیرمجموعه که می دهد نتیجه ٠ ≤ N < uk+١ معادل به طور یا است صحیح نیز n = k + ١
با .N =

∑
i∈I ui و نیست متوالی عدد دو هیچ شامل به طوری که دارد وجود {١, ٢, . . . , k} از

نیاز تنها بنابراین، است. برقرار ٠ ≤ N < uk  محدوده در N برای نتیجه استقرا فرض به توجه
این  حالت، برای دهیم. قرار بررسی مورد را uk ≤ N < uk+١ حالت که داریم

٠ ≤ N − uk < uk+١ − uk = uk−١



٩٠ فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٩٠مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٩٠مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   مجموعه

شامل به طوری که دارد وجود {١, ٢, . . . , k−٢} از J   زیر مجموعه که می دهد نتیجه استقرا  فرض و
و نیست متوالی عدد دو هیچ

N − uk =
∑
j∈J

uj ;

حاصل I = J ∪ {k} دادن قرار با مطلوب  نتیجه این رو از و N =
∑

j∈J uj + uk بنابراین،
□ می شود.
متناهی  زیردنباله یک جملات مجموع با مثبت صحیح عدد هر که می کند بیان زخندورف  قضیه
این، بر افزون است. متناظر یکتا به طور متوالی، جملات نداشتن حضور شرط با فیبوناتچی  دنباله از
 دنباله از متناهی  زیردنباله یک جملات با می توان را مثبت صحیح عدد هر که داد نشان [۶] در براون

کرد. متناظر یکتا به طور متوالی،  جمله دو هر از یکی حداقل داشتن حضور شرط با فیبوناتچی

دستاورد  مجموعه .٣
همچنین، باشند. ناصفر آن ها جملات تمام که هستند نظر مورد دنباله هایی تنها بخش این در
همانند را حقیقی اعداد مایلیم باشد. شده بیان به صراحت این که مگر هستند نامتناهی دنباله ها تمام
به جای بنابراین، دهیم. نمایش (xn)  یک زیر دنباله جملات از مجموعی به صورت صحیح اعداد
دنباله های خلاف بر اما می بریم. به کار را حقیقی اعداد از دنباله هایی صحیح اعداد از دنباله هایی
.[٨] بگیریم نظر در نیز را متناهی جملات مجموع با نامتناهی زیردنباله های می توانیم صحیح اعداد

گوییم (xn) حقیقی  دنباله توسط دست یافته عدد را r حقیقی عدد دست یافته). (عدد ٣ . ١ تعریف
r به آن جملات مجموع به طوری که باشد داشته وجود (xn) از متناهی) احتمالا) زیردنباله ای هرگاه

می دهیم. قرار تهی  زیردنباله جملات مجموع را صفر عدد باشد. همگرا

را (xn) حقیقی  دنباله توسط دست یافته اعداد تمام  مجموعه دستاورد).  مجموعه) ٣ . ٢ تعریف
می دهیم. نمایش AS(xn) با و گوییم (xn)  دنباله دستاورد  مجموعه

می توان قبل بخش در شده گفته کامل  دنباله به تعریف توجه با و ٣ . ٢ تعریف از استفاده با
کرد. بیان زیر به صورت را کامل  دنباله برای معادل البته و جدید تعریف

صحیح عدد هر هرگاه گوییم کامل را مثبت صحیح اعداد از (xn)  دنباله کامل).  دنباله) ٣ . ٣ تعریف
باشد. (xn) توسط دست یافته عدد یک مثبت
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اگر تنها و اگر است کامل مثبت صحیح اعـداد از (xn)   دنباله گفت: می توان دیگر به عبارت
.AS(xn) = N ∪ {٠}

مجموع تنها که است بدیهی می گیریم. نظر در را (xn) = {١−,١, ١−,١, . . . }  دنباله .۴ . ٣ مثال
.AS(xn) = Z که می شود دیده به آسانی و می باشند همگرا دنباله این متناهی زیردنباله های جملات

کامل  دنباله یک (xn) = {١, ٢, ۴, . . . , ٢n, . . . }  دنباله ٢ . ٣  قضیه به توجه با .۵ . ٣ مثال
.AS(xn) = N ∪ {٠} یعنی، است؛

AS(xn) هرگاه گوییم برتر١ دست آور را (xn) حقیقی  دنباله برتر). دست آور  دنباله) ۶ . ٣ تعریف
باشد. حقیقی اعداد از بازه یک به صورت

یک عدد به  ∑∞
n=١ ١٢n سری می دانیم می گیریم. نظر در را (xn) =

( ١٢n
)  دنباله .٣ . ٧ مثال

حقیقت این از معکوس شمول دادن نشان برای .AS(xn) ⊆ [٠, ١] بنابراین، می باشد؛ همگرا
هر به ازای یعنی هستند؛ دودویی بسط دارای یک و صفر بین حقیقی اعداد تمام که می کنیم استفاده

،r ∈ [٠, ١]
(٣ . ١) r =

∞∑
i=١

ai
١
٢i

نظر در زیر به صورت را N از I   زیرمجموعه اکنون می باشند. یک یا صفر ai ضرایب آن در که
می گیریم:

I = {i ∈ N : ai = ١}.
AS(xn) = درنتیجه و r ∈ AS(xn) بنابراین، .∑i∈I xi = r که می شود دیده به آسانی

می باشد. برتر دست آور یک ،( ١٢n
)  دنباله پس .[٠, ١]

sN ≤ ٠ به منفی آن جملات مجموع که است حقیقی اعداد از دنباله ای (xn) می کنیم فرض .٣ . ٨ لم
باشد. همگرا

داریم: آن گاه ،IN = {i : xi < ٠} و Ip = {i : xi > ٠} هرگاه الف)
(٣ . ٢) AS(xn) = AS (xi : i ∈ IP ) +AS (xi : i ∈ IN ) ;

.−sN +AS(xn) = AS(|xn|) ب)
١High Achiever



٩٢ فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٩٢مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٩٢مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   مجموعه

به طور مجموع همگرا، جملات مجموع با (xn) از زیردنباله هر که می دهیم نشان الف) اثبات.
(xn)  دنباله جملات مجموع که کرد فرض می توان کلیت، از شدن کاسته بدون دارد. همگرا مطلق

می دانیم باشد. واگرا ∑∞
i=١ |xi| می کنیم فرض باشد. همگرا s عدد به

∞∑
i=١

|xi| =
∑
i∈IP

xi +
∑
i∈IN

(−xi).

پس می باشد. واگرا ∑
i∈IP xi سری بنابراین، است؛ همگرا −sN به ∑i∈IN (−xi) سری

می توان درنتیجه ؛ ∑
i∈Ip,i≤nm

xi > M به طوری که دارد وجود nM ∈ N ،M ∈ R+ هر به ازای
نوشت:

nM∑
i=١

xi =
∑
i∈Ip
i≤nm

xi +
∑
i∈IN
i≤nm

xi > M + sN .

این .∑∞
i=١ xi → ∞ داریم شود، گرفته حد M → ∞ وقتی که رابطه این طرفین از اگر اکنون

درنتیجه و همگراست مطلق به طور ∑∞
i=١ xi سری بنابراین، می کند. ایجاد تناقض فرض با نتیجه

برقرار (٣ . ٢)  رابطه این رو، از می باشند؛ همگرا مجموع یک به همه و همگرا آن آرایش تجدید هر
می باشد.

داریم: (الف) قسمت از استفاده با ب)

(٣ . ٣) AS(|xn|) = AS (xi : i ∈ IP )−AS (xi : i ∈ IN ) .

.r =
∑

k∈K xk به طوری که دارد وجود K ⊆ N پس r؛ ∈ AS(xn) که می کنیم فرض
K؛ = KP ∪KN به طوری که دارند وجود KN ⊆ IN و KP ⊆ IP زیرمجموعه های بنابراین،

داریم: این رو از

r − sN =

 ∑
i∈KP

xi +
∑
i∈KN

xi

−
∑
i∈IN

xi =
∑
i∈KP

xi −
∑

i∈IN\KN

xi.

که: داده ایم نشان بنابراین می باشد؛ AS(|xn|) از عضو یک جمله آخرین (٣ . ٣) از استفاده با

−sN +AS(xn) ⊆ AS(|xn|).
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باید ،(٣ . ٣) از استفاده با .r ∈ AS(|xn|) که می کنیم فرض معکوس، شمول دادن نشان برای
به طوری که باشند داشته وجود JN ⊆ IN و JP ⊆ IP زیرمجموعه های

r =
∑
i∈JP

xi −
∑
i∈JN

xi.

داریم: اخیر   رابطه راست سمت به ∑i∈IN xi کردن کم و اضافه با

r =

∑
i∈JP

xi +
∑

i∈IN\JN

xi

− sN ,

□ .[٩] r ∈ −sN +AS(xn) بنابراین

هر به ازای هرگاه .xn → ٠ که می گیریم نظر در چنان را حقیقی اعداد از (xn)  دنباله .٣ . ٩ قضیه
،k ≥ ١

(۴ . ٣) |xk| ≤
∞∑

n=k+١
|xn|,

می باشد. برتر دست آور یک (xn) آن گاه

فرض نخست می گیریم. نظر در ٣ . ٨ لم در شده مطرح صورت به همان را IP و IN اثبات.
AS(xn)   یافته انتقال AS(|xn|) ،٣ . ٨ لم مطابق بنابراین، باشد؛ همگرا ∑

i∈IN که می کنیم
کرد فرض می توان بنابراین، است؛ برتر دست آور یک (|xn|) که دهیم نشان است کافی پس است.

هستند. مثبت (xn) جملات تمام که
سری چنانچه و ٠ ∈ AS(xn) ،(xn) هر برای چون .∑∞

i=١ xi = s ≤ ∞ می کنیم فرض
تنها و اگر r ∈ AS(xn) دهیم نشان است کافی s؛ ∈ AS(xn) باشد، همگرا s به ∑∞

i=١ xi
.٠ < r < s اگر

.٠ < r < s می کنیم فرض برعکس، حال .٠ < r < s که است بدیهی ،r ∈ AS(xn) اگر
i١ می کنیم فرض می کنیم. تعریف حریصانه١ الگوریتم از استفاده با را . . . ،i٣ ،i٢ ،i١ اندیس های
ویژگی اساس بر که شود انتخاب عضوی انتخاب    مرحله هر در که است روشی حریصانه الگوریتم :Greedy Algorithm١
که انتخاب هایی یا و شده انجام قبل مراحل در که انتخاب هایی به توجه بدون انتخاب این برسد. نظر به  بهترین مشخص،

می گیرد. صورت شد، خواهد انجام بعدی مراحل در



٩۴ فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٩۴مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٩۴مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   مجموعه

شده انتخاب im ، . . . ،i٢ ،i١ هرگاه قیاسی، به طور باشد. xi١ ≤ r در صادق اندیس کوچک ترین
و im + ١ > im به طوری که می کنیم اختیار اندیس کوچک ترین را im + ١ باشند،

xim+١ +
m∑
j=١

xij ≤ r,

باشد. داشته وجود اندیسی چنین یک  حداقل که به شرطی
im ، . . . ،i٢ ،i١ به طوری که باشد داشته وجود mی باید آن گاه برسد، به پایان روند این هرگاه

باشیم داشته n > im هر به ازای اما باشند، شده تعریف

xn +

m∑
j=١

xij > r.

داریم: بگیریم، حد n→ ∞ وقتی که اخیر  رابطه طرفین از اگر
m∑
j=١

xij ≥ r.

.r ∈ AS(xn) درنتیجه m∑و
j=١ xij = r بنابراین، m∑؛

j=١ xij ≤ rبه فرض توجه با طرفی از
که می کنیم فرض این بر افزون و نرسد به پایان ij ساخت روند که می کنیم فرض اکنون

A = N\ {i١, i٢, i٣, . . .}

صحیح عدد یک حداقل شامل باید A  مجموعه ،r < s چون باشد. متناهی و ناتهی مجموعه ای
نظر در را t = ∑

ij<k xij باشد. صحیح عدد این چنین بزرگ ترین k می کنیم فرض باشد. مثبت
داریم: آن گاه باشد.)، نداشته وجود ij < k هیچ اگر t = ٠ می کنیم (فرض می گیریم

xk + t > r, t+

∞∑
h=١

xk+h ≤ r;

داریم: بنابراین،
xk >

∞∑
h=١

xk+h

،A = N\{i١, i٢, i٣ . . .} آن گاه نرسد، به پایان ij ساخت روند اگر دارد. تناقض (۴ . ٣)   رابطه با که
A = {k١, k٢, k٣, . . .} می کنیم فرض است. مثبت صحیح اعداد از نامتناهی و ناتهی مجموعه ای
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،kl هر به ازای که است معنی بدین این باشد. صعودی ترتیب با
(۵ . ٣) xkl +

∑
ij<kl

xij > r ≥
∑
ij<kl

xij .

می شود: نتیجه l → ∞ وقتی که (۵ . ٣) از گرفتن حد با همچنین و lim
l→∞

xkl = ٠ فرض به توجه با

r =

∞∑
j=١

xij ;

می کند. اثبات باشد، همگرا ∑
i∈IN xi حالتی که در را قضیه نتیجه این .r ∈ AS(xn) بنابراین،

k هر به ازای (−xi : i ∈ IN ) مثبت جملات با  دنباله آن گاه باشد، واگرا ∑i∈IN xi هرگاه
داریم: این رو از AS (−xi : i ∈ IN ) = [٠,∞) بنابراین، می کند. صدق (۴ . ٣)   رابطه در

AS(xn) =

 (−∞, c]
∑

i∈IP xi = c <∞,

(−∞,∞)
∑

i∈Ip xi = ∞.

□ است. برتر دست آور یک  (xn) حالت، هر در که

نتایج .۴
را تعمیم یافته فیبوناتچی اعداد معکوس   دنباله و همساز  دنباله دستاورد   مجموعه بخش این در
دنباله ای، دستاورد   مجموعه آن ها به  موجب که می کنیم بررسی را شرایطی همچنین می آوریم. به دست

.[٨] باشد حقیقی اعداد   مجموعه

.AS ( ١
n

)
= [٠,∞) .١ . ۴ نتیجه

افزون بر می باشد. برتر دست آور یک پس دارد؛ را ٣ . ٩ قضیه شرایط تمام ( ١
n

)   دنباله اثبات.
□ .AS ( ١

n

)
= [٠,∞) بنابراین، است؛ واگرا ∑∞

n=١ ١
n سری این،

مصری١ کسر یک به صورت می تواند [٠,∞)  بازه در حقیقی هرعدد که می کند ایجاب ١ . ۴  نتیجه
مصری کسرهای می توان نامنفی، حقیقی اعداد تولید برای حتی، شود. داده نمایش نامتناهی) احتمالا)
زیر لم از نتیجه این باشد. اول عدد یک جمعوندها از یک هر مخرج که گرفت نظر در به صورتی را
باشد.) مثبت صحیح عدد یک آن مخرج و یک آن صورت که (کسر هایی واحد کسرهای مجموع :Egyptian Fraction١

می گویند. مصری کسر را ١
٢ + ١

۴ نظیر متمایز



٩۶ فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٩۶مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   ٩۶مجموعه فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   مجموعه

مطلب این واگراست. می باشد، اول اعداد  مجموعه P آن در که ∑p∈P
١
p سری که می کند پیروی

است. شده داده نشان [٣] در

واگراست. ∑p∈P
١
p سری .٢ . ۴ لم

،q ماننـد اولی عــدد برای بنابراین، باشـد. همگرا ∑
p∈P

١
p سـری می کنیـم فرض اثبات.

یک p هرگاه ،n ≥ ١ هر به ازای این رو، از .t = ∏
p<q p می دهیم قرار .∑p≥q

١
p = s < ١

p | ١ که می شود نتیجه p | nt این که به توجه با زیرا .p ∤ (١ + nt) آن گاه ،p < q و اول عدد
q از بزرگ تر اول اعداد حاصل ضرب ١ + nt ،n ≥ ١ برای این جهت، از نیست. ممکن این و

بنابراین: ∑می باشد؛
n≥١

١
١ + nt

≤
∑
p≥q

١
p
+

∑
p١,p٢≥q

١
p١p٢

+
∑

p١,p٢,p٣≥q

١
p١p٢p٣

+ · · ·

= s+ s٢ + s٣ + . . . =

∞∑
n=١

sn <∞.

دیگر طرف از همگراست. ∑
n≥١ ١١+nt سری که می شود نتیجه مقایسه ای آزمون به توجه با پس

∑داریم:
n≥١

١
١ + nt

≥
∑
n≥١

١
n+ nt

=
١

١ + t

∑
n≥١

١
n
= ∞,

∑ ١
p سری بنابراین، می کند؛ ایجاد تناقض این و واگراست ∑n≥١ ١١+nt سری می شود نتیجه که

□ می باشد. واگرا

.AS
( ١
p

)
= [٠,∞) .٣ . ۴ نتیجه

∑
p∈P

١
p سری ٢ . ۴ لم بنابر طرفی، از دارد. را ٣ . ٩    قضیه شرایط تمام

( ١
p

)
  دنباله اثبات.

□ .AS
( ١
p

)
= [٠,∞) بنابراین، واگراست؛

توجه باید اما دارد؛ ریمان آرایش تجدید   قضیه با تشابهی که می پردازیم قضیه ای بیان به  اکنون
هستند. مجاز جملات، آرایش تجدید نه و جملات حذف تنها ما بحث در که داشت

آن گاه کند، ایجاد را شرطی همگرای سری یک جملاتش که باشد دنباله ای (xn) هرگاه .۴ . ۴ قضیه
.AS(xn) = R
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منفی و مثبت جملات اندیس های مجموعه های به ترتیب IN و IP می کنیم فرض اثبات.
نتیجه را ∑

i∈IN xi = −∞ و ∑
i∈IP xi = ∞ شرطی، همگرایی باشند. (xn)   دنباله

AS (xi : i ∈ IN ) = ASو (xi : i ∈ IP ) = [٠,∞) که می دهد نشان ٣ . ٩ قضیه و می دهد
□ می آید. به دست فوراً نظر مورد   نتیجه ترتیب، بدین  .(−∞, ٠]
را {

−١, ١٢ ,−٢, ١٣ ,−٣, ١۴ , . . .
}   دنباله نمونه، برای نیست. درست ۴ . ۴  قضیه عکس

 زیردنباله هیچ شامل حالی که در است، R دنباله این دستاورد   مجموعه گرفت. نظر در می توان
نمی باشد. شرطی همگرای

.AS
(
(−١)n−١ ١

n

)
= R .۵ . ۴ نتیجه

(آزمون لایب نیتز آزمون به  توجه با بنابراین، است؛ به صفر همگرا و نزولی ،( ١
n

)   دنباله اثبات.
نیست. همگرا مطلق به طور سری این طرفی، از همگراست. ∑∞

n=(١−)١n−١ ١
n متناوب)، سری

مورد  نتیجه ترتیب، بدین  می سازد. را شرطی همگرای سری یک
(
(−١)n−١ ١

n

)
  دنباله جملات پس

□ می شود. حاصل ۴ . ۴   قضیه از استفاده با نظر
جملات که دنباله هایی از بسیاری که است این دادن نشان برای کاربردی روش یک پایانی   قضیه

هستند. برتر دست آور می سازند، همگرا مطلق به طور سری یک آن ها
می کنیم فرض و xn → ٠ که می گیریم نظر در چنان را حقیقی اعداد از (xn)   دنباله .۶ . ۴ قضیه

می باشد. برتر دست آور یک (xn) آن گاه ،|xn+١| ≥ ١٢ |xn| ،n هر به ازای
|xn+i| ≥   رابطه می کنیم ثابت ریاضی استقرای از استفاده با و فرض به توجه با ابتدا اثبات.

می باشد. برقرار i و n هر به ازای ١
٢i |xn|

باشد؛ برقرار i ≤ k به ازای رابطه می کنیم فرض است. درست به وضوح رابطه i = ١ به ازای
.|xn+k| ≥ ١

٢k |xn| یعنی:
می کنیم. بررسی زیر به صورت i = k + ١ به ازای را شده داده   رابطه درستی صحت اکنون

|xn+k+١| ≥
١
٢ |xn+k| ≥

١
٢
( ١

٢k |xn|
)
=

١
٢k+١ |xn|.

،n هر به ازای بنابراین؛
∞∑
i=١

|xn+i| ≥
∞∑
i=١

١
٢i |xn| = |xn|

∞∑
i=١

١
٢i = |xn|.
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□ می باشد. برتر دست   آور یک (xn) که می شود نتیجه ٣ . ٩  قضیه از استفاده با بدین ترتیب،
هرگاه می باشـد برتر دست آور یک

( ١
cn

)
  دنباله که است این ۶ . ۴   قضیـه فوری کاربرد یک

را c تغییرات افقی محور نمودار، این در است. (١) نمودار برای توضیحی این که ،١ < c ≤ ٢
باریک خیلی شکاف ها بیشتر می باشد. ناهمبند کلا c > ٢ به ازای دستاورد   مجموعه می دهد. نشان

نیستند. رؤیت قابل این جهت از و هستند

است، تعمیم یافته فیبوناتچی   دنباله عدد nاُمین نمایش Fn آن در که ∑∞
n=١ ١

Fn
سری .٧ . ۴ لم
می باشد. همگرا

و φ = ١+√۵٢ اگر که داد نشان می توان به آسانی ریاضی استقرای از استفاده با اثبات.
 رابطه n مثبت صحیح عدد هر به ازای آن گاه باشد، φ = ١−√۵٢

Fn =
١√۵ (φn − φn)

∑∞
n=١

√۵
φn که می کنیم توجه مطلب این به  حال است. برقرار می باشد، معروف بینه١ فرمول به که

دیگر، طرف از همگراست. درنتیجه و ٢
١+√۵ قدرنسبت با هندسی سری یک

lim
n→∞

√۵/φn

√۵/(φn − φn)
= ١.

□ همگراست. ∑∞
n=١ ١

Fn
که گرفت نتیجه می توان حدی   مقایسه آزمون از استفاده با اکنون

١Binet
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از استفاده با داریم، زیادی مقدمات به نیاز ∑∞
n=١ ١

Fn
مقدار آوردن به دست برای که آن جا از

می باشد. ٣/٣۶ برابر تقریباً و گنگ عددی مقدار این که می کنیم بسنده نکته این به بیان تنها ،[٩]

یک است، تعمیم یافته فیبوناتچی   دنباله   جمله nاُمین بیانگر Fn آن در که
( ١
Fn

)
  دنباله .٨ . ۴ نتیجه

می باشد. برتر دست آور

Fn+١ = Fn + Fn−١ ≤ داریم: تعمیم یافته فیبوناتچی   دنباله تعریف به توجه با اثبات.
دست آور یک

( ١
Fn

)
که درمی یابیم ۶ . ۴   قضیه از بدین ترتیب، . ١

Fn+١ ≥ ١٢ ١
Fn

بنابراین، ٢Fn؛

□ .β =
∑∞

n=١ ١
Fn

آن در که ،AS
( ١
Fn

)
= [٠, β] یعنی می باشد؛ برتر

می بریم. به پایان ۶ . ۴   قضیه از دیگری کاربرد بیان با را بخش این

به صورت آن جملات که (Ln)n≥٠  دنباله لوکاس).   دنباله) ٩ . ۴ تعریف
L٠ = ٢, L١ = ١, Ln+٢ = Ln+١ + Ln

می نامند. لوکاس١  دنباله می شوند، تعریف

می باشد. همگرا است، لوکاس   دنباله   جمله nاُمین بیانگر Ln آن در که ∑∞
n=١ ١

Ln
.١٠ . ۴ لم

که است بدیهی می گیریم. نظر در {٠, ١, ١, ٢, ٣, . . .} به صورت را (Fn)n≥٠   دنباله اثبات.
(Fn)   دنباله جملات و لوکاس  دنباله جملات بین Ln = Fn + ٢Fn−١   رابطه n ∈ N هر به ازای

داریم: n ≥ ١ هر به ازای این  رو، از است. برقرار
١
Ln

=
١

Fn + ٢Fn− ١ <
١
Fn
.

□ است. همگرا ∑∞
n=١ ١

Ln
که می دهد نتیجه مقایسه آزمون اکنون

می باشد. برتر دست آور یک
( ١
Ln

)
n≥٠   دنباله .١١ . ۴ نتیجه

دست آور یک 
( ١
Ln

)
این رو، از می کند؛ صدق ۶ . ۴   قضیه شرایط در

( ١
Ln

)
n≥٠   دنباله اثبات.

AS
( ١
Ln

)
= داریم ،∑∞

n=١ ١
Ln

= α اگر ١٠ . ۴ لم از استفاده با این، بر  افزون است. برتر
□ .[٠, α]
١Lucas
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