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۶٨ ریاضی... تحقیقات فلسفه، از ۶٨سنتزی ریاضی... تحقیقات فلسفه، از ۶٨سنتزی ریاضی... تحقیقات فلسفه، از سنتزی

دانشگاهی ریاضی آموزش در پژوهش وقف هم را دیگر سال پنج و بیست و گروتندیک١ کراندار تقریب
و نموده تبیین کارشناسی دورۀ ریاضی یادگیری مورد در نظریه ای او است. کرده کارشناسی) (دورۀ
هم دوبینسکی است. کرده طراحی کارشناسی دورۀ در درس چندین برای نوآورانه ای درسی برنامه های

است. بوده فعال ،١٩۶٠ سال های مدنی حقوق جنبش در موزز، مانند
ذهنی عملکرد چگونگی دغدغۀ درکِ داشتن و بشر حقوق برای مبارزه در مشترکمان تجارب احتمالا
مختلف تجربه های و پیشینه ها وجود با تا داد اجازه ما به بگیرند، یاد ریاضی می کنند تلاش که دانش آموزانی
به ویژه داشتیم، دبیرستان جبر به دانش آموزان همه دسترسی افزایش به که علاقه ای به سبب بتوانیم زندگی،
یک که است این مهم نکتۀ کنیم. برقرار آکادمیک ارتباط هم با محروم، گرو ه های به متعلق دانش آموزانِ
مشارکت ریاضی آموزشگر فیلسوفِ یک با تکوین، حال در جبریِ پروژۀ یک در است توانسته ریاضیدان

دهد. ادامه خود توسعۀ و رشد به پروژه این آینده، سال های در که امیدواریم دو هر ما و باشد داشته
برای مختلف، تبار دو از متخصص دو شد باعث که است تفکری درباره بحث مقاله، این هدف
بعضی منظور، این به باشند. داشته اثربخش و معنادار مشارکت هم با مدرسه ای، ریاضی آموزش توسعۀ
دربارۀ را دیدگاهمان جداگانه، به طور ما از یک هر ابتدا داد. خواهیم شرح را همکاری این از حاصل نتایج
خواهیم بحث دیدگاه دو این ترکیب چگونگی مورد در سپس می کنیم؛ ارائه ریاضی یادگیری معرفت شناسی
می کنیم. توصیف می شود، مربوط پیمانه ای٢ حساب به که را خود دبیرستانی  جبر درسی برنامۀ آنگاه و کرد
مدنی حقوق جنبش به است، شده پایه گذاری موزز توسط که جبری پروژۀ چطور که می دهیم شرح سرانجام،

می شود. مربوط

اد داستان
شش در کارشناسی دورۀ در ریاضی تدریس و تابعی آنالیز در پژوهش صرف که سالی پنج و بیست در
با متأسفانه بوده ام. علاقه مند ریاضی اثرگذار تدریس به همیشه کرده ام، قاره سه و کشور پنج و دانشگاه
یادگیری ، گام۴ - خود آموزش ، سقراطی٣ (روش متداول و مشهور متعدد روش های کردن امتحان وجود
مشتاق و خوب مدرسی من بود. بی اثر تدریسی اوقات اغلب دادم، ارائه آنچه غیره)، و ، تسلط۵ حد در
بودم. دانشجویانم متوجه و مراقب همیشه و جدی دهم، انجام خوب را کارم که این به نسبت و بودم تدریس
که می دانستم مشاهداتم، استناد به اما داشتند. دوست می کردم، تدریس که را درس هایی و من نیز آن ها
نمی گرفتند یاد من، کلاس های در بیشتری چندان چیز دانشجویانم مدرسان، سایر دانشجویانِ با مقایسه در
١Grothendieck’s Bounded Approximation Problem ٢Modular Arithmetic ٣Modified Socratic
۴Self-paced Instruction ۵Mastery Learning
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دهه های ملی گزارش های از بسیاری که همان طور می آمد، به حساب شدیدی کمبود برایم وضعیت این و
بودند. نتیجه  همین بیان گر نیز ١٩٨٠ و ١٩٧٠

بخشم، بهبود قابل توجهی به طور را دانشجویانم یادگیری توانایی بخواهم اگر که فهمیدم ناامیدی، با
دانشجو وقتی که بفهمم بود لازم یعنی بیاورم. در سر آن ها در ریاضی یادگیری فرآیند چگونگی از باید اول
که این برای و بگذرد وی ذهن در است ممکن چیزی چه است، ریاضی مفهوم یک درک برای تلاش در
می کردم فکر من دارد؟ نیاز ذهنی فعالیت های نوع چه به باشد، موفق ریاضی اش یادگیری در دانشجو
مناسبی پداگوژیکی رهیافت های تا بود خواهم قادر بیشتر بشناسم، بهتر را ریاضی یادگیری فرآیند چه هر
موفق تر و شده مناسب ذهنی فعالیت های درگیر تا کنم کمک دانش  آموزان دانشجویان/ به بتوانم که بیابم

کردم. ریاضی یادگیری حوزۀ در مطالعه به شروع نتیجه در شوند.
تمام شروع، از بعد کمی زیرا جدید، (می گویم کردم مطالعه زیاد جدیدم، حرفۀ اول سال دو طی
خواندم، که را ریاضی آموزش حوزۀ به مربوط نوشته جات از بعضی خشکید). تابعی آنالیز به علاقه ام
متوجه تازه خواندم، را پیاژه آثار وقتی سرانجام، نبودند. سودمند برایم چندان بیشترشان ولی بودند؛ خوب
وقتی می آید یادم است. کرده درک را ریاضی یادگیری ذهنی فرآیند که کرده ام پیدا را نویسنده ای شدم
با داشتم. مشکل خیلی محدب موضعاً فضای دوگان مفهوم با بودم، تابعی آنالیز جوانِ دانشجوی یک
اما نداشتم. مشکلی می کنند، عمل محدب موضعاً فضای عضوهای روی که خطی تابعک های مفهوم
به مجموعه آن کردن مجهز و مجموعه یک در آن ها دادن قرار تبدیلات، این روی عملیات انجام ایدۀ فهم
روی اعمالی خطی، تابعک های این که می فهمیدم بود. سخت واقعاً برایم توپولوژی ، حتی و جبری اعمال
آن در بودم. ناتوان عمل ها این انجام چگونگی درک از اما می دهند، انجام برداری فضای یک عضوهای
بخش این در سرانجام و کردم تقلا طولانی مدتی بود. گیج کننده برایم وحشتناکی به طور موضوع این زمان،

بود. گذشته ذهنم در چه که بگویم نمی توانستم اما شدم، خبره ریاضی
به صورت می تواند شده، تبدیل محتوای که شدم متوجه و خواندم را پیاژه تبدیلات١ بحث که بعدها
بالاتر سطح تبدیلات برای محتوایی طرحواره ها، آن نتیجه در و بگیرد شکل فرد ذهن در پویا طرحواره هایی
که دریافتم ریاضی، مفاهیم شکل گیریِ تاریخی سیر مطالعۀ با و بازگشته ام اول نقطۀ به فهمیدم که شوند،
بیشتر،  مطالعۀ با و به تدریج اما است. سخت خیلی دانشجویان تک تک برای هم هنوز آخر مرحلۀ این
به را آن ها پیاژه و است لازم ریاضی مفاهیم درک برای که ذهنی ساختمان های شناسایی که شدم متوجه
می توانم که می کرد قانع مرا دیدگاه این است. امکان پذیر است، کرده معرفی مرحله ای٢ نظریۀ یک صورت
و کردم کار بیشتر پیاژه ایده های با پس بیابم. دانشجویان یادگیری شناختِ مورد در را سؤال هایم پاسخ
١Transformations ٢Stage Theory
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اختصاری١ ”علامت یک APOS کردم. بیان APOS به نام روشن و صریح نظریه ای قالب در را آن ها
تشکیل (S) طرحواره۵ و (O) شئ۴ ، (P) فرآیند٣ ، (A) عمل٢ واژه های اول حرف های از که است “
شد تولید من، سرپرستی به ریاضی آموزش محققان و ریاضی دانان از تیمی توسط نظریه این و است شده

.(١٩٩۶ ، همکاران و آسیالا۶ به شود (مراجعه

APOS نظریه
جمله از مختلف مفاهیم یادگیریِ برای فرد که است شده بنا پیاژه اصل این پایۀ بر APOS نظریۀ
این از سپس و می برد به کار ذهنی ساختارهای ساختن برای را معینی ذهنی سازوکارهای ریاضی، مفاهیم
اصل، این به توجه با می کند. استفاده ریاضی در مسئله گونه موقعیت های به پرداختن برای ساختارها،
درک، برای و مناسب مفهوم آن برای که بسازد ذهنی  ساختاری می تواند ریاضی، مفهوم هر برای فرد
ساختارهای کسی اگر .(١٩٩۶ همکاران، و (آسیالا٧ باشد استفاده قابل مفهوم، آن به کار گیریِ  و یادگیری
زندگی تجارب طریق از زود خیلی و به سادگی ریاضی، پایه ایِ اما ابتدایی مفاهیم باشد، ساخته را مناسب
چنین از استفاده با بعدها، درک می شوند. قابل همسالان، با گفتگو و بحث و آزمایش، و حدس عادی،
مفهوم بتواند که (پداگوژی) آموزشی روش هر با و مشکل بدون می توان را پیشرفته تر مفاهیم ساختارهایی،
نداشته اختیار در را مفهوم یک مناسبِ ساختار کسی اگر ولی گرفت. یاد کند، مرتبط ساختارها به را

بگیرد. یاد را آن که است غیرممکن تقریباً باشد،
نظر به که دهد توضیح ریاضی یادگیری با رابطه در را پدیده ای می تواند پیاژه، نظریۀ از جنبه این
تشکیل ترتیب، شمارش، قبیل از را ریاضی مفاهیم ابتدایی ترین کسی، هر تقریباً است. جهانی می رسد،
برای است ممکن فرد می شود، پیشرفته تر ریاضی که به تدریج می گیرد. یاد عدد، مفهوم و مجموعه ها
یا شود گفته مفهوم نام که است لازم فقط و هستند واضح تقریباً ریاضی ایده های که کند احساس مدتی،
» دورۀ این می شود. درک خودبه خودی، به صورت و بلافاصله تقریباً آن، از بعد و شود داده توضیح شاید
دوام دهه ها) تا ماه ها (از متفاوتی زمانی بازه های برای می تواند و دارد بستگی فرد به بودن» خودبه خودی
تأخیر با می تواند یادگیری و می شوند سخت تر ایده ها که فرامی رسد زمانی همه، برای تقریباً اما باشد. داشته
و همکلاسی ها معلمان، مداخلۀ که است مواقعی چنین در شود. متوقف سرانجام، شاید و گیرد صورت
مداخله وقت چه می دهد شرح که پیاژه- اصل طبق مواقعی، چنین در می شود. ضروری درسی، کتاب های
موجود تعادل می توانند مداخله ها انواع که است این می افتد اتقاق آنچه نیست- لازم وقت چه و است لازم
١Acronym ٢Actions ٣Processes ۴Objects ۵Schemas ۶Asiala et al ٧Asiala
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برای فرد زیرا است، زمان بر مداخله ها نوع این برسد. جدید تعادلی به او تا بزنند هم بر را فرد ذهنی
به تعبیرِ می شود. یادگیری فرآیند درگیر پیچیده تر، مفاهیم با مقابله به منظور ذهنی جدید ساختارهای ساختن
و کم را ذهنی اش ساختارهای ابتدایی مفاهیم با آغاز، در فرد که است ترتیب این به یادگیری مراحل پیاژه،
ریاضی مفاهیم که به تدریج سپس می سازد. خود، روزانۀ معمولی تجاربِ طریق از و خودکار به صورت بیش
مشکل آن ها کامل درک نیز ریاضی پژوهشگران قوی ترین برای حتی می شوند، پیچیده تر آن ساختارهای و
است این یادگیری فرآیند در مهم نکتۀ گرفته اند. یاد که است چیزهایی بر تمرکز و تأمل نیازمند و می شود
وسعت که گفت می توان واقع، در می کند. فرق مختلف، افراد برای توقف نقطۀ گاهی یا مشکل نوع که

است. او ریاضی استعداد دهنده نشان بسازد، مداخله حداقل با می تواند فرد که ذهنی ساختارهای
در تا کند کمک دانشجویان به باید تدریس که این دارد؛ آموزش برای مهمی پیامد اصل، این
مواجه آن با که ریاضیاتی جذب و هضم توانایی است، ممکن که جایی تا موجودشان، ذهنی ساختارهای
کمک باید تدریس باشند، داشته بیشتری پیشرفت دانشجویان که این برای یعنی یابد. افزایش می شوند،
دانشجویان در پیشرفته تر و بیشتر ریاضی جذب و هضم توانایی و قوی تر و جدید ذهنی ساختارهای تا کند

یابد. توسعه و شود ایجاد
مفهوم یک یادگیری ”برای که قبیل این از می کند ایجاد ذهن در را مشخصی سؤال های ایده ها، این
به می توان چطور آن ها، دانستن با و کرد استفاده می توان ذهنی ساختارهای چه از خاص، ریاضی
نظریۀ که هستند سؤالاتی جمله از این ها نمود؟ کمک مفاهیم آن ساختن در دانشجویان دانش آموزان/
نظریه، این بنابر دهند. پاسخ آن ها به می کنند سعی آن، بر مبتنی پداگوژیکی راهبردهای و APOS
همچنین است. طرحواره ها و اشیاء فرآیندها، عمل ها، شامل ریاضی یادگیری برای ذهنی ساختارهای
فشرده سازی٢ و درونی سازی١ شامل ذهنی، ساختارهای این تولید برای استفاده مورد ذهنی سازوکارهای
است مشخص آموزش نیازمند که است ذهنی یا فیزیکی شئ یک تبدیل  از عبارت عمل یک است.
آغاز ذهن در زمانی ریاضی مفهوم یک شکل گیری شود. اجرا گام به گام و صریح به طور که است لازم و
دیگری ریاضی اشیاء یا شئ به تبدیل عمل، چند یا یک طریق از را ریاضی شئ یک یادگیرنده، که می شود
فرآیندی طی می تواند عمل آن کند، تامل و داشته تمرکز آن بر و تکرار کند را عملی فرد که هنگامی می کند.
هنگام عمل یک که می دهد انجام را کاری همان که است ذهنی ساختاری فرآیند، یک شود. درونی ذهنی،
می تواند او می شود، انجام فرد ذهن در کامل به طور این ها همۀ که آنجا از می دهد. انجام درونی شدن،
به توجه با کند. تصور باشد، آن قدم هر صریح اجرای به مجبور که این بدون را تبدیل اجرای جریان
فرآیند آن ها، ترکیب طریق از فرآیند چند یا دو کردن هماهنگ یا کردن وارونه با می توان فرآیند، ساختار
١Interiorization ٢Encapsulation
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یا می توانند تبدیلات که می فهمد یابد، آگاهی کلیت١ یک به عنوان فرآیندی از کسی اگر کرد. ایجاد جدیدی
این فرد، می گوییم حالتی چنین در شوند. ساخته و کنند عمل کلیت آن روی وی، تصور در یا صریح به طور
می کند ، کار ذهنی اشیاء با فرد که هم گاهی است. کرده فشرده سازی ذهنی، شئ یک به صورت را فرآیند
ساختارها، این هرچند کند). (باز دهد بسط٢ مجدداً برآمده، آن دل از که فرآیندی در را شئ است لازم
ساختاری هر که داشت توجه باید می سازد، ذهن در را واحد تبدیل یک فرد چگونه که می کنند توصیف
که است اشیاء و فرآیندها اعمال، بسیاری شامل می شود، تشکیل ریاضی مفهوم یا موضوع یک برای که
شوند. متصل هم به و شده سازماندهی می شود، خوانده طرحواره که منسجم چارچوب یک در است لازم

می دهند. تشکیل را APOS کلمۀ طرحواره، و شئ، فرآیند، عمل، ذهنی ساختارهای اول حروف
و تحقیق نیازمند ریاضی، مفهوم یک برای خاص طرحواره های و اشیاء، فرآیندها، اعمال، تعیین
ابتدایی دورۀ ریاضی از مفهومی مطالعۀ حال، این با نیست. مقاله این هدف که است خاصی روش شناسی
است، معلمان از بعضی حتی و دانش آموزان متداول مشکلات از یکی که کسر بر عدد یک تقسیم مثلا
شئ یک را عدد آن نخست که است این مستلزم عدد، یک بر تقسیم از درست درک باشد. مفید می تواند
کسر، مفهوم مورد در حال می شود؟ یافت مقسوم این در شئ، آن از تا چند که کنیم فکر سپس و بدانیم
به را آن بردارد، را مستطیل یک یا سیب٣ پای یک مثلا خاص، شئ یک کسی اگر کنید. فکر ، ٢

٣ مثلا
کند، فکر ٢

٣ به فعالیتی چنین برحسب فقط یعنی بردارد، را آن ها از تا دو و کند تقسیم مساوی قسمت سه
آن، بر تمرکز و عملی چنین تکرار از بعد است. کرده درک ”عمل“، به عنوان را ٢

٣ او، که می شود معلوم
خود، تصور در را نامعلوم شئ یک آن، طریق از که بسازد درونی فرآیند یک بتواند است ممکن فرد این
گرفته نظر در «فرآیند» یک را ٢

٣ او صورت، این در بردارد. را آن ها از تا دو و کند تقسیم قسمت سه به
درک برای مشکل و ضروری قدم یک و می رسند آن به زیاد سختی بدون مردم، اغلب که درکی است؛
وجود ۵ در ٢

٣ تا «چند که می شود پرسیده وقتی ، ٢
٣ بر ۵ تقسیم برای ،مثلا است. ٢

٣ بر عدد یک تقسیم
به کردن فکر درستی، درک چنین بدون است. ”شئ“ یک به عنوان ٢

٣ درک مستلزم سؤال این دارد؟»،
آن از قسمت ٢ انتخاب و قسمت ٣ به تقسیم کردن فرآیند فرد، اگر ولی است. سخت مسئله، این جواب
تجربه البته، می شود. ساده تر جواب این درک کند، فشرده سازی دارد، انتزاعی موجودیت حدودی تا که را
مداخلۀ چگونگی اما هستند. آموزش و کمک نیازمند درکی، چنین برای یادگیرندگان که می دهد نشان
بخش در است. نابدیهی امری شود، خوانده و دیده شئ یک به عنوان ٢

٣ فرآیند که این برای آموزشی
می دهیم. قرار بحث مورد کند، کمک امر این در یادگیرندگان به است ممکن که را روش هایی بعدی،

است. شده مرسوم نیز ایران در که گرد کیک نوعی Apple Pie٣

١totality ٢De-encapsulate
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است لازم و است زیاد پژوهش های مستلزم که است تحلیلی و تجزیه از مختصر شرحی فوق، مطالب
از بعد شود. انجام بگیرند، یاد را آن دانشجویان دانش آموزان/ می خواهیم که ریاضی مفهوم هر برای که
صورت بندی به عنوان را APOS نظریۀ مقدماتی، ریاضیات در ایده ها این به کارگیری چگونگی با آشنایی
ریاضی مفاهیم یادگیری تحلیل و تجزیه برای بتواند که می کنم تبیین گونه ای به پیاژه، نظریۀ از جدیدی

شود. گرفته به کار نیز پیشرفته تر

رایانه ای برنامه های نوشتن : APOSبر مبتنی پداگوژی
کردم. شروع باشند، متناسب نظریه این با که پداگوژیکی رویکردهای برای جستجو با را کارم
نظری تحلیل و تجزیه از پس که کنم تهییج را دانشجویان دانش آموزان/ تا کنم پیدا راه هایی می خواستم
طریق از می توان که شدم متوجه بسازند. را نیاز مورد ذهنی ساختارهای بود، لازم که وقت هر مفاهیم،
این در خیلی رایانه ای، کدهای فقط یا خاص برنامه های نوشتن به دانشجویان دانش آموزان/ واداشتن
می توان ، APOS تحلیل و تجزیه از پس شکل گرفته ذهنی ساخت و ساز هر برای یعنی رفت. پیش جهت
آن انجام درگیر دانشجویی دانش آموز/ اگر که کرد پیدا کد، فقط یا برنامه نوشتن مانند رایانه ای تکلیف یک
ریاضی یادگیری به منجر که بسازد ذهنی ساخت و سازهایی توانست خواهد زیاد، نسبتاً احتمال به شود،
که است تجربه ای تکلیفی، چنین ولی است، ذهنی ساختار یک رایانه ای، تکلیف که نمی گویم من شود.
بحث، این شدن روشن تر برای می   کند. هدایت ذهنی ساخت و ساز چند یا یک سمت به را یادگیرنده ذهن

می زنم: مثالی
می شود. شروع ”عمل“ درک با تابع مفهوم درک ، APOS نظریۀ طبق بگیرید. نظر در را تابع مفهوم
یا x مانند نمادی و اعداد با که می شود گرفته نظر در مثلثاتی جبری/ عبارتی به عنوان تابع معمولا یعنی
در مشخص محاسبات انجام عدد، یک با 𝑥 کردن جایگزین شامل ”عمل“ می شود. فهمیده آن، نظایر
بر یعنی می شود، هدایت خارج از ”عمل“ است. جواب به عنوان عدد یک آوردن به دست و عبارت آن
شده، انجام عمل بر تمرکز و تکرار با است. خارجی عمل یک کننده، اجرا فردِ برای که است فرمولی پایۀ
توسط که کاری همان که بسازد ذهنی    ساختار یک یعنی ، کند١ درونی را عمل این می تواند یادگیرنده
عمل یک به تبدیل است، جدید ذهنی ساختار یک که ”فرآیند“ طریق از می شود، انجام خارج از ”عمل“
به مجبور واقعاً که این (بدون اجرا حال در را ”عمل“ که می دهد اجازه فرد به ”فرآیند“ شود. داخلی
عملی می شود، وارد ”چیزی که نگریست طور این تابع به می توان آن، از پس کند. تصور باشد)، آن اجرای
چند یا دو کردن هماهنگ با می توان مرحله، این از بعد می شود“. خارج چیزی و می شود انجام آن روی
١interiorize
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و مداد کمک با بود، لازم اگر بعد و ذهن در اول را فرآیندی که آن یا آورد، به دست جدید فرآیندی فرآیند،
اول دهد، انجام ذهنی فرآیند این روی عملی بخواهد فردی اگر سرانجام، کرد. معکوس یا وارونه کاغذ،
طرحواره یک آن، از بتواند تا کند فشرده شئ یک در را آن ذهنی به طور و ببیند کل یک به عنوان را آن باید
مناسبی پداگوژی حال، ببینید.) را ١٩٩۶ همکاران، و آسیالا مقاله بیشتر، جزئیات (برای بسازد. ذهنی

است؟ کدام کرد بنا نظری تحلیل و تجزیه این اساس بر بتوان که
دانش آموزان/ شروع نقطۀ به راجع ایده ای آغاز، در معلم است لازم نظری، ابزار این از استفاده برای
تابع دانشجو، دانش آموز/ آیا که بفهمد باید او باشد. داشته ذهنی شان طرحواره های ایجاد برای دانشجویان
هنوز ولی هست، ”فرآیند“هم یک به عنوان تابع درک به قادر یا می شناسد ”عمل“ یک به عنوان تنها را
می تواند چگونه معلم که است این مسئله بالأخره، کند. فشرده ”شئ“ یک در را ”فرآیند“ این نمی تواند
ببرد. جلو را درس تا بشناسد را دانشجویان دانش آموزان/ ذهنی فعالیت های آموزشی، مواد به کمک
فعالیت های با باید باشند، داشته پیشرفت شان از خوبی درک که این برای نیز دانشجویان دانش آموزان/
آن ها به کمک بتوان تا رسیده اند شاخص هایی به پژوهشی یافته های راستا، این در باشند. آشنا خود ذهنی
مرحله ای چه در دانشجویان دانش آموزان/ حدوداً، که این مورد در APOS، تحلیل و تجزیه از استفاده با و
که (همان طور داشت اصرار دانشجویی دانش آموزی/ اگر مثال، برای زد. معقولی حدس های دارند، قرار
که زد حدس می توان است، آن برای صریح فرمولی داشتن تابع، وجود شرط که می کنند) چنین بسیاری
دانش آموز/ اگر دیگر، سوی از است. عمل سطح در تابع، مفهوم از دانشجو دانش آموز/ این درک احتمالا
باشد عملگری می تواند مشتق، که دهد تشخیص و بفهمد را توابع مجموعه های تشکیل چگونگی دانشجو
شئ سطح در تابع مورد در دانشجو دانش آموز/ این تفکر شاید آنگاه کند، تبدیل دیگر تابعی به را تابع که

باشد.
برحسب می توان را بسیاری ریاضی مفاهیم که شدیم متوجه همه مختلف، همکاران با کار جریان در
مشکلات می توانست تحلیل هایی و تجزیه چنین کرد. تحلیل و تجزیه اشیاء، و فرآیندها اعمال، این
دیگر، سوی از دهد. توضیح نشده، انجام ذهنی سازهای و ساخت برحسب را دانشجویان دانش آموزان/
بنویسند رایانه ای برنامۀ یک و دهند انجام ریاضی عملی که می خواستیم دانشجویان از اگر که دریافتیم ما
فرآیند، به صورت را عمل این که بودند مایل دانشجویان تکلیف، این اجرای در باشد، عمل آن بیان کنندۀ که
که می نوشت دیگری برنامۀ دانشجو تکلیف، این از پس اگر که بود این هیجان انگیزتر حتی کنند. درونی
می داد. پس جدیدی برنامه و می کرد تبدیل طریقی به را آن می پذیرفت، ورودی به عنوان را اول برنامۀ
شئ یک به عنوان را آن و کند فشرده سازی را فرآیند این بود شده قادر زیاد، احتمال به دانشجو این یعنی
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بسیار ریاضی ورزی برای که ریاضی، ایده های مفهوم سازی در فرآیند و عمل بین مدام کردن حرکت ببیند.
.(٢٠٠٣ همکاران، و (ولر١ شد نتیجه پداگوژی این از دردسر، بدون تقریباً است، ضروری

درسی مواد رویکرد، این در کردیم. ابداع یافته سازمان پداگوژیکی رویکرد یک ایده ها، این اساس بر
انجام شامل هفته، هر می کشد. طول هفته یک کدام، هر آموزش که می شود تقسیم کوچکی واحدهای به
در مشارکتی)، گروه های در (اغلب دانشجویان که است این نخست کار است. کار نوع سه از چرخه ای
که ذهنی سازهای و ساخت پروراندن برای شده طراحی کدهای و برنامه ها نوشتن روی رایانه آزمایشگاه
انجام کلاس از خارج را کار این آن ها می کنند. کار کند، کمک واحد آن مفاهیم درک در آن ها به می تواند
می کنند کار تکلیف هایی روی گروهی) صورت به هم (باز دانشجویان درس، کلاس در که این دوم می دهند.
ریاضی، مفاهیم درک به ذهنی شان ساختار های تبدیل در دانشجویان، به که شده اند طراحی گونه ای به که
نوع با که رسیده اند ریاضی از فهمی و درک به به تدریج دانشجویان اکثر که فرض این با سوم، کنند. کمک
گسترش و تقویت تمرین، آن ها، هدف که می شوند طراحی تمرین هایی است، متناسب ریاضیدانان درک

.(١٩٩۶ همکاران، و (آسیالا است ایجاد حال در که است دانشی
درسی کتاب های تمام کرده ایم. اجرا و طراحی رویکرد، این بر مبتنی را کارشناسی دورۀ درس های ما
استفاده با است. قسمتی سه چرخۀ این نشان دهنده آن ها، محتوای و هستند ساختار این دارای شده نوشته
انجام تجربی پژوهش های دانشجویان، نگرش و عملکرد مورد در کیفی و کمی پژوهش روش دو هر از
برای دانشجویان به کمک در می تواند رویکرد، این که بود این از حاکی پژوهش ها این نتایج داده ایم.
ریاضی دانشگاهی، عمومی ریاضی درس های انواع مانند موضوعاتی در ریاضی پیشرفتۀ مفاهیم یادگیریِ
این که داشت اذعان باید البته .(٢٠٠٣ همکاران، و (ولر باشد مؤثر خیلی خطی جبر و مجرد، جبر گسسته،
به طور تدریس و یادگیری مورد در را فکرشان تنها نه که است مدرسانی وجود مستلزم پداگوژیکی رهیافتِ
ما می دهند. خرج به نیز روش این یادگیری برای قابل توجهی تلاش بلکه داده اند، تغییر معنادار و چشم گیر
ریاضی تدریس در را روش این گستردۀ گزینش که است چیزهایی جمله از استلزامات، این که معتقدیم

است. کرده محدود کارشناسی، دورۀ

باب داستان
آزاد٢» «برنامه در داوطلب به طور والدین، از یکی به عنوان من ،١٩٨٨-١٩٨٧ تحصیلی سال در
جبر هشتمی ها کلاس به ماساچوست، ایالت در واقع کمبریج شهر در پسر٣ کینگ لوتر مارتین مدسه در
١Weller ٢Open program ٣Martin Luther King Jr. School
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بیایند کلاس این به که بود خواسته هم دوستانش از و بود کلاس این در اُمو١ پسرم، می کردم. تدریس
جدول باشد، گروه عضو می خواست که دوستانش از یکی نکند. تنهایی احساس جبر، یادگیری موقع تا
مورد در سؤالاتی به وقتی می کردیم. کار هم، کنار روز هر و پذیرفتم کلاس این در را او من نبود. بلد ضرب
پاسخ های همیشه او اعداد، محور روی صحیح اعداد کردن جمع موقع که شدم متوجه رسیدیم، اعداد محور
حقیقت، در می داد. پاسخ می پرسید، کتاب آنچه از غیر سؤالی به دائم او یعنی، می آورد. به دست یکسان
پیدا هم من مشکل بود. ”چندتا“ آن، و داشت ذهنش در اعداد مورد در سؤال یک فقط دانش آموز این

کنم. ایجاد وی ذهن در که بود اعداد مورد در دیگری سؤال کردن
مورد اصطلاحات و روزانه روال  از بخشی سؤال، این کردم. انتخاب را راه“ ”کدام سؤالِ سرانجام،
منزل به راه ”کدام یا خرید؟“ مرکز به راه کدام ” که بپرسد چطور می دانست او مثلا بود. او استفاده
از بخشی به عنوان راه“، ”کدام سؤال های با را ”چندتا“ سؤال های نمی توانست اما می رود، دوستش؟“
”کدام جنس از سؤال هایی چگونه که شد این من دغدغه های از یکی نتیجه در کند. تلفیق عدد، مفهوم

دهم. قرار ”چندتا“ با برابر شرایطی در عدد، از وی درک با را راه“
متروی ایستگاه  در « لاین٣ «رِد خط در « «تی استاپ٢ وارد بوستون، به کمبریج از رفتن برای روز یک
نسبت اول، که می شود خواسته مسافران همه از بلندگو در که شدم متوجه و شده « اسکوئر۴ «سانترال
را خود خط آن، اساس بر و مقصدی] چه به مبدئی چه از [منظور بگیرند تصمیم خود، حرکت جهت به
را کواین۵ ایده های موقع، این در داشت. وجود راه“ ”کدام سؤال برای پاسخ دو یعنی - کنند انتخاب
ایده ای آوردم- یاد به تجربی یادگیری طریق از مقدماتی ریاضیات مفاهیم از بعضی تولید فرآیند مورد در
این مشاهدۀ با بود. گرفته الهام آن از پسر، لوترکینگ مارتین مدرسه در آزاد“ ”برنامه آموزشی برنامه که
خواستیم دانش آموزان از و رفتیم مترو ایستگاه این به مدرسه، دانش آموزان و معلمان سایر به همراه پدیده،
به عنوان را بازنمایی ها۶ این ما کنند. نقاشی و بزنند حرف بنویسند، مطلب مترو به شدن سوار مورد در که
سپس می خواند. معمولی“ ”گفتمان را آن کواین که آنچه - گرفتیم نظر در آن ها “ سلیم ٧ عقل ”بازنمایی
کنند. شناسایی آن ها ویژگی های به عنوان را بازنمایی ها این مهم جنبه های که خواستیم دانش آموزان از
مقصد در شدن پیاده و مسیر ابتدای در شدن سوار مانند بدیهی ویژگی های دربارۀ دانش آموزان با آنگاه
گفتگو و بحث توقفگاه ها، نسبی موقعیت های و مکان ها مثل نبودند، بدیهی هم خیلی که ویژگی هایی و

کردیم.

است. ماساچوست خیابان در واقع و دارد قرار ام.آی.تی تا هاروارد دانشگاه راه بین در مترو، ایستگاه این Central Square۴

١Omo ٢T- Stop ٣Red Line ۵Quine ۶Representation ٧Common sense
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”ریاضی وار را ریاضی در استفاده مورد منظم زبان به معمولی گفتمان از حرکت یعنی فرآیند، این کواین
و “ عامه٢ ”حرف  را سلیم عقل بازنمایی های کواین، نظریۀ از اقتباس با می شناسد. رویدادها “ کردن١
ساخت فرآیند درگیر را دانش آموزان سپس نامیدیم. “ خاص٣ ”حرف را قاعده مند یا منظم بازنمایی های
کردن ریاضی وار قصد که ویژگی هایی برای مجرد و تصویری بازنمایی های قالب در نمادهایی کردیم؛ نمادها
بازنمایی های درون شهری، رفت و آمدهای این گوناگون ویژگی های برای ترتیب، این به داشتیم. را آن ها

کردیم. تولید مجرد بازنمایی های و تصویری
استعاره ها کردند، ریاضی وار را رفت و آمدها این که دانش آموزانی شد مشخص زمان، گذشت با
خیلی حسابی، اعمال برای آن ها استعاره های با که کرده اند کسب تفریق و جمع برای قوی تصوراتی و
به دادن پاسخ برای ریاضی شئ یک به عنوان ”جابجایی“ مفهوم به می توان نمونه، برای داشت. تفاوت
رِدلاین، نقشه ”روی بگیرید: نظر در را زیر سؤال دو نمود. اشاره راه“ ”کدام و ”چندتا“ سؤال نوع دو
کندال به نسبت اسکوئر۵ ”هاروارد و دارد؟“ قرار کجا کمبریج، در اسکوئر سانترال به نسبت پورتر۴ میدان

دارد؟“ قرار کجا اسکوئر۶،
یکسان دو، هر پاسخ و است رِدلاین مسیر در ایستگاه دو نسبی موقعیت مفهوم سؤال، دو هر مبنای
نمایش همچنین، است. راه“ ”کدام و ”چندتا“ سؤال نوع دو به پاسخی این دورتر“. ایستگاه ”دو است:
اسکوئر سانترال از مکان تغییر به دانش آموزان است. نقطه دو یا مکان دو جابجایی پاسخ، این هندسی
از حرکت و کردند فکر جابجایی واحد دو سپس و اسکوئر سانترال از شروع به صورت اسکوئر، پورتر به
کردند. تصور جابجایی واحد دو و اسکوئر کندال از شروع به صورت را اسکوئر هاروارد به اسکوئر کندال
دو این یعنی هستند، یکسان جهت در و بوده توقف مساوی تعداد دارای که داریم مکان تغییر دو بنابراین

می دهند. نشان را یکسانی جابجایی حرکت،
.. 𝑃. 𝐻. 𝐶. 𝐾

گزاره های عامه“، ”حرف بازنمایی می خوانیم. رفت و آمدها این برای تصویری“ ”بازنمایی را نمودار این ما
هستند: زیر

است. سانترال از دورتر ایستگاه دو پورتر
است. کندال از دورتر ایستگاه دو هاروارد

١Mathematizing ٢Ordinary Discourse ٣Regimented Language ۴Porter Square ۵Harvard Square
۶Kendal Square
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”جمع“ عمل بازنمایی، این است. ایستگاه ها نسبی موقعیت و مکان به دقیق اشارۀ شامل خاص“ ”حرف
ایستگاه مقایسۀ با را ”تفریق“ علامت و جهت دو از یکی در دیگر ایستگاه به ایستگاه یک از حرکت با را

دیگر، عبارت به می دهد. نشان (مبدأ)، آغازین ایستگاه به نسبت (مقصد) پایانی
می رسیم. اسکوئر هاروارد به مکان، نقل ایستگاه دو و اسکوئر کندال از شروع با

می شود. جمع به منجر خاص“، این”حرف
است دورتر ایستگاه ٢ کندال، با مقایسه در هاروارد ایستگاه

به عنوان را ایستگاه ها از بعضی ، ریاضی ورزی١ این برای می شود. تفریق به منجر خاص“، این”حرف
برای (صفر) ٠ مانند نمادهایی دادن اختصاص مورد در دانش آموزان با سپس کردیم. انتخاب معیار٢
Δ𝑥 و دیگر)، ایستگاه (یک هاروارد مکان برای 𝑥٢ ایستگاه ها)، از (یکی کندال مکان برای 𝑥١ معیار،

می شود: چنین خاص“ ”حرف جملۀ اولین وضعیتی، چنین در کردیم. گفتگو و بحث جابجایی، برای
𝑥١ + Δ𝑥 = 𝑥٢

می شود: خاص“ ”حرف دومین و
𝑥٢ − 𝑥١ = Δ𝑥

کنیم: خلاصه زیر مرحلۀ هشت در را جمله ها نوع این کردن ریاضی وار فرآیند می توانیم ما
مشاهده. مورد جملۀ شناسایی .١

است. کندال از دورتر ایستگاه دو هاروارد
جمله ها. در اسامی شناسایی .٢

کندال. هاروارد،
جمله ها. دلالت) یا (خبر مسند شناسایی .٣

به کارگیری از حاصل شئ و (”هاروارد“) اسم بین (”است“) تساوی رابطه مسند حالت، این در
است. (”کندال“) اسم روی (“ دورتر ایستگاه (”دو عمل

اسم(ها). برای تصویری نماد یک ساخت .۴
می دهند. انجام دانش آموزان را کار این
مسند. برای تصویری نماد یک ساختن .۵
می دهند. انجام دانش آموزان را کار این

١Mathematization ٢Benchmark
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جمله. این برای تصویری بازنمایی یک ساختن .۶

انجام دانش آموزان را کار این می دهد. نشان را بالا در شده رفت و آمد مسیر نمودار، این
می دهند.

قاعده مند. یا منظم زبان از استفاده با جمله ای به شده، مشاهده جملۀ ترجمۀ .٧
دارد: وجود کار این انجام برای راه دو

می رسیم. هاروارد به بعد ایستگاه دو کندال، از شروع با الف.
است. دورتر ایستگاه ٢ کندال، با مقایسه در هاروارد موقعیت ب.

ریاضی مرسوم نمادهای به قاعده مند یا منظم زبان ترجمۀ برای که مرسوم نمادهای شناسایی (١)
به ترتیب می توانیم کندال، و هاروارد ایستگاه های برای هستند. نیاز مورد ترجمه، آن انجام و
بگیریم. نظر در با“ مقایسه ”در برای را – و ”حرکت“ برای را + علامت و 𝐿(𝐾) و 𝐿(𝐻)

می شود: زیر جملۀ دو مجرد نمادین بازنمایی به منجر نماد گذاری، این
.الف 𝐿(𝐾) + −٢ = 𝐿(𝐻)
.ب 𝐿(𝐻)–𝐿(𝐾) = −٢

گسترده ای طیف در را آن می توان که ریاضی، بیان به تجربه یک تبدیل برای دستورالعمل این
تجربه می کنند، را موقعیت این واقعاً که دانش آموزانی به همراه کرد، اعمال موقعیت ها از

می شود. نامیده تجربی“ ”یادگیری که است پداگوژی  یک اصلی دستاورد نشان دهندۀ

سنتز یک
باب، داستان در شده توصیف ساختار از شد، داده توضیح جبر درسی برنامۀ در که ایده هایی تلفیق در
که ممکنی ”شئ“های و ”فرآیند“، ”عمل “، به برنامه، این در شد. استفاده هدایت کننده چارچوب به عنوان
است. شده توجه شد، توصیف اد داستان در که گونه همان به بسازند، ذهنشان در می توانند دانش آموزان
نوشتن و بحث و معین بازی های با رایانه ای برنامه های از استفاده شامل برنامه از بخشی نمونه، برای
ساخت و سازهای ایجاد لزوم به توجه با بازی ها، این جزئیات از بسیاری دیگر، سوی از آن هاست. درباره
دو این تلفیق از می توانیم ما می شوند. طراحی ، APOS نظریۀ توسط شده پیشنهاد معین و ذهنی
پایۀ جبر کتاب هر در که بگیرید نظر در را زیر مانند رابطه ای مثلا بکنیم. بسیاری استفاده های ”داستان“

می شود: دیده دبیرستانی
𝑎 − 𝑏 = 𝑎 + −𝑏
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داستان رفت و آمدهای بحثِ در که همان طور باشند. صحیح عدد می توانند 𝑏 و 𝑎 دوی هر رابطه، این در
مکانی یا معین، جهتی در و قدم ها از معینی تعداد با حرکت یک می توان را صحیح عدد یک دیدیم، باب
نظریۀ مکان؟ یک یا است حرکت یک صحیح، عدد که است این سؤال پس کرد. قلمداد اعداد محور روی
آنگاه کنیم، تعبیر حرکت به را صحیح عدد اگر می کند. حل را ظاهری ابهام این اد، داستان در APOS
صحیح، عدد مورد در که است شیئی فرآیند، آن فشرده سازی و است فرآیند یک ، APOS نظریۀ بنابر
تعبیرمان است ممکن فرآیند، این کردن وارونه و فشرده سازی سازوکار با است. اعداد محور روی مکانی
شروع 𝑏 مکان از کنید فرض حال دهیم. تغییر بارها مکان، یک یا حرکت یک به عنوان صحیح عدد از را

می کنیم: حرکت (این) به
𝑎 + −𝑏

𝑎 + −𝑏 مکان به رسیدن برای −𝑏 حرکت انجام و 𝑎 مکان به (مبدأ) معیار از حرکت با مکان، تغیر این
می توانیم حالا می خوانیم). نیز 𝑎 + −𝑏 را آن (گاهی می شود انجام است، فشرده سازی فرآیند برعکس که
را ما ”جمع“، عمل از تعبیرمان اساس بر که کنیم ایجاد را 𝑎 + −𝑏 حرکت ،𝑏 مکان از حرکت شروع با

مکان به
𝑏 + (𝑎 + −𝑏)

به طور . ١ است 𝑎 مکان با برابر صحیح، اعداد استاندارد خاصیت های از استفاده با هم این که می رساند
می رسیم. 𝑎 به آنگاه کنیم، ایجاد را (𝑎 + −𝑏) حرکت و کرده شروع 𝑏 از اگر شده گفته ما به خلاصه،

داریم پس است. 𝑎 − 𝑏 فقط حرکت این ”تفریق“، از تعبیرمان بنابر این، بر علاوه
𝑎 − 𝑏 = 𝑎 + −𝑏.

می توان به صراحت اما شود، بیان باتجربه ریاضی دانانِ برای که است آن از روشن تر نظر به رابطه این
سخت  قسمت های از دانش آموزان، برای و دارد وجود دبیرستانی جبر درسی کتاب هر در تقریباً که گفت

است. جبر شروع
تجربه ای، با را قطعه هر می کنیم. تقسیم قطعاتی به را محتوا درس، کلاس برای برنامه تولید برای ما
می کنند. ثبت را چشم گیری اطلاعات و داده انجام را بازی دانش آموزان می کنیم. شروع بازی، یک مثل
نوشتن به آن ها می نویسد. افتاده اتفاق بازی انجام موقع که را آنچه از توصیفی دانش آموز، هر سپس
یک در سپس می شوند. تشویق عامه“، ”حرف همان یا مختلف بندهای در منظم و کامل جمله های
نویسندگان از پانویس (این است آمده ما ریاضی درسی برنامۀ در خواص این شوند، داده توضیح روابط این که این از قبل ١

است).
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که ”عمل“هایی خاص“، ”حرف یعنی بازی ویژگی های تشخیص در دانش آموزان به معلم کلاسی، بحثِ
یاری می کند، توصیف ریاضی ورزی“را ”فرآیند یا بازی هدف که گزاره ای و می شوند، اجرا ویژگی ها این با
برای شده طراحی معین سؤالات به پاسخ گویی برای می شود خواسته دانش آموزان از آنگاه می رساند.
بحث، این کنند. کار گروهی به صورت بیشتر موقعیت، یک کردن ریاضی وار سمت به آن ها بردن پیش
همچنین می رسد. پایان به می شود، استفاده ریاضیدان ها توسط که نمادهایی و زبان از معلم توصیف با
استفاده می آید، جبر از بعد ریاضی دروس در که مهم خیلی معادلۀ دو تعبیر در رویکرد این از می توانیم

کنیم:

𝑥٢ − 𝑥١ = Δ𝑥
𝑥١ + Δ𝑥 = 𝑥٢

این یعنی است. Δ𝑥 ، 𝑥١ با 𝑥٢ مقایسۀ نتیجۀ که است این مبین اول رابطۀ تفریق، از تعبیرمان بنابر
انجام را Δ𝑥 حرکت و کنیم شروع 𝑥١ از اگر دیگر، عبارت به می برد. 𝑥٢ به 𝑥١ از را ما که است حرکتی

است. دوم معادلۀ دقیقاً جمع، از تعبیرمان به بنا که می رسیم 𝑥٢ به دهیم،
حساب همان دادنِ انجام برای اما نمی شود، شامل را ساده حساب از بیش چیزی معادله، دو این البته
دارند. احتیاج معادلات این برای مفیدی استعاره های یا تعبیرها به دانش آموزان فهمی، و درک نوع هر با
را لازم تعبیرهای می توانند کرده ایم، ارائه صحیح اعداد تفریق و جمع برای که استعاره هایی معتقدیم ما

کنند. فراهم

مثال یک
که پیمانه ای١ حساب موضوع برای درسی برنامۀ مطالب رئوس اختصار، به مثال، آخرین به عنوان
اتفاق درس کلاس در که آنچه و بازی ها این بحث در می شود. ارائه است، خاص بازی چند بر مبتنی
مربوط باب، و اد داستان های در مطرح ایده های به پداگوژی، این چطور که می دهیم توضیح می افتد،

می شود.
برای باقیمانده“، با ”تقسیم ریاضی عمل درک دانش آموزان، برای درسی واحد این هدف اولین

است: زیر کلاسیک معادلۀ برحسب b مثبت صحیح عدد بر a مثبت صحیح عدد تقسیم

𝑎 = 𝑞𝑏 + 𝑟, 𝑟 = ٠, ١, ٢, … , 𝑏 − ١. (١)
١Modular Arithmetic
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دوازده بازی، این در می شود. شروع “ مکان ها١ دور به ”چرخیدن نام به بازی یک با درس، از بخش این
در است. چینی٢ سال های دایره البروج یا ساعت صفحه روی اعداد نشان دهندۀ که دارد وجود جایگاه
کلاس دانش آموزان توسط انتخاب ها (به طورکلی، می شود انتخاب مبدأ به عنوان جایگاه یک بازی، آغاز
می نشیند. جایگاه آن در دانش آموز یک بازی، طول در و می شود) انجام معلم جانب از راهنمایی قدری با
محل به دوم دانش آموز و می کنند انتخاب صحیح عدد یک دانش آموزان، که است ترتیب این به بازی
حرکت حین در برسد. شده انتخاب عدد به تا می شمارد آنقدر جایگاه ها، میان از حرکت با و می رود شروع
گذشته او جلوی از دوم دانش آموز که را دفعاتی تعداد نشسته، جایگاه در که اول دانش آموز دوم، دانش آموز

می کند. یادداشت می رسد، آن به که را آخری جایگاه همچنین و
تعداد گذشت، آن ها از باید که مکان هایی تعداد شروع، مکانِ از: عبارت اند بازی این ویژگی های
”چند که این بر مبنی سؤالی گزاره ای و است مکان ها شمردن بازی، این عمل پایانی. مکان و گردش ها
و جایگاه ها میان از حرکت فرآیند که است این دانش آموزان برای بازی این از مقصود دارد“. وجود گردش
کردنِ ضرب به دانش آموزان واداشتن با نخست را کار این ما بسازند. خود ذهن در را دایره دور به گردش
عمل این کردن درونی با دوم، و هستند b از کمتر که r مقادیر کردن اضافه و q اعداد در b صریح اعداد
تحلیل و تجزیه یک که است آن کار این انجام دلیل می دهیم. انجام می کند، را کار همین که فرآیندی به
بیان r کردن اضافه و q با b کردن ضرب فرآیند عکس به عنوان را (١) زیر بنایی ذهنی فرآیند ، APOS

می کند.
عدد یک تنها انتخاب به جای بار، این که تفاوت این با می شود انجام شکل همین به هم بعدی بازی
باید (که نیز تعداد آن افزایش میزان به عنوان دیگری عدد دانش آموزان چرخش ها، تعداد برای شروع برای
است، یکسان قبلی بازی با نیز بازی این ویژگی های اساساً می کنند. انتخاب باشد)، ١١ تا ٠ بین عددی
پیموده جایگاه ”چند که گزاره این به پاسخ برای افزایش میزان و ١٢ در گردش ها تعداد ضربِ عمل اما
تقسیم اصلی فرمول درک به دانش آموزان ریاضی ورزی، این با است. شده اضافه آن به است؟“، شده
دوازده از گذشتن آن، در که است ذهنی  فرآیند یک بیانگر بازی، این می شوند. هدایت (١) باقیمانده با

است. شده فشرده سازی “ ”گردش٣ یک در جایگاه،
گردش ها تعداد کردنِ ضرب ذهنی فرآیند کردن معکوس در دانش آموزان به کمک برای بعدی بازی
به جایگاه دوازده گرفتن نظر در با بازی این است. شده طراحی افزایش، میزان کردن اضافه و ١٢ در
سپری زمان دادن نشان برای ساعت ها عددِ و می شود انجام نیز، ساعت صفحه روی اعداد از نمایندگی
١Winding Around Positions ٢Chinees Years Zodiac ٣Wind
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می شمارند را ساعت و می کنند شروع ١٢ از دانش آموزان گروهی، به صورت کردن کار با است. شده
کنند. تعیین می دهد، نشان ساعت (صفحه) روی را نهایی زمان که افزایشی میزان و گردش ها تعداد تا
این در پایان. زمان یا باقیمانده و گردش ها، تعداد شده، سپری زمان از: عبارت اند بازی این ویژگی های
پایان زمان و قسمت) (خارج گردش ها تعداد یافتن برای ١٢ بر شده سپری زمان تقسیم شامل عمل بازی،
نمادگذاری (١) فرمول همان با و است باقیمانده با تقسیم بازی، این ورزیِ ریاضی است. (باقیمانده)
در گردش ها تعداد ضرب شامل که است فرآیند آن معکوس بیان کننده اینجا، در که تفاوت این با می شود،
شروع شامل معکوس، فرآیند که حالی در بود. کل آوردن به دست برای افزایش میزان کردن اضافه و ١٢

است. باقیمانده تعیین و گردش ها تعداد تعیین کل، با
نمود. تکرار ساعت، دوازده به جای هفته روز هفت کردنِ جایگزین با را بازی ها این همۀ می توان حال
این کردن ریاضی وار یعنی است، مشترک بازی ها این همۀ در که چه آن به راجع کردن بحث با سپس
که به طوری 𝑛 پیمانۀ به صحیح عدد یک مفهوم آوردن به دست برای که می رسیم جمع بندی این به بازی ها،
مجموعه هایی افراز ، 𝑛 پیمانه به همنهشتی باشد، دیگری مثبت صحیح عدد هر یا ،٧ ، ١٢ برابر ،𝑛 آن در

می سازد. مجاز را افراز و هم ارزی بین رابطۀ و صحیح اعداد از
منظرِ همان از استفاده با هفته روز های و ساعت بازی های به حساب، انجام برای می توان سپس
عدد دو با را گردش بازی می توان به سادگی جمع، عمل برای بازگشت. پداگوژی همان و معرفت شناسی
عمیق ایدۀ است. پایان نقطۀ دوم عدد و یکشنبه) یا ١٢ (ساعت شروع نقطۀ اول عدد که داد انجام
آن می گیرد) قرار دانش آموزان دسترس در دلیل، همین به زیاد احتمال به (که بازی این در موجود ریاضی
را آن هم ارز بعد و کرد جمع را آن ها اول یا 𝑛 پیمانۀ به b و a عدد دو کردن جمع برای می توان که است
گروه ویژگی های البته کرد. جمع را آن ها 𝑛 پیمانۀ در بعد و یافت را آن ها هم ارز اول یا یافت، 𝑛 پیمانۀ در
مورد تقویم، در یا ساعت دور به گردش برحسب کامل به طور می توان را 𝑛 پیمانۀ به جمع عمل با ℤ𝑛

داد. قرار بحث
می شود باعث کار این می دهیم. انجام عدد همان با بار چندین را جمع بازی ضرب، عمل برای
مثل کاملا نیز اینجا در شده استفاده پداگوژی کنند. توجه جمع تکرار به عنوان ضرب، به دانش آموزان
اعمال انجام طریق از ریاضی ورزی ویژگی ها، به راجع گفتگو دانش آموزان، گروهی بحث شامل قبلی ها
به ضرب مفهوم درک این ها، همۀ نتیجه که است نماد ها تخصیص و گزاره ها ارزشیابی ویژگی ها، این روی
پدیدۀ مستقیماً می توانند دانش آموزان گرفتند، قرار استفاده مورد ٧ و ١٢ مبنا های چون است. 𝑛 پیمانۀ
پیمانۀ دستگاه در اما می کند صدق ٧ پیمانۀ دستگاه در که را میدان یک برای موضوع اصول وضع ریاضی
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مورد در کردن فکر به باهوش تر، دانش آموزانِ از بعضی است ممکن حتی کنند. تجربه نمی کند، صدق ١٢
شوند. علاقه مند می شود، تفاوت این به منجر که ٧ و ١٢ ویژگی های

مدنی حقوق جنبش و جبر پروژۀ
صنعت داخلی، جنگ از بعد شده ایجاد طبقاتی نظام اقتصادیِ پایه ریزی برای آمریکا متحدۀ ایالات
نساجی اش صنعت و ساخت آلاباما١ در پوست سیاه جوانِ مردان برده وار گرفتن خدمت به با را فولاد
جنبش نهاد. بنا ، می کرد٢ توزیع می سی سی پی در پنبه چین کارگران بین که ناچیزی حقوق پایۀ بر را
رأی گیری همگانی، رفاهی امکانات برای عمومی خواست ایجاد با را طبقاتی نظام مظاهر مدنی، حقوق
عمومی مدارس در طبقاتی، نظام این مظهر آشکارترین این، وجود با برچید. ملی، دموکرات حزب و
تئاتر آمفی در ١٩۶۵ تا ١٩۶١ سال های مدنی حقوق جنبش مستقیم خَلَف جبر، پروژۀ است. مانده باقی

می رود. ملت جنبش ناتمام کارِ از بعد این سروقتِ درست می سی سی پی،
هم ریاضی جامعه، فزایندۀ پیچیدگی و اطلاعات فناوری استیلای با که است این ما بحث موضوع
ریاضی دانان که می دهد نشان تاریخ یعنی است. شهروندی سواد اصلی بخش نوشتن، و خواندن مانند
هل اجتماعی بنیادی تنگناهای وسط به ناخواسته، یا خواسته آمریکا در ریاضی آموزش متخصصان و
در آرمان ها سازگاری و توافق مانند تنگناهایی از خروج برای که است رفته انتظار آن ها از و شده اند داده
میراث و طبقاتی و نژادی ساختارهای با متحده ایالات اساسی قانون مواجهۀ و آمریکا٣ استقلالِ اعلامیه
حاضر کنگره ،١٨٧۵ سال در که، آن حاصل دهند. ارائه مناسب راه حل های ، نژادی۴ تبعیض و برده داری
جمله از کودکان همۀ برای آموزش حق تضمین مشروطیتِ متمم برای را جمهور رئیس درخواست نشد
را مدنی حقوق قانونی لایحۀ کنگره، دهد. قرار رسیدگی مورد فدرال، دولت سطح در شده آزاد برده های
دهد انجام را کار این است نداشته حق کنگره که کرد اعلام ،١٨٨٣ سال در عالی دیوان اما کرد، تصویب

گشت. مهیا طبقاتی و نژادی جدی تبعیض های سال یک و هشتاد برای صحنه که شد طور این و
بزند اساسی قانون بر متممی رفاهی، امکانات به همگانی دسترسی به منظورِ که گرفت تصمیم دادگاه
اساسی، قانون طبق که حالی در باشند، ایالت ها  شهروندان کشور، شهروندان به جای مردم آن، طریق از که
محفوظ برایشان دولتی، مدارس در آموزش و کشور سیاسی حزبی ساختارهای در عضویت و رأی حق

بماند.
١Blackmon, Slavery byAnother Name ٢Barry, Rising Tide; Lemann, Redemption and the Promised

Land ٣The Declaration of Independence ۴Jim Crow
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کودکان آموزش با ارتباط در اساسی قانون وضعیت این ،١٩۵۴ سال در کشور عالی دیوان حکم
طبق که کرد تأیید را اساسی قانون چهاردهم متمم از “ برابر١ ”حمایت بند بلکه نکشید. چالش به را کشور
به برابر دسترسی نمودن فراهم به موظف اساسی، قانون اساس بر و فدرال دولت به جای ایالت ها آن،
١٩۶١ سال در کونانت بریانت جیمز که همان طور هستند. شهروندان تمام برای دولتی مدرسه ای آموزش
(کونانت، داد نشان آموزشی نظام در را خود کشور، طبقاتی نظام تجلی آشکارترین کرد، یادآوری ما به

.(١٩۶١
امریکایی، مکزیکی- دبیرستانی دانش آموز چهارصد که زمانی شد، تأیید ١٩۶٨ سال در نابرابری این
معلمان و بهتر فیزیکی امکانات از برخورداری برای تقاضا به منظور راهپیمایی در شرکت قصد به را مدرسه
منطقۀ در آنتونیو سن مستقل ”مدرسۀ یعنی آن ها مورد و کردند شکایت نیز آن ها مادران کردند. ترک بهتر،

گرفت: قرار تصمیم گیری مورد ،١٩٧٣ مارس ٢١ در رودریگز“
چون نیست، اساسی حق یک آموزش که است این رودریگز در پاول لوئیس دادگاه اکثریت رأی

است. نشده تضمین اساسی قانون در ضمنی یا صریح به طور
بماند کشور طبقاتی نظام مظهر واضح ترین دولتی، مدارس آموزش که کرد تضمین عمل در پاول حکم
است. برقرار هم هنوز وضعیت این است. یافته گسترش نیز نژاد به و گذشته هم طبقه از حاضر حال در که
در سیاه پوست دانشجویان رسید، آمریکا جمهوری ریاست به کندی رابرت ،١٩۶٠ سال در وقتی
چهار ،١٩۶٠ سال فوریۀ اول ”در گذاشتند: تاریخ عرصۀ به پا سیاه پوستان، کالج های و دانشگاه ها
شمالی، کارولینای ایالت در برو گرینز وول ورثِ غذاخوری محوطۀ در آمریکایی آفریقایی- دانشجوی
دانشجویان این از وقتی شد. رد آن ها تقاضای نمودند. خدمات درخواست مؤدبانه و کردند تحصن
تحصن و منفی مقاومت ماندند. باقی خود صندلی های در آن ها کنند، ترک را آنجا که شد خواسته
جنوب، سراسر در نژادی نابرابریِ کشیدنِ چالش به در جوانان جنبش شدن مشتعل به صلح آمیزشان،

کرد“. کمک
به دسترسی به منظور بودند: خود قانونی وضعیت در عملی تغییر خواستار متحصن دانشجویانِ
بودند کشور شهروندان سایر با برابر شأنی و موقعیت داشتن خواستار آن ها همگانی، رفاهی امکانات
آزادی٢“، ”سواران اعتراض با بعد سال یک تقاضا این آیند. به حساب ایالتی شهروندان تنها که این نه

شد. شفاف تر
خود این و شدند سفیدپوستان عمومی اتوبوس های وارد بار اولین برای سیاه پوستان حرکت، این در ،Freedom Riders٢

بود. متحده ایالات در ضدنژادپرستی مبارزات در جدیدی سرفصل
١Equal Protection
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هماهنگی ”کمیته عنوان با تحصن رهبران از شبکه ای به تبدیل تحصن جنبش بکر١، الا از زیاد تشکر با
نهضت توسط شده تولید انرژی این از مور، اَمزی سپس SNCC شد. یا “ خشونت٢ عدم دانشجویی
اساسی قانون بی توجهی و می سی سی پی دلتای در (سهم گیر) کشاورزان وضعیت به اعتراض برای SNCC
حقیقت، در شد. داده رأی حق می سی سی پی مردم به تلاش هایش یمن به بالأخره و کرد استفاده آن ها به
رأی، حق داشتن و کشور شهروند به عنوان خود حقوق مطالبۀ در تنها نه (سهم گیر)، کشاورزان از SNCC
شدنِ نامزد امکان و ملی دموکراتیک حزب ساختار در مشارکت به توجه با برابر وضعیت مطالبۀ در بلکه

کرد. حمایت جمهوری ریاست برای تبار افریقایی آمریکایی- یک
هماهنگی کمیتۀ مدیر جبر، پروژۀ پایه گذار و رئیس و مقاله این نویسندۀ همکار موزز، (باب) رابرت
و ١٩۶۵ سال در را می سی سی پی او بود. می سی سی پی ایالت در SNCC یا خشونت عدم دانشجویی
مشترکشان زندگی آنجا و شد تانزانیا راهی ژانت، همسرش به همراه و کرد ترک ١٩۶۶ سال در را کشور
و (تابا) تاباسوری (اُمو)، اُمووال می شا، فرزندشان: چهار به همراه ١٩٧۶ سال در آن ها کردند. شروع را
تکالیف بچه ها شود مطمئن که بود این خانواده در باب کار بازگشت، در برگشتند. متحده ایالات به مالیکا،
مارتین مدرسه آزاد“ ”برنامه در داوطلب والدین از یکی به عنوان را کار این و داده اند انجام را خود ریاضی
سه و می شا فرزندش به جبر تدریس برای ماساچوست، ایالت در واقع کمبریج شهر در پسر لوترکینگ
،١٩٨٢ سال در باب داد. ادامه کردند، شروع را هشتم پایۀ ١٩٨٢ سال در که او همکلاسی های از نفر
در را آن هشتمی ها، کلاس همۀ برای جبر موضوع به پرداختن برای و کرد دریافت را “ مک آرتور٣ ”بورس
می سی سی پی وقایع با ناگزیر، پروژه این نمود. راه اندازی آن، با را جبر“ ”پروژۀ و کرد هزینه آزاد“ ”برنامه
بود، درآمده تعلیق حالت به ١٩۶۵-١٩۶١ سال های در می سی سی پی مدنی حقوق جنبش از که مقوله ای و
به توجه با و اساسی قانون در آن ها شدۀ تصریح حقوق و کشور کودکان وضعیت به توجه با است. مرتبط
مدارس در آموزش حق از کودکان همۀ تا که است واضح عمومی، آموزش دولتی/ مدارس در آن ها آموزش
نظام آشکار مظهر همچنان آمریکا، در عمومی آموزش نشوند، برخوردار کشور شهروندان به عنوان دولتی

ماند. خواهد باقی کشور در طبقاتی

نتیجه گیری
ملی بنیاد حمایت با جوانان پروژۀ مانند “ خواهر۴ ”سازمان  های با همکاری در جبر، پروژۀ امروز،
کودکان آموزشی تجارب دارد تلاش که است ملی حرکت یک خصوصی، و عمومی سازمان های سایر و علوم
١Ella Baker ٢The Student Nonviolent Coordinating Committee ٣MacArtour Fellowship ۴Sister

Organizations



موزز پی. آر. و دوبینسکی ای. موزز٨٧ پی. آر. و دوبینسکی ای. موزز٨٧ پی. آر. و دوبینسکی ای. ٨٧
نشان که است فعالیت هایی نخستین از مثالی جبر، پروژۀ کند. دگرگون را جامعه پائینی چارک محروم
آموزش در پژوهش ریاضی، در پژوهش فلسفه، مانند مختلف علمی حوزه های از افرادی چگونه می دهد
در کارشناسی دورۀ پایان تا گرفته پیش دبستانی از آموزشی حوزه های مدیران و معلمان نیز و ریاضی
آمریکا در اقتصادی و اجتماعی عدالت برقراریِ برای که ما مثل افرادی همکاری با ،(k − ١۶) دانشگاه
بزرگ مسائل از بعضی حل در و کنند کار هم با تا کنند پیدا مشترکی زمینه های می توانند می کنیم، مبارزه

باشند. داشته مشارکت است، رو به رو آن با یکم و بیست قرن در کشورمان که
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