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نصراصفهانی رسول و اختری فاطمه برگردان:

چکیده
وی تخصصی مقالات است. ریاضی رشتۀ در کانادا آلبرتای دانشگاه استاد رونده پروفسور
رونده عمومی مقالات است. متمرکز هارمونیک آنالیز و تابعی آنالیز بین متقابل اثرات روی
چند ارائۀ ضمن که حاضر مقالۀ جمله از توجه اند؛ جالب نیز ریاضی فلسفی جنبه های دربارۀ

می دهد. توضیح را ریاضیات در اثبات چگونگی و چرایی مثال،

ریاضی معلم روز، یک می دادند. تعلیم را او سرخانه معلم های که بود شاهزاده ای روزگاری، روزی
بنابراین نپذیرفت. را آن شاهزاده اما دهد، توضیح سلطنتی اش شاگرد برای را فیثاغورس قضیۀ کرد سعی
کرد ارائه قضیه برای دیگری اثبات معلم نشد. متقاعد هم باز او اما کرد، اثبات او برای را قضیه معلم،
زد: فریاد درماندگی با معلم می داد. تکان ناباوری با را سرش هنوز شاهزاده اما دیگری. اثبات هم باز و
اول همان از را این گفت:«چرا و شد زده ذوق شاهزاده است!» درست قضیه این سوگند شرفم به «سرورم،

نگفتید؟!»
است. عجیب که البته . ... شاگرد طرف از قضیه درستی پذیرش و معلم سادۀ سوگند نیست؟ عجیب
هم او آیا است؟ آورده کجا از را خود دانش او کرد؟ اعتماد معلم این به می توان که است مطمئن کسی چه
اعتماد مورد خودش آموخته، او از را قضیه معلم، که کسی آیا است؟ کرده اعتماد دیگری شخص سوگند به
هر است؟ کرده اعتماد دیگر کسی سوگند به هم او آیا است؟ آورده کجا از را دانشش او خود است؟ بوده
١ Volker Runde, “Why Proof ?”, Pi in the Sky 11 (2008) 12-15.
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پیدا ادامه ازل تا نمی تواند زنجیره این می رسد. نظر به سست تر قضیه شود، طولانی تر سوگند ها زنجیرۀ چه
اثبات را آن کسی ما: تعبیر به باشد. کرده خلق قضیه این درستی برای پذیرفتنی روشی باید کسی کند:

است. کرده
است: ساده پاسخ، اثبات اند؟ در غرق حد این تا ریاضی دان ها چرا

هستند.» حقیقت جستجوی در غرق ریاضی دان ها، »
اثبات  ها می انجامد. ادعا یک درستی پذیرش به خاصی، قواعد کارگیری به با که است روندی اثبات،
کند. ثابت را متهم جرم می کند سعی شاکی کیفری، دادرسی یک در مثلا ندارند. وجود ریاضیات در تنها
اثباتِ دارد: بحث مورد زمینۀ به زیادی بستگی می گیرد شکل آن ها برحسب اثبات یک که قواعدی البته
وجود برای اثباتی ارائۀ و است چیز یک دادگاه، در اسمیت جو توسط همسایه خودروی قالپاق شدن دزدیده

دیگر. چیزی اول، عدد بی نهایت
حقیقت. یافتن می کنند: دنبال را هدف یک اثبات   ها همۀ نهایت، در اما

کنند بررسی تا می شود خواسته فیزیک دان یک و ریاضی دان یک از می کنیم: بیان لطیفه ای اینجا در
عدد پنج، است؛ اول عدد «سه، می گوید: ریاضی دان نه؟ یا است اول یک، از بزرگتر فردِ عدد هر آیا که
فیزیک دان نیست.» درست فرضیه، این پس نیست. اول عدد نه، اما است؛ اول عدد هفت، است؛ اول
اما نیست؛ اول عدد نه، است؛ اول عدد هفت، است؛ اول عدد پنج، است؛ اول عدد «سه، می گوید:
این لذا و می کنند تایید را فرضیه مورد، شش از مورد پنج پس هستند. اول اعداد سیزده و یازده دوباره

است!» درست فرضیه،
این اما بگیرد؟ نادیده سادگی همین به را نقض مثال می تواند او چطور می خندیم. فیزیک دان به ما
نظری پیش بینی های با به ندرت تجربی داده های نیست. ساده لوحانه می رسد نظر به که هم آنقدرها کار

کرده اند. عادت استثنا موارد به دانشمندان و دارند کامل مطابقت
مسئلۀ یک با او که است این برسد نظر به ساده لوح لطیفه، این در فیزیک دان شد باعث که آنچه
درست زمینه یک در که کرد استفاده اثبات برای قواعدی از او کرد: رفتار تجربی مسئلۀ یک مانند ریاضی

نیست. درست دیگر زمینۀ در اما است،
بگیرید: نظر در را مربع ۶۴ شامل شطرنجی صفحۀ یک
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از است، شده داده نشان شطرنجی صفحۀ زیر در آنچه مانند را شکلی مستطیلی کاشی های سپس
شما به وضوح می پوشانند. را هم کنار مربع دو دقیقاً شطرنجی صفحۀ در آن ها از یک هر بردارید: آن
باشند. داشته هم پوشانی کاشی دو هیچ این که بدون بپوشانید کاشی هایی چنین با را صفحه تمام می توانید

نه! هنوز داریم؟ نیاز اثبات به اینجا تا آیا است؛ ساده ای مسئلۀ این
گوشۀ و بالا چپ گوشۀ مربع های و بردارید قیچی یک کنیم، پیچیده تر کمی را مسئله این که برای

شد: خواهد چنین صفحه شکل ببرید. را شطرنجی صفحۀ پایین راست

کاشی دو هیچ این که بدون بپوشانید کاشی ها همان با را یافته تغییر صفحۀ این کنید سعی حال
که شطرنجی صفحۀ با (ترجیحاً دهید انجام را کار این کنید سعی واقعاً اگر . ... باشند داشته هم پوشانی
پی در شاید و نیست راحتی کار حداقل که فهمید خواهید زود خیلی است)، شده کشیده برگه یک روی

چرا؟ اما است. ناممکن حتی که کنید فکر دهنده، آزار تردیدِ این
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احتمالی راه متناهی تعدادی حداکثر برد. پناه افنا روش به می توان مسئله این به بردن پی برای البته
که ببینیم و کنیم امتحان را راه ها آن همۀ اگر و دارد وجود شطرنجی صفحۀ روی کاشی ها دادن قرار برای
اما رسیده ایم. نتیجه به نیست، منطبق شطرنجی صفحۀ با کاشی ها، با شده پوشیده صفحۀ حالتی هیچ در
صفحۀ روی کاشی ها دادنِ قرار برای را احتمالی راه های همۀ باید این که اول دارد: اشکال دو رویکرد این
زیاد آنقدر راه ها تعداد است ممکن دهیم، انجام را کار این اگر حتی این که دوم و کنیم مشخص شطرنجی

... می کنیم خداحافظی افنا روش با بنابراین کنیم. امتحان را آن ها همۀ نتوانیم که باشد
و سر شطرنجی صفحۀ یک با که آورید یاد به کرد؟ می توان چه نیاید، کار به افنا روش اگر پس
رنگ بلکه نیست، هشت در هشت الگوی یک در مربع ۶۴ شامل تنها شطرنجی صفحۀ یک و داریم کار

سیاه. مربع ٣٢ و سفید مربع ٣٢ است: یافته تغییر مربع ها

یک روی هم کنار مربع دو و می پوشاند را هم کنار مربع دو دقیقاً شطرنجی صفحۀ روی کاشی هر
می پوشاند. را سیاه مربع یک و سفید مربع یک کاشی، هر پس دارند. مختلفی رنگ های همیشه صفحه
که بپوشاند را سفید مربع های از تعداد همان باید شطرنجی صفحۀ روی کاشی ها از آرایش هر نتیجه در

را. سیاه
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کنید: بررسی را زیر یافتۀ تغییر شطرنجی صفحۀ حال

سیاه مربع ٣٢ و سفید مربع ٣٠ شامل یافته تغییر صفحۀ پس کرده ایم، حذف را سفید مربع دو چون
کردیم. اثبات را آن یعنی بپوشانیم؛ کاشی ها با را صفحه این نمی توانیم بنابراین است.

پناه افنا روش به همچنان می دهید ترجیح دل ته از شاید نیست؟ جادو شبیه چیزی اثبات این آیا
نخواهید نکنید، امتحان را احتمالی راه های همۀ تا شاید و است، شدنی هنوز اما سخت تر راهی که ببرید

داد. قرار شطرنجی صفحۀ روی مطلوب طرز به را کاشی ها نمی توان که بپذیرید
سخت، تنها نه حقیقت، به دستیابی برای افنا روش به بردن پناه موقعیت ها برخی در حال، این با

کنید. توجه زیر ریاضی قضیه های به است. ناشدنی بلکه
است. اول اعداد از حاصل ضربی یک، از بزرگتر صحیح عدد هر .١ قضیۀ

اثبات کنیم؟ را آن صدق چگونه هست، اگر و است؟ صادق حکم این آیا
است)؛ اول اعداد از حاصل ضربی بنابراین (و است اول ٢ کنیم: شروع عدد چند بررسی با است بهتر
٨؛ = ٢ × ٢ × ٢ است؛ اول نیز ٧ ۶؛ = ٢ × ٣ است؛ اول نیز ۵ ۴؛ = ٢ × ٢ است؛ چنین نیز ٣
یا کوچکتر و ٢ مساوی یا بزرگتر صحیح اعداد تمام برای قضیه این لذا .١٠ = ٢ × ۵ و ٩ = ٣ × ٣
چه ١٠ از بزرگتر صحیح اعداد مورد در اما است، دلگرم کننده مطلب این دانستن است. درست ١٠ مساوی
١۵؛ = ٣ × ۵ ١۴؛ = ٢ × ٧ است؛ اول ١٣ ١٢؛ = ٢ × ٢ × ٣ است؛ اول ١١ خوب! گفت؟ توان می

...١۶ = ٢ × ٢ × ٢ × ٢
مثبت صحیح عدد بی  نهایت است. بیهوده کار این ادامۀ چون می کنیم قطع جا همین در را بررسی این
بنویسیم، اول اعداد از حاصل ضربی به صورت می توانیم را آن ها از تعداد چه این که از مستقل و دارد وجود
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نوشته اول اعداد از حاصل ضربی به صورت نداده ایم نشان هنوز که ماند خواهد باقی عدد بی نهایت همیشه
حتی است. بزرگ حد از بیش عدد این است؟ اول اعداد از حاصل ضربی ١٠١٠١٠١٠

+ ١ آیا می شوند.
کنیم پیدا را اولی اعداد وجود) صورت (در تا بکشد طول ابد تا است ممکن قدرتمند رایانه های به کمک
برقرار ١٠١٠١٠١٠

+ ١ تا اعداد برای قضیه این که دهیم نشان اگر حتی است. عدد این حاصل ضربشان که
نمی دانیم! چیزی ١٠١٠١٠١٠١٠

+ ١ بزرگتر بسیار عدد مورد در باز آنگاه است،
دریافتی است ممکن خاص مثال هایی برای قضیه این بررسی نمی رسد. جایی به افنا روش اینجا در

نمی کند. کمکی یک از بزرگتر صحیح اعداد تمام برای آن صدق اثبات به اما بدهد، شما به آن از
از بزرگتر صحیح عدد هر اگر است؟ معنایی چه به این نباشد؟ صدق قضیه این حکم است ممکن آیا
حاصل ضربی که دارد وجود 𝑎٠ مانند صحیح عدد یک حداقل آنگاه نباشد، اول اعداد از حاصل ضربی یک،
که باشد داشته وجود ١ < 𝑎١ < 𝑎٠ شرط با 𝑎١ مانند دیگری صحیح عدد شاید نیست. اول اعداد از
دیگری صحیح عدد اگر کنید. 𝑎٠ جایگزین را 𝑎١ حالت این در نباشد؛ اول اعداد از حاصل ضربی نیز آن
نباشد، اول اعداد از حاصل ضربی نیز عدد آن که باشد داشته وجود ١ < 𝑎٢ < 𝑎١ شرط با 𝑎٢ مانند
دارند وجود 𝑎٠ و ٢ بین عدد متناهی تعدادی تنها بعدی. قدم های همین طور و کنید 𝑎١ جایگزین را 𝑎٢
مانند صحیحی عدد با را روند این و می رسیم بن بست به قدم، متناهی تعدادی حداکثر از بعد بنابراین و

می بریم: پایان به زیر ویژگی های با 𝑎 > ١
و نیست، اول اعداد از حاصل ضربی 𝑎 (الف)

است. ویژگی این با صحیح عدد کوچکترین 𝑎 (ب)
است. اول اعداد از حاصل ضربی ،𝑎 از کوچکتر و ١ از بزرگتر صحیح عدد هر بنابراین

دارد. وجود عدد این آنگاه نباشد، صادق قضیه حکم اگر کنیم. فکر 𝑎 فرضی عدد این به است بهتر
اول اعداد از حاصل ضربی باید آن وقت زیرا باشد، اول نمی تواند عدد این گفت؟ می توان چه آن مورد در

یعنی نیست؛ اول عدد 𝑎 پس باشد. عامل) یک تنها (با

𝑎 = 𝑏 𝑐

که است معنی بدین خودش این نیستند. ١ یا 𝑎 هیچ کدام 𝑐 و 𝑏 آن، در که

١ < 𝑏, 𝑐 < 𝑎.
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اول اعداد نتیجه در هستند. اول اعداد از حاصل ضربی کدام هر 𝑐 و 𝑏 اعداد (ب)، ویژگی طبق بنابراین

که به طوری دارند وجود 𝑞𝑚 ،… ،𝑞١ و 𝑝𝑛 ،… ،𝑝١

𝑏 = 𝑝١ ⋯ 𝑝𝑛,

𝑐 = 𝑞١ ⋯ 𝑞𝑚.

است: برقرار زیر برابری صورت این در اما

𝑎 = 𝑏 𝑐 = 𝑝١ ⋯ 𝑝𝑛 𝑞١ ⋯ 𝑞𝑚

است. (الف) با تناقض در که می شود اول اعداد از حاصل ضربی 𝑎 و
حاصل ضربی که یافتیم 𝑎 مانند صحیح عددی فرض، این اساس بر و نباشد صادق حکم کردیم فرض
این از خروج راه تنها هست. اول اعداد از حاصل ضربی 𝑎 که شد معلوم بعداً ولی نیست؛ اول اعداد از
می دانیم اکنون (و است! صادق قضیه این حکم یعنی بوده، نادرست ما فرض بگوییم که است این تناقض،

بیابیم.) را اعداد آن این که بدون است اول اعداد از حاصل ضربی ١٠١٠١٠١٠
+ ١ که

برخی برای می شود. نامیده غیرمستقیم اثبات کردیم، استفاده ١ قضیۀ اثبات برای که روشی این
باشد کاذب است، شده ادعا آنچه می کنیم فرض حالتی، چنین در کرد. ارائه مستقیم اثبات نمی توان چیزها

برسیم. تناقض یک به فرض، این با امیدواریم و
می کنیم. امتحان را دیگری غیرمستقیم اثبات اکنون

دارد. وجود اول عدد بی نهایت .٢ قضیۀ
کنار از پس و ندارد وجود 𝑛- ام اول عدد محاسبه برای آسانی فرمول هیچ است؟ پذیرفتنی قضیه این آیا
کاذب قضیه حکم آیا پس می شود. سخت تر و سخت بعدی اول عدد به دست یابی اول، عدد چند گذاشتن

می یابیم؟ را اول اعداد همۀ مدتی از بعد به سادگی، ما آیا و است
،𝑝١ مثلا باشد: داشته وجود اول عدد متناهی تعداد تنها که معنی این به باشد؛ چنین کنیم فرض

دهید قرار .𝑝𝑛 ،…
𝑎 ∶= 𝑝١ ⋯ 𝑝𝑛 + ١.

صحیح عددی و 𝑞 مانند اول عددی واقع در است. اول اعداد از حاصل ضربی 𝑎 عدد ،١ قضیۀ بنابر
هستند، موجود اولِ اعداد تمام 𝑝𝑛 ،… ،𝑝١ اینجا در چون دارند. وجود 𝑎 = 𝑞 𝑏 شرط با 𝑏 مانند مثبت



١٣۴ اثبات؟ ١٣۴چرا اثبات؟ ١٣۴چرا اثبات؟ چرا

در نیستند. برابر 𝑞 با که باشد 𝑝𝑗هایی همۀ حاصل ضرب 𝑐 کنیم فرض باشد. این ها از یکی باید نیز 𝑞
صورت این

𝑎 = 𝑞 𝑐 + ١.
می آوریم: به دست را زیر برابریِ پس

٠ = 𝑎 − 𝑎 = 𝑞 𝑐 + ١ − 𝑞 𝑏 = 𝑞 (𝑐 − 𝑏) + ١
این رو از و

𝑞 (𝑐 − 𝑏) = −١.
.𝑞 ≥ ٢ و است ناصفر صحیح عدد یک 𝑐 − 𝑏 زیرا است، ممکن غیر این اما

شد. اثبات ٢ قضیۀ و رسیدیم، تناقض به هم باز بنابراین
این پاسخ کردیم؟ تعریف طور این را 𝑎 ما چرا نیست. ١ قضیۀ اثبات سادگی به ٢ قضیۀ اثبات
بوده چنین که است سال هزار دو از بیش و می خورد درد به کنیم، تعریفش طور این اگر چون که است

شد. اثبات و بیان اقلیدس اصول کتاب در بار اولین ٢ قضیۀ است:
ریاضی دان: یک قول به

است.» جاودانه اثبات، و است اثبات بر مبتنی «ریاضیات،
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