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چکیده
از اول، دورۀ می دهیم. قرار مطالعه مورد دوره سه در را ریاضی فلسفۀ تاریخ مقاله، این در
انتگرال و دیفرانسیل حساب ابداع با که دوم دورۀ میلادی؛ هفدهم قرن اواخر تا باستانی ادوار
از سوم، دورۀ و می کشد؛ درازا به قرن دو حدوداً و می شود آغاز لایب نیتس و نیوتن توسط
سه همچنین امروز. به تا دیگران و وایرشتراس توسط ریاضی آنالیز مبانی دقیق سازیِ زمان
و ضعف  نقاط و نقد را ریاضیات در شهودگرایی و صورتگرایی منطق گرایی، فلسفی مکتب
ریاضی، فلسفۀ در غالب مکتبِ سه این که داد خواهیم نشان می کنیم. بررسی را آنها قوت
تبدیل ریاضیات از مستقل مقوله ای به ریاضی کاران، عینی تجربۀ از گردانیدن روی با یک هر

نیست. حرفه ای ریاضیدانان فلسفی کنجکاوی های جوابگوی که است شده

سرآغاز .١
آن محدودیت های که است وحشت زده سخنرانان محبوب روش ... تاریخی توصیف روش ...»
به کمکی تاریخی، بررسی اگر بی شک اما می یابند.»١ خود حرص آلود لفّاظی کردنِ مهار برای حربه ای را
برای نیز مثبت تری دلایل ریاضیات، فلسفۀ مطالعۀ در ولی جست. بهره آن از باید باشد، لفّاظی کاهش
بپرورانم، سخنرانی این در کرد خواهم سعی که مضمون هایی از یکی دارد. وجود تاریخی بررسی گرفتن به کار

ریاضیات. در استدلال شهودگرایی، گرایی، منطق صورتگرایی، ریاضی، فلسفۀ کلیدی. کلمات و عبارات
شده، ایراد ١٣۵٩ سال اردیبهشت ماه در که ریاضی» روش شناسی و منطق فلسفه، «سمینار در سخنرانی یک اساس بر مقاله ∗این
حال این با دارم. متفاوت نظری آن مطالب برخی به نسبت اکنون و نوشته ام پیش سال ٣۵ از بیش را مقاله این است. شده تهیه

(نگارنده). کنم اکتفا چاپی، اکثراً کوچک، تصحیح چند به فقط دیدم بهتر
نهم. بخش دوازدهم، کتاب کارامازوف، برادران رمان در ١داستایوفسکی

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
٧
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دوره آن ریاضیات واقعیت و چهره با ریاضیات تاریخ از دوره هر در فلسفی تمایل های مستقیم ارتباط
نظر به بدیهی و طبیعی معاصران دید از که هرچند دوره، یک متداول گرایش های که دید خواهیم است.
نوعی ما نظر در امروز که آنچه به عکس، باشد. نبوده بیش طغیانی یا عکس العمل است ممکن برسد،
در مهم نقشی خود، زمان در است ممکن می رسد، نظر به ریاضیات تاریخ دوره های بعضی در جزمی گرایی

باشد. بوده دارا علم این بقای و یکپارچگی حفظ
(شناخت شناسی) معرفت٢ (هستی شناسی)، وجود١ مقوله های بر مشتمل ریاضیات فلسفۀ کلی، به طور
وجود نحوۀ و ریاضی (مفاهیم) اشیاء بررسی به ریاضی، فلسفۀ در «وجود» مقولۀ است. روش شناسی٣ و
منشأ ریاضی، اثبات ماهیت قبیل از مسائلی روش شناسی، و معرفت مقوله های در دارد. اختصاص آنها
مقوله ها این البته می گیرد. قرار گفتگو مورد ریاضی نظریه های رشد فرآیند و ریاضی قضیه های به ما اعتقاد
این از که سؤالاتی برابر در منسجمی موضع باید ریاضی فلسفی مکتب یک و نیستند تفکیک شده یکدیگر از
مطرح ریاضی فلسفۀ در همیشه را سؤال هایی از نمونه دو یکی نیست بد کند. اتخاذ می خیزند، بر مقوله ها
فلسفۀ مسائل اساسی ترین از یکی کنم. بیان شد، خواهد اشاره آنها به مرتباً نیز سخنرانی این در و است بوده
بالاتر یقینی درجۀ از ریاضی گزاره های که می دانیم ما همۀ است. ریاضیات در یقین۴ منشأ تشریح ریاضی،
رشتۀ تنها به عنوان ریاضیات از اوقات، از بسیاری واقع در برخوردارند. علوم سایر احکام یقین درجۀ از
احکام آیا چیست؟ یقین درجۀ این منشأ می شود. یاد دارد، معنا مطلق» «حقیقت آن، در که بشری معرفت
آیا دارد؟ وجود نسبیت نوعی نیز احکام این در اینکه یا و هستند مطلق حقیقت بیانگر درستی به ریاضی
خبری محتوای دارای احکام این اینکه یا و است آنها صوری ماهیت به وابسته صرفاً ریاضی احکام درستی
بوده جنجال برانگیز ریاضیدانان میان در هم و فلاسفه میان در هم قدیم الایام، از که دیگری مسئلۀ هستند؟
متصل، مفاهیم یا کمیت ها ریاضیات، در که سؤال این است. «گسسته» و «پیوسته» دوگانگی مسئلۀ است،
خواهیم دارد. فلسفه خودِ قدمتِ با همردیف قدمتی احتمالا منفصل، مفاهیم یا کمیت ها یا و دارند تقدّم
دیدگاه های نیز و زمانه ریاضی گرایش های با نزدیکی ارتباط همواره سؤال، این به رایج جواب های که دید

داشته اند. ریاضی فلسفۀ متداول
آن است لازم که می خورد چشم به پدیده ای آنها، متعاقب بحث های به ویژه و گذشته سخنرانی های در
دو با اساسی رابطه ای مطلب این من، گمان به چه بگذارم؛ میان در مقدماتی نکتۀ یک به عنوان نیز را
گریزانند؛ ریاضی فلسفۀ دربارۀ علنی بحث های از ریاضیدانان اکثر اینکه یکی دارد: زیر عینی واقعیت
اینکه دیگر باشد. نداشته زمینه این در ویژه سلیقۀ و تمایل خصوصی به طور که هست ریاضیدانی کمتر اگرچه
مقولات بیشتر با مقایسه در و ندیده خود به عمده ای تحول اخیر دهۀ سه - دو در ریاضی فلسفۀ موضوع
سمینار عنوان علی رغم که است این دارم ذهن در که مطلبی است. عقب مانده و عقیم رشته ای فلسفی،
١ontology ٢epistemology ٣methodology ۴certainty
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نسبیت نظریۀ و کوانتمی مکانیک از بسیاری صحبت های گذشته، جلسات بحث های در ریاضی، فلسفۀ
معاصر ریاضی نظریه های به اشاره ای عملا که حالی در آمد میان به هستند) نوین فیزیک نظریه های از (که
گردید. بیان ریاضی») «مبانی (به اصطلاح، ریاضی منطق و مجموعه ها نظریۀ دربارۀ آنچه سوای البته نشد؛

کرد: خواهند اظهار آن رد در قبیل این از دلایلی دانسته، نابجا مرا ایراد عده ای بی شک
شده بنا مجموعه ها نظریۀ پایۀ بر رسته ها) نظریۀ گوشه های بعضی (به استثنای امروز ریاضیات تمام -١
(که ریاضی منطق و مجموعه ها نظریۀ فلسفی بررسی به را ریاضی فلسفۀ توجه است کافی بنابراین است.

کنیم. معطوف است) مجموعه ها نظریۀ با نزدیک ارتباط در
فلسفی مقولات بر اثری نتیجه، در و است ریاضی درونی رشد جهت در امروز، ریاضی تحقیقات بیشتر -٢

ندارد.
در نهاده اند؛ جهان از انسان فلسفی بینش بر ژرف تأثیری نسبیت، و کوانتمی مکانیک نظریه های -٣
ظهورِ شاید و گودل قضیۀ شد، قائل برایش مشابه نقشی بتوان که معاصر ریاضی اکتشاف تنها که حالی

دارند. تعلق مجموعه ها نظریۀ مبحث به نیز این ها که باشد مجموعه ها نظریۀ در بالفعل بی نهایت های
بپذیریم، را مجموعه ها نظریۀ پایۀ بر ریاضیات ساختن بنا اگر حتی که بگویم باید اول، ادعای مورد در
نمی کند. تجاوز زبان یک نقش از و سطحی کاملا است امری ریاضی، پژوهش های بیشترِ بر نظریه این تأثیر
زیرا کرد، مقایسه فیزیک، در ریاضیات نقش با ریاضیات در را مجموعه ها نظریۀ نقش نمی توان حتی مثلا
حیاتی و عمیق نقشی ریاضی نهادهای امروز، به تا میلادی هفدهم قرن در علم یک به عنوان فیزیک آغازِ از
اکتشافات طبیعی دنبالۀ امروز، ریاضیات مطالب بیشترِ که حالی در داشته اند؛ فیزیک قوانین بیان در
جدا بدون نتوان که است بیستم قرن در ریاضی مهم کشف کمتر است. مجموعه ها نظریۀ ظهور از پیش
ریاضی منطق و مجموعه ها نظریۀ مبانی در غور کرد. ترجمه پوانکاره و ریمان زبان به اصلی، محتوای کردنِ
در ادبیات. بررسی برای زبان دستور مطالعۀ که می کند کمک ریاضی شناخت و فلسفه به همان قدر حداکثر
امروزی متداول اتکای و است ناچیزتر نیز این از مجموعه ها نظریۀ نقش که کنم ثابت کرد خواهم سعی واقع

است. ریاضی فلسفۀ در خاص دیدگاه های زاییدۀ خود آن، به
ایجاد فلسفی واکنش می توانند که مسائلی و درونی مسائل میان مشخصی مرز دوم، ادعای مورد در
نباید نیست. پیش بینی قابل آنها، احتمالی اثرات و بدیع واقعاً پژوهش های سیر زیرا ندارد، وجود کنند
کاملا مسائل بعضی در او پژوهش های زادۀ زیادی، حدود تا کانتور، مجموعه های نظریۀ که کرد فراموش
نادیده را علم آن تحولات علم، یک فلسفۀ اگر صورت، هر در بود. مثلثاتی سری های به مربوط درونی
دقیقاً این که هستم مدعی می شود. خود اصلی موضوع با بی ارتباط مجموعه ای به تبدیل به سرعت بگیرد،
سه که دهم نشان کرد خواهم سعی سخنرانی، این در است. آمده پدید ریاضی فلسفۀ در که است وضعیتی
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از گردانیدن روی با یک هر صورتگرایی٣، و شهودگرایی٢ منطق گرایی١، یعنی ، ریاضی فلسفۀ غالب مکتب
کنجکاوی های جوابگوی که است شده تبدیل ریاضیات از مستقل مقوله ای به ریاضی کاران، عینی تجربۀ

نیست. حرفه ای ریاضیدانان فلسفی
دیدگاه های در عمیقی دگرگونی های نوین، فیزیک نظریه های که نیست شکی سوم، نکتۀ دربارۀ سرانجام،
فلسفه نه است ریاضی فلسفۀ اینجا در ما اصلی صحبت کنم یادآوری است کافی ولی کرده اند، ایجاد فلسفی

گذاشته اند. اثر فلسفی دیدگاه های بر که عواملی بررسی یا عام مفهوم به

باستان دوران .٢
ادوار از اول، دورۀ گرفت. نظر در را دوره سه باید من نظر به ریاضی، فلسفۀ تاریخ بررسی برای
و نیوتن توسط انتگرال و دیفرانسیل حساب ابداع با که دوم دورۀ میلادی؛ هفدهم قرن اواخر تا باستانی
آنالیز مبانی دقیق سازی زمان از ، سوم دورۀ و می کشد؛ درازا به قرن دو حدوداً و می شود آغاز لایب نیتس

امروز. به تا دیگران و وایرشتراس توسط ریاضی
ریاضیات نیست. جدا علوم سایر در «وجود» بررسی از ریاضی، در هستی شناسی مبحث اول، دورۀ در
ریاضی تجربی پایۀ است. تجربی اشیاء خواص گونه این بررسی آن هدف و است شکل ها و کمیت ها علم
جدول های تدوین از حساب و می شود شروع اندازه گیری از هندسه است. مشهود به روشنی دوره، این در
محیط نسبت اینکه (یعنی پی ثابت عدد کشفِ می گیرد. سرچشمه اداری و تجاری امور دفترداریِ و نجومی
است. تجربی علم کشف های نخستین از یکی است)، دایره اندازۀ از مستقل عددی آن، قطر به دایره
به کار را Porisma و Theorema متمایز لغت دو مینامیم قضیه امروز ما آنچه برای باستان، یونانیان
که می شود اطلاق ریاضی قضیه های از دسته آن به شهود، یا بینش معنی به Theorema کلمۀ می بردند.
ذهن از مستقل یا اهمیت حائز واقعیت نوعی و است شده تجربه ریاضی، دقیق اثبات از قبل صحتشان
استنتاج طریق از نخست که است واقعیتی «بادآورده»، معنای به Porisma که حالی در می کنند. بیان را
و دارد فرعی نقشی یونانیان، نظر در ریاضی صوری جنبۀ که می دهد نشان تمایز این می شود. ظاهر ریاضی
به توسل حتی که داشت توجه باید است. آنها نظر مورد اول، درجۀ در که است ریاضی نتایج عینی محتوای
خللی می کنند، بیان را طبیعی اشیاء خواص علی الاصول ریاضی قضیه های که اعتقاد این در افلاطونی مثُل
است برخوردار پایدارتری عینیتِ از ایده ها جهان افلاطونی، دیدگاه در که آنجا از به عکس، نمی کند. وارد
مورد ریاضی عینیت های اصولا می باشند، جهان آن با انسان ارتباط وسیلۀ والاترین ریاضی، مفاهیم و
ندارد، ریاضی هستی شناسی دیدگاه بر اثری دوره، این در اقلیدس اصل موضوعی روش نیز نیست. سؤال
١logicism ٢intuitionism ٣formalism
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و می شود محسوب واقعی فضای هندسی خواص ابتدایی ترین بیانگر یونانیان نظر از اقلیدس، اصول زیرا
است. عموم پذیرش مورد تجربه، به آنها صحت

درجۀ می سازد، متمایز علوم سایر از را ریاضیات آنچه دوره، این در روش شناسی و معرفت مبحث در
یا «دیدن» برای وسیله ای نیز برهان و است «برهان» بر مبتنی ریاضی، در یقین و است ریاضی یقین
برای مثلا نیست. تردید مورد صدقشان که روابطی دادنِ قرار هم کنارِ با است واقعیت یک «اکتشاف»

یعنی است، کامل مربع شوند، آغاز یک از که متوالی فرد عدد چند هر مجموع اینکه اثبات
١ + ٣ + ۵ + · · ·+ (٢n+ ١) = k٢,

می کنند: رسم را زیر شکل فیثاغورسیان

به کردن نگاه لحظه چند با که است ریاضی ذوق اندک با کسی کمتر کنونی، وسواس و دقت عصر در حتی
ثابت پئانو١ اصول از استقرا، روش به می توان را حکم این البته نیاورد. یقین نظر مورد حکم به شکل، این
ریاضی کاران، اکثر من، گمان به دارد. بستگی ما فلسفی دیدگاه به است، ارجح اثبات کدام اینکه نمود.
وسیلۀ یک استقرا، روش که نکنیم فراموش البته می یابند. زیباتر و روشن کننده تر را فیثاغورسی اثبات

رسیده ایم. آنها به دیگر روش های به که است حدس هایی تأیید برای حربه ای بلکه نیست، واقعیت کشف
روشنی تاریخی شواهد کنم. بیان «پیوسته-گسسته» جدال دربارۀ هم کلمه ای چند است لازم اینجا در
دارد، سروکار طبیعی اعداد با که حساب .[٢۵] دارند یکدیگر از مستقل پیدایش هندسه و حساب که هست
می باشد. فضا و صفحه پیوستار٢ پایۀ بر هندسه موضوع که حالی در است. گسسته مفاهیم ریاضی تجلّی
کاربرد هندسه در حساب اینجا در است. هندسی طول های اندازه گیری در علم، دو این برخوردِ اولین
با را هندسی طول های همۀ بتوان که می رسید نظر به کسری، اعداد به عدد مفهوم توسعۀ با به ویژه می یابد؛
بحرانی فیثاغورسیان، توسط واحد) مربع قطر (طول ناگویا عدد اولین کشف داد. نمایش حساب علائم
١G. Peano ٢continuum
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به بتوان که نحوی به عدد مفهوم توسعۀ و است حساب بر هندسه تفوق آن، نتیجۀ که آورد پدید ریاضی در
اقلیدسی، هندسۀ انتگرال، و دیفرانسیل حساب اختراع) (یا کشف زمانِ تا داد. نسبت عددی طول، هر
هندسۀ و مختصات دستگاه ابداع حتی است. مقولات سایر برای یقین سنجش محک و علمی یقین مظهرِ
زیرا نمی کاهد، هندسه فلسفی تقدّم از است، هندسه جبری سازیِ آن نتیجۀ که فرما، و دکارت توسط تحلیلی

می شود. بنا اقلیدسی خط یعنی حقیقی، اعداد پیوستار پایۀ بر خود حساب)، طبیعی (دنبالۀ جبر علم

دوم دورۀ .٣
است ریاضی شگرف و درخشان فتوحات دوران سو یک از خوانده ایم، ریاضیات دوم دورۀ که قرنی دو
مفهوم بر متکی لایب نیتس و نیوتن آنالیز است. ریاضیات مبانی در فلسفی بحران دوران دیگر، سوی از و
و تناقض از خالی آن  وجود فرض و ندارد اقلیدسی پیوستار در مناسبی جای که است کوچک١ بی نهایت
نادقیق از به خوبی که لایب نیتس دارد. تضاد پیوستار، تقدم فرض با لایب نیتس اتمی بینش نیست. معما
ماهیت دربارۀ نهایی و قاطع نظری به نشد موفق هرگز بود، آگاه انتگرال و دیفرانسیل حساب مبانی بودنِ
و دیفرانسیل حساب نتایج صحت که می کند اظهار نوشته یک در او یابد. دست علم این یقین درجۀ و
دیگر، جایی در نیست. اندازه گیری قابل که است کوچک چنان ماهیتاً خطا درجۀ ولی است تقریبی انتگرال،
درستی نتایج به عمل در اینکه و است آنها کارایی کوچک ها، بی نهایت پذیرش دلیل تنها که می کند اذعان
نیرومندی چنان حربۀ انتگرال و دیفرانسیل حساب فلسفی، معضلات این علی رغم .[٢٣] می شوند منجر
وضعیت می شوند. رانده حاشیه به همگی آن، مبانی به مربوط مشکلات که است ریاضی اکتشافات در
چنان نجومی پدیده های پیش بینی در نیوتنی مکانیک قدرت می آید. پدید فیزیک علم در همزمان مشابهی
دوره، این ریاضیدانان می شوند. سپرده خاموشی به حل نشده آن، به نسبت فلسفی شروع تردیدهای که است
دربارۀ مجادله و بحث این رو، از و هستند آگاه دارد وجود آنالیز مبانی در که یقینی عدم و تزلزل از به خوبی
برای موفقیت آمیزی همت مدیدی، مدت تا این، وجود با است. رایج بسیار ریاضی، قضیه های صحت
در فاحشی اشتباه اولیه، مفاهیم نبودن روشن علی رغم اینکه دوم نمی شود. گمارده تعریف ها ساختن دقیق
گرفته ایراد است ممکن اینجا در شود. ریاضی در تحقیق رکود یا آشفتگی موجب که نمی دهد رخ ریاضیات
از نمونه ای است»، پیوسته همواره پیوسته، تابع های از دنباله یک «حد اینکه بر مبنی کوشی ادعای که شود
در عبارتی چنین البته است). فراوان نوع، این از دیگر (مثال های است دوره این در فاحش اشتباه های
دیدگاه از باید ولی می شود، محسوب نابخشودنی اشتباه یک امروزی، ریاضی فلسفی دیدگاه های چارچوب
این در فراوانی بحث های و نیست روشن هنوز ادعا این از کوشی دقیق تعبیر کرد. نگاه مسئله به دیگری

.[١٣] است شده زمینه
نیوتن. تعبیرِ به fluxion و لایب نیتس تعبیرِ به infinitesimal١
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مفهوم (به ادعا این ناقض مثال های از او، زمان ریاضیدانان و کوشی که است این است مسلم آنچه
در آبل مثلا بوده اند. آگاه کاملا می کند، میل ناپیوسته تابع یک به که فوریه ای سری مانند تعاریف)، امروزیِ
می داند. درست اساساً نحوی، به را کوشی ادعای ولی دارد» استثناهایی کوشی «قضیۀ که می نویسد جایی
هستی شناسی دیدگاه که است دلیل این به می رسد نظر به غریب خیلی ریاضی در بیان طرز این امروزه اگر
«همگرایی»، و پیوسته» «تابع ما، نظر در است. دیده خود به عظیمی دگرگونی اخیر، قرن یک در ریاضی
که حالی در می شود. رعایت آنها بستن به کار در دقت نهایتِ که هستند ریاضی اساسی و اصیل اشیاء
اشیاء است. اول دورۀ دیدگاه همان اساساً وجود، مقولۀ مورد در دیدگاه میلادی، نوزدهم قرن اوایل در حتی
عملا متمادی، تجربۀ اثر در که هستند ریاضی مأنوس بسیار مفهوم های یا و دارند فیزیکی عینیت یا ریاضی
وقتی ریاضی در «اشتباه» جبری). معادلات و هندسی شکل های صحیح، عددهای مثلا) یافته اند عینیت
زمینۀ در باشد. تحقیق قابل آن نادرستی که آید به دست ملموس مفاهیم این دربارۀ نتیجه ای که می دهد رخ
وسیله هایی ریاضی، کلی نظریه های و قضیه ها است. اکتشاف حربۀ یک هنوز ریاضی اثبات نیز معرفت
است حقیقت به رسیدن طریق یک «اثبات، کانت: به قول هستند. خاص پدیده های ساختن روشن برای
اویلر مانند برخی است، ریاضیدانان نهایی هدف جالب، واقعیت های کشف چون شنیدن.» و دیدن مانند
گفته پولیا جورج که را مثالی نمی کنند. فروگذار ریاضی واقعیت های به یافتن دست برای وسیله ای هیچ از
محاسبه را ∑∞

n=١ ١
n٢ سری مجموع می خواهد اویلر می کنم. نقل ندیده اند، که کسانی برای [١٧] است

چندجمله ای آن باشند، αn ،. . . ،α٢ ،α١ عددهای چندجمله ای، یک ریشه های اگر که می داند او کند.
یک sinx تابع است. ثابت عددی c آن، در که است c(x− α١)(x− α٢) · · · (x− αn) به صورت

از: عبارت اند که دارد جواب بی نهایت sinx = ٠ معادلۀ و نیست چندجمله ای
٠, ±π, ±٢π, . . . .

از که را خطی عامل بی نهایت حاصل ضرب او می زند. دست ماجراجویانه آزمایشی به اویلر این، وجود با
می گیرد: نظر در می آیند، به دست ریشه ها این

c(x٢ − π٢)(x٢ − ۴π٢) · · · .

مساوی را حاصل ضرب این ،c برای مناسبی مقدار انتخابِ با می توان آیا دارد؟ معنا حاصل ضرب این آیا
که می داند او است. آشنا تیلور سری با کاملا اویلر البته دانست؟ sinx با
sinx = x− x٣

٣! +
x۵
۵! − · · · .

با برابر قبلی عبارت در و است ١ با برابر عبارت این در x ضریب
c(−π٢)(−۴π٢) · · · .
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با برابر صوری به طور را c اویلر دلیل، همین ١−)به
π٢
)( −١

۴π٢
)
· · ·

می یابد: دست زیر فرمول به فوق، حاصل ضرب در آن عوامل توزیع با و می گیرد

sinx = x
(

١− x٢
π٢
)(

١− x٢
۴π٢

)
· · · .

جملۀ است. درست اول، درجۀ جملۀ ضریب که می داند اویلر ولی است» نشده «ثابت چیزی هنوز البته
با آن سوم درجۀ جملۀ ضریب مقایسۀ باشد، درست فرمول این اگر است. سوم درجۀ جملۀ بعدی، ناصفر

می دهد نتیجه ،sinx تابع تیلور بسط در سه درجۀ جملۀ ضریب

− ١
۶ = − ١

π٢ −
١

۴π٢ −
١

٩π٢ + · · · .

بنابراین
١ + ١

۴ +
١
٩ +

١
١۶ + · · · = π٢

۶ .

تساوی این دربارۀ تحقیق به بی درنگ پس ندارد، را اقلیدسی اثبات های یقین او «اثبات» که است آگاه اویلر
دست واقعیت به که می کند حاصل یقین اعشار، از بعد رقم زیادی تعداد تا طرف دو محاسبۀ با و می پردازد

است! یافته
دفترِ خفای در هم ریاضیدانان و می پردازند ماجراجویی هایی چنین به همچنان فیزیکدانان امروزه
محسوب کبیره گناه ریاضی جامعۀ در اعمالی چنین افشای ولی می زنند دست آمایش ها گونه این به کارشان،
دوم دورۀ در که است مطلب این بر أکید ت مثال ها، این آوردن از من مقصود که می کنم یادآوری می شود.
تنها، ریاضی اثبات و دارند علوم سایر مشابه عینیتی ریاضی اشیاء اول، دورۀ مانند نیز، ریاضی تاریخ
به آنها صحت که روابطی به بخشیدن استحکام یا اشیاء این روابط به یافتن دست برای است حربه ای
از ریاضی فلسفی دیدگاه عطف نقطۀ به عنوان بعداً که وایرشتراس حتی است. شده مشاهده تجربی طریق
به عنوان ریاضیدان یک برای «اینکه می نویسد: خود ریاضیدانِ دوست یک به نامه ای در شد، خواهد یاد او
در ریاضی فلسفه های عمدۀ تفاوت بدیهی...»١ است امری است، مشروع روشی هر از استفاده مکتشف،
پایۀ بر انتگرال)، و دیفرانسیل حساب (عمدتاً دوم دورۀ ریاضیات که است این در دوم و اول دوره های
تجلی والاترین اقلیدسی هندسۀ در قرن ها که ریاضی یقین و است شده بنا کوچک ها» «بی نهایت متزلزلِ
وجودِ به دوره، این ریاضیدانان بزرگترین که جایی تا می شود نگران کننده بحرانی دستخوش بود، یافته را خود

می دهند. در تن خود، قضیه های برای «استثنا»
.[١٣] لاکاتش از ١نقل
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است؛ نااقلیدسی هندسه های پیدایش شود، اشاره آن به است شایسته که دوم دورۀ از دیگری پدیدۀ
بویویی١ و لباچفسکی است. شده غُُلُو دوم، دورۀ ریاضی فلسفۀ بر آن واقعی اثر دربارۀ من نظر به گرچه
هندسۀ اصول سایر از را اقلیدس توازی اصل خلف، برهان طریق از که بودند درصدد یکدیگر از مستقل
هر ولی نمی رسد نتیجه ای به متقدمانشان، کوشش های مانند دو، این تلاش های بگیرند. نتیجه اقلیدسی
در که می یابد دست نااقلیدسی هندسۀ نوع یک قضایای از چشمگیر مجموعه ای به پنجم، اصل نقض با یک
بدیهی ترِ اصل های از را توازی اصل نمی توان که می شوند قانع عملا دو هر نمی خورد. چشم به تناقضی آن،
بعدِ دورۀ تاریخ نویسان برخی آنچه خلافِ بر نمی کند. ایجاد تناقضی هم آن انکارِ و گرفت نتیجه اقلیدس
به سببِ بویویی و لباچفسکی «کشفیات» یه ریاضی عمدۀ مراکز توجه عدم می کنند، ادعا ریاضی تاریخ
در کرد. توجه زمان آن در فلسفی دیدگاه به باید نیست. مراکز این به آنها تعلق عدم یا دو این شهرت عدم
نتایج و یافته اند یقین توازی اصل استقلال به نحوی به بزرگ، ریاضیدانان همۀ احتمالا نوزدهم، قرن اوایل
از مدلی ریاضیدان، دو این از هیچ یک هستند. زمینه این در بیشتر شواهدی تنها بویویی، و لباچفسکی
نظریه های منطقی سازگاریِ است، مطرح زمان آن در آنچه اصولا نمی کند.٢ ارائه نااقلیدسی فضای یک
است مدعی که کانت است. ادراک قابل هندسی روابط بیان در نظریه ها این قدرت بلکه نیست، ریاضی
پیشینی٣ شهودهای به کرد، تبدیل محض منطقی استنتاج های به کامل به طور نمی توان را ریاضی اثبات های

می داند. پیشینی شهودهای جمله از را اقلیدس اصول و است معتقد زمان و فضا از
که است روشن گفتیم، دوم دورۀ در ریاضی فلسفۀ دیدگاه های دربارۀ قبلا آنچه و فلسفی زمینۀ این با
بودنِ نااقلیدسی که است اهمیت دارای دوره این ریاضیدانان انظار در صورتی در تنها نااقلیدسی هندسۀ
هم را نکته این باید نبود. مطرح دوره آن در سؤالی چنین و شود مطرح جدی به طور ادراک قابل فضای
که گاوس است. جلوتر بویویی و لباچفسکی از به مراتب گاوس۴ نااقلیدسی، هندسه های بررسی در که افزود
هندسه های از دولبه مدل هایی می شود موفق می کند، پایه گذاری را دیفرانسیل هندسۀ تحلیلی، روش های با
امروزی، زبان به می شوند. ظاهر اقلیدسی بعدی سه فضای در رویه هایی به صورت که کند ارائه نااقلیدسی
جو ولی سازگارند. نیز نااقلیدسی نظریه های باشد، سازگار اقلیدسی هندسۀ اگر که می کند ثابت گاوس
قضیه ها این نشر به مبادرت هرگز گاوس و نبود مساعد نتایج این افشای برای زمان آن در ریاضی فلسفۀ

نکرد.

انتشارات بیرشک، احمد ترجمۀ لباچفسکی هندسۀ کتاب در مثلا) می شود یاد آن از لباچفسکی» «هندسۀ نام به گاهی که ٢مدلی
است. پوانکاره ساختۀ واقع در ،(١٣۵٩ شریف، صنعتی دانشگاه

دارند، منفی ثابت خمیدگی که رویه هایی که داد نشان بلترامی بعدها نمی کند. بیان صورت این به را مطلب هرگز خود ۴گاوس
هستند. بویویی و لباچفسکی هندسۀ برای مدل هایی

١J. Bolyai ٣a priori intuition
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توسعۀ و حقیقی اعداد پیوستار دوم. دورۀ در پیوسته» و «گسسته میان کشمکش به می پردازیم اکنون
بخشیده دوره این ریاضیات به آنالیز که است عظیمی نیروی زمینۀ واقع در که مختلط اعداد پیوستار به آن
اعتقاد است. دوره این در ریاضی فلسفۀ بحران اصلی سرچشمۀ که می کند پیدا معماگونه ماهیتی خود است،
دارد. مستقیم تناقض کوچک ها، بی نهایت وجودِ با راست) (خط حقیقی اعداد پیوستار از پیشینی شهود به
تعبیر به «وجود»، از (مقصود می شود نقض قهراً پیوستار، وجودِ باشد، درست لایب نیتس اتمی نظریۀ اگر
استفاده به ناگزیر آنها سو، یک از نمی رسند. زمینه این در توافقی به دوم دورۀ ریاضیدانان است). دوره این
این توجیه در منطقی و مدون نظریه ای نمی شوند موفق دیگر، سوی از و هستند کوچک ها بی نهایت از
نظر به واجب کوچک ها بی نهایت حضور آنالیز) (در حقیقی خط تعبیرهای برخی در دهند. ارائه مخلوقات
خط می شوند. محو صحنه از کوچک ها بی نهایت محض)، (هندسۀ دیگر تعبیرهای بعضی در و می رسد

می شود. تبدیل مفهوم ها معماگون ترین به علم، در یقین سنگر مستحکم ترین اقلیدسی،

سوم دورۀ .۴
مانند و شود بازسازی مستحکم پایه ای بر ریاضیات که است لازم ریاضی، بنیادی بحران رفع برای
باید نیست، اعتماد قابل پیشینی شهود به عنوان اقلیدسی پیوستار اگر بازگردد. ریاضیات به یقین، گذشته،
مجموعۀ ابهام، از خالی پیشینی شهود اصلی نامزد نهاد. بنا دیگری مبنای بر را آنالیز ویژه به و ریاضیات
و است» انسان کار بقیه و آفرید را طبیعی اعداد «خداوند که می کند اعلام کرونکر است. طبیعی اعداد
کوشش ها این می کند. ارائه اقلیدسی بعدی یک پیوستار تعریف برای دقیقی پیشنهاد بار اولین برای دِدِکیند
می شود. صحنه وارد وایرشتراس کرد. بنا مستحکم مبنایی بر را آنالیز بتوان که بود خواهند باثمر وقتی
گویا اعداد امروزی، زبان (به می کند پیشنهاد حقیقی اعداد از دقیق تعریفی دِدِکیند، مانند سو یک از او
از کوشی دنباله های هم ارزیِ رده های حقیقی اعداد و هستند صحیح اعداد مرتبِ زوج های هم ارزیِ رده های
آنالیز از را کوچک ها بی نهایت کنونی)، (به صورت حد مفهوم ساختن دقیق با دیگر، سوی از و گویا) اعداد
آنالیز قضیه های همۀ آنالیز، حسابی ساختن١ با که می شود موفق وایرشتراس ظاهراً ترتیب این به می راند.
است عطفی نقطۀ این شود. احیا ریاضیات در یقین دیگر، بار که سازد استوار پایه ای بر را مختلط و حقیقی

می دانیم. ریاضیات فلسفۀ سوم دورۀ آغاز را آن که
سازمانی ندارند، وایرشتراس نظام در جایی او کوچک های بی نهایت و لایب نیتس اتمی نظریۀ اینکه با
صورت این به است. اتم گرایی نوعی دربرگیرندۀ خود می شود، قائل حقیقی پیوستار برای وایرشتراس که
است حقیقی خط اجزای خاص سازمانِ و می دهد دست از را خود تقدم حقیقی، خط پیوستگی شهودِ که
پیدا اتمی تشریح خود هم «ترتیب» و «سازمان» حتی که این می شود. محسوب پیوستگی ادراک منشأ که
١arithmetization
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که بیفزاییم اینجا در است لازم پرداخت. خواهیم آن به بعداً که است کانتور مجموعه های نظریۀ ثمرۀ می کنند،
حتی و غیرشهودی ریاضی مخلوقات برای مشروعیت ایجاب منشأ خود وایرشتراس، دورۀ دقیق تعریف های
فضا «منحنی های مشتق پذیر»، هیچ جا و پیوسته همه جا «تابع های است قبیل این از می شوند. ضدشهودی
«عفریت آفرینی» این اگرچه ندارند. جایی ریاضی روزمرۀ عملکرد در که تابع هایی گوناگون انواع و پرکُن»
می بخشد، نو حیاتی ریاضی شدۀ متزلزل یقین به و دارد ریاضی اثبات های ساختن دقیق در مثبت نقشی
هندسۀ نه تنها دیگر می شود. تمام ریاضیات در «وجود» حیثیتِ دست رفتن از قیمت به راه حل، این پذیرش
دارد ریشه مفاهیم کنار در پرکُن» فضا «منحنی مانند غریبی و عجیب موجودات نیست، قبح نااقلیدسی،
مجموعه های نظریۀ پیدایش با وضعیت این دارند. وجود ادعای و می کنند علم قد ریاضی زمان آزمودۀ و
زمان در ولی می شود کشیده خطرناکی افراطی گری های به هیلبرت و راسل فرگه، بعدی برنامه های و کانتور
ریاضیدانان کنجکاوی مایۀ تنها و نیاوردند در صدا به خطری زنگ موجود، عفریت های معدود وایرشتراس،

شدند.
مفهوم که می سازد روشن آنالیز، مبانی در معاصرانشان و دِدِکیند بولتزانو، وایرشتراس، کارهای
قوام و دارد حقیقی اعداد سازمان ساختن روشن در فوق العاده ای کارایی حقیقی» اعداد از «مجموعه ای
در که موفقیت هایی و ریمان توسط انتگرال مفهوم تعمیم می بخشد. آنالیز قضیه های به تازه ای دقت و
همگرایی نقاط مجموعۀ که کانتور هستند. دیدگاه این مؤید می شود، او نصیب فوریه سری های بررسی
گرفته پیشی دیگران از حقیقی اعداد مجموعه های ساختمان درک در و می کند بررسی را فوریه سری های
اعداد آفریدن دیگری، و عام مفهوم به عنوان مجموعه ها گرفتن نظر در یکی برمی دارد: جلو به گام دو است،
وایرشتراس «اتم گرایی» ترتیب، این به مجموعه ها. ویژگی های از یکی به عنوان نامتناهی ترتیبی و اصلی
را مجموعه ها نظریۀ پایۀ بر ریاضیات بناکردن می کند. سرایت ریاضیات بخش های بیشترِ به کانتور توسط
عضوهای بودنِ یکی مجموعه، دو تساوی برای کافی و لازم شرط که سبب این به خوانده ایم «اتم گرایی» نوعی

می شود. مشخص کاملا آن، اعضای ترکیب از مجموعه، یک ماهیت لذا و است آنها
پیوستار او برمی دارد. میان از پیشینی شهود یک به عنوان همیشه برای را «پیوستار» حتی کانتور
گرفتن نظر در با نیز ترتیب مفهوم می کند.٢ تعریف کامل١ و همبند مجموعۀ یک را عام معنای به
مجموعه ها نظریۀ چارچوب در تعریفی خودش، در مجموعه یک دکارتی حاصل ضرب زیرمجموعه های
از ترتیب کامل استقلال انتخاب)، اصل با (معادل خوش ترتیبی قضیۀ اثبات با تسرملو سرانجام، می یابد.

می کند. اعلام را مجموعه یک ترکیبِ

بست. به کار توپولوژیک فضای هر در را آن می توان ولی است اقلیدسی فضای زیرمجموعه های برای کانتور تعریفِ ٢این
١perfect



١٨ ریاضی فلسفۀ تاریخی ١٨سیر ریاضی فلسفۀ تاریخی ١٨سیر ریاضی فلسفۀ تاریخی سیر

بالفعل بی نهایتِ جسورانۀ بستن به کار یکی می آورد، به وجود ریاضی فلسفۀ در جدیدی بحران که آنچه
ریاضیدانان بزرگ. بینهایت مجموعه های مورد در گوناگون تناقض های ظهور دیگری، و است کانتور توسط
آشنا کوچک، بی نهایت و بزرگ بی نهایت بردنِ به کار از ناشی تناقض های ظهور به پیشین دوران از که
به را بی نهایت ها همۀ وایرشتراس، تعریف های به کمک شده اند موفق کوشش، دراز سالیان از پس و بوده
آنچه می دهند. نشان خود از کانتور نظریۀ برابر در زیادی مقاومت بار، این دهند، کاهش بالقوه بینهایت های
پارادکس هایی منشأ می تواند «مجموعه» مانند بی آزاری ظاهراً مفهوم که است این است، نگران کننده واقعاً
بازیافتۀ یقین از است کوتاهی مدت که ریاضی جهان باشد. راسل پارادکس و بورالی-فورتی١ پارادکس مانند
نظرهای زمان، آن بزرگ ریاضیدانان می شود. تازه ای تزلزل دستخوش ناگهان است، شده سرمست علم، این
که است «مرضی مجموعه ها نظریۀ که عقیده اند این بر پوانکاره مانند بعضی دارند. زمینه این در گوناگونی
را ما هرگز «کسی که معتقدند هیلبرت مانند دیگر برخی و یافت» خواهد رهایی آن از ریاضیات سرانجام
مجموعه ها نظریۀ موقعیت صورت، هر در راند». نخواهد بیرون است، آفریده برایمان کانتور که بهشتی از
می شدند، پایه گذاری زمان همان در که ریاضی فلسفۀ مکتب های توجه مورد نمی تواند بی نهایت بحرانِ و

نگیرد. قرار

ریاضی فلسفۀ مکتب های .۵
مکتب سه پیدایش زمینۀ کردیم، نوزدهم قرن در حاکم ریاضی جو دربارۀ که صحبت هایی به توجه با
حل خواستار به نحوی یک هر مکتب، سه این باشد. روشن باید صورتگرایی و شهودگرایی منطق گرایی،
وایرشتراس توسط ریاضیات حسابی ساختن راه در که کوشش هایی و هستند «یقین» و «وجود» مسئلۀ دو
کتاب باید را آن ایجاد اعلام که منطق گرایی دارد. آنها دیدگاه بر عمیق اثری است، گرفته انجام دیگرن و
گزاره هایی را ریاضی قضیه های و منطق از جزئی را ریاضیات دانست، ١٨٨۴ سال به فرگه حساب٢ مبانی
پس می کند. توصیف را منطقی مفاهیم از طبیعی اعداد اشتقاق خود، کتاب در فرگه می داند. منطق در
چگونگی و منطق گرایی تز ،[٢٠] ریاضی اصول کتاب انتشار با بیستم، قرن اوایل در نیز راسل فرگه، از
این کردنِ پیاده به ،[٢١] وایتهد با خود عظیم اثر در و کرده پیشنهاد را منطق مبنای بر ریاضیات بازسازی
ابداع با دو این و می گیرد دربر نیز را کانتور مجموعه های نظریۀ وایتهد، و راسل کار می گمارد. همت برنامه
برای منطق گرایان که راه حلی ترتیب، این به می آیند. فائق مجموعه ها نظریۀ تضادهای بر انواع٣، نظریۀ
و است منطق در وجود همان ریاضی، در «وجود» که است این می کنند، پیشنهاد یقین و وجود مسائل
با دیدگاه این که دید خواهیم می پردازیم، صورتگرایی توصیف به که بعداً منطق. در یقین نیز «یقین» منشأ
منطق گرایی به است، وارد صورتگرایی به که ایرادهایی کلیۀ تنها نه واقع، در و است روبه رو بزرگی مشکلات
١Burali-Forti paradox ٢Die Grundlagen der Arithmetik ٣type theory
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همۀ گسترده تر، سطحی در مسائل این بپنداریم، منطق از جزئی را ریاضیات چنانچه بلکه می شود، منتقل نیز
محسوب خورده شکست را خود کوشش های کار، اواخر در راسل و فرگه کرد. خواهند تزلزل دچار را منطق
گفت می توان امروز کرد، ریاضی منطق توسعۀ به مکتب این پیدایش که بزرگی کمک علی رغم و می کردند

ندارد. زیادی طرفداران ریاضی، فلسفۀ به عنوان منطق گرایی که
می گیرد: سر از واقع بینانه تری دیدگاه از را راسل و فرگه برنامۀ هیلبرت، بیستم، قرن سوم دهۀ در
می کند حل آن، کامل انکار با را وجود مسئلۀ نخست هیلبرت، است. معروف صورتگرایی به که دیدگاهی
و کارکرد حدود که نیستند بیش وضع شده ای نمادهای ریاضی، اشیاء هیلبرت، دیدگاه از که شکل این به
استنتاج ریاضی، درستِ گزاره های به رسیدن روش می شود. مشخص موضوعه اصول توسط آنها ویژگی های
تفاوت بود. کرده شروع حساب علم مورد در پئانو که است کاری تعمیم واقع در این است. متناهی وار١
که حالی در نیست؛ فرد به منحصر هیلبرت نمادهای معنایی تعبیر که است این اقلیدسی دستگاه با آن اصلی
نیز منطقی استنتاج روش البته هستند. مشخصی خارجی اشیاء نشان دهندۀ نمادها، اقلیدسی، دستگاه در
ریاضی منطق نصیب منطق گرایی رواج اثرِ در که پیشرفت هایی با و دارد دقیق تعریف هیلبرت، برنامۀ در
بودنِ قبول قابل برای هیلبرت که شرایطی داد. قرار نظر در را ظریف تری مسائل می توان اکنون است، شده
و سازگاری) (اصل نشوند تناقض به منجر موضوعه اصول که است این است، قائل ریاضی نظریۀ یک
هیلبرت، برنامۀ بنابراین تمامیت). (اصل باشند اثبات پذیر نظریه، آن درون در همه نظریه درست گزاره های
برای که هدف این با است آنها تمامیت و سازگاری اثبات و ریاضی نظریه های همۀ ساختن اصل موضوعی
اینکه شوند. پاک صحنه از انداخته اند، مخاطره به را ریاضیات در یقین استقرارِ که پارادکس هایی همیشه،
آشنایی داستان می شود، آب بر نقش حساب ناتمامیت دربارۀ گودل غیرمنتظرۀ کشف با هیلبرت آرزوی
که دیگری متناهی مجموعۀ هر یا پئانو موضوعۀ اصول سازگاریِ و تمامیت که می کند ثابت گودل است.
باشد، سازگار منطقی نظر از اعداد نظریۀ اگر دیگر، عبارت به باشند. برقرار توأماً نمی توانند شود، آن شامل
و اصول چارچوب در یعنی هیلبرت، برنامۀ مفهوم (به اثبات قابل غیر ولی درست گزاره های آن در همواره
منطق گرایی و صورتگرایی ادعای گودل، قضیۀ اینکه در داشت. خواهند وجود متناهی) استنتاج روش به
خواهم سعی آینده در نیست. شکی می سازد، مردود همیشه برای ریاضی، علم جامع فلسفه های به عنوان را
در و باشد «موضعی» اشکال یک تنها است ممکن نامبرده، مکتب دو درونی اشکال این که دهم نشان کرد

است. مکتب دو این متوجه اساسی تری ناتوانی های واقع
یعنی دوره، این دیگر عمدۀ مکتب از نیز مختصری است لازم انتقادی، بررسی به پرداختن از قبل
مکتب دو با اساسی تفاوت هایی می شود، پایه گذاری براوئر ابتکار به که دیدگاه این بگوییم. شهودگرایی

کرد: خلاصه زیر اصل دو در می توان را براوئر ریاضی فلسفۀ مبنای دارد. منطق گرایی و صورتگرایی
هستند؛ ذهنی ساختمان های ریاضی، اشیاء -١

١finitary deduction
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شهودی منطق طریق به و اولیه) اشیاء (به عنوان طبیعی اعداد از پیشینی شهود مبنای بر اشیاء این -٢
اصل آن، در که عمده تفاوت این با است عادی غیرصوری، منطق مانند شهودی منطق می شوند. ساخته

می شود. انکار ثالث١ شق طرد
از دارد. «وجود» به نسبت شهودگرایی فلسفۀ دیدگاه در اساسی نقش ثالث، شق طرد اصل گذاشتن کنار
که کرد حکم می توان اشیائی آن وجودِ به تنها هستند، انسان ذهنی ساختۀ براوئر نظر در ریاضی اشیاء که آنجا
طریقه ای هستند، خلف برهان بر مبتنی که وجودی استدلال های ساخت. گام متناهی تعداد در را آنها بشود
منطقی استلزام یک به عنوان را وجود تنها بلکه نمی کنند، ارائه نظر مورد ریاضی شیء به یافتن دست برای
دست کم ساختن، برای روشی که وجود اثبات گونه هر می نمایند. حکم ثالث) شق طرد اصل بر (مبتنی
انتخاب اصل است قبیل همین از است. مردود شهودگرایی دیدگاه از باشد، نداشته همراه نظری، به طور
بی نهایت های تنها دیدگاه، این از می شوند. مربوط بالفعل بی نهایتِ به که مجموعه ها نظریۀ مطالب همۀ و
فلسفه این وجودی چارچوب در بزرگ، بی نهایت ترتیبی و اصلی اعداد و دارند معنا ریاضیات در بالقوه
را طبیعی عدد هر می توان که معنی بدین است، طبیعی اعداد تعداد بالقوه، بی نهایتِ از نمونه ای نمی گنجند.
وسیله ای ثالث، شق طرد اصل انکار بنابراین نمی شود. ختم هیچ جا اعداد، این ساختن فرآیند و ساخت

می کند. سلب را سازنده ذهن از ریاضی اشیاء استقلال براوئر آن، به کمک که است
استدلال با را آن صدق بتوان که است صادق صورتی در تنها ریاضی گزارۀ یک روال، همین به
همین به بتوان که است کاذب صورتی در و کرد اثبات ثالث) شق طرد اصل از استفاده (بدون شهودگرایانه
نشده ثابت طریق این به آن کذب یا صدق که وقتی تا ریاضی گزارۀ یک گرفت. نتیجه تناقضی آن از روش،
دارد» شانه بر خالی کیکاووس، پسر «سیاوش گزارۀ شهودگرایان، دید از مثال، برای است. بی معنی باشد،
و است او) از پیش حماسه سرایان (یا فردوسی ذهن ساختۀ کیکاووس» پسر «سیاوش زیرا است، بی معنی
نمود. رد یا کرد استنتاج مربوط، اساطیر از را آنها بتوان که کاذب اند یا صادق وی دربارۀ احکامی آن تنها
این است، نشده سیاوش شانۀ» روی «خالِ به اشاره ای ایران، باستانی افسانه های در هیچ جا ظاهراً چون
اثباتِ غیرقابل و درست گزاره های ترتیب، همین به است. بی معنی بلکه کاذب، نه و است صادق نه گزاره

هستند. بی معنی شهودگرایی دیدگاه از گودل
ریاضیات بازسازی به بیشاپ٣ و هیتینگ٢ مانند دیگری افراد او از پس براوئر، دیدگاه این با
مختلط) و حقیقی اعداد دربارۀ چیز همه عملا) سنتی ریاضیات از قابل ملاحظه ای مقدار می پردازند.
از دارد، بالفعل بی نهایت های از استفاده یا انتخاب اصل به نیاز آنچه ولی کرد بنا طریق این به می توان را
استدلال های که می آید به دست شهودگرایی منطق از بزرگی بخش کوشش، این در می شود. طرد ریاضیات
طریق به حقیقی اعداد ساختن روش مقایسۀ می کنند. توصیف را مکتب این در قابل استفاده منطقی
١principle of excluded middle ٢A. Heyting ٣E. Bishop
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یکی عملا نظر مورد اشیاء زمینه، این در که می سازد قانع را ریاضیدان هر صوری-منطقی، و شهودگرایانه
شهودگرایانه، استدلال های بعضی اینکه دیگری، و فلسفی تعبیر یکی است: چیز دو در تنها تفاوت، و هستند

هستند. سنتی اثبات های از طولانی تر وجود، زمینۀ بودنِ محدود به دلیل

سه گانه مکاتب نقد .۶
شهودگرایی به که انتقادی نخستین می کنیم. آغاز شهودگرایی از را ریاضی فلسفۀ معروف مکتب سه نقد
حاضر، عصر در و شهودگرایی واقع در است. پیشینی شهود به عنوان طبیعی اعداد بر آن تکیۀ است، وارد
گرایش، این توجیه در هستند. ریاضیات حسابی سازیِ کوشش های طبیعی دنبالۀ بیشاپ ساخت گرایی١
هندسه های پیدایش با فضا شهود داشت، اعتقاد آن به کانت که زمان و فضا پیشینی شهود از که می شود گفته
سرچشمۀ زمان، توالی شهوِد دقیق تر، به طور یا زمان، شهود ولی می دهد دست از را خود ثبات نااقلیدسی،
پیشینی شهود نااقلیدسی، هندسه های که همچنان که گرفت ایراد می توان زمینه این در است. طبیعی اعداد
دیدگاه در است.٢ برانداخته همیشه برای را زمان بودنِ مطلق نیز نسبیت نظریۀ است، ساخته متزلزل را فضا
به علاوه، نیستند. تفکیک قابل و آمیخته اند هم در اساساً فضا و زمان طبیعی، جهان از امروزی فیزیک
پژوهش های باشد. طبیعی اعداد منشأ زمان، شهود روانی، یا تاریخی نظر از که می رسد نظر به بعید واقعاً
اعداد همچون مجردی مفاهیم کودکان، که است این مؤید کودکان، توسط ریاضی مفاهیم درک دربارۀ پیاژه
انفعالی طریق از نه می کنند کسب محیط، در فعال شرکت و اشیاء با تجربه و کردن بازی در را طبیعی
بلکه نیست، ریاضیات حسابی سازیِ به ما انتقاد اینجا در البته ببینید). را [١٠] مثلا) زمان گذشت ادراک
رنه ما نظر به زمان، و فضا شهود از استفاده زمینۀ در است. زمان شهود اساس بر حسابی سازی توجیه به
و فضا ادراک از پیشینی شهود به عنوان ما آنچه توم، نظرِ به .[٢۴ ،١٠] دارد بینانه تری واقع دیدگاه توم٣
مغایرتی فضا بودنِ نااقلیدسی و نسبیت نظریۀ با فرض، این است. موضعی پیوستگی می کنیم، کسب زمان
بود خواهد جالب پیشینی. شهود به عنوان موضعی پیوستار اتخاذ برای است پیشنهادی تنها بلکه ندارد،
دقیقترِ انعکاس مجموعه ای چنین نهاد. بنا پیشینی، شهود این مبنای بر شهودی دستگاه یک بتوان اگر
حتی است. کرونکر گسسته تقدّم تز تأثیرِ تحت واقع در که براوئر شهودگرایی تا بود خواهد کانت دیدگاه
که نیست شکی گیرد، قرار قبول مورد فیزیکی اصل یک به مثابۀ زمان و فضا بودنِ کوانتمی زمانی، اگر
قلمرو در را خود عملی واقعیت که است طبیعی جهان از اعتمادی قابل بسیار تقریب پیوستار، از ما ادراک

داد. نخواهد دست از انسان ها کارکرد و ادراک

است. کرده مطرح [١٨] در K. Popper بار اول را ایراد این می رسد نظر ٢به
١constructivism ٣R. Thom
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قائل «وجود» مقولۀ در که محدودیت هایی به سبب که باشد این شهودگرایی اشکال عمده ترین شاید
خود جای بالفعل، بی نهایتِ امروزه، پذیرفت. ریاضی جامع فلسفۀ یک جایگاه در را آن نمی توان می شود،
شق طرد اصل نمی شود. احساس آن بودنِ ناسازگار دربارۀ واقعی بیمی و است کرده باز ریاضیات در را
و است ریاضیدانان استفادۀ و قبول مورد هنوز است، بوده مرسوم باستان یونان دورۀ از که همچنان ثالث
منطق چشمگیر رشد دارند. فیزیکی اشیاء استقلال مشابه استقلالی ریاضی کاران، دیدگاه در ریاضی اشیاء
نااستانده١ ریاضیات آن ثمرات از یکی و است کرده تبدیل ریاضیات در غنی شاخه ای به را آن ریاضی
توجیه می توان طوری را لایب نیتس کوچک های بی نهایت که می دهد نشان ما به نااستانده آنالیز است.
که است نوینی کاملا دیدگاه های این، از مهیج تر شاید باشند. داشته را ریاضی انتظار مورد دقت که کرد
آن طور را ریاضی مفاهیم نه تنها اخیر، قرن نیم ریاضی تجربۀ است. گشوده رشته این در نااستانده حساب
مانند می دانست، قبول قابل غیر کاملا براوئر که روش هایی بلکه است، نکشیده بند در بود، طالب براوئر که
به بجا هیلبرت انتقاد گذشته از بیش شاید امروز می کنند. شایانی کمک ریاضی ساختن غنی به گذشته،
از استفاده مخالفِ روزگاری که عده ای تمایلات مشابه کوته فکری نوعی به را شهودگرایان که می رسد نظر
دربرگرفتن ادعای شهودگرایی که است وارد وقتی تا انتقاد این البته می کرد. متهم بودند، «موهومی» اعداد
ارزش ریاضی از رشته یک به عنوان شهودگرایی که شد منکر نمی توان ولی باشد؛ داشته را ریاضیات همۀ
خود ریاضی، مفاهیم «ساخت پذیریِ» بررسی می دهد، نشان بیشاپ پژوهش های که همچنان دارد. فراوانی

شود. گرفته به کار هم ریاضیات خارج در حتی است ممکن که است جذاب مقوله ای
گفته صورتگرایی از انتقاد به عنوان آنچه گفتیم، قبلا که همان طور صورتگرایی. به می پردازیم اکنون
گودل ناتمامیت قضیۀ کشف با که صورتگرایی درونی اشکال به است. وارد نیز منطق گرایی به شد، خواهد
اثبات مکانیسم و اصل موضوعی دستگاه های بودنِ نارسا گودل قضیۀ بی شک کردیم. اشاره شد، برملا
اخیر، دهۀ چند در است. داده نشان قاطع وجهی به کرده اند، پیشنهاد صورتگرایان که نحوی به را آن در
یک را گودل قضیۀ افراد، بعضی آن، نتیجۀ در که است داشته ریاضیات چهرۀ بر غلبه ای چنان صورتگرایی
صورتگرایانه، طریق به اثبات با را عرفی معنای به اثبات نباید ولی کرده اند. تلقی ریاضیات درونی نقصان
نظر از ولی نمی گنجند اصل موضوعی، نظریۀ یک صوری چارچوب در که استدلال هایی بسا چه گرفت. یکی
گودل که گزاره هایی درستی مثلا هستند. قبول مورد قانع کننده) (استدلال اثبات به عنوان ریاضیدانی هر
من برای که را ماهیت همین با مثالی است. پذیرش مورد به راحتی می کند، ثابت را آنها بودنِ اثبات ناپذیر
از بزرگتر زوج عدد هر (اینکه گلدباخ٣ حدس که شود ثابت روزی کنید فرض می کنم.٢ نقل است، جالب
نقض مثالی نمی توان نتیجه در نیست. اثبات پذیر پئانو اصول چارچوب در است) اول عدد دو مجموع ٢

است. بوده روشن کننده بسیار [٧] ٢مرجع

١non-standard mathematics ٣Goldbach conjecture
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اعداد برای گلدباخ حدس که می دهد نشان اخیر مطلب و یافت آن برای طبیعی اعداد استاندۀ مجموعۀ در
گلدباخ حدس G(٢n) اگر بداند؟ مردود را استدلال این که است ریاضیدان کدام است. درست طبیعی
اصول مجموعۀ PA و نوشت اول عدد دو مجموع به صورت می توان را ٢n زوج عدد می گوید که باشد

که داده ایم نشان ما باشد، پئانو
∀n ∈ N : PA ⊢ G(٢n)

باشد: زیر شکل به باید صورتگرایی دیدگاه از قبول قابل اثبات که حالی در
PA ⊢ (∀n ∈ N : G(٢n)).

یک بلکه نیست، شنیدن و دیدن مانند کشف وسیلۀ آن دیگر ریاضی اثبات صورتگرایی، دیدگاه در
که کنیم توجه اگر است. آن انجام به قادر نیز نیرومند کافی به اندازۀ رایانۀ یک که است ماشینی فرآیند
انتظار است معقول آیا هستند، صادق خاص موردِ نامتناهی تعداد در عموماً ریاضی، جالب گزاره های
ریاضی، اثبات اینکه یافت؟ دست آنها به صورتگرایانه ماشینی متناهی روش های با بتوان که باشیم داشته
صادق مورد نامتناهی تعداد در که واقعیتی به گام، متناهی تعداد در می سازد قادر را ما فرعی، مفهوم به
تجربه١ از ریاضی مدل سازی و اثبات روانشناسی در را آن ریشۀ باید که است اعجازی بیابیم، دست است،
اشاره مختصات دستگاه کردنِ وضع و ریاضی نظریه های صوری سازیِ میان تشابهی به توم رنه کرد. جستجو
استفاده و کرد توصیف واحدی مختصات دستگاه با را خمینه یک نمی توان معمولا که همان طور می کند.
دسته یک ویژگی های همۀ بتوان که داشت انتظار نباید است، موضعی حربۀ یک تنها مختصات دستگاه از
را صوری دستگاه های موضعی کارایی البته کرد. بیان واحد، صوری دستگاه یک وضع با را ریاضی اشیاء
مکتب دو از بیش صورتگرایی گودل، قضیۀ علی رغم که نیست بی دلیل می کند. تأیید ریاضی تجربۀ قرن ها

است. شده واقع حرفه ای ریاضیدانان قبول مورد دیگر،
چند است. واقعیت گویای زیادی حد تا که می کنم اشاره اخیر سال های در رویدادی به زمینه، همین در
غیرعادی استفادۀ داشت تازگی آنچه است. شده ثابت بالأخره رنگ، چهار حدس که شد اعلام پیش سال
به منجر حدس این اثبات گفت می توان خلاصه به طور بود. حدس این اثبات در رایانه از ساعت) (ده ها
حجم بود. موردها این در حدس صحت تحقیق در رایانه، کاربرد و شده خاص موارد از زیادی تعداد تحقیق
انداختن جریان به آن، صحت تأیید راه تنها که بود عظیم چنان خاص حالت های این تحقیق در رایانه عمل
قدمت وجودِ با که اینجاست جالب بود. منظور همین با دیگر برنامه ای نوشتن یا رایانه ای برنامۀ مجدد
یافت این در باید را استقبال سردی علت نکرد. ایجاد ریاضی محافل در چندانی هیجان آن حل مسئله،
انباشتن نه است روابط ساختن روشن اثبات نقش مهم ترین حرفه ای، ریاضیدان یک نظر از هم هنوز که

می شود. هم ریاضی اشیاء با تجربه شامل که است عام معنای به تجربه مقصود، اینجا ١در
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مسئلۀ کامل درک است مطلوب واقعاً رنگ چهار مسئلۀ در آنچه منطقی. حقایق تبعیض بدون و پی در پی
می کند. کفایت کار این برای به خصوصی عدد چه اینکه نه است) نشده حل هنوز (که است کردن رنگ
اثبات، زمینۀ در نه البته کند ایفا ریاضی در مهمی نقش می تواند ریاضی مفاهیم با ماشینی آزمایش های

مطالب. کردن دنبال برای شاهد و مثال تولید زمینۀ در بلکه
تنافض به منجر چه («هر ریاضیات در «وجود» دربارۀ منطق گرایان و صورتگرایان آزادمنشانۀ دیدگاه
سبک های شدنِ آزاد اثر به بی شباهت که است داشته ریاضی تجربۀ بر مختلطی اثر دارد»)، وجود نشود،
که الزاماتی قید از را ریاضیدان و است رهایی آفرین دیدگاه، این سو یک از نیست. حاضر عصر در هنری
و می سازد آزاد بود، ساخته دشوار را نااقلیدسی هندسۀ مانند موضوع هایی پیشرفت پیشین، قرن های در
در غریبی و عجیب موجودات پیدایش به منجر آزادی، این کردیم، اشاره قبلا که همچنان دیگر، سوی از
می کشاند. مرج و هرج به را ما علم ریاضی، در ارزشی دستگاه یک حاکمیت بدون که است شده ریاضیات
اهمیت «وجود» مقولۀ دیگر شود، مستقر راسل و هیلبرت نظر مطابق ریاضی در «وجود» اگر حال، هر در
در فلسفی و عملی اهمیت «وجود»، به جای آنچه واقع در داشت. نخواهد ریاضی کار در اندازه ای از بیش
جهتی در ریاضی، در اخیر دهۀ دو تحولات است. ریاضی موجودات ارزشمندیِ کرد، خواهد پیدا ریاضیات
ریاضی در مباحثی و تعریف ها کرد. احساس را زمینه این در نظر اجماع نوعی تبلور می توان که است
که دارند علمی پیگیریِ ارزش وقتی نو نظریه های و باشند عام) مفهوم (به تجربه بر مبتنی که توجه اند قابل

باشند. ریشه دار مسائل مشکل گشای
به علت مکتب ها این که است این گفتیم ریاضی فلسفۀ سه گانۀ مکتب های نقد باب در آنچه خلاصۀ
کوشش و گردانیدند روی علم این عینی تجربۀ از ریاضیات، به یقین بازگردانیدنِ به اندازه از بیش اشتغال
موفقیت شهودگرایی، مورد در کنند. بازسازی تاریخی ضد حتی و غیرتاریخی پایه های بر را ریاضیات کردند
قضیۀ صورتگرایی، و منطق گرایی در و می شود تمام ریاضی علم از بزرگی بخش طردِ قیمت به کوشش این
ضد و غیرتاریخی این رو از را مکتب ها این می کند. محکوم شکست به درون از را کوشش ها این گودل،
مفاهیم نوزدهم، قرن در ریاضیات حسابی سازیِ نهضت تأثیر تحت نحوی، به کدام هر که خوانده ایم تاریخی
به لحاظ اگر حتی و ندارند معرفی جنبۀ دیگر تعریف ها که کردند نقض طوری را ریاضی متعارف و اولیه
منطبق ریاضیدانان شهود بر عملی نظر از باشند، مفهوم ها شدۀ شناخته ویژگی های کلیۀ بازگویِ منطقی،
{{a}, {a, b}}به صورت را (a, b) مرتب زوج خود، ریاضی تفکر در که است ریاضیدان کدام نیستند.
صحیح اعداد مرتب های زوج هم ارزیِ رده های کوشی دنباله های از هم ارزی ردۀ یک را حقیقی عدد یا و
فلسفی مکتب های از ریاضیدانان استقبالِ عدم علت های کافی اندازۀ به که است این بر گمانم کند؟! تجسم

باشم. کرده توصیف را سه گانه
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طبیعی علم یک به مثابۀ ریاضیات .٧
معنی این به اگر گفته این هستند. افلاطون گرا١ اکثراً حر فه ای ریاضیدانان که می شود گفته معمولا
ادعایی چنین دارد، وجود ریاضیات در افلاطون گرایی از متأثر مدون مکتب نوعی امروزه که شود تلقی
اکثر شاید و ندارد وجود ریاضیات در شناخته شده ای و مشخص افلاطونی مکتب امروز نیست. درست
در افلاطون گرایی تمایل می توان آنچه بپندارند.٢ علم ماقبل خرافاتِ زُمرۀ در را افلاطونی مثُل ریاضیدانان،
عینیت نوعی ریاضی، مفاهیم که است ریاضی کار شخص هر ذهنی احساس این نامید، ریاضیدانان میان
است. اکتشاف نوعی طبیعی، علوم در پژوهش مانند ریاضی، پژوهش و دارند ریاضیدان ذهن از مستقل
پس زمان، طول در همه بلکه نیستند، ریاضیدان یک دلخواه قراردادِ هیچ یک ریاضی، عمدۀ مفهوم های
چنان پژوهش قرن ها طول در ریاضی جهان دامنۀ یافته اند. تحقق گوناگون، پیشنهادهای با آزمایش از
این تجربی پایه های و نیست روشن تازه کارها، برای مفاهیم از بسیاری ریشۀ که است کرده پیدا گستره ای
جهان از تجرید درجه چند با ریاضی مفهوم های بعضی اینکه با است. مکتوم افراد بسیاری نظر از نیز علم
عملا که می کند ایجاد عینیتی احساسی آنها، با ریاضی کاران اُنس و تجربه دارند، فاصله ملموس فیزیکی
مفهوم هایی هم فیزیک در که نشود فراموش دارد. سروکار آن با نظری فیزیکدان که است عینیتی همردیف
هماهنگ برای که هستند مدل هایی و مجردات الکترون، حتی و فاینمن نمودار پتانسیل، انرژی مانند
عدد عینیت از بیش عینیتی آنها از هیچ یک کرد ادعا نمی توان و شده اند ابداع فیزیکی مشاهدات ساختن
وجود جهان در دقیق کاملا مثلثِ یک مشاهدۀ یا ترسیم امکان اگر دارد. انتگرال یا گروه مثلث، حقیقی،
نظر از هم که را واقعیت این چنانچه نمی شود. یافت هرگز نیز اصطکاک بدون مکانیکی دستگاه هیچ ندارد،
شامل با یعنی عام، مفهوم (به است طبیعی علم یک ریاضیات روزمره، عملکرد نظر از هم و تاریخی ریشۀ
منظور ریاضی فلسفی مکتب یک دیدگاه در طبیعی) اشیاء میان در ذهنی مأنوس مفاهیم برخی دانستن
در حرفه ای ریاضیدانان آنچه واقع در داشت. نخواهد ریاضی کاران دید در چندانی اعتبار دیدگاه آن نشود،
می توان و است تاریخی معتبر دیدگاه این احیای جهت در نوشته اند، ریاضی فلسفۀ زمینۀ در اخیر سال های

کرد. احساس کم کم را مسیر این در جنبش هایی تدریجی پیدایش
لاکاتش ایمره کارهای به کوتاه اشاره ای برسانم، پایان به امیدبخشی نوای با را خود صحبت اینکه برای
لاکاتش، اثر مشهورترین و اولین باشد. ریاضی فلسفۀ در ثمربخش جنبش یک سرآغاز شاید که می کنم
و اثر این در است. کمبریج دانشگاه در وی ١٩۶١ سال رسالۀ بر مبتنی که است [١٢] ابطال و اثبات کتاب
است پرداخته شناخت شناسی دیدگاه از ریاضی نظریه های رشد بررسی به لاکاتش آن٣، متعاقب کارهای در
مراجعه است، شده نقل [۴] در که او از گفتاری به باشد. شافارویچ، روسی، ریاضیدان شاید مورد، این در جدی استثنای ٢تنها

کنید.
آن. مراجع فهرست و [١٣] به کنید ٣رجوع

١Platonist
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رشد او است. یادشده مکتب سه از سازگارتر بسیار ریاضی تاریخی تجربۀ با که می کند رسم تصویری و
(غیرضروری) اثبات برای کوشش و معقول حدس های میان انفعالی و فعل محصول را ریاضی نظریه های
طی در که دارند تحولی تاریخچۀ ریاضی، تعریف های حتی و قضیه ها لاکاتش، نظر به می داند. حدس ها این
موضعی، ناقض مثال از مقصود می گیرند. شکل کلی١، و موضعی ناقض مثال های با برخورد اثر در آن،
اصلی حکم که است مثالی کلی، ناقض مثال و کند نقض را اکتشافی٢ استدلال از گام یک که است مثالی
می پروراند، افلاطونی مناظره های سبک به ابطال و اثبات کتاب در لاکاتش که نمونه ای سازد. باطل را
و می شود شروع چندوجهی ها مورد در اویلر - دکارت اولیۀ حدس با که است اویلر٣ شاخص مفهوم تحول
کرده عرضه پوانکاره که درمی آید دقیقی صورت به به تدریج ناقص، اثبات های و متمادی کوشش های از پس
جریان یعنی نیستند، اقلیدسی هیچ کدام، ریاضی متحرک و زنده نظریه های که است معتقد لاکاتش است.
نتایج نادرستی یعنی هستند، «شبه تجربی»۴ نظریات، این بلکه نیست، نتایج به اصول از «درستی»، انتقال
علوم فلسفۀ زمینۀ در پوپر کارل نظرات تأثیرِ تحت طبعاً دیدگاه این می شود. اصول تحول و ترمیم موجب

می آورد. یاد به را اکتشافی استدلال های اساسی نقش دربارۀ پولیا أکیدهای ت نیز و است طبیعی
نابهنگام مرگ به سبب است ممکن این است. نگذاشته بجا خود از چیزی لاکاتش «وجود»، مقولۀ در
(سوای است نبوده قائل وجود مسئلۀ برای اهمیتی اساساً او که دلیل این به یا باشد ١٩٧۴ سال در وی
کامل سخنرانی یک است قرار چون صورت، هر در می کند). اظهار ریاضی در تعریف ها تحول دربارۀ آنچه
که باشد می کنم. کوتاه را سخن اینجا در شود، داده اختصاص لاکاتش آثار دربارۀ بحث به سمینار این از
بیابد. دوباره سیاقی ریاضی فلسفۀ تا شوند نزدیک یکدیگر به گذشته از بیش ریاضی فلاسفۀ و ریاضی کاران
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