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چکیده
پیشین دستاوردهای بر مبتنی و نوتر امی تأثیر و نفوذ با میلادی ١٩٣٠ دهۀ از که نوین جبر
به وجود آن در بعداً که متنوعی گرایش های با شد، شروع دیگران و براوئر ودربورن، آرتین، او،
امروز به تا بخش این در پژوهش که داد اختصاص خود به را ریاضیات از مهم بخشی آمد،
منجر نوین جبر پیدایش به که را پیشین نتایج و فکری زمینه های نوشته این در دارد. ادامه
مهم ترین از تعدادی که می کنیم مرور را نویی رهیافت های و می کنیم بیان به اختصار شد،
ساختند. میسر (١٩٢١-١٩٧١) ساله پنجاه زمانی دورۀ یک در را جبر پیشگامان دستاوردهای
به و پرداخته ایم تعویض ناپذیر جبرهای زمینۀ در عمدتاً جبری، مکاتب از تعدادی به تنها البته
سال از بعد که چندجمله ای) اتحادهای نظریۀ (نظیر گرایش ها از تعدادی به خود، انتخاب

نکرده ایم. اشاره یافتند، ادامه کمتر میلادی ١٩٧٠

سرآغاز .١
به طور مختلط اعداد میدان که کرد ثابت خود دکتری رسالۀ در گاوس میلادی، نوزدهم قرن اوایل در
از ریاضی آنالیز گسترش و شد آشکار اعداد نظریۀ در مختلط اعداد سودمندیِ به تدریج است. بسته جبری

موریتا. هم ارزیِ خارج قسمتی؛ حلقۀ بعد؛ نظریۀ رادیکال ها؛ نظریۀ کلیدی. کلمات و عبارات
آقای از همچنین ابراز دارم. کردند، پیشنهاد را اصلاحاتی و خواندند را متن این که محترمی داوران از را خود سپاسگزاری مایلم

سپاسگزارم. کردند، کمک اینجانب به مقاله آماده سازی به مربوط نرم افزاری امور در که دانشور اصغر
است. شده ارائه ١٣٩۵/٨/۶ تاریخ در اصفهان ریاضیات خانه در جبر روز مناسبت به نوشته این از بخشی ∗

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۶ ©
١



٢ آن دستاوردهای و جبرنوین ٢پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین ٢پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین پیدایش

دریافت هامیلتون١ که می شود آغاز ١٨٣۵ سال در زمانی از ما داستان گرفت. صورت مختلط به حقیقی
لذا .C ∼= R٢ است: حقیقی اعداد میدان بر بعدی دو نرمدار برداری فضای یک مختلط اعداد مجموعۀ
مطرح آنها معاصران از دیگر برخی و گرِیوز٢ جان همکلاسش و دوست و هامیلتون برای طبیعی پرسش این
سال ها از پس که است حاکی مشهور داستانی کرد. تبدیل میدان یک به را R٣ می توان چگونه که شد
تبدیل تعویض ناپذیر میدان یک به را R۴ توانست ١٨۴٣ سال اکتبر در هامیلتون سرانجام ناموفق، کوشش
به شکل اشیائی مجموعۀ می دهیم، نشان H با را آن که میدان این نامید. حقیقی چهارگان های را آن و کند

و هستند حقیقی اعداد d و c ،b ،a که به طوری است a+ bi + cj + dk

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j, i٢ = j٢ = k٢ = −١.
سپری هندسه در چهارگان ها کاربردهای یافتن راه در را عمر بقیۀ که بود شده خود کشف شیفتۀ چنان او
هامیلتون جواب، در هم او و کرد گزارش گرِیوز به را موضوع هامیلتون چهارگان ها، یافتن از بعد روز کرد.
هامیلتون سال، همان دسامبر ٢۶ در هم گرِیوز دهد. ادامه Rnها سایر مورد در را کار که کرد ترغیب را
تبدیل را آن که بود ضربی با همراه R٨ میدان، این کرد. آگاه خودش دست به هشتگان ها کشف از را
مربع هشت قضیۀ اثبات در هشتگان ها از گرِیوز بود. امکان پذیر تقسیم آن، در که می کرد دستگاهی به
بود طبیعی است. مربع هشت از مجموعی مجدداً مربع، هشت از مجموع دو حاصل ضرب کرد: استفاده
انتشار پیشنهاد گرِیوز به هامیلتون اینکه با کند. بررسی بخواهد هم را ٢nتایی ها سایر حاصل ضرب که
بعد، چندی اما نگرفت. صورت کار این آنها، دوی هر فکریِ مشغلۀ به علت ولی بود داده را هشتگان ها
به شمار تقسیم حلقۀ یک لذا و است شرکت پذیری شرط فاقد هشتگان ها که نوشت گرِیوز به هامیلتون
سال در و قبلا نیز او مربع هشت قضیۀ که شد معلوم زیرا نبود، گرِیوز بداقبالی تنها این متأسفانه نمی رود.
کرد معرفی مقاله ای در را هشتگان ها دستگاه ١٨۴۵ سال در نیز کیلی۴ و بود شده کشف دِگن٣ توسط ١٨١٨
توسط نام) این با نه (البته نیز چهارگان ها خودِ که نماند ناگفته هستند. مشهور کیلی اعداد به نام امروزه که
به فراوان علاقه مندی و توجه حال هر به بود. رفته به کار مربع چهار اتحاد کشف در ١٧۴٨ سال در اویلر
این پایان فروبنیوس۵ ١٨٧٧ سال در آنکه تا یافت ادامه متمادی سال های تقسیم، حلقۀ یک به Rn تبدیل

کرد. اعلام زیر قضیۀ با را داستان
.H و C ،R جبری اند: R بر که دارد وجود تقسیم حلقۀ سه دقیقاً .([١٩] (فروبنیوس ١ . ١ قضیه

تجزیۀ و مطرح را پوچ توان عضو و خودتوان عضو مفهوم دو پیرس۶ و ایدآل مفهوم ددکیند ١٨٨٠ دهۀ در
صحیح ضرایب با چندجمله ای ها حلقۀ در که کرد ثابت ١٨٩٨ سال در نیز هیلبرت کردند. بررسی را حلقه ها
١William Rowan Hamilton ٢John Thomas Graves ٣Carl Ferdinand Degen ۴Arthur Cayley
۵Ferdinand Georg Frobenius ۶Benjamin Pierce
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آمده به دست نتایج و مفاهیم این همۀ هستند. شده تولید متناهیاً همگن ، ایدآل های میدان)، یک عضوِ یا (و
البته بود. معطوف میدان ها بر جبرها ساختار به همچنان اصلی توجه اما یافتند بسیاری کاربردهای بعدها
پایانی سال های در است. خود مرکز بر جبر یک تقسیم، حلقۀ لذا و است میدان یک تقسیم، حلقۀ هر مرکز
و گرفت قرار بررسی مورد مولین١ و کارتان الی فروبنیوس، توسط C و R بر جبرها ساختار نوزدهم، قرن

کرد. ثابت است، C زمینه میدان آن در که را ودربورن٢ قضیۀ از خاصی حالت مولین
پوچ توان ایدآل فاقد و F میدان بر متناهی-بعد جبر یک R اگر .([١۴] (١٩٠٧) (ودربورن ١ . ٢ قضیه

آن گاه باشد، ناصفر
R ∼= Matn١(D١)× · · · ×Matnk

(Dk)

حلقه های Diها و می شوند معین ترتیب) نظر از (مگر یکتا به طور nk ،. . . ،n١ طبیعی اعداد آن، در که
یگانه اند. یکریختی، تقریب با که هستند تقسیم

امیل توسط بعداً که است جبرها نظریۀ قضیه های بنیادی ترین از یکی ساختاری، قضیۀ این بی شک
تقسیم حلقۀ هر که بود کرده ثابت همچنین ١٩٠۵ سال در ودربورن یافت. تعمیم ١٩٢٧ سال در آرتین٣
روشی ابداع با دیکسون۴ توسط جدید تقسیم حلقه های یافتن موضوع است. میدان یک لزوماً متناهی
به موسوم را هیلبرت روش نخست است لازم تاریخی، ترتیب رعایت برای شد. جدید مرحله ای وارد جالب
هر بر اگر باشد. حلقه ای همریختی یک σ : K −→ K کنیم فرض می کنیم. یادآوری هیلبرت۵ پیچش
در و است K به متعلق ضرایب شان که توانی سری های یا چندجمله ای ها از متشکل آبلی گروه های از یک
کنیم، تعریف (k ∈ K) xk = σ(k)x دستور از استفاده با ضربی می شود، نوشته x متغیر چپ سمت
این می دهیم. نشان K[[x;σ]] و K[x;σ] با به ترتیب که می شوند تبدیل (شرکت پذیر) حلقه های به آنها
مانند سری هایی یعنی لوران، سری های آبلی گروه مورد در می توان باشد، یکریختی σ که حالتی در را فرآیند
،σ ̸= idK اگر می دهیم. K((x;σ))نشان با را حاصل حلقۀ برد. به کار نیز n ≥ ٠ ∞∑که

i=−n kix
i

تنها و اگر است تقسیم Kحلقۀ باشد، یکریختی σ که صورتی در و تعویض ناپذیرند فوق حلقۀ سه هر آن گاه
باشد. تقسیم حلقۀ K((x;σ)) اگر

را دیکسون دوری جبرهای ابتدا .[١٩] می دهیم توضیح را دیکسون نوع از تقسیم حلقه های اینک
خودریختی های گروه (یعنی آن گالوای گروه که F ⊆ K مانند میدان ها از توسیع یک از استفاده با
می کنیم. معرفی است، s مرتبۀ از دوری (a ∈ F هر برای σ(a) = a به طوری که σ : K −→ K

برداری فضای .٠ ̸= a ∈ F و باشد گالوا گروه این از مولدی σ کنیم فرض
D = K.١ +K.X + · · ·+K.Xs−١

١Theodor Georg Andreas Molien ٢JosephWedderburn ٣Emil Artin ۴Leonard Dickson ۵Hilbert

twist



۴ آن دستاوردهای و جبرنوین ۴پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین ۴پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین پیدایش
می  کنیم. حلقه یک به تبدیل b ∈ K هر برای Xb = σ(b)X و Xs = a روابط از استفاده با را
نماد با عموماً که است s٢ بعد با F-جبر یک D نتیجه در و است D حلقۀ مرکز در F صورت این در
عضو ،K[X;σ] پیچشی چندجمله ای های حلقۀ در چون می شود. داده نشان D := (K/F, σ, a)

و دارد قرار مرکز در Xs − a

D = (K/F, σ, a) ∼= K[x;σ]/(Xs − a),

بر در ماکسیمال زیرمیدان  یک به عنوان را K و ندارد) نابدیهی ایدآل (یعنی است ساده F-جبر یک D
N = NK/F اینجا در که a ∈ NK/F (K

∗) اگر تنها و اگر D = Mats(F ) می شود ثابت  دارد.
v ∈ K∗ هر (برای است K میدان ناصفر عضوهای ضربی گروه K∗ و F ⊆ K توسیع برای نرم تابع
تنها و اگر است تقسیم حلقۀ D باشد، اول عددی s اگر حال .(N(v) =

∏s
i=١ σi(v) ∈ F ∗ داریم

توسط آن گالوای گروه که R ⊆ C توسیع مورد در که می کند آشکار فوق مطالب .a ̸∈ N(K∗) اگر
دیگر، عبارت به .(C/R, σ,−١) = H داریم a = −١ به ازای می شود، تولید مختلط مزدوج تابع
را تقسیم حلقه های که است طبیعی است. دیکسون نوع از R بر دوری جبر یک حقیقی، چهارگان های
جبرهای کلی تر به طور کنیم. دسته بندی باشند، مرکزشان بر نامتناهی بعد یا متناهی بعد دارای اینکه برحسب
نامتناهی -بعدند. که آنهایی و متناهی-بعدند که آنها می گیرند: قرار مجزا دستۀ دو در نیز میدان یک بر ساده
F که به طوری است A مانند ساده F-جبر یک مرکزی، سادۀ F-جبر از منظور باشد، میدان یک F اگر
است. p٢ بعدش البته که دارد وجود مرکزی تقسیم F-جبر یک p اول عدد هر برای Aباشد. مرکز با برابر

می کنیم. بیان را p٢ بعد با مرکزی تقسیم Q-جبر یک از دیکسون مثال ذیلا نمونه، به عنوان
گالوا توسیع یک که را Q ⊆ Q(η) توسیع و η = e

٢πi
٧ مثلا باشد، اولیه که واحد هفتم ریشۀ یک

از و دوری توسیع، این گالوای گروه می گیریم. نظر در [Q(η) : Q] = φ(٧) = ۶ با است میدان ها از
زیرگروه دارای گروه این می شود. تولید τ(η) = η٣ ضابطۀ با τ Q-نگاشت به وسیلۀ که است ۶ مرتبۀ
گالوا) نظریۀ در متداول نمادگذاری (با E = H ′ میانی یگانۀ میدان نتیجه در و است سه شاخص با H
به τ٢ تحدید σ که AutQE = {١, σ, σ٢} و [E : Q] = ٣ ،Q ⊆ E ⊆ Q(η) می آید: به دست
چندجمله ای ریشۀ که است حقیقی عدد یک ν = η + η−١ = ٢ cos ٢π٧ که می بینیم حال است. E

و است x٣ + x٢ − ٢x− ١ ∈ Q[x] تحویل ناپذیر
Q ⊆ Q(ν) ⊆ Q(η) ∩ R ⊊ Q(η).

.[K : Q] = ٣ با است گالوایی توسیع یک Q ⊆ K توسیع Kو := Q(ν) = Q(η)∩R نتیجه در
عدد و NK/Q(Kنباشد

∗) در که بیابیم عددی است کافی ٣٢ بعد از مرکزی تقسیم Q-جبر ساختن برای
است. چنین ٢
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اول عدد هر برای شود. ذکر نیز نامتناهی-بعد مرکزی تقسیم Q-جبر ساختن روش یک که دارد جا
اگر دارد. وجود p٢

i بعد با Ai مرکزی تقسیم Q-جبر یک pi
p١ < p٢ < · · · < pi < · · ·

در با است. مرکزی تقسیم Q-جبر یک Dnکه = A١ ⊗Q · · · ⊗QAn می دهیم قرار باشند، اول اعداد
می بینیم ،D =

∪∞
n=١ Dn فرض با ١+Dnو = Dn⊗QAn+١ زیرجبرِ یک Dnبه عنوان گرفتن نظر

تانسور بی نهایت حاصل ضرب از استفاده روش است. نامتناهی-بعد مرکزی تقسیم Q-جبر یک D که
با همچنین است. ١٩٣١ سال در کوته١ به منسوب نامتناهی-بعد، مرکزی تقسیم جبرهای ساختن برای

.[١٩] شده اند ساخته جبرهایی چنین نیز هیلبرت پیچشی روش تعمیم

١٩٢١-١٩٣١ دهۀ .٢
را مدول ها) (و ایدآل ها از افزایشی زنجیرهای توقف شرط مقاله ای در نوتر٢ امی ١٩٢١ سال در
معادل دیگر شرط دو با A.C.C واقع در می شود. داده نشان A.C.C نماد با عموماً که کرد معرفی
ناتهی مجموعۀ هر در ماکسیمال عضو وجود دوم، و باشد شده تولید متناهیاً ایدآل، هر اینکه یکی است:
هیلبرت از قضیه ای تعمیم در موفقیت با می شود، نامیده نوتری شرط امروزه که را شرط این او ایدآل ها. از
در ایدآل ها تولیدشدگی متناهیاً به ترتیب لاسکر و هیلبرت برد. به کار ١٩٠۵ سال به لاسکر٣ از قضیه ای و
ثابت را است اولیه۴ ایدآل های اشتراک ایدآل، هر اینکه و میدان یک در ضرایب با چندجمله ای ها حلقۀ
آورد. به دست را نوتری تعویض پذیر حلقه های در ایدآل ها تجزیۀ یگانگی و تجزیه واقع در نوتر بودند. کرده
یک در راست) مثلا) یک طرفه ایدآل های از کاهشی زنجیرهای توقف شرط آرتین امیل ١٩٢٧ سال در
وجود (یعنی راست مینیمم شرط با که می شود داده نشان D.C.C نماد با شرط این کرد. معرفی را حلقه
راست آرتینی شرط نام به دو هر و است معادل راست) ایدآل های از ناتهی مجموعۀ هر در مینیمال عضو
آرتینی و نوتری شرایط با بودن متناهی-بعد و حلقه با جبر کردن جایگزین با آرتین می  شوند. شناخته نیز
لیویتسکی۵، که بود ١٩٣٩ سال در و بعدها داد. تعمیم حلقه ها برای را ودربورن ساختاریِ قضیۀ (توأماً)،
امروزه می دهد. نتیجه را A.C.C شرط D.C.C شرط یکدار حلقۀ هر در که کرد ثابت آرتین، شاگرد
بیان را آرتین قضیۀ اصلاح شدۀ صورت اینجا در می شود. شناخته هاپکینز۶ و لیویتسکی نام به مطلب این

می کنیم.
باشد، ناصفر پوچ توان ایدآل بدون و راست آرتینی حلقۀ یک R اگر .([١٩] (ودربورن-آرتین ٢ . ١ قضیه
دارند وجود یکتا به طور nk ،. . . ،n٢ ،n١ طبیعی اعداد و Dk ،. . . ،D٢ ،D١ تقسیم حلقه های آن گاه
١Gottfried Köthe ٢Emmy Noether ٣Emanuel Lasker ۴primary ideal ۵Jacob Levitzki ۶Charles

Hopkins
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چنان که

R ∼= Matn١(D١)× · · · ×Matnk
(Dk).

معادل صورت های شرایط این است. موسوم راست نیم سادۀ به فوق قضیۀ در مذکور شرایط با حلقه
مستقیم حاصل جمع یعنی باشند، نیم ساده R بر راست مدول های همۀ اینکه جمله از دارد هم دیگری
نظریۀ سنگ بنای قضیه این است. بودن چپ نیم سادۀ معادل بودن راست نیم سادۀ باشند. ساده مدول های

.[١٩] استوارند آن بر نظریه این مهم نتایج از بسیاری و است تعویض نا پذیر حلقه های
متداول زمان آن در که نامی کمپلکس: هایپر (سیستم های جبرها دربارۀ مقاله ای ١٩٢٨ سال در نوتر

انگلیسی) ترجمۀ (به عنوان با مقاله ای ١٩٣٢ سال در سپس و کرد منتشر بود)
Proof of a Main Theorem in the Theory of Algebras

در اصلی قضیۀ از منظور بودند. نوتر امی و هاسه٢ هلموت براوئر١، ریچارد آن نویسندگان که یافت انتشار
است. زیر قضیۀ مقاله، عنوان

است. دوری عددی، میدان یک بر نرمال تقسیم جبر هر .([۵] (براوئر-هاسه-نوتر ٢ . ٢ قضیه
گفته مرکزی امروزه که است همان نرمال از منظور و هستند متناهی-بعد جبرها همۀ مقاله این در
هفتادمین به مناسبت تا بود شده تهیه زیاد عجلۀ با مقاله .Q از توسیعی یعنی نیز عددی میدان و می شود
نتیجۀ چاپ، از قبل روز چند تنها واقع در شود. تقدیم وی به هاسه، پیشین استاد هنزِل٣، کورت تولد سال
دارای مقاله این بود. گرفته صورت تلاش و فکر آن دربارۀ سال ها اگرچه آمد؛ به  دست نوتر کمک با آن نهایی

بود: شده نوشته هاسه توسط که است هنزِل به اهدا متن یک
-p روش به ضرورتاً که را نتیجه این می توانیم که است ما ویژۀ شادمانی «باعث
هفتادمین به مناسبت هنزِل، کورت آقای روش، این بنیانگذار به دارد، تعلق ادیک

کنیم.» پیشکش تولدشان سال
نوشت: هاسه به جواب در زیرا نبود، راضی متن این از چندان نوتر امی اما

هستند مفهومی و کارساز آنقدر من روش های موافقم. هنزِل پاسداشتِ با «البته
کرده  اند.» نفوذ نشان و نام بدون جایی، هر در که

در کندوکاو با کدام اند؟ روش ها این خوب! داشت. اطمینان خود روش های به نوتر که است روشن
روش می خواست و می ورزید اصرار خود تازۀ رویکرد دو بر او که می رسد نظر به فوق مقالۀ به ویژه آثارش،
در نمایش کلاسیک نظریۀ که بود مایل نخست وهلۀ در سازد. متمایز هنزِل p-ادیک روش از را خود
١Richard Brauer ٢Helmut Hasse ٣Kurt Hensel
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وهلۀ در پذیرد. انجام بود، کرده ابداع شور١ که ماتریسی گروه های به جای جبرها، مجرد نظریۀ چارچوپ
به ویژه و اعداد تعویض پذیر جبری نظریۀ به جای تعویض ناپذیر جبرهای نظریۀ که می کرد پیشنهاد قویاً دوم
هرگاه است: این جبرها نمایش نظریۀ به او رویکرد دلیل خلاصه به طور شود. مطالعه میدان کلاسی نظریۀ
برداری فضای یک ناتکین خطی تبدیلات گروه در G متناهی گروه از نمایشی f : G −→ GL(V )

شده تولید متناهیاً FG-مدول یک به را V می توان آن گاه باشد، ماتریسی) گروه یک معادل (به طور VF
تولید متناهیاً FG-مدول یک W اگر به عکس .G بر F گروهی جبر یعنی FG اینجا در کرد. تبدیل
به دست GL(W ) در G از نمایشی FG −→ End(W ) حلقه ای همریختی از استفاده با باشد، شده

است). حلقه ای همریختی این تحدید (که می آید
تعویض ناپذیر جبرهای نمایش نظریۀ خود، زمان ریاضیدانان میان در او معنوی نفوذ و نوتر تازۀ رهیافت
نظریۀ دو کاربردهای آن نتایج اولین جملۀ از و داد قرار توجه کانون در را مدول ها نظریۀ آن، به دنبال و
دِر وان  دیگری و امریکا در آلبرت٢ یکی جبر، عرصۀ نامداران از تن دو بود. یکدیگر در گروه و حلقه
گنجاندند خود جبر کتاب عنوان در را «مدرن» واژۀ ١٩٣١ و ١٩٣٧ سال های در به ترتیب آلمان، در واردِن٣
است. داده (انتزاعی) «مجرد» واژۀ به را خود جای به تدریج ریاضی نوشتجات در «مدرن» واژۀ .[٢٩ ،١]
در باشد. جایگزینی این سبب شد، واردِن وان دِر تألیف مدرن» «جبر کتاب بر که نقدهایی برخی شاید
متأثر بودن مدرن این بی شک گردید. حذف مزبور کتاب عنوان از «مدرن» واژۀ بعدی، چاپ های در واقع
نوتر، که است بجا و بود جبرها نمایش نظریۀ موضوع در نوتر تازۀ رهیافت و نوتر آرتین، دستاوردهای از
متفاوت رهیافت هایی با و متنوع عرصه های در جبری پژوهش های البته شود. نامیده نوین» «جبر مادر
رهیافت ها سایر از چشمگیرتر قطعاً نوتری رویکرد از حاصل نتایج سهم ولی یافت ادامه نیز نوین جبر از

است.
خواهیم ذکر تقسیم حلقه های مورد در را حلقه و گروه روش های ادغام از نتایجی بخش، این ادامۀ در
ابتدای در آلبرت نام افزودن با براوئر-هاسه-نوتر قضیۀ امروزه بدانیم که است شایسته آن از پیش ولی کرد.
«قضیۀ از مهم بخشی ١٩٣١ سال اکتبر در آلبرت زیرا می شود، شناخته قضیه این پدیدآورندگان فهرست
است، «in print» بخش این که بود نوشته هاسه به خود نامۀ در آنکه وجود با و بود داده انتشار را اصلی»
در موضوع این البته است. شده» «چاپ بخش آن که است این آلبرت منظور که بود نشده متوجه هاسه
بین مکاتبات و اصلی» «قضیۀ پیدایش داستان .[٢] شد رجوع و رفع ١٩٣٢ سال در آنها مشترک مقالۀ
است یافته نشر روکت۴ پیتر توسط میلادی ٢٠٠۵ سال در صفحه ای!) ٩٢) بلند مقالۀ یک در آن نویسندگان
از است. شده نیز نویسندگان از کدام هر شخصیتی ویژگی های به فراوانی اشاره های نوشته این در .[٢۵]
١Issai Schur ٢Abraham Adrian Albert ٣Bartel Leendert van der Waerden ۴Peter Roquette
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استادش به هاسه شیفتگی و احترام براوئر، فروتنی و تواضع نوتر، راهگشای و آمرانه مقتدرانه، لحن جمله
آلبرت. حق طلبی با همراه ادب سرانجام و هنزِل

A اگر که می کنیم توجه ابتدا می شود. دیده براوئر گروه در به خوبی حلقه و گروه متقابل تأثیرات
B و A دوی هر اگر حال است. چنین نیز A ⊗F B آن گاه باشند، مرکزی سادۀ F-جبر دو B و
که به طوری می گیریم n و m طبیعی اعداد وجود به منزلۀ را A ∼ B رابطۀ باشند، F روی متناهی-بعد
Aو ∼= D١ ⊗F Matk(F ) ودربورن، قضیۀ بنابر چون .A⊗F Matm(F ) ∼= B⊗F Matn(F )

که است معنی این Aبه ∼ B پس هستند)، تقسیم حلقۀ D٢دو D١و B(که ∼= D٢ ⊗F Matl(F )

رده های مجموعۀ ،F میدان براوئر گروه ،B(F ) و است هم ارزی رابطۀ یک این تقدیر هر به .D١ ∼ D٢
گروه این در می دهند. آبلی گروه یک تشکیل [A] + [B] = [A⊗F B] قاعدۀ با که است [A] هم ارزی
،A ∼ D⊗F Matn(F ) اگر است. تابدار گروه B(Fیک ) لذا و است متناهی مرتبۀ دارای عضو، هر
مناسب mی برای نتیجه در و می کند عاد را √[D : F ] عدد B(F ) از عضوی به عنوان [A] مرتبۀ
زیر جالب قضیۀ گروه ها، نظریۀ در سیلو قضیۀ قیاس به سرانجام .A ⊗F · · · ⊗F A ∼= Matm(F )

داریم. براوئر از را

براوئر گروه در [D] مرتبۀ و متناهی-بعد مرکزی تقسیم حلقۀ یک D کنیم فرض .([١۴]) ٢ . ٣ قضیه
صورت این در متمایزند. اول اعداد piها آن، در که باشد pm١١ · · · pmk

k با برابر B(F )

D ∼= D١ ⊗F · · · ⊗F Dk

است. pmi
i با برابر B(F ) در [Di] هر مرتبۀ که به طوری

مهم نتایجی از برخی ذکر و شد پدیدار نوین جبر در که گرایش هایی مهم ترین از برخی به ادامه، در
مرور به البته کرده ایم. محدود ١٩٢١-١٩٧١ زمانی دورۀ به را خود بررسی این در پرداخت. خواهیم آنها
و ساده تر نو، اثبات های با تخصصی کتاب های در و یافته گسترش پیشین نظریه های و قضیه ها زمان،
مقالات به نه و بود خواهد کتاب ها از دست این به بیشتر ما ارجاع های دلیل، این به شده اند. عرضه کوتاه تر

نباشد. میسر چندان آنها به دسترسی احیاناً که نویسندگان

یکه ها گروه و تعویض پذیری قضایای .٣
قضیه این است. میدان یک متناهی، تقسیم حلقۀ هر ،١٩٠۵ سال به ودربورن (کوچکِ) قضیۀ بنابر
مطالعۀ به علاوه می  شود. حلقه یک تعویض پذیری موجب که شد شرایطی جستجوی برای قوی انگیزه ای
شده شروع تعویض پذیر جبر در ویژه حلقه هایی برای نوزدهم قرن از که را حلقه یکۀ عنصرهای ضربی گروه
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بود، ودربورن دکتری دانشجوی آخرین که جیکوبسن١ می  ساخت. مطرح نیز حلقه ها دیگر برای اینک بود،
داد. تعمیم گونه این را کوچک قضیۀ

جبری F بر D اگر است. F متناهی میدان یک بر تقسیم جبر یک D کنیم فرض .([١٩]) ٣ . ١ قضیه
است. میدان یک D آن گاه باشد،

توجه مورد (Q متناهی (توسیع های عددی میدان های صحیح اعداد حلقۀ مورد در نخست یکه ها گروه
کرد. ثابت را زیر قضیۀ ١٨۴٠ سال در دیریکله زمینه این در گرفت. قرار

Q بر a کمین چندجمله ای و F = Q(a) عددی میدان صحیح اعداد Rحلقۀ گیریم .([١٧]) ٣ . ٢ قضیه
گروه با یکریخت R حلقۀ یکه های گروه صورت این در باشد. مختلط ریشۀ ٢r٢ و حقیقی ریشۀ r١ دارای
r١ + r٢ − ١ رتبۀ از و آزاد آبلی گروه یک A و F ∗ تابی زیرگروه  t(F ∗) آن، در که است t(F ∗)×A

است.
تنها ما .[١٩] شد داده تعمیم هاسه و شوالی٢ توسط فوق قضیۀ ١٩۴٠ سال در یعنی بعد، سال صد
ویژه ، عددی میدان های صحیح اعداد حلقۀ یکه های مورد در که نامداری ریاضیدانان از برخی نام ذکر به
مطالعۀ اما هیلبرت. داوید و مینکوفسکی۴ هرمان کومر٣، ارنست می کنیم: بسنده آورده اند، به دست نتایجی
وجود او باشد. شده شروع ١٩٢٩ سال در نوتر امی از مقاله ای با گویا تعویض نا پذیر، حلقه های یکه های
داد. تعمیم را آن جیکوبسن سپس کرد. ثابت متناهی-بعد تقسیم حلقه های برای را تفکیک پذیر۵ عضوهای
D\Z(D) در a عضو آن گاه باشد، جبری مرکزش Dبر تعویض نا پذیر تقسیم حلقۀ اگر .([١۴]) ٣ . ٣ قضیه

است. تفکیک پذیر (D (مرکز Z(D) بر که دارد وجود
می کنیم. ذکر است، آمده به دست تعویض پذیری مسئلۀ دربارۀ که را عمده ای قضایای از برخی اینک

که کرد ثابت نوتر-جیکوبسن قضیۀ از استفاده با کاپلانسکی۶
.F = D آن گاه باشد، تابدار D∗/F ∗ گروه و D تقسیم حلقۀ یک مرکز F اگر .([١۴]) ۴ . ٣ قضیه

می توان هرستاین٧ و کاپلانسکی از نتیجه ای اثبات در را نوتر- جیکوبسن قضیۀ کاربردهای از دیگر یکی
دید.

وابسته n طبیعی عدد a ∈ R هر برای که باشد ویژگی این دارای R حلقۀ گیریم .([١۴]) ۵ . ٣ قضیه
R آن گاه نباشد، (ناصفر) پوچ ایدآل دارای R اگر است. حلقه مرکز در an به طوری که دارد وجود a به

است. تعویض پذیر
١Nathan Jacobson ٢Claude Chevally ٣Ernst Kummer ۴HermannMinkowski ۵separable ۶Irving

Kaplansky ٧Israel Nathan Herstein
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مانند عددی R حلقۀ از a عضو هر به ازای هرگاه که بود کرده ثابت جیکوبسن آن، از پیش اما
حلقه های البته است. تعویض پذیر R آن گاه ،an = a که به طوری باشد داشته وجود a به وابسته n > ١
با مشکل این نیستند. فراوان کنند، صدق xn = x مانند معادله ای در عضوشان هر که تعویض پذیری

می شود. برطرف هرستاین از زیر جالب قضیۀ
عددی آن، در b و a عضو دو هر به ازای اگر تنها و اگر است تعویض پذیر R حلقۀ .([١۴]) ۶ . ٣ قضیه

.(ab− ba)n = ab− ba که به طوری شود یافت آنها به وابسته n > ١ مانند طبیعی
آمده به دست دیگران و می١ هرستاین، توسط دیگری نتایج تعویض پذیری، به مربوط سؤال مورد در

می کنیم. بسنده ١٩٧٨ سال در هرستاین از زیر نتیجۀ ذکر به ما که است
مرتبۀ از xyx−١y−١ عضو ،y و x ناصفر اعضای تمام Dبرای تقسیم حلقۀ در اگر .([١٧]) ٣ . ٧ قضیه

است. تعویض پذیر D آن گاه باشد، متناهی
پژوهش ها ولی شد کم رنگ به تدریج تحقیقات گونه این به گرایش ١٩٨٨ سال در هرستاین مرگ با
انجام تقسیم حلقه های مورد در ابتدا موضوع این که است طبیعی دارد. ادامه هم هنوز یکه ها گروه مورد در
مستقلا ١٩۴٩ و ١٩۴٨ سال های در که است هوا٣ و براوئر کارتان٢، به متعلق زیر جالب نتیجۀ باشد. شده

است. آمده به دست
به طوری باشد تقسیم حلقه های از توسیعی C ⊆ D کنیم فرض .([١٩] (کارتان-براوئر-هوا ٣ . ٨ قضیه

دارد. قرار D مرکز در C آن گاه ،C ̸= D اگر است. D∗ در نرمال زیرگروه یک C∗  که
پژوهش زمینه، همین در ولی است شده دیگر حلقه های مورد در مشابه پژوهش های انگیزۀ قضیه این

است. داده به دست را زیر زیبای نتیجۀ ،D تقسیم حلقۀ از D∗ گروه مرکزیِ بالایی سری مورد در
باشد. Dمیدان اگر تنها و اگر است ∗Dپوچ توان ضربی گروه ،D تقسیم حلقۀ برای .([١٩]) ٣ . ٩ قضیه
از چیست؟ حلقه خودِ شناخت در حلقه یک یکه های ضربی گروه نقش که است طبیعی پرسش این
ریاضیدانان برای نه تنها گروهی، حلقه های به ویژه کلاسیک حلقه های یکه های گروه شناخت دیگر، طرف
نیاز مورد دیفرانسیل توپولوژی مانند دیگری گرایش های و رشته ها در بلکه است، بوده مطرح جبر رشتۀ در
است، ٢ از بیش مرتبۀ از Gدوری که ZG حلقۀ در توانست ١٩۶۶ سال در بس۴ هایمن است. شده واقع
یکه های گروه در متناهی شاخص با زیرگروهی که بسازد نامتناهی مرتبۀ از مستقل یکه های از دستگاهی
کرده ثابت ١٨٩٧ سال در هیلبرت که را آن از نتیجه ای قضیه، این اهمیت درک برای می آورد. به وجود ZG

می کنیم. ذکر است،
١Jon Peter May ٢Henri Cartan ٣Loo-Keng Hua ۴Hyman Bass
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همۀ مجموعۀ φd و کند تغییر n مقسوم علیه های همۀ مجموعۀ در d کنیم فرض .([١٧]) ٣ . ١٠ قضیه
شاخص با زیرگروهی ،a, b ∈ φd که ١−a١−b یکه های صورت این در باشد. Q بر واحد اولیۀ dام ریشه های
Q[ϵn] میدان صحیح اعداد حلقۀ Z[ϵn] آن، در که می کند تولید Z[ϵn] حلقۀ یکه های گروه در متناهی

است. Q بر واحد اولیۀ nام ریشۀ یک ϵn و است

مهم نتیجۀ آوردن به دست برای لازم ابزار دیگران، و بس توسط جبری تئوریِ –K گسترش و ایجاد با
می رسانیم. پایان به را بخش این آن بیان با که شد فراهم ١٩٧۴ سال در زیر

متناهی میدان یک بر چندجمله  ای ها حلقۀ یا و صحیح اعداد Rحلقۀ کنیم فرض .([١٧] (بس ٣ . ١١ قضیه
صورت این در باشد.

n؛ ≥ ٣ هرگاه است شده تولید متناهیاً گروهی GLn(R) (آ )
.n ≥ d+ ٣ هرگاه است شده تولید متناهیاً گروهی GLn(R[x١, . . . , xd]) (ب)

رادیکال ها نظریۀ .۴
رادیکال های و رادیکال اول نیم اول٢، اول١، مینیمال، ماکسیمال، ایدآل های مفاهیم ،١٩٣٠ دهۀ در
استفاده با زیرا گرفت، قرار تحقیق مورد بعضاً و تعریف تعویض نا پذیر حلقه های برای بالایی و پوچ پایینی
بود کرده تعریف جبرها برای را رادیکال مفهوم ودربورن آنها، از پیش بود. شده محرز آنها وجود زُرن لم از
می شود، داده نشان P (R) نماد با R حلقۀ اول رادیکال است. جبر پوچ توان ایدآل بزرگترین واقع در که
زنجیری شرط دو هر در که حلقه هایی برای نخست رادیکال، این (البته Rاست اول ایدآل های همۀ اشتراک
عضوهای تمام مجموعۀ برابر رادیکال این باشد، تعویض پذیر R که حالتی در شد). تعریف می کنند، صدق
نمی دهند. ایدآل یک تشکیل لزوماً پوچ توان عضوهای باشد، تعویض نا پذیر R اگر اما است R پوچ توان
نیز Nil∗(R) نماد و شده اند ظاهر نیز اشخاص اسامی با گاه دیگر) رادیکال  های نیز (و رادیکال این
تمام حاصل جمع پوچ بالایی، رادیکال می نامند. پوچ پایینی رادیکال را آن که می رود به کار P (R) برای

همواره می شود. داده نشان Nil∗(R) نماد با و است پوچ دوطرفۀ ایدآل های

Nil∗(R) ⊆ Nil∗(R)

یک طرفه نوتری حلقه های برای تساوی نیستند. مساوی هم با دو این آنها در که دارند وجود حلقه هایی ولی
از قضیه ای این و است پوچ توان Nil∗(R) به ویژه و یک طرفه پوچ ایدآل هر حالت این در و است برقرار

.(١٩٣٩) است لیویتسکی
١prime ٢semiprime



١٢ آن دستاوردهای و جبرنوین ١٢پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین ١٢پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین پیدایش

حدس آن و می طلبد مبارز همچنان ١٩٣٠ دهۀ از مشهور حدسی تعویض نا پذیر حلقه های نظریۀ در
است: کوته

ندارد. یک طرفه پوچ ایدآل R آن گاه ،Nil∗(R) = ٠ اگر کوته). باز، (مسئلۀ ١ . ۴ مسئله

فوق حدس است. روشن لیویتسکی قضیۀ بنابر یک طرفه نوتری حلقه های برای حدس این درستی
است. چنین آنها از یکی که هست هم معادل صورت  های دارای

Matn(R) Matn(I)در ،n ∈ N هر به ازای آن گاه Rباشد، حلقۀ در پوچ ایدآل  یک I اگر .٢ . ۴ مسئله
است. پوچ

و مطرح ١٩۴۵ سال در جیکوبسن توسط که است آن معروف تر همه از حلقه، یک رادیکال های بین در
عضوهای برحسب تنها که پیش گفته رادیکال های برخلاف جیکوبسن رادیکال شد. مشهور او نام به سپس
ساختار از توجه تغییر که گفتیم قبلا دارد. مدول نظریۀ با هم پیوندی شده اند، تعریف حلقه یک درونی
شده معلوم ١٩٣٠ دهۀ در است. نوتر آموزه های ثمرات از آبلی، گروه های روی بر آن عمل به حلقه درونی
باشد. ساده مدول های حاصل جمع ،R خودِ مثلا مدول، –R هر اگر تنها و اگر است Rنیم ساده حلقۀ که بود

است: زیر تعریف جیکوبسن ابتکار

است. ساده چپ R-مدول های پوچسازهای همۀ اشتراک Jac(R) .٣ . ۴ تعریف

ایدآل های همۀ اشتراک با ماکسیمال، چپ ایدآل های همۀ اشتراک با Jac(R) که داد نشان جیکوبسن
به علاوه است. برابر ساده راست R-مدول  های پوچسازهای همۀ اشتراک با و ماکسیمال راست

Jac
( R

Jac(R)

)
= ٠

حال هر به می شود. مراد رادیکال واژۀ از که است ویژگی همان این و
Nil∗(R) ⊆ Nil∗(R) ⊆ Jac(R)

است. پوچ توان عضوهای مجموعۀ همان که برابرند بالا نخست رادیکال دو تعویض پذیر، حلقه های مورد در و
رادیکال های شناخت برای وسیعی کوشش های برابرند. رادیکال سه هر یک طرفه، آرتینی حلقه  های مورد در
با رابطه شان و آنها ایدآل های انواع تعیین یا و RG یا و R[x] نظیر ،R از توسیعی حلقۀ یک مختلف
می پردازیم جیکوبسن رادیکال به تنها و نمی شویم مباحث این وارد ما ولی است. گرفته Rانجام ایدآل های

است. دخیل ساختاری قضیۀ یک در که
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می افتد اتفاق زمانی دقیقاً این و نامند نیم ابتدایی١ یا و J-نیم ساده را R حلقۀ ،Jac(R) = ٠ اگر
اگر می شود نامیده (راست) چپ ابتدایی٢ R اما باشد. وفادار نیمسادۀ چپ مدول یک دارای حلقه که
در است). صفر پوچساز داشتن معنی به (وفادار٣ باشد وفادار سادۀ (راست) چپ R-مدول یک دارای
نکتۀ .[٢٧] نبود چپ ابتدایی که کرد ارائه را راست ابتدایی حلقۀ یک از مثال اولین برگمن۴ ١٩۶۴ سال
در و باشد چپ ابتدایی حلقۀ R/Iیک که است I ایدآل های همۀ اشتراک واقع در Jac(R) اینکه جالب
نیم ساده مفاهیم یک طرفه، آرتینی حلقه های مورد در نشاند. «چپ» به جای را «راست» می توان گزاره این
حلقه های برای نیز اول و چپ) یا راست از (اعم ابتدایی ساده، مفاهیم همچنین .[١٩] معادل اند نیم اول و

هستند. معادل یک طرفه، آرتینی
تعریف ابتدا است، آمده به دست فوق نتایج رهگذر از که ابتدایی حلقه های ساختاری قضیۀ بیان برای
یک K) می کنیم یادآوری را VK برداری فضای خطی تبدیلات از S مانند زیرمجموعه یک بودنِ چگال
،v١ مانند خطی مستقل بردار n هر برای هرگاه دارد V بر m–انتقالی ویژگی S گوئیم است). تقسیم حلقۀ
داشته وجود s ∈ S مانند عضوی V در wn ،. . . ،w١ بردار n از مجموعه هر و (n ≤ m (که vn ،. . .
بر خطی تبدیلات از چگال مجموعۀ یک S گوئیم .i = ١, . . . , n برای wi = s(vi) که به طوری باشد

باشد. m-انتقالی ،m طبیعی عدد هر برای S اگر است VK
چپ مدول که باشد چپ ابتدایی حلقۀ Rیک کنیم فرض .([٢٧ ،١٩ ،٨] جیکوبسن (چگالی ۴ . ۴ قضیه
خطی تبدیلات از چگال زیرحلقۀ یک با R صورت این در .K = EndR(V ) و دارد V وفادار ساده

به علاوه است. یکریخت K تقسیم حلقۀ بر V راست برداری فضای
R؛ ∼= Matn(K) و است متناهی dimK V = n آن گاه باشد، چپ آرتینی R اگر (آ )

از زیرحلقه ای m طبیعی عدد هر برای و است نامتناهی dimK V آن گاه نباشد، چپ Rآرتینی اگر (ب)
است. زیرحلقه آن همریخت تصویر Matm(K) که دارد وجود R

بدین می دهد. به دست ودربورن-آرتین قضیۀ بخش) (یک از جدید اثباتی چگالی، قضیۀ از (آ) بند
پرسشی این می شود. شناخته ودربورن-آرتین قضیۀ از توجه خور در تعمیمی به عنوان چگالی قضیۀ مناسبت،
پاسخ هستند؟ چنین  نیز RG مثلا ،R به وابسته حلقه هایی آیا باشد، چپ Rابتدایی اگر که است طبیعی
بررسی مورد زمانی دورۀ از خارج که است شده داده میلادی ١٩٨٠ دهۀ در بیشتر نوع این از پرسش هایی به

می کنیم. بیان R[x] مورد در را جیکوبسن از زیر قضیۀ نمونه، به عنوان است. ما
معادل اند: زیر حکم های است. K مرکز با ساده آرتینی حلقۀ یک R کنیم فرض .([١١]) ۵ . ۴ قضیه

جبری اند؛ K بر Matn(R) حلقه های همۀ (آ )
١semiprimitive ٢primitive ٣faithful ۴George M. Bergman
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است؛ آرتینی سادۀ R⊗K K(x) (ب)
نیست. راست ابتدایی R[x] (پ)

راست ابتدایی D[x] اینکه برای کافی و لازم شرط آن گاه باشد، D مرکز با تقسیم حلقۀ یک D اگر لذا
جبری K میدان بر Matn(D) که به طوری شود یافت n طبیعی عدد یک دست کم که است این باشد
Dکه مانند تقسیم حلقۀ یک برای آیا که بود کرده مطرح را باز مسئلۀ این جیکوبسن ١٩۴۵ سال در نباشد.
١٩۵۶ سال در باشد؟ جبری D مرکز بر n هر به ازای Matn(D) که است لازم است، جبری مرکزش بر

داد. مثبت پاسخ است، ناشمارا مرکزشان که تقسیمی حلقه های برای پرسش این به آمیتسور١
حالت یک بنابر می شوند. شناخته جیکوبسن نام با که می کنیم یاد حلقه یک و حدس یک از اینک
آن  گاه باشد، نوتری تعویض پذیر حلقۀ یک R اگر تعویض پذیر، جبر در کرول٢ اشتراکی قضیۀ از خاص

است. صفر Jac(R) توان های همۀ اشتراک
آن گاه ،J = Jac(R) و باشد دوطرفه نوتری حلقۀ یک R اگر (جیکوبسن). ۶ . ۴ مسئله

∞∩
i=١

J i = ٠.

اعداد تمام از متشکل Q زیرحلقۀ S اگر نیست: درست یک طرفه نوتری حلقه های برای حدس این
حلقۀ آن گاه است، فرد مخرج شان که باشد گویایی

R =

(
S Q
٠ Q

)
و نیست چپ نوتری ولی است راست نوتری

J = Jac(R) =

(٢S Q
٠ ٠

)
,

∞∩
i=١

J i ̸= ٠.

شده محقق جیکوبسن حدس درستی است، یک آنها کرول بعد مثلا که یک طرفه ای نوتری حلقه های برای
.Jac(R/P ) = ٠ باشیم Rداشته Pدر اول ایدآل هر برای اگر می شود نامیده جیکوبسن Rحلقۀ است.
و اسمال٣ این، وجود با نیست. تمام شده مسئله ای آن توسیع های به حلقه یک از جیکوبسن ویژگی انتقال

آوردند. به دست ١٩٨٨ سال در را زیر نتیجۀ کُرتزن۴
است. مفروض شده اند تولید متناهیاً SR و RS که به طوری R ⊆ S حلقه ها توسیع .([١١]) ٧ . ۴ قضیه

است. چنین نیز S آن گاه باشد، جیکوبسن و نوتری R اگر
١Shimshon Avraham Amitsur ٢Wolfgang Krull ٣Lance W. Small ۴Barbara Cortzen
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به مربوط پژوهش های از گسترده بخشی رادیکال ها مطالعۀ که می کنیم اضافه بخش این پایان در
رادیکال ها موضوع در نیز کتاب هایی داد. اختصاص خود به قرن ربع مدت به دست کم را حلقه ها نظریۀ

یافته اند. انتشار [١٢] گرِی و [٧] دیوینسکی توسط

بعد نظریه های .۵
است. مطلوب موقعیت یک از دوری اندازۀ به منزلۀ بعد واژۀ مدول ها، و حلقه ها برای بعد نظریۀ در

می شوند. بررسی کرول بعد و یکنواخت بعد همولوژیک، بعدهای انواع بخش این در
کرد، بررسی را تزریقی٢ مدول های مفهوم ١٩٣٩ سال در بِر١ آنکه از پس همولوژیک. بعد های .١ . ۵
و معرفی مدول ها برای تزریقی و تصویری٣ بعدهای و گرفت پا همولوژیک جبر و رسته نظریه های به تدریج
نیز و است P همریخت تصویر M که دارد وجود P تصویری مدول یک M مدول هر برای شد. مطالعه
حلقۀ که می شود ثابت به سادگی لذا است. یکریخت آن از زیرمدولی با که دارد وجود I تزریقی مدول یک
باشد. تزریقی R-مدول هر اگر تنها و اگر باشد؛ تصویری R-مدول هر اگر تنها و اگر است نیم ساده R
دور بودن تزریقی یا تصویری از اندازه چه تا که دیدگاه این از حلقه یک مدول های مطالعۀ ترتیب این به

شد. آغاز هستند،
دقیق دنبالۀ ابتدا می شود: تعریف گونه این  MR تصویری بعد

· · · −→ P٢
d٢−→ P١

d١−→ P٠ d٠−→M
d−١−→ ٠

وجود) صورت (در باشد عددی کوچکترین j اگر می شود. گرفته نظر در هستند تصویری Piها آن ، در که
این غیر در می شود. قلمداد فوق دنبالۀ طول j + ١ آن گاه باشد، تصویری مدول یک ker dj که به طوری
M برای دنباله ای چنین دو هر طول که می شود ثابت می شود. گرفته نظر در بی نهایت دنباله طول صورت
استفاده با تزریقی بعد می دهیم. نشان p. dim M با و Mمی نامیم تصویری بعد را آن که است مساوی 

مانند دقیق دنباله های از
٠ −→M −→ E٠ −→ E١ −→ E٢ −→ · · ·

متناهی بعد این گفت می توان معادل به طور اما می شود. تعریف بالا مشابه هستند، تزریقی Eiها آن، در که
که به طوری باشد داشته وجود M برای دنباله ای چنین که وجود) صورت (در است n عدد کوچکترین و

اکنون .i. dim M = n می نویسیم آن وقت .k > n هر برای Ek = ٠
r.gl.p.dim R = sup{p. dim M | است راست R-مدول {Mیک

١Reinhold Baer ٢injective ٣projective



١۶ آن دستاوردهای و جبرنوین ١۶پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین ١۶پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین پیدایش
و r.gl.i. dim R ،l.gl.p.dim R مشابه روش به می  شود. نامیده R راست١ تصویری فراگیر بعد
ارائه را حلقه ای از مثال اولین ١٩۵٨ سال در کاپلانسکی می شوند. نامگذاری و تعریف l.gl.i. dim R

توانست جاتگااُنکار٢ بود. آن چپ تصویری فراگیر بعد از متفاوت آن راست تصویری فراگیر بعد که کرد
چپ تصویری فراگیر بعد و n آن راست تصویری فراگیر بعد که بسازد حلقه ای ،m < n عدد دو هر به ازای
بعدهای دوطرفه، نوتری حلقه های برای ،١٩۵۵ سال در اوسلندر٣ از قضیه ای بنابر اما .[١۶] باشد m آن

داریم R حلقۀ هر برای کلی حالت در .[٢۶] برابرند تصویری فراگیر
r.gl.p.dim R = r.gl.i. dim R.

معنی این به فوق مفاهیم با که کرد ثابت را سی زیگی۴ به موسوم خود معروف قضیۀ ١٨٩٨ سال در هیلبرت
F میدان هر برای که است

gl.p. dim F [x١, . . . , xn] = n.

حلقه های نیستند. کافی حلقه ها رده بندیِ برای اما هستند حلقه  از پایاهایی حلقه، فراگیر بعدهای گرچه
تصویری فراگیر بعد محاسبۀ این، وجود با است. مساوی آنها تصویری فراگیر بعد که دارند وجود نایکریختی
کارهای از ضروری بخشی حلقه، پایاهای سایر با آنها ارتباط یافتن و خاص حلقه های برای تزریقی بعد و

می شود. ذکر زیر موارد نمونه، به عنوان است. شده محسوب حلقه شناخت در پژوهشی
.١ + r.gl.p. dim R = r.gl.p. dim R[x] داریم R مانند حلقه هر برای .([٢٢]) ١ . ۵ قضیه

K[x١, . . . , xn, y١, . . . , yn] از است عبارت K حلقۀ یک بر وایل جبر nاُمین یا An(K)

باشند: برقرار زیر روابط برایش که ضربی با همراه
xiyj − yjxi = δij i, j = ١, . . . , n.

کرد. ثابت ١٩٧٢ سال در روس۵ را زیر قضیۀ
.gl.p.dim An(K) = n آن گاه باشد، صفر مشخصۀ با میدانی K اگر .([٢۶]) ٢ . ۵ قضیه

می کند. ایفا مهمی نقش حلقه شناخت در آن تزریقی بعد اما است صفر RRهمواره تصویری بعد البته
تزریقی نیز RR حلقه ای، چنین برای و دارد نام ۶QF حلقۀ باشد، RRتزریقی Rکه دوطرفۀ نوتری حلقۀ
بود، شده آغاز ١٩٣٩ سال از ناکایاما٧ توسط آنها مطالعۀ QFکه حلقه  های دربارۀ زیر جالب قضیۀ است.

نمی کنیم. ذکر را آن معادل شرایط برخی متن، کشیدنِ درازا به از پرهیز برای ما ولی است ذکر قابل
١right global projective dimension ٢Arun Vinayak Jategaonkar ٣Maurice Auslander ۴syzygy
۵Jan-Erik Ingvar Roos ۶quasi-Frobenius ٧Tadashi Nakayama
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معادل اند: زیر حکم های R نوتری حلقۀ برای .([٢٠]) ٣ . ۵ قضیه
است؛ QF حلقۀ یک R (آ )

است؛ تزریقی RR (ب)
هست؛ هم تزریقی تصویری، RM هر (پ)

تزریقی اند. RR و RR دوی هر و است دوطرفه آرتینی R (ت)
A-مدول به عنوان اگر می شود نامیده فروبنیوس جبر K میدان بر A جبر

A ∼= A∗ := HomK(A,K).

حلقه QF یک فروبنیوس جبر هر واقع در .K میدان بر G متناهی گروه هر برای است KG آن، مثال
مطالعه دیگران و سر٢ ژان-پی یر توسط ١٩۵٠ دهۀ در که تخت١می پردازیم مدول مفهوم بیان به اینک است.

باشد: برقرار زیر استلزام اگر می شود نامیده تخت RA مدول شد.
دقیق) ٠دنبالۀ −→ BR

f−→ CR) ⇒ دقیق) دنبالۀ ٠ −→ B ⊗R A
f⊗id−→ C ⊗R A)

مانند دقیق دنباله ای که به طوری است n عدد کوچکترین و متناهی RM تخت بعد و
٠ −→ Fn −→ · · · −→ F١ −→ F٠ −→M −→ ٠

البته می شود. داده نشان f. dim M نماد با بعد این باشند. تخت Fiها همۀ آن، در که باشد داشته وجود
با (که R حلقۀ چپ تخت فراگیر بعد نیست. صادق آن عکس ولی است تخت لزوماً تصویری، مدول هر

از است عبارت می شود) یاد آن از نیز ضعیف بعد نام
l.gl.f. dim R = sup{f. dim M | است چپ R-مدول یک M}

مساوی اند همواره بعد دو این که است این جالب نکتۀ می شود. تعریف r.gl.f. dim R مشابه روش به و
باشد، راست نوتری مثلا R حلقۀ که حالتی در نابیشترند. تصویری فراگیر راست و چپ بعدهای از ولی

.[٢۶] gl.f. dim R = r.gl.p. dim R

معادل اند: زیر حکم های R حلقۀ برای .۴ . ۵ قضیه
a؛ = axa که به طوری x ∈ R دارد وجود a ∈ R هر برای (آ )

است؛ برقرار J ∩ I = JI رابطه J راست ایدآل هر و I چپ ایدآل هر برای (ب)
است؛ تخت R-مدول هر (پ)

١flat ٢Jean-Pierre Serre



١٨ آن دستاوردهای و جبرنوین ١٨پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین ١٨پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین پیدایش

است؛ R مستقیم جمعوند شده تولید متناهیاً راست ایدآل هر (ت)
است. R مستقیم جمعوند شده تولید متناهیاً چپ ایدآل هر (ث)

گونه این مطالعۀ دارد. نام فون نویمان١ منظم حلقۀ باشد، بالا قضیۀ در معادل حکم های واجد که حلقه ای
این عکس ولی است منظم نیم ساده، حلقۀ هر البته شد. آغاز فون نویمان توسط ١٩٣٠ دهۀ از حلقه ها
که منظم است حلقه ای نامتناهی-بعد، برداری فضای یک خطی تبدیلات حلقۀ نیست. برقرار استلزام
به دست نیم ساده حلقۀ یک بودن، منظم فرض به زنجیری شرایط از یک هر افزودن با البته نیست. نیم ساده

.[١٩] می آید
دربارۀ اما باشد. صفر آن چپ) (یا راست تصویری فراگیر بعد اگر تنها و اگر است نیم ساده حلقه یک
هرگاه است ددکیند حلقۀ یک نوتری، تعویض پذیر دامنۀ گفت؟ می توان چه است، یک بعد این که حلقه هایی
تعویض ناپذیر حلقه های بررسی برای شد انگیزه ای مطلب این باشد. یک حداکثر آن تصویری فراگیر بعد
اگر است راست موروثی٢ حلقه یک گوئیم است. یک آنها تصویری فراگیر بعد که نوتری ولی ساده یا اول
باشد، راست Rموروثی حلقۀ اگر کرد ثابت ١٩۵٢ سال در کاپلانسکی باشد. تصویری آن، راست ایدآل هر
یک با آنها از یک هر که است مدول هایی مستقیم حاصل جمع مساوی آزاد، مدول یک زیرمدول هر آن گاه
یک زیرمدول هر اگر تنها و اگر است راست موروثی R حلقۀ به علاوه است. یکریخت R در راست ایدآل
یادآوری باشد. تزریقی هم تزریقی R-مدول عامل هر اگر تنها و اگر باشد؛ تصویری نیز تصویری R-مدول
باشد یک حداکثر آن راست تصویری فراگیر بعد اگر تنها و اگر است راست موروثی R حلقۀ که می کنیم

.[۶]
است. نادر بسیار باشد، دو دست کم آنها تصویری فراگیر بعد که حلقه هایی مورد در بالا، قضیه های نظیر
فراگیر بعد با تعویض پذیر حلقه های به فقط آن در که [٣٠] کرد منتشر کتابی ١٩٧۶ سال در واشکونسلوش٣
یافته کاربرد تعویض پذیر جبر نظریۀ در بیشتر همولوژیک جبر روش های واقع در می پردازد. ٢ تصویری

آیند. به کار می توانند تعویض ناپذیر حلقه های در خاص بسیار حالت های در تنها و است

را متناهی یکنواخت رتبۀ دارای مدول های [٩] گلدی۴ آلفرد ١٩۵٨ سال در یکنواخت. بعد .٢ . ۵
که شرایطی واجد نیم اول حلقۀ یک کسرهای حلقۀ یافتن مسئلۀ در را مفهوم این موفقیت با و کرد تعریف
مدول بود. استوار اساسی و یکنواخت زیرمدول های بر گلدی کار برد. به کار شد، مشهور وی نام به بعداً
این واقع در باشند. ناصفر اشتراک دارای ناصفر زیرمدول دو هر آن، در که است ناصفری مدول یکنواخت
اساسی M مدول در را N زیرمدول باشد. تجزیه ناپذیر مدول، تزریقی۵ پوش اینکه با است معادل شرط
رتبۀ M مدول گلدی، تعریفِ بنابر باشد. ناصفر ،M در ناصفر زیرمدول هر با N اشتراک هرگاه نامند
١John von Neumann ٢hereditary ٣Wolmer Vasconcelos ۴Alfred Goldie ۵injective envelope
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و نباشد خود ناصفر زیرمدول های از نامتناهی مستقیم حاصل جمع یک حاوی اگر دارد متناهی یکنواخت
مستقیم حاصل جمع E که به طوری باشد E نظیر اساسی زیرمدول دارای M اینکه با است معادل این
n یگانۀ عدد متناهی، یکنواخت رتبۀ Mاز برای Mاست. در یکنواخت زیرمدول های از متناهی تعدادی
حاصل جمع این و است یکنواخت زیرمدول n از مستقیم حاصل جمع یک Mحاوی به طوری که دارد وجود
یک هر از و نامیده اند یکنواخت بعد یا و گلدی بعد یکنواخت، رتبۀ را یگانه عدد این است. Mاساسی در
M اگر کرده اند. استفاده آن دادن نشان برای u. dim M یا G. dim M یا rank M نمادهای از

.[٢٢ ،٢٠] G. dim M = ∞ می دهیم قرار نباشد، متناهی یکنواخت رتبۀ دارای
M چنانچه است. یکنواخت زیرمدول دارای لذا و است متناهی گلدی بعد دارای نوتری مدول هر
کلی، حالت در اما است برقرار G. dim M = dim MF رابطۀ باشد، F میدان بر برداری فضای یک
در شاک١ دارند. حلقه ها تصویری فراگیر بعد یا برداری فضاهای بعد که است ویژگی هایی فاقد گلدی بعد

کرد. ثابت را زیر قضیۀ ١٩٧٢ سال

.S = R[x] آن، در که G. dim SS = G. dim RR داریم R مانند حلقه هر برای .۵ . ۵ قضیه

کاربرد بعد، این دقیق مقدار دانستن از بیشتر است، متناهی گلدی بعد دارای مدول یک اینکه دانستن
آورد. به دست را زیر جالب نتیجۀ گلدی این، وجود با دارد.

.G. dim RR = ١ آن گاه باشد، متناهی RR گلدی بعد و دامنه یک R اگر .([١١]) ۶ . ۵ قضیه

اما پرداخت. خواهیم بدان نوشته این در ما و است کسرها حلقۀ موضوع در گلدی بعد اصلی کاربرد
تزریقی پوش می کنیم. ذکر است، آمده به دست ١٩۶٢ سال در که را گابریل٢ از قضیه ای زمینه همین در
.Z(RR) = ٠ اگر گوییم راست ناتکین را R حلقۀ همچنین می دهیم. نشان E(RR) با را RR مدول

عضو راست پوچساز که Mبه طوری به متعلق mهای همۀ مجموعۀ با است برابر Z(MR) .٧ . ۵ تعریف
باشد. اساسی RR در ،(r.annR(m)) m

تبدیل حلقه یک به آن را که کرد تعریف یگانه ضربی E(RR) مدول بر می توان ،Z(RR) = ٠ اگر
شود. E(RR) زیرحلقۀ R و باشد سازگار E(RR) R–مدولی ساختار با کند،

اگر است متناهی G. dim RR صورت این در باشد. ناتکین R حلقۀ کنیم فرض .([١١]) ٨ . ۵ قضیه
باشد. نیم ساده حلقۀ یک E(RR) اگر تنها و

١Robert C. Shock ٢Peter Gabriel



٢٠ آن دستاوردهای و جبرنوین ٢٠پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین ٢٠پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین پیدایش

مورد در ساندومیرسکی١ از زیر قضیۀ در حلقه، برای گلدی بعد بودنِ متناهی از دیگر کاربرد یک
می شود. ظاهر موروثی حلقه های

تنها و اگر است راست نوتری R صورت این در باشد. راست موروثی حلقۀ R کنیم فرض .٩ . ۵ قضیه
باشد. متناهی RR گلدی بعد اگر

حلقه گوئیم آورد. به دست نیم موروثی حلقه های برای را زیر نتیجۀ اسمال فوق، قضیۀ از استفاده با
چنین در باشد. تصویری آن، شدۀ تولید متناهیاً (چپ) راست ایدآل هر اگر است (چپ) راست نیم موروثی

است. تصویری شده، تولید متناهیاً (چپ) آزادِ مدول یک از شده تولید متناهیاً زیرمدول هر حلقه ای،
نیم موروثی R صورت این در باشد. متناهی G. dim RR یا G. dim RR کنیم فرض .١٠ . ۵ قضیه

باشد. چپ نیم موروثی اگر تنها و اگر است راست
D اگر شود. ارائه مکمل زیرمدول مفهوم باید ابتدا نامتناهی، گلدی بعد دربارۀ نتیجه ای بیان برای
ویژگی به نسبت هرگاه نامیم M در D برای مکملی را M از C زیرمدول یک باشد، M از زیرمدولی
قضیۀ است. مکمل دارای زیرمدول هر می شود ثابت زُرن، لم از استفاده با باشد. Cماکسیمال ∩D = ٠

است. کرده ثابت گلدی را زیر
معادل اند: زیر حکم های M مدول برای .١١ . ۵ قضیه

G.dim؛ M = ∞ (آ )
دارد؛ وجود M در مکمل زیرمدول های از صعودی اکیداً بی پایان زنجیر یک (ب)

دارد؛ وجود M در مکمل زیرمدول های از نزولی اکیداً بی پایان زنجیر یک (پ)
:[٢٠] است گلدی بعد برای معادل تعریف یک فوق، قضیۀ از جالبی نتیجۀ

G. dim M = sup{k | است k طول مکمل هابه از زنجیری .{Mحاوی

تعریف گلدی نیم اول حلقۀ بر M مدول های برای که تقلیل یافته رتبۀ مفهوم به بخش، این پایان در
تقلیل یافته رتبۀ اگر گوئیم فقط کنیم. تعریف دقیق به طور را مفهوم این نمی خواهیم می کنیم. اشاره  می  شود،

مانند کوتاه دقیق دنبالۀ برای آن گاه دهیم، نشان ρ با را
٠ −→ A −→ B −→ C −→ ٠

باشد، نوتری حلقه وقتی لذا .ρ(B) = ρ(A) + ρ(C) داشت خواهیم نوتری، حلقۀ یک بر مدول ها از
دارد. یکنواخت رتبۀ بر آشکار برتری تقلیل یافته رتبۀ

١Francis Louis Sandomierski
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کرد منتشر کلاسیک جبری هندسۀ چارچوب در مقاله ای نوتر امی ١٩٢٣ سال در کرول. بعد .٣ . ۵
نوتری تعویض پذیر حلقۀ یک در اول ایدآل های زنجیرهای مورد در وی آنچه در شد کرول الهام بخش که
در آن ایدآل و V ⊆ Fn = F × · · · × F مثلا ،F میدان بر واریته یک برای نوتر داد. انجام

به نام R = F [x١, . . . , xn]

P = {f ∈ R | v ∈ V هر برای f(v) = ٠}

برابر توپولوژیک فضای یک به عنوان V بعد آنکه نخست آورد. به دست جالبی ارتباط های R/P حلقۀ و
بعد باشد، نامتناهی F آنکه فرض به کرد ثابت سپس است. F بر R/P کسرهای میدان تعالی١ درجۀ با

می کنند: صعود و می شوند آغاز P از که اول ایده  آل های زنجیرهای طول ماکسیمم با است برابر مزبور

P = P٠ ⊆ P١ ⊆ · · · ⊆ Pt.

نوتری حلقۀ یک در اول ایدآ ل های همۀ از متشکل زنجیرهای طول های سوپریمم کرول ١٩٢٨ سال در
این شد. نامیده حلقه (cl.K. dim) کرول کلاسیک بعد او، افتخار به بعدها که کرد مطالعه را تعویض پذیر
حلقه های مثلا تعویض نا پذیر، حلقه های در ولی است تعویض پذیر حلقه های مطالعۀ در نیرومندی ابزار بعد
کرول بعد ١٩۶٧ سال در رنتشلر٢ و گابریل ندارد. چندانی موضوعیت ناصفرند، اول ایدآل فاقد که ساده
کردند. معرفی دارد، بی نهایت یا صحیح مقادیر که مدول از تابعی همچون را دلخواه حلقۀ یک مدول های
انحراف نخست [٢۴] رنتشلر و گابریل باشد. جزئی-مرتب مجموعۀ یک (E;⪯) کنیم فرض کلی به طور

می دهیم قرار ،a ⪯ b که a, b ∈ E هر برای کردند: ارائه چنین را dev E یا E

(a, b) = {e ∈ E | a ⪯ e ⪯ b}.

زنجیر هر E در و dev E ̸= −∞ اگر .dev E = −∞ آن گاه ،a = b دهد نتیجه a ⪯ b اگر
هر و dev E ̸= −∞, ٠, ١, . . . , n − ١ اگر .dev E = ٠ آن گاه باشد، متناهی اعضا از نزولی
متناهی i = ١, ٢, . . . برای ،dev(ei+١, ei) ̸≤ n − ١ با e١ ≻ e٢ ≻ e٣ ≻ · · · مانند زنجیر
،dev E ≤ n که به طوری نشود یافت n نامنفی صحیح عدد اگر .dev E = n می دهیم قرار باشد،
L(M) با را آن زیرمدول های مجموعۀ ،MR مدول برای سپس .dev E = ∞ می نویسیم آن گاه
را dev L(M) است، شده جزئی-مرتب شمول، ترتیب رابطۀ با که مجموعه این برای و می دهیم نشان
کرول بعد دو حلقه، خودِ برای می دهیم. نشان K. dim M با و می کنیم تعریف M کرول بعد به عنوان

می شوند. داده نشان l.K. dim R و r.K. dim R با به ترتیب K. dim RR و K. dim RR

١transcendence degree ٢Rudolf Rentschler



٢٢ آن دستاوردهای و جبرنوین ٢٢پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین ٢٢پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین پیدایش

اگر طرفی، از باشد. آرتینی M و M ̸= ٠ اگر تنها و اگر K. dim MR = ٠ که می شود ثابت
Mنمی تواند Nباشد، مانند مدول یک نسخه های از نامتناهی مستقیم حاصل جمع یک Mحاوی مدول
اگر که دادند نشان گابریل و رنتشلر .K.dim M = ∞ می نویسیم لذا و باشد داشته (متناهی) کرول بعد
باشد، میدان یک F اگر لذا و K.dim R = cl.K. dim R آن گاه باشد، نوتری تعویض پذیر حلقۀ R
رابسن٣ و گوردن٢ او، از مستقل سپس و ١٩٧٢ سال در کراوزه١ .K. dim F [x١, . . . , xn] = n داریم
چنین ردۀ .[٢٢] آوردند به دست را آن کلاسیک بعد با FBN حلقۀ یک کرول بعد تساوی ١٩٧٣ سال در
آنها تعریف دادن به دست برای ضرورتی اینجا در ولی است نوتری تعویض پذیر حلقه های شامل حلقه هایی

.cl.K. dim R ≤ r.K. dim R داریم R راست نوتری حلقۀ یک برای حال، هر به ندارد. وجود
با l.K. dim R لزوماً R مانند دوطرفه نوتری حلقۀ یک برای آیا که است این باز مسئلۀ یک
مثلا است. منفی جواب باشند، نوتری طرف یک از تنها که حلقه هایی برای است؟ مساوی r.K. dim R

حلقۀ برای
R =

(
Q R
٠ R

)
از نامتناهی مستقیم حاصل جمع یک حاوی RR که حالی در r.K.dim R = ٠ است، راست آرتینی که

.l.K. dim R = ∞ لذا و است ساده مدول یک نسخه های
راست نوتری Rحلقۀ اگر که دادند نشان گابریل و رنتشلر زمینه این در است؟ چگونه کرول بعد رفتار
پدیدآورندگان اصلی هدف اما .S = R[x] آن، در که r.K. dim S = r.K. dim R+١ آن گاه باشد،

است. آمده گابریل و رنتشلر ١٩۶٧ مقالۀ در که است بوده زیر قضیۀ عام، حلقه های برای کرول بعد

آن گاه باشد، F بر وایل جبر nاُمین ،An(F ) و صفر مشخصۀ با میدانی F اگر .١٢ . ۵ قضیه
n = r.K. dim An(F ) = l.K. dim An(F ).

مقادیرشان که مدول ها برای کرول بعد و حلقه ها برای کرول کلاسیک بعد سو، این به ١٩٧٠ سال از
از زیر قضیۀ با را بخش این گرفت. قرار پژوهش مورد سال ها تعمیم ها این و شد مطرح است، اردینال

می بریم. پایان به است، یافته انتشار ١٩٧١ سال در که هارت۴

یک d و gl.p. dim A < ∞ که باشد تعویض پذیر نوتری دامنۀ A کنیم فرض .([١٣]) ١٣ . ۵ قضیه
آن گاه باشد، ساده R = A[x; d] حلقۀ اگر است. A بر مشتق تابع

gl. dim . A = gl.dim R, K. dim A = K. dim R.
١Güntar Krause ٢Robert Gordon ٣James Christopher Robson ۴Robert Hart
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مشتق تابع با همراه صفر مشخصۀ با F میدان یک بر چندجمله ای ها حلقۀ برای قضیه این شرایط
.gl.p. dim A١(F ) = K.dim A١(F ) = ١ لذا است. محقق معمولی،

 

خارج قسمتی حلقۀ .۶
تقسیم، حلقه های ساختن راه های از یکی می شود، ساخته Z دامنۀ از Q میدان که روشی قیاس به  
همواره تعویض پذیر دامنه های برای گرچه روش این اما است. (مناسب) دامنه یک کسرهای حلقۀ تشکیل
دامنه های از برخی نشاندن اصولا زیرا نیست، عملی گاهی تعویض نا پذیر دامنه  های مورد در است، میسر
سال در مالتسف١ را وضعی چنین از مثال اولین نیست. امکان پذیر هم تقسیم حلقۀ یک در تعویض نا پذیر

کرد. ارائه ١٩٣٨
مانند ١ شامل بسته ضربی به طور ناتهی مجموعۀ هر برای ،R مانند تعویض پذیر دامنۀ یک در می دانیم
r ∈ R آن، در که است rs−١ نمادین به صورت عضوش هر که دارد وجود RS−١ حلقۀ ،٠ ̸∈ S که S
مفروض R ⊆ Q حلقه ها توسیع است. خارج قسمتی حلقۀ تعریف انگیزه بخش مطلب این .s ∈ S و
عضو هر اگر Qاست در راست ترتیب Rیک یا و راستRاست خارج قسمتی حلقۀ Qیک گوئیم است.
R در منظم عضوی s و r ∈ R آن، در که باشد rs−١ به شکل Q عضو هر و باشد یکه Q در R منظم
اویستن می شود. تعریف حلقه یک در چپ ترتیب و R برای چپ خارج قسمتی حلقۀ نحو همین به است.
اُر شرط به که آورد به دست را راست خارج قسمتی حلقۀ وجود برای کافی و لازم شرط ١٩٣١ سال در اُر٢

است. مشهور راست
حلقۀ یک Q اینکه برای کافی و لازم شرط است. مفروض R ⊆ Q حلقه ها توسیع .([١۴]) ١ . ۶ قضیه
و c عضو ،R در b مانند منظم عضو هر و a ∈ R هر به ازای که است این باشد R راست خارج قسمتی

.ad = bc که به طوری شوند یافت R در d منظم عضو
می دهد. ارائه cd−١ به شکل را آن و می کند Qمعین در را b−١a عضو تکلیف واقع در راست اُر شرط
حلقۀ در مثال، برای نمی دهند. نتیجه را یکدیگر لزوماً چپ اُر شرط و راست اُر شرط که دانست باید اما
است، α(f(x)) = f(x٢) ضابطۀ با F [x] بر درونریختی α و میدان F آن، در Rکه = F [x][y;α]

نوتری R که است این دلیل نمی کند. صدق راست اُر شرط در R ولی است برقرار چپ اُر شرط R برای
نیست. راست نوتری ولی است چپ

یک که دارد راست خارج قسمتی حلقۀ یک کند، صدق راست اُر شرط در که دامنه هر اُر، قضیۀ بنابر
حلقۀ یک در راست ترتیب حلقه هایی چه که بود مطرح سؤال این گلدی آلفرد برای است. تقسیم حلقۀ
١Anatoly Ivanovich Maltsev ٢Oystein Ore



٢۴ آن دستاوردهای و جبرنوین ٢۴پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین ٢۴پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین پیدایش
قضیه های به و یافت انتشار ١٩۶٠ و ١٩۵٨ سال های در او مقاله های در یافت که پاسخی هستند. نیم ساده
جیکوبسن که آنچنان شدند تلقی مهم بسیار خود، زمان در قضیه ها این .[٩] شد مشهور گلدی دوم و اول

١٩۶۴نوشت: سال به [١۵] مشهورش کتاب از دوم چاپ مقدمۀ در
کتاب اول چاپ زمان از حلقه ها ساختار نظریۀ در را سهم مهم ترین گلدی «قضایای

است.» داشته تاکنون (١٩۵۶ (یعنی
اهمیت بعدی پژوهش های و تحولات اما داد. اختصاص گلدی قضایای شرح به را خود کتاب از پیوستی او
در شدند. اثبات دیگر متعدد روش های به قضایا این که به طوری داد نشان پیش از بیش را گلدی قضایای
دو توسط گلدی از مستقل شد، موسوم گلدی اول قضیۀ به بعدها که نتیجه ای بگوییم است شایسته اینجا

.[٢١] است شده چاپ ١٩۵٠ دهۀ اواخر در مشترک، مقالۀ یک در دیگر نفر
R حلقۀ که می کنیم یادآوری کنیم. بیان را آنها نتایج و گلدی دوم و اول قضیه های می خواهیم اکنون
متناهی ،R در پوچساز راستِ ایدآل های از صعودی اکیداً زنجیر هر اگر می خوانیم راست گلدی حلقۀ را

.G. dim RR <∞ و باشد
تنها و اگر است Q آرتینی سادۀ حلقۀ یک در راست ترتیب یک R حلقۀ گلدی). اول (قصیۀ ٢ . ۶ قضیه

باشد. راست گلدی و اول R اگر
اگر تنها و اگر است Q نیم ساده حلقۀ یک در راست ترتیب یک R حلقۀ گلدی). دوم (قضیۀ ٣ . ۶ قضیه

باشد. راست گلدی و نیم اول R
دوم قضیۀ از فوراً زیر نتایج یافت. [٢٧ ،٢٢ ،٢٠ ،١۴ ،١١] در می توان را قضیه ها این اثبات های

می آیند. به دست گلدی
به صورت حلقه ای تجزیۀ یک دارای R آن گاه باشد، راست گلدی و نیم اول R اگر .([١١]) ۴ . ۶ نتیجه
T = (١− e)R و S = eR Rداریم در eمناسب خودتوان عضو برای که Rاست طوری = S⊕T

حلقه، یک به عنوان R نتیجه در .R مینیمال راست ایدآل های (مستقیم) حاصل جمع با است برابر S و
است. مینیمال راست ایدآل هرگونه فاقد حلقه  ای T و است نیم ساده

حلقۀ در راست ترتیب یک صورت این در که باشد راست گلدی و نیم اول R گیریم .([١١]) ۵ . ۶ نتیجه
ودربورن-آرتین، قضیۀ بنابر است. Q نیم سادۀ

Q = Q١ ⊕ · · · ⊕Qn

در هستند. اول Q در i = ١, . . . , n برای Pi =
∑

j ̸=iQj ایدآل های است. آرتینی سادۀ Qi هر و
می دهند. تشکیل را R در مینیمال اول ایدآل های همۀ این ها و است اول R در pi = R ∩ Pi نتیجه
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تکمیل را (۶.۵ (قضیۀ پیش بخش از قضیه ای که می آید به دست زیر نتیجۀ نیز گلدی اول قضیۀ از
می کند.

معادل اند: زیر حکم های R دامنۀ برای .۶ . ۶ قضیه
.G؛ dim RR = ١ (آ )

.G؛ dim RR <∞ (ب)
می کند. صدق راست اُر شرط در R (پ)

R از توسیعی حلقه های به چپ فرضاً گلدی نیم اول حلقۀ یک ویژگی های انتقال آیا می پرسیم اکنون
کنیم فرض اینکه اول می کنیم. بیان را مثبت نتیجۀ دو نخست پرسش، این به پاسخ در است؟ امکان پذیر
چنین نیز S آن گاه باشد، چپ اُر R اگر .S = R[x;σ] و است σ یک به یک درونریختی دارای R دامنۀ
تابع Rدارای دامنۀ کنیم فرض اینکه دوم است. برقرار نیز مطلب این عکس باشد، یکریختی σ اگر و است
نتیجه در باشد. چنین S اگر تنها و اگر است چپ اُر R صورت این در .S = R[x; d] و است d مشتق
پرسش به منفی پاسخ یک اما است. تقسیم حلقۀ یک F میدان بر وایل جبر nاُمین خارج قسمتی حلقۀ
چندجمله های ها حلقۀ که ساخت راستی اُر دامنۀ نیز بعدها او .[١٨] شد داده کر١ توسط ١٩٨٢ سال در بالا

نمی کرد. صدق راست اُر شرط در آن بر
در است. سودمندی بسیار فرآیند اول، ایدآل های مورد در به ویژه موضعی سازی، تعویض پذیر، جبر در
می دهد، نشان ١٩٨٠ و ١٩٧٠ دهه های در به ویژه شده انجام پژوهش های چنان که تعویض نا پذیر حلقه های
مجموعۀ ،R حلقۀ یک در ایدآل هر برای دارد. وجود زیادی محدودیت های موضعی سازی فرآیند برای

از است عبارت را I پیمانۀ به منظم عضوهای
τ(I) = {x ∈ R | است منظم R/Iحلقۀ در x+ I}.

حلقۀ یک دارای R صورت این در باشد. راست نوتری حلقۀ یک R کنیم فرض .([٢٢]) ٧ . ۶ قضیه
N آن، در که τ(٠) = τ(N) اگر تنها و اگر است راست خارج قسمتی حلقۀ به عنوان راست آرتینی

است. R اول رادیکال
یک برای که دیدیم ۵ بخش در می پردازیم. خارج قسمتی حلقه های مسئلۀ به دیگر دیدگاهی از اینک
است. زیرحلقه Eیک = E(RR) نیم سادۀ حلقۀ Rدر متناهی، G. dim RR راستRبا ناتکین حلقۀ
،R ≤e E زیرا است، مثبت جواب است؟ R راست خارج قسمتی حلقۀ واقع در E که گفت می توان آیا
جانسن٢ به متعلق که داریم زمینه این در را زیر کلی قضیۀ ما و E(RR)است در اساسی زیرمدول R یعنی

است. ١٩۵١ سال در
١Jeanne Wald Kerr ٢R. E. Johnson
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اساسی زیرمدول R Rیعنی ≤e Q که به طوری Qاست از زیرحلقه ای R کنیم فرض .([١٠]) ٨ . ۶ قضیه

معادل اند: زیر حکم های صورت این در است. QR در
است؛ تزریقی راست، Q–مدول یک به عنوان Q و است منظم حلقۀ یک Q (آ )

است؛ تزریقی QQ و است راست ناتکین R (ب)
.Q = E(RR) و است راست ناتکین R (پ)

شرط که می شود معلوم پیشین مطالب تلفیق از
G. dim RR <∞ و است راست ناتکین نیم اول، R

(دو R ⊆ Q توسیع های شناخت کلی مسئلۀ بنابراین است. گلدی دوم قضیۀ در مندرج شرایط با معادل
شرطی که بودن چگال مفهوم با مسئله این در تحقیق گردید. مطرح R ≤e Q که به طوری دلخواه) حلقۀ
زیرمدول هر برای که به طوری باشد زیرمدول BRیک Aدر گیریم شد: میسر است، بودن اساسی از قوی تر
A می گوییم و A ≤r B می نویسیم آن وقت .Hom(M/A,B) = ٠ باشیم داشته A حاوی B از M

همواره البته است. چگال B در
A ≤e B ⇒ A ≤r B

A مدول گویای توسیع یک B کلی حالت در است. برقرار نیز استلزام این عکس باشد، ناتکین B اگر و
وقتی .f(A) ≤r B که به طوری باشد داشته وجود f : A −→ B مدولی تکریختی اگر می شود نامیده
توسیع یک دارای A مدول هر که کرد ثابت می توان گوییم. سره را گویا توسیع است، سره B در f(A) که
نیست. A سره گویای توسیع یک دارای Er(A) که معنی این به [١٠] است Er(A) ماکسیمال گویای

واقع در
Er(A) =

∩
{ker f | f ∈ EndR(E(A)), f(A) = ٠}.

و سازگار آن R–مدولی ساختار با که است یگانه حلقه ایِ ساختار یک دارای Q := Er(A) مدول
راست خارج قسمتی حلقۀ به Qموسوم حلقۀ این است. حلقه ای Rتکریختی −→ Q شمول تابع آن، برای
راست زیرمدول به عنوان Q′ حلقۀ یک در R کنیم فرض است: عام ویژگی یک دارای و R ماکسیمال
Q −→ Q′ حلقه ها تکریختی یک به R −→ Q′ شمول تابع صورت این در .R ≤r Q

′ باشد: چگال
یگانه حلقه ها، یکریختی به تقریبِ Q = Er(A) که می کند مشخص عام ویژگی این می یابد. توسیع
متفاوت کلی حالت در اما می شود ساخته R ماکسیمال چپ خارج قسمتی حلقۀ مشابه، روش به است.
هم بر دو این باشد، راست گلدی نیم اول R وقتی گرچه است؛ R ماکسیمال راست خارج قسمتی حلقۀ از
شده  مطالعه و تعریف R حلقۀ یک برای خارج قسمتی به اصطلاح حلقه های از دیگری انواع منطبق اند.
است. شده مطرح هستند، تخت یا تزریقی R–مدول، به عنوان چه وقت که قبیل این از سؤال هایی و است
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شده انجام آنها دربارۀ دامنه داری پژوهش های و تعریف خارج قسمتی مدول های نیز مدول ها برای همچنین
رسته نظریۀ از آمیخته ای نظریه این در می دهد. تشکیل را تاب١ نظریۀ از بزرگی بخش مباحث این است.
بهترین از یکی نمی گنجد. کوتاه مقالۀ این در آن دربارۀ بحث لذا و می رود به کار مدول نظریۀ در توپولوژی و

است. [٢٨] زمینه این در کتاب ها

موریتا هم ارزیِ و دوگانی .٧
خود مقالۀ اولین گلدی نه تنها می رود. به شمار استثنایی سال یک حلقه ها نظریۀ تاریخ در ١٩۵٨ سال
چاپ به مقاله ای سال همین در نیز موریتا٢ بلکه کرد، منتشر سال این در خارج قسمتی حلقه های مورد در را
از توانست او .[٢٣] آورد به وجود حلقه ها نظریۀ در ماندگار و راهگشا بسیار آثار خود، دنبال به که رساند
به بود، یافته گسترش به تدریج و ابداع مک لین۴ و آیلنبرگ٣ توسط میلادی ١٩۴٠ دهۀ در که رسته نظریۀ
شگفت کاربردهای وسیعی گسترۀ در که آورد به دست قضایایی و کند استفاده مدول ها نظریۀ در وجه بهترین

کرد. مطالعه و تعریف حلقه ها بر مدولی رسته های برای را هم ارزی۶ و دوگانی۵ مفهوم دو موریتا دارد.
را S −Mod و Mod−R رسته های مقاله اش، نخست بخش در موریتا موریتا. دوگانی .٧ . ١
Mod − R از رسته دو A٢ و A١ کنیم فرض کرد. بررسی آنها برای را دوگانی مفهوم و گرفت نظر در
d٢d١ ≡ idA١ چنانچه باشند. پادورد تابعگون دو d٢ : A٢ −→ A١ و d١ : A١ −→ A٢ و باشد
هم  ارزیِ معنی به ≡ نماد است. A٢ و A١ بین دوگانی یک (d١, d٢) زوج گوئیم ،d١d٢ ≡ idA٢ و

است. تابعگون ها

باشد، S ∈ A٢ با S −Mod زیررستۀ A٢ و R ∈ A١ با Mod−R زیررستۀ A١ اگر .٧ . ١ قضیه
هم ارزی های و SUR دومدول یک A٢ و A١ بین (d١, d٢) دوگانی هر برای آن گاه
d١ ≡ HomR(−, U), d٢ ≡ HomS(−, U)

گرفت. d١(R) را U می توان واقع در و دارد وجود

یافت. دیگری معادل گزاره های QF حلقه های مشخصه سازی برای موریتا قضیه، این از استفاده با
راست R–مدول  های از متشکل A١ زیررسته های برای آن گاه بگیریم، R خودِ را U و R = S اگر
یعنی R–دوگان تابعگون های شده، تولید متناهیاً چپ R–مدول های از متشکل A٢ و شده تولید متناهیاً
هر برای واقع در می کنند. ایجاد A٢ و A١ بین دوگانی یک HomR(−,RR) و HomR(−, RR)

١torsion theory ٢Kiiti Morita ٣Samuel Eilenberg ۴Saunders Maclane ۵Morita duality ۶Morita

equivalence



٢٨ آن دستاوردهای و جبرنوین ٢٨پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین ٢٨پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین پیدایش

داریم شده تولید متناهیاً چپ) یا راست از (اعم R–مدول
M ∼=M∗∗ = HomR(HomR(M,R), R).

فهرست به را است» دقیق شده، تولید متناهیاً مدول های بر تابعگون یک «R-دوگان گزارۀ می توان لذا
معادل شرایط کرد. اضافه شد، بیان (٣.۵ (قضیۀ ۵ بخش در که مشخصه سازی قضیۀ معادل شرایط
باشد.» تزریقی اگر تنها و اگر است تصویری R-مدول، «هر اینکه جمله از دارد وجود هم دیگری گوناگون
M (همچون بازتابی راست R–مدول های از متشکل را A١ چنانچه R دلخواه حلقۀ برای می دانیم
زوج دیگر بار بگیریم، بازتابی چپ R-مدول های از متشکل را A٢ و (M ∼= M∗∗ که به طوری
U دومدول نقش یعنی است؛ A٢ و A١ بین دوگانی یک HomR(−, RR) و HomR(−,RR)
زیررسته هایی چه برای می پرسیم باشیم. داشته را SUR دومدول کنیم فرض اینک می کند. Rبازی خودِ را
HomR(M,U) مدول ،MR مدول برای دارد؟ وجود دوگانی یک S − Mod و Mod − R از
هر برای طور همین است. چپ S-مدول یک که می دهیم نشان M∗ با و می نامیم M U-دوگان را
واقع در که می دهیم نشان N∗ با هم باز و می نامیم N U-دوگان را HomR(N,U) مدول ،SNمدول
-S و θM : M −→ M∗∗ کانونی R-همریختی نیز حالت ها این در است. راست R-مدول یک
باشد، یک به یک) (به ترتیب یکریختی θM اگر هستند. مطرح θN : N −→ N∗∗ کانونی همریختی

.θN برای همین طور و نامند U-بی تاب) (به ترتیب U-بازتابی را M
گوییم هم مولد را MR مدول می شویم. یادآور را تعریف چند موریتا از دیگری قضیۀ بیان از پیش
نگاشت های اگر نامیم متوازن وفادارانه را SUR دومدول باشد. ساده مدول هر از نسخه یک حاوی اگر

باشند: حلقه ای یکریختی زیر طبیعی
R −→ End(SU), S −→ End(UR).

که صورتی در است Mod−R از سر-زیررسته یک A گوئیم سر، ژان-پی یر نام از استفاده با
٠ −→ A −→ B −→ C −→ ٠

.A,C ∈ A اگر وتنها اگر B ∈ A آن وقت باشد. Mod−R در دقیق دنباله ای

-R از است متشکل A١ کنیم فرض شده اند. داده SUR دومدول و S و R حلقه های .٧ . ٢ قضیه
صورت این در است. U-بازتابی چپ S-مدول های از متشکل A٢ و U-بازتابی راست مدول های

معادل اند: زیر حکم های
S؛ ∈ A٢ Rو ∈ A١ که به طوری هستند S−Mod و Mod−R سر-زیررسته های A٢ و A١ (آ )
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است؛ U-بازتابی مدولی SU و UR ،SS ،RR از عاملی هر (ب)
است. متوازن وفادارانه SUR و هستند تزریقی هم مولد SU و UR (پ)

تعریف S Rبه از موریتا دوگانی یک U گوییم کند، صدق بالا قضیۀ حکم های از یک هر در U هرگاه
است، نیم کامل حلقۀ یک لزوماً R وضعیتی، چنین در (١٩۶۶) اُسوفسکی١ از قضیه ای بنابر اما می  کند.
بودن نیم کامل ویژگی همین برد. Rبالا به می توان را آن خودتوان های و است R/Jac(R)نیم ساده یعنی
SM ذیلا) می گردد آشکار زیر شرح به موریتا دوگانی ویژگی های فوق قضیۀ از دارد. وجود هم S مورد در
پوچساز معنای به rY و X در چپ پوچساز lX نماد از منظور و می کنیم فرض U-بازتابی را NR و

است): Y در راست
آن گاه باشد، M∗ از زیرمدولی L و M از زیرمدولی K اگر (١)

lMrM∗(K) = K, rM∗ lM (L) = L;

آن گاه باشد، N∗ از زیرمدولی K و N از زیرمدولی L اگر (٢)
lN∗rN (K) = K, rN lN∗(L) = L;

K −→ نگاشت تحت M∗ زیرمدول های شبکۀ با متقابل یکریخت M زیرمدول های شبکۀ (٣)
است؛ rM∗(K)

L −→ lN∗(L)نگاشت ∗Nتحت زیرمدول های شبکۀ با متقابل Nیکریخت زیرمدول های شبکۀ (۴)
است.

است. آمده زیر قضیۀ در موریتا دوگانی دیگر ویژگی های
صورت این در کند. تعریف S به R از موریتا دوگانی یک SUR کنیم فرض .([٢٠ ،۴]) ٧ . ٣ قضیه

زیردومدول های شبکۀ با آنها از یک هر و هستند یکریخت S Rو حلقه های دوطرفۀ ایدآل های شبکۀ (١)
است؛ متقابل یکریخت U

R̄ = R/I برای آن گاه باشند، متناظر U در زیردومدول V و S در ایدآلی J ،R در ایدآلی I اگر (٢)
می کند؛ تعریف S̄ به R̄ از موریتا دوگانی یک SMR دومدول S̄ = S/J و

هستند. یکریخت S و R حلقه های مرکزهای (٣)
باشد داشته وجود SUR دومدول یک و S حلقۀ یک اگر می پذیرد موریتا دوگانی یک R حلقۀ گوئیم
می پذیرد، موریتا دوگانی یک حلقه ای چه که پرسش این باشد. S Rبه از موریتا دوگانی Uیک که به طوری
١Barbara L. Osofsky
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میان دوطرفه ارتباط مولر٢ ١٩٧٠ سال در شد. بررسی آرتینی حلقه های برای ابتدا آزومایا١ و موریتا توسط
آورد. به دست عام حلقه های برای را خطی-فشرده٣ مدول های مفهوم و موریتا دوگانی پذیرفتن

هم ارزی مورد در که می پردازیم موریتا ١٩۵٨ مقالۀ دوم بخش به اینک موریتا. هم ارزیِ .٧ . ٢
حالی در زیرا دارد، کاربرد و اهمیت دوگانی از بیشتر هم ارزی که دید خواهیم است. مدولی رسته های
یک حلقه هر برای موریتا هم ارزیِ می دهد، قرار زمینه حلقه های بر جدی محدودیت های موریتا دوگانی که
کل شناختن موریتا، هم ارزیِ از هدف می  کند. درگیر Matn(R) نظیر را دیگر حلقه های از بی پایان ردۀ
همورد تابعگون های از اینجا در و معادل اند آن با که است S−Mod دیگر رسته های R−Modو رسته
اگر گوییم رسته هم ارزی را α : C −→ D (همورد) تابعگون که می شویم یادآور لذا می شود. استفاده
در که باشند داشته وجود αβ ≡ idD و βα ≡ idC طبیعی یکریختی های و β : D −→ C تابعگون
اگر حال می دهیم. نشان C ≈ D با و گوییم هم ارز را رسته دو و می نامیم α وارون هم ارز را β صورت این
موریتا هم ارز را حلقه ها این و R ≈ S می نویسیم S −Mod ≈ R−Mod و باشند حلقه دو S و R
هستند. موسوم موریتا پایاهای به می شوند، حفظ رسته هم ارزی تحت که مدول یک ویژگی های می  نامیم.
پایاهای از برخی زیر گزاره های است. رسته هم ارزی یک α : R−Mod −→ S −Mod کنیم فرض

می کنند. بیان را موریتا مدولی
دنبالۀ (١)

٠ −→ A
f−→ B

g−→ C −→ ٠
دنبالۀ اگر تنها و اگر است دقیق کوتاه  R−Mod در

٠ −→ α(A)
α(f)−→ α(B)

α(g)−→ α(C) −→ ٠

باشد. دقیق کوتاه  S −Mod در
.i. dim α(M) = i. dim M و p. dim α(M) = p.dim M (٢)

باشد. α(M) اگر تنها و اگر است ساده M (٣)
باشد. شده تولید متناهیاً α(M) اگر تنها و اگر است شده تولید متناهیاً M (۴)

باشد. چنین α(M) اگر تنها و اگر است ( (آرتینی نوتری M (۵)
.K. dim M = K. dim α(M) (۶)

باشد. مولد α(M) اگر تنها و اگر است مولد M (٧)
١Goro Azumaya ٢B. J. Müller ٣linearly compact
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.G. dim M = G. dim α(M) نتیجه در و α(N) ≤e α(M) اگر وتنها اگر N ≤e M (٨...
)

تعدادی می خوانیم. موریتا پایای می شوند، حفظ موریتا هم ارزیِ تحت که را حلقه یک از ویژگی هایی آن
داشتن بودن، گلدی نیم اول بودن، اول بودن، نوتری بودن، آرتینی از: عبارت اند حلقه برای موریتا پایاهای از
بعد داشتن بودن، منظم صفر، جیکوبسن رادیکال داشتن بودن، ابتدایی بودن، ساده تصویری، فراگیر بعد

.[٢٢] ... کرول،
ایدآل هر برای اگر باشد. رسته هم ارزی یک α : R−Mod −→ S −Mod کنیم فرض مجدداً
شبکۀ بین یکریختی یک I −→ Ī نگاشت آن گاه ،Ī = lS(α(R/I)) دهیم Rقرار  از I مانند دوطرفه
هستند. موریتا هم ارز دوحلقه این یعنی ، R/I ≈ S/Īنیز و می دهد به دست S و R دوطرفۀ ایدآل های

داریم جیکوبسن رادیکال برای خاص حالت در

Jac(S) = lS(α(R/Jac(R)), R/Jac(R) ≈ S/Jac(S).

تولید متناهیاً هرگاه نامیم، مولد تصویری را PR مدول که می کنیم یادآوری زیر، قضیۀ در استفاده جهت
باشد. مولد و تصویری شده،

وارون هم ارزی های توسط موریتا هم ارز S و R حلقه های کنیم فرض .۴ . ٧ قضیه

α : R−Mod −→ S −Mod, β : S −Mod −→ R−Mod

دومدولی ساختارهای دارای Q و P صورت این در .Q = β(S) و P = α(R) می دهیم قرار باشند.
است. برقرار زیر ویژگی های برایشان و RQS و SPR هستند: طبیعی

هستند؛ متوازن وفادارانه دو هر Q و P (١)
است؛ مولد تصویری هرکدام SQ و QR ،SP ،PR (٢)
و SPR

∼= HomR(Q,R) ∼= Homs(Q,S) (٣)

RQS
∼= HomR(P,R) ∼= HomS(P, S);

β؛ ≡ HomS(P,−) و α ≡ HomR(Q,−) (۴)
.β ≡ Q⊗S − و α ≡ P ⊗R − (۵)

باشند. موریتا هم ارزیِ می توانند تابعگون هایی چه می کند روشن زیر قضیۀ در موریتا



٣٢ آن دستاوردهای و جبرنوین ٣٢پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین ٣٢پیدایش آن دستاوردهای و جبرنوین پیدایش
و حلقه دو S و R کنیم فرض .([٢٧ ،٢٠ ،٨ ،۴]) ۵ . ٧ قضیه

α : R−Mod −→ S −Mod, β : S −Mod −→ R−Mod

با SPR دومدول یک اگر تنها و اگر هستند وارون هم ارزی های β و αآن وقت باشند. جمعی تابعگون دو
باشد. داشته وجود زیر شرایط

هستند؛ مولد تصویری PR و SP (١)
است؛ متوازن SPR (٢)

.β ≡ HomS(Q,−) و α ≡ P ⊗R − (٣)
RQ داشت خواهیم Q ∼= HomR(P,R) برای آن گاه باشد، داشته وجود بالا شرایط با P اگر به علاوه

.β ≡ Q⊗S − و α ≡ HomS(Q,−) مولدند، تصویری QS و
هستند. زیر موارد فوق قضیۀ از جالب نتیجۀ سه

.Mod−R ≈ Mod− S اگر تنها و اگر R−Mod ≈ S −Mod (١)
و اگر S؛ ∼= End(P ) که به طوری باشد موجود PR مولد تصویری یک اگر تنها و اگر R ≈ S (٢)

.S ∼= End(Q) که به طوری باشد موجود RQ مولد تصویری یک اگر تنها
.R ≈ Matn(R) داشت: خواهیم بالا (٢) بند از است مولد تصویری همواره Rn که آنجا از (٣)

پوچ توان ایدآل آیا که پرسش این به می شود مربوط (٢.۴ مسئلۀ و ١.۴ مسئلۀ ) کوته حدس فوق، نتایج بنابر
است؟ موریتا پایای یک بودن،

به نظر و است آمده به دست موریتا هم ارزیِ بر مبتنی مدول ها و حلقه ها نظریۀ در نتایج از انبوهی
قضایای مهم ترین از برخی اما یابد. ادامه همچنان نوین پژوهش های در موریتا قضایای کاربرد می رسد
استفاده با گلدی، نیم اول حلقۀ ساختار مورد در گلدی قضیۀ و ودربورن-آرتین ساختاری قضیۀ به ویژه پیشین،
پایان در در .[٣] شد انجام آمیتسور توسط اخیر مورد یافته اند. ساده و تازه اثبات های موریتا هم ارزیِ از
می نویسیم زیر به صورت را R نیم سادۀ حلقۀ می کنیم. بیان را ودربورن-آرتین قضیۀ  مورد فقط بخش، این

R = I١ ⊕ · · · ⊕ It ⊕ It+١ ⊕ · · · ⊕ Is

و است مینیمال راست ایدآل یک Ii هر آن، در که
Ii ̸∼= Ij , i ̸= j (i, j = ١, . . . , t)

می دهیم قرار .١ ≤ j ≤ t که Ij یک با است یکریخت (k ≥ t+ ١) Ik هر و
P = I١ ⊕ · · · ⊕ It.
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لذا و است تقسیم حلقۀ یک Di هر آن، در که S := End(PR) ∼= D١ × · · · ×Dt آن گاه

R ∼= End(SP ) ∼= Matn١(D١)× · · · ×Matnt(Dt).
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