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مجموعه ها بزرگی سنجش و ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های
مقصودی سعید

ایشان علمی محضر از خوشه چینی سال ها به پاس زعفرانی جعفر دکتر به تقدیم

چکیده
مجموعه ها کوچکی یا بزرگی سنجش برای که می پردازیم مفاهیمی برخی شرح به مقاله، این در
رستۀ مجموعه های توپولوژیکی مفهوم از استفاده با به ویژه است. رفته به کار ریاضی آنالیز در
که تابعی فضاهای برخی در توابع غیرمتعارف رفتار های از بسیاری که می دهیم نشان اول،

هستند. «عام» به اصطلاح رفتارهای می رسند، نظر به سلیم عقل خلافِ گاهی

سرآغاز .١
حتی می تواند نتایجی چنین است. آن در شهود خلاف نتایج پیدایش ریاضیات، جذابیت های از یکی
مجموعۀ روی تابعی که باشید شنیده شاید سازد. متعجب نیز را ریاضیات مدرس و دانشجو بی ذوق ترین
را تابعی چنین از مثال اولین است. مشتق پذیر هیچ جا ولی پیوسته همه جا که می شود تعریف حقیقی اعداد
که ١٩٢١ سال تا اما کرد عرضه ١٨٣۴ سال در چِک، کشور اهل فیلسوف و ریاضیدان بولتسانو، برنهارت
اما نبود. مطلع آن از کسی کرد، منتشر و کشف یاشک١ ام. او هم وطن ریاضیدان آن را دست نویس نسخۀ
سخنرانی یک طی تابع ها نوع این از ١٨٧٢ سال ژوئن ١٨ در وایرشتراس که است مثالی است معروف آنچه
b ،٠ < a < ١ آن، در که W (x) =

∑∞
k=١ ak cos(bkπx) کرد: عرضه برلین علوم فرهنگستان در

مزبور تابعی سری که می کند تضمین ٠ < a < ١ شرط .ab > ٣+١π/٢ و است فرد مثبت صحیح عدد
تا می کند استفاده b روی شرط های از وایرشتراس است. پیوسته W تابع لذا و است یکنواخت همگرای

حقیقی. توابع فضای یکنواخت؛ کرانداری قضیۀ توپولوژیکی؛ بودنِ عام بِر؛ رستۀ مجموعه ها؛ بزرگی کلیدی. کلمات و عبارات
١M. Jašek

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۶ ©
٣۵



٣۶ ریاضی آنالیز در حیرت آور ٣۶پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ٣۶پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های
زیرا می رسد، نظر به غیرطبیعی اندکی b مقدار روی محدودیت این اما کند. ثابت را W مشتق ناپذیریِ
این با چون نباشد مشتق پذیر W تابع ،ab > ١ که b حقیقی عدد هر به ازای داریم انتظار شهودی به طور
در وایرشتراس، از پس دهه چهار شود. واگرا x هر در W ′ به وابسته صوریِ سری می آید نظر به شرط
نقطه ای هیچ در W تابع ab > ١ هرگاه کرد ثابت انگلیسی، مشهور ریاضیدانان هاردی، ١٩١۶ سال
که می کند اشاره وایرشتراس کرد. منتشر ١٨٧۵ سال در دوبوا-ریمون١ را وایرشتراس مثال ندارد. مشتق
وایرشتراس» «هیولای به اصطلاح تابع نمودار است. برده به کار نیز ١٨۶١ سال در ریمان را ساختاری چنین
نیم از بیش با پرسشی به منفی پاسخ وایرشتراس تابع معرفی .[٨] است بوده پژوهش ها برخی موضوع
سال در لاگرانژ که مسئله ای تنها؛ نقاط بجز نقاط همۀ در پیوسته توابع مشتق وجود مسئلۀ بود: قدمت قرن

بخوانید. را [٢٩] و [٢٣] زمینه، این در کامل اطلاعات کسب برای کرد. مطرح ١٧٨۴
در که آموخت ریاضیدانان به داد، تکان را نوزدهم قرن ریاضی دنیای هرچند تابعی چنین وجودِ اثبات
دانشجوی هر موضوع این البته کرد. اعتماد شهود به اندازه از بیش نباید ریاضی آنالیز ساختمان کردن بنا
دارای پیوسته توابع «بیشترِ» دریابیم که باشد این عجیب تر مطلب شاید اما می دارد. وا فکر به را هوشیاری
عرفی اند، عقل خلاف که نامتعارف٢ به اصطلاح پدیده های چنین هستند. عجیب و حیرت آور خاصیت این

نیستند! کم آنالیز در
رایج بسیار یا نادر بسیار خاص، پدیده ای آیا بدانیم علاقه مندیم اغلب ریاضی مختلف شاخه های در
برای معیارهایی داشتن این رو از می دهد. رخ احتمال نظریۀ و ریاضی آنالیز در به ویژه وضعیتی چنین است.
اندازه-صفر مجموعۀ اصلی، عدد مفهوم سه زمینه این در است. سودمند بسیار مجموعه ها بزرگی سنجش
در کانتور مثلا داریم. را شبه حتمی٣) (ویژگی های اول رسته از مجموعۀ و همه جایی) تقریباً (ویژگی های
مجموعۀ که داد نشان او کرد. ثابت را متعالی اعداد وجود اصلی، عدد مفهوم از استفاده با ١٨٧۴ سال
فضای یک در بدانیم چنانچه نحو همین به است. کوچک مجموعه ای عضوها، تعداد به لحاظ جبری اعداد
می توانیم آن وقت می دهند، تشکیل اندازه-صفر مجموعه ای هستند، معینی ویژگی فاقد که نقاطی اندازه
دکتری اش رسالۀ در بِر۴ رنه-لوئی دیگر، سوی از دارند. را ویژگی آن فضا نقاط همۀ تقریباً که بگیریم نتیجه
١٩١٧ سال در لبگ است. کرده استفاده اول ردۀ از توابع بررسی در آن از و تعریف را اول رستۀ از مجموعه
وجودی برهان های برای ابزارهایی به عنوان را بودن اندازه-صفر و بودن اول رستۀ از بودن، شمارا روش سه
استفاده با ١٩٣١ سال در مازورکیه ویچ۵ او، از مستقل و باناخ است. به کاربرده بارها و کرده مقایسه هم با
بسیار عمق باره این در را ما شناخت و کردند ثابت را مشتق پذیر هیچ جا پیوستۀ تابع وجود بِر، قضیۀ از
روی پیش بررسی مورد رفتار از کیفی برآوردی هستند، غیر سازنده  گرچه وجودی، برهان های این بخشیدند.

می گذارند. ما
١P. du Bois-Reymond ٢pathological ٣quasi sure ۴René-Louis Baire ۵ S. Mazurkiewicz
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مفهوم این چگونه می دهیم نشان و می دهیم شرح را اول رسته از مجموعه مفهوم نخست مقاله، این در
که دیگری مفاهیم با مفهوم این رابطۀ به همچنین است. شده گرفته به کار مجموعه ها کوچکی سنجش برای
در را تابع ها برخی غیرمتعارف و عجیب رفتارهای سپس می کنیم. اشاره شده اند، استفاده منظور این برای
بروز خود از را عجیب رفتارهای این که آنهایی می دهیم نشان و می دهیم قرار بررسی مورد ریاضی آنالیز

نیستند! «کم» هم چندان توپولوژیکی تعبیر به می دهند،
است. نا شدنی کاری ما، بحث به مربوط منابع تمامی ذکر که کنیم اشاره باید مقدمه این پایان در
شدن روشن تر و موضوع از کلی تصویر دادنِ به دست در که آورده ایم مقاله پایان در را مراجعی فقط لذا
اصلی مراجع یافتن آورده ایم، متن در که اشاره هایی با می رسد نظر به می رسانند. یاری خواننده به بحث
بلکه نیستیم نتایج تمامی بیان دنبال به نوشته این در همچنین نباشد. دشواری کار مشتاق خوانندۀ برای
پژوهش به میل امیدواریم و کنیم ارائه بحث مورد موضوع جنبه های برخی از به سامان گزارشی می خواهیم

برانگیزد. علاقه مندان در را زمینه این در

توپولوژیکی-عام خواص و لاغر مجموعه های .٢
دلالت مجموعه آن بودنِ» «کوچک بر به نوعی دو هر مجموعه یک بودنِ اندازه-صفر و بودن شمارا
به که شویم وسوسه شاید اندازه. نظریۀ چارچوب در دومی و مجموعه ها نظریۀ چارچوب در اولی می کنند؛
مجموعه آن باشد، چگال مجموعه، یک متمم اگر مثلا بیفزاییم. هم دیگری نوع کوچک بودن، مفهوم این
و بود خواهند کوچک R \ Q هم و Q هم آن وقت زیرا نیست، مناسبی مفهوم این اما بنامیم. کوچک را
نیست. طبیعی R دربارۀ نتیجه ای چنین که باشد کوچک مجموعۀ یک نیز R یعنی آنها اجتماع داریم انتظار
کوچک یا اول رستۀ از (یا لاغر١ را A ⊆ R است: قرار این از بِر یا توپولوژیک مفهوم به بودن کوچک
R تعریف، این با گیرد. قرار تهی درون با بسته مجموعه های از شمارایی اجتماع در اگر گوییم بِر) به تعبیر
مبتنی رسته و اندازه مفاهیم است. R برای بِر رستۀ معروف قضیۀ مضمون همان این و نیست کوچک دیگر
عجیبی اشتباهات باعث نوزدهم، قرن در کوچک بودن مفهوم سه این خلط هستند. شمارش پذیری مفهوم بر
رجوع [۵] به موضوع این از شرحی مطالعۀ برای بود. اندازه نظریۀ آمدن به وجود عامل های از یکی و شد

کنید.
نوع دو توابع، ریمان-انتگرال پذیری برای معیاری صورت بندی راستای در هانکل٢ ،١٨٧٠ سال در
بازه ای که مجموعه ای یعنی امروزی) معنای به (چگال می کند پر را بازه که مجموعه ای کرد: تعریف مجموعه
پر را بازه که مجموعه ای و باشد؛ نداشته بر در را مجموعه از نقطه ای که باشد نداشته وجود دور دست هرچند
دو هر بین که مجموعه ای یعنی است) چگال هیچ جا امروزی، اصطلاح (به است پراکنده٣ آن در اما نمی کند
١meager ٢H. Hankel ٣scattered



٣٨ ریاضی آنالیز در حیرت آور ٣٨پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ٣٨پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های
در را مجموعه از نقطه ای هیچ که باشد موجود بازه ای باشند، یکدیگر نزدیکِ هم قدر هر حقیقی خط از نقطه
یا نیست چگال بازه ای هیچ در که مجموعه ای یعنی چگال هیچ جا مجموعۀ بهتر، بیان به باشد. نداشته بر
دو هر بین مجموعه ای چنین ندارد. بر در را مجموعه آن از نقطه ای هیچ که دارد زیربازه یک بازه هر معادلا
روشن است. سوراخ از پر مجموعه ای چنین لذا می گیرد. جا مجموعه آن نقاط از خالی بازۀ یک نقطه اش
البته باشد. چگال باز مجموعۀ یک شامل آن متمم اگر تنها و اگر است چگال هیچ جا مجموعه یک که است
بود. کرده معرفی انتگرال پذیر تابع های رفتار بررسی به منظور ١٨٢٩ سال در دیریکله را مجموعه هایی چنین
نقاط بر حسب را اول نوع از مجموعه مفهوم فوریه، سری های دربارۀ قضیه ای در ١٨٧٢ سال در نیز کانتور
مشخص تری به طور ١٨٨٢ سال در دوبوا-ریمون را چگال هیچ جا مجموعۀ مفهوم بود. کرده تعریف حدی
بیرونی محتوای مفهوم ١٨٨۴ سال در اشتولتس١ او از مستقل و کانتور است. گرفته به کار و کرده معرفی

کرده اند. بررسی را صفر محتوای و چگال هیچ جا مفهوم دو ارتباط و تعریف را مجموعه
هیأتی حضور در که حقیقی» متغیر با توابع «دربارۀ عنوان با ١٨٩٩ سال در دکتری اش رسالۀ در بِر
دوم رستۀ از مجموعه ای «پیوستار می نویسد: کرد، دفاع آن از پیکار و آپل، داربو، از متشکل داوران از
دکتری رسالۀ موضوع است. داشته پی در را بِر شهرت که است حکم هایی از یکی این، می دهد.» تشکیل
نقطه ای هیچ در ولی پیوسته اند جداگانه متغیر هر به نسبت که بود متغیره ای دو توابع مشخص سازی بِر،
این بعدها است. پیوسته توابع از همگرا دنباله ای حد تابعی چنین که داد نشان او نیستند. پیوسته توأماً
توابع دنباله های حد بررسی و تابع ها پیوستگی اساساً او رسالۀ موضوع نامیدند. بِر ١ ردۀ را توابع از رده

کرد. تعریف را دوم و اول رستۀ مفاهیم کار، این ضمن در و بود پیوسته
مجموعه مفاهیم چگال، هیچ جا و چگال مجموعه های از استفاده با رساله اش ٢ی فصل پایان در بِر
اجتماع به صورت را آن بتوان اگر است اول رستۀ از مجموعه یک می کند: تعریف را دوم و اول رسته از
رسته، مفهوم تعریف از پس بِر است. دوم رستۀ از واگرنه نوشت چگال هیچ جا مجموعه های از شمارایی
در اول رستۀ مجموعه های که می کند اشاره و نیست اول رستۀ از حقیقی) (خط پیوستار که می دهد نشان
از ،١ ردۀ از تابع های ناپیوستگی نقاط مجموعۀ که می دهد نشان سپس هستند. کوچک مجموعه هایی R
تغییرات با نیم پیوسته توابع خانوادۀ که می کند ثابت و می دهد گسترش را نتیجه این وی است. اول رستۀ
بِر دکتری رسالۀ از بزرگی بخش رسته مفهوم البته هستند. اول رستۀ از مشتق پذیر توابع خانوادۀ و کراندار

بیابید. [١٩] در می توانید را بیشتر جزئیات نمی کند. اشغال را
١٨٩٧ سال به آمریکایی، ریاضیدان آزگود٢، به منسوب بِر رستۀ قضیۀ در اصلی ایدۀ که کرد توجه باید
در که می کند ثابت مهمی قضیۀ ١٨٩٩ سال در سماوی مکانیک دربارۀ تحقیقاتش در هم پوانکاره است.
دربارۀ بود، گرفته را خود دکتریِ درجۀ آلمان در که آزگود است. رفته به کار اندازه و رسته مفهوم به نوعی آن
١O. Stolz ٢W. F. Osgood
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جابه جایی برای کافی و لازم شرایط آوردنِ به  دست برای او می کرد. تحقیق انتگرال و حد جابجایی امکان
باره این در و کرد جدا نقاط دیگر از است یکنواخت آنها در توابع دنبالۀ همگرایی که را نقاطی انتگرال، و حد
است، نقطه ای-کراندار که باشد R روی پیوسته توابع از مجموعه ای B اگر کرد: ثابت را زیر کمکی قضیۀ
آن گاه ،|f(t)| ≤Mt ،f ∈ B هر برای که به طوری است موجود Mt > ٠ عدد t ∈ R هر برای یعنی
دارند وجود M > ٠ و b و a عددهای دیگر، عبارت به است. کراندار یکنواخت به طور بازه ای روی B
بازه های از دنباله ای قضیه این اثبات برای او .|f(t)| ≤ M ،t ∈ [a, b] هر و f ∈ B هر به ازای که
نقض را نقطه ای کرانداریِ شرط و است همگرا نقطه ای به می یابد که بازه ها این در نقاط از دنباله ای و تودرتو
اجتماعی به صورت نمی توان را بازی بازۀ هیچ کرد ثابت و استفاده ایده این از ١٨٩٩ سال در بِر می کند.
کرده ثابت R برای را قضیه این از دیگری صورت آزگود البته نوشت. چگال هیچ جا مجموعه های از شمارا
فضای به را آزگود قضیۀ بِر است. چگال چگال، باز مجموعه های از شمارا اشتراک که مضمون این به بود
معروف بِر رستۀ قضیۀ به که است قضیه ای همان کامل متری فضاهای به قضیه این تعمیم داد. تعمیم Rn

است. کانتور اشتراک قضیۀ پایه بر اساساً آن اثبات و است شده
مجموعه نامیدن برای را دسته) معنای (به «gerbé» واژۀ ١٩١۵ سال به مقاله ای در بِر، شاگرد دانژوا١،
است. برده به کار اول رستۀ مجموعه های متمم برای را باقی مانده) معنای (به «résiduel» و اول رستۀ از
مجموعه های و لاغر را اول رستۀ مجموعه های ١٩۵۵ سال به عمومی، توپولوژی مشهورش، کتاب در هم کلی٢

است. نامیده متمم-لاغر٣ را نالاغر
از مجموعه هر زیرمجموعۀ می کنیم. بیان را اول رستۀ مجموعه های سادۀ ویژگی های از برخی اکنون
هیچ جا مجموعه آن اگر تنها و اگر است اول رستۀ از مجموعه، یک بستار است. اول رستۀ از اول، رستۀ
درون است. لاغر Ū \ U آن گاه باشد، توپولوژیک فضای یک از باز زیر مجموعه ای U اگر باشد. چگال
لاغر Fσ مجموعۀ هر این، وجود با نیست. صادق مطلب این عکس اما است تهی لاغر، مجموعۀ یک
هر که را مجموعه ای معادلا یا تهی درون با مجموعه که آورید به یاد باشد. تهی درونش اگر تنها و اگر است
تنها و اگر است لاغر ،Fσ مجموعۀ یک این رو از می نامند. مرزی مجموعۀ باشد، مرزی اش نقطۀ نقطه اش

آورد. خواهیم توپولوژیک فضای در اول رستۀ از مجموعه های دربارۀ کلی نتایج بعداً باشد. مرزی اگر
باشد بسته شمارا اجتماع به نسبت که صورتی در گوییم σ-ایدال را R زیرمجموعه های از A خانوادۀ
مجموعه های و اول رستۀ مجموعه های شمارا، مجموعه های .B ∈ A آن گاه ،B ⊆ A و A ∈ A اگر و
شمارا مجموعه های خانوادۀ شامل اول رستۀ و پوچ مجموعه  های خانوادۀ هستند. σ-ایدال اندازه-صفر
شهودی، دیدگاه از می دهند. نشان را کوچک بودن از نوعی رده، دو این که است این بر دال امر این است.
رستۀ مجموعه های است. شده سوراخ سوراخ زیرا است، کوچک هندسی به لحاظ چگال هیچ جا مجموعۀ
١A. Denjoy ٢J. L. Kelly ٣co-meager



۴٠ ریاضی آنالیز در حیرت آور ۴٠پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ۴٠پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های
دارای است ممکن اول رستۀ از مجموعه زد. تقریب چگال هیچ جا مجموعه های با می توان نیز را اول
به نیز پوچ مجموعه های دارد. دربر را شکاف ها از چگال مجموعه ای همواره اما نباشد یا باشد سوراخ
دو این آیا اما می شوند. پوشیده کوچک به  قدر کافی طول با بازه هایی توسط زیرا کوچک اند، متری، مفهوم

دارند؟ ارتباطی یکدیگر با کوچک بودن مفهوم
اندازه- مجموعه های ساختار کشف برای تلاش بود، شده ابداع لبگ اندازۀ نظریۀ که اوایلی همان در
به تنها بودن، اندازه-صفر گرفت. قرار لبگ و ویتالی بِر، جمله از ریاضیدانان برخی توجه مورد صفر
این نقاط است. اندازه-صفر ولی است ناشمارا کانتور مجموعۀ زیرا نمی شود، مربوط مجموعه اصلی عدد
ارتباطی نقاط، چگالی بودنِ کم این آیا است. تهی آن درون لذا و شده اند توزیع تُنُک بسیار به گونه ای مجموعه
خط اینکه یکی می دهند: پاسخ پرسش این به حدی تا که دارد وجود نتیجه دو دارد؟ بودن اندازه-صفر با
باشد Bاندازه-صفر و اول رستۀ Aاز که طوری کرد Bتجزیه Aو مانند مجموعه دو به می توان را حقیقی
رستۀ از مجموعه یک و پوچ مجموعۀ یک اجتماع به صورت می توان را R زیرمجموعۀ هر اینکه دیگری و

است. R در پوچ مجموعه های خانوادۀ با همعدد اول رستۀ مجموعه های خانوادۀ همچنین نوشت. اول
نمونه، برای هستند. متفاوت مفهوم دو بودن، اول رستۀ از و لبگ به تعبیر بودن پوچ گفتیم، چنان که
اول رستۀ از نتیجه در و چگال هیچ جا مجموعۀ این ولی است مثبت تعمیم یافته کانتور مجموعۀ لبگ اندازۀ

می دهیم قرار و باشد گویا اعداد از شمارشی (ri) کنیم فرض است: این سرراست تر مثال .[۵] است

Un =

∞∪
i=١

(ri − ٢−ni, ri + ٢−ni).

ثابت به راحتی همچنین است. مثبت لبگ اندازۀ دارای و بسته چگال، هیچ جا R \ U١ این صورت در
از U است، اول رستۀ از R \ U چون اما است اندازه-صفر U =

∩∞
n=١ Un مجموعۀ که می شود

مثال این از است. چگال هیچ جا آن گاه باشد، پوچ و بسته مجموعه ای اگر حال این با نیست. اول رستۀ
پوچ مجموعۀ یک با اول رستۀ از مجموعه یک اجتماع به صورت می توان را R که گرفت نتیجه می توان
ندارند، ارتباطی هم با توپولوژیکی کوچک بودنِ و اندازه برحسب کوچک بودن که دریافتیم گرچه نوشت.
مانند دوسویی تابعی که دادند نشان دیگر، اثباتی با ١٩۴٣ سال در اردوش٢ و ١٩٣۴ سال در شرپینسکی١
اول رستۀ از f(E) اگر تنها و اگر است اول) رستۀ (از پوچ E که به طوری است موجود f : R → R

باشد. (پوچ)
رفتارهای از برخی که کنیم بیان را احکامی می توانیم رسته، همچون مفهوم هایی داشتن دست در با
از حداکثر مجموعه ای تابع، یک مشتق ناپیوستگی نقاط مجموعۀ مثلا می کنند. توصیف را توابع کیفی
اگر تنها و اگر است اول رستۀ از بازه، یک روی f تابع ناپیوستگی نقاط مجموعۀ یا است. اول رستۀ
١W. Sierpiński ٢P. Erdős



مقصودی سعید مقصودی۴١ سعید مقصودی۴١ سعید ۴١

است Fσ مجموعه ای تابع، یک ناپیوستگی نقاط که می دانیم زیرا باشد، چگال پیوستگی اش نقاط مجموعۀ
باشد. چگال آن متمم اگر تنها و اگر است اول رستۀ از Fσ مجموعۀ هر همچنین و

چگونه تعمیم این ببینیم کشید. درازا به سال بیست کامل متری فضای به بِر رستۀ قضیۀ تعمیم فرآیند
توپولوژیک فضای در را A مجموعۀ می شود: تعریف طبیعی طریق به چگال هیچ جا مجموعۀ مفهوم بود.
مجموعۀ مناسب ترِ اصطلاح بورباکی مکتب در باشد. تهی A بستار درون اگر گوییم چگال هیچ جا X
اگر تنها و اگر است چگال هیچ جا A که داد نشان می توان حقیقی خط حالت همانند می رود. به کار نادر١
A که باشد باز مجموعه ای شامل باز مجموعۀ هر که است این با معادل این و باشد چگال A بستار متمم

است. چگال هیچ جا باز، مجموعۀ و بسته مجموعۀ مرز نکند. قطع را

باشد، اول رستۀ از X در A و کامل متری فضای یک X اگر متری). فضای برای بِر (قضیۀ ٢ . ١ قضیه
است. چگال X \A آن گاه

معادل اند: زیر حکم های توپولوژیک فضای هر در کلی به طور
است؛ تهی درون دارای چگال، هیچ جا و بسته مجموعه های از شمارا اجتماع الف)

است؛ چگال چگال، باز مجموعه های از شمارا اشتراک ب)
نیست؛ لاغر غیرتهی، باز مجموعۀ ج)

است. چگال لاغر، مجموعۀ هر متمم د)
کند. صدق بالا) شرط چهار هر در نتیجه در (و یکی در اگر گوییم بِر فضای را X توپولوژیک فضای

است. مفید بِر به تعبیر مجموعه یک بزرگ بودنِ اثبات در زیر قضیۀ اغلب

داشته چگال Gδو زیرمجموعه ای اگر تنها و اگر است مانده ای٢ Eمجموعۀ ،X بِر فضای در .٢ . ٢ قضیه
باشد.

از است ممکن دوم رستۀ از مجموعه متمم ولی است دوم رستۀ از لاغر مجموعۀ متمم بِر، فضای در
که لاغری مجموعۀ به علاوه نیست! چگال فضا در لزوماً دوم رستۀ از مجموعه همچنین و باشد دوم رستۀ
آن باشد، شمارا هاسدورف، توپولوژیک برداری فضای یک بعد اگر است. چگال هیچ جا حتماً باشد، Gδ

بِر خاصیت توپولوژیک برداری فضای در است. ناشمارا بعدش باشد، بِر فضا این اگر لذا است. لاغر فضا
نیست. بِر فضای لزوماً بِر، فضاهای حاصل ضرب همچنین و بسته زیرفضای است! بودن نالاغر معادل

از نامتناهی اجتماع است، لاغر مجموعه ای لاغر مجموعه های از شمارا اجتماع که است واضح گرچه
می رسد. نظر به جالب زیر قضیۀ باره این در نیست. چگال هیچ جا لزوماً چگال هیچ جا مجموعه های

١rare set ٢residual set



۴٢ ریاضی آنالیز در حیرت آور ۴٢پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ۴٢پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های
بازِ مجموعه های از خانواده هر اجتماع X توپولوژیک فضای در .(١٩٣٠ باناخ، رستۀ (قضیۀ ٢ . ٣ قضیه

است. اول رستۀ از اول، رستۀ
اول. رستۀ از مجموعه ای با است بسته) (یا باز بِر زیرفضای یک اجتماع توپولوژیک، فضای هر پس
اندازه فضای دو برای فوبینی قضیۀ که آورید یاد به گفت؟ می توان چه مجموعه دو حاصل ضرب دربارۀ اما
به ازای آن گاه باشد، پوچ حاصل ضربی اندازۀ به نسبت E ⊆ X × Y اگر که می کند بیان Y و X مانند
است. پوچ مجموعه ای ،Ex := {y ∈ Y |(x, y) ∈ E} ،x امتداد در E برش x ∈ X هر تقریباً

است. فوبینی قضیۀ رسته ایِ نظیر زیر قضیۀ
در Y و باشند توپولوژیک فضای دو Y و X کنیم فرض .(١٩٣٢ -اولام٢، (کوراتوفسکی١ ۴ . ٢ قضیه

کند. صدق شمارایی اول اصل
مجموعه یک اعضای به استثنای x هر به ازای آن گاه باشد، چگال هیچ جا E ⊆ X × Y اگر (١)

است؛ چگال هیچ جا مجموعه ای Ex ،X در اول رستۀ از
B و A از یکی دست کم اگر تنها و اگر است اول رستۀ از A×B حاصل ضربی زیرمجموعۀ (٢)

باشد. اول رستۀ
کردیم. اشاره آن به بالا در که است آزگود از قضیه ای تعمیم که می آوریم را نتیجه ای اکنون

{fα |α ∈ I} و بِر فضای یک T اگر پایینی). نیم پیوستۀ توابع برای یکنواخت (کرانداریِ ۵ . ٢ قضیه
هر ازای به آن گاه است، کراندار بالا از نقطه ای به طور که باشد T بر پایینی نیم پیوستۀ توابع از خانواده ای
بالا از یکنواخت به طور V روی خانواده این که دارد وجود V ⊆ U باز زیرمجموعه T در U باز مجموعۀ

است. کراندار
آنالیز دان کورنر٣ است. تعجب آور ساده نتیجۀ این قدرت است. بِر فضای کامل متری فضای هر گفتیم
مجموعه هایی یا و تابع ها وجود اثبات برای است. خوانده عمیق» «بدیهیات جنس از را بِر قضیۀ معروف،
است. اشیائی چنین از صریح مثال یافتن از ساده تر بسیار بِر رستۀ قضیۀ به کارگیریِ خاص، ویژگی های با
اعضای اگر می کنیم. تعریف می شود، نتیجه رسته مفهوم از که را اصطلاح چند برویم، جلوتر آنکه از قبل
که توپولوژیک فضای از نقاطی مجموعۀ به عبارت دیگر، یا باشند P خاصیت دارای مانده ای مجموعۀ یک
توپولوژیکی-عام۵ یا عام۴ P خاصیت گوییم باشد، اول) رستۀ (از لاغر مجموعه ای ندارند، را P خاصیت
دیدگاه از می نامیم. خاصیت آن با نوعی۶ نقطۀ را عام خاصیت با مجموعه یک عضو هر است. شبه حتمی یا
تقریباً خاصیت مشابه وضعیت این است. «بزرگ» مجموعه ای چنین توپولوژیکی، مفهوم به یا رسته ای
١W. Kuratowski ٢S. M. Ulam ٣T. Körner ۴generic ۵topologically generic ۶typical point
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هستند P خاصیت دارای توپولوژیک فضای یک اعضای همۀ اینجا در است. اندازه نظریۀ در همه جایی
پوچ مشابه بودن، اول رستۀ از واقع در است. کوچک توپولوژیکی به لحاظ که مجموعه ای نقاط به استثنای
این باشد، اول رستۀ از ندارند، را P خاصیت که نقاطی مجموعۀ اگر لذا و است اندازه نظریۀ در بودن
است. برقرار عام١ یا نوعی به طور می شود گفته و است برقرار همه جا تقریباً توپولوژیکی به لحاظ خاصیت
عضو هر دیگر، عبارت به هستند. واگرا کراندار دنباله های نوعی، به طور که داد نشان می توان مثال، برای

است. واگرا کراندار، دنباله های فضای در نوعی
کوچک بودن توصیف برای را متخلخل٢ مجموعه های مانند قوی تر مفهوم هایی اگر که کرد توجه باید
این در بیشتر مطالب مطالعۀ برای می شوند. حاصل ابرعام٣ خاصیت های آن گاه بریم، به کار توپولوژیک
عبارت که است شده بررسی و معرفی نیز جبری۴ بودنِ عام اخیر سال های در کنید. مراجعه [٣٢] به باره،
این باره در است. توابع خانوادۀ از غیرخطی زیرمجموعه های در نامتناهی- بعد خطی زیرفضاهای یافتن از

بیابید. [٣] در اطلاعاتی می توانید
می گذارد. ما اختیار در بِر فضاهای حاصل ضرب برای عام مجموعه های دربارۀ حکمی ۴ . ٢ قضیۀ
واقع در مختلط و حقیقی آنالیز در استثنایی به ظاهر وضعیت های که می دهد نشان [١۵] در گروسه-ارتمان۵

هستند. عام پدیده هایی

آنالیز در توپولوژیکی-عام رفتارهای از نمونه هایی .٣
شمارا، هستند معینی خاصیت فاقد که مناسب فضای یک نقاط از مجموعه ای که داد نشان بتوان اگر
مجموعه آن نقاط بیشتر واقع در و دارند وجود مذکور خاصیت با نقاطی آن گاه است، اول رستۀ از یا پوچ یا
است. گرفته به کار بارها را روش این لبگ د ارند. را خاصیت آن رسته) یا اندازه اصلی، عدد مفهوم (به
مختلف شیوهای آن در که ١٩١٧ سال به لبگ وجودی» برهان های برخی «دربارۀ مقالۀ از بعد می رسد به نظر
می شوند، مقایسه هم به نسبت و بیان برِ، رستۀ و لبگ اندازۀ مفهوم اصلی، عدد از اعم وجودی برهان های
توابع نظریۀ و مجموعه ها نظریۀ در لهستان مکتب ریاضیدانان دست به  به ویژه برِ روش کارگرفتن به شاهد
می پردازیم. آنالیز در عام پدیده های در برِ قضیۀ کاربردهای از نمونه چند ذکر به بخش، این در هستیم.
نشان ١٩٠۴ سال در فرشه۶ می گیریم. نظر در را ،C[٠, ١] ،[٠, ١] بازۀ روی پیوسته توابع مجموعۀ نخست

سوپریمم: متر با مجموعه این که داد

∥f − g∥ = sup{|f(x)− g(x)| |x ∈ [٠, ١]}
١generically ٢porous sets ٣supergeneric ۴algebrical genericity ۵K. G. Grosse-Erdmann ۶M.

Fréchet



۴۴ ریاضی آنالیز در حیرت آور ۴۴پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ۴۴پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های
کرده تعریف وایرشتراس اولین بار را توابع بین فاصله این که می کند اشاره او است. کامل متری فضای یک
پیوسته، توابع خانوادۀ (١) : [٣٠] است قرار این از پیوسته توابع عام رفتارهای از ساده نمونۀ چند است.
روی پیوسته توابع بیشترِ (٢) است. فشرده بازۀ یک روی کراندار توابع فضای در چگال هیچ جا مجموعه ای
جالب مطلبی نیز زیر قضیۀ نیستند! یکنوا زیربازه ای هیچ روی یعنی هستند، یکنوا هیچ جا فشرده بازۀ یک

ببینید. [١٠] در را اثبات می کند؛ بیان پیوسته توابع صفرهای مجموعۀ دربارۀ
صفر با برابر فشرده بازۀ روی پیوسته توابع بیشترِ صفرهای مجموعۀ اندازۀ .(١٩٨۶ بناویدس، ) ٣ . ١ قضیه
پیوستار با برابر اصلی عدد دارای فشرده بازۀ روی پیوسته توابع بیشترِ صفرهای مجموعۀ همچنین است.

است.
در را بِر رستۀ مفهوم که است کسی اولین باناخ ظاهراً برویم. پیچیده تر مسئله ای سراغ دهید اجازه
مجموعه یک روی نوعی پیوستۀ تابع هر که داد نشان ١٩٢۶ سال در او است. گرفته Rnبه کار از غیر فضایی
متناوب تابع های خانوادۀ که کرد ثابت اشتاینهاوس١ ١٩٢٩ سال در ندارد. متناهی مشتق مثبت، اندازۀ با
این مقاله همان در او است. دوم رستۀ از پیوسته، متناوب تابع های فضای در مشتق پذیر هیچ جا و پیوسته
واقع در اشتاینهاوس است. رسته ای چه از مشتق پذیر هیچ جا پیوستۀ توابع مجموعۀ که کرد مطرح را سؤال
مطرح بِر رسته ای روش طریق از را مشتق پذیر هیچ جا پیوستۀ تابع وجود اثبات امکان که است کسی اولین
باناخ که نتیجه ای می دهند. پاسخ سؤال این به ١٩٣١ سال در مستقلا مازورکیه ویچ و باناخ است. کرده
یک در حداقل آنها دینی٢ مشتق که توابعی مجموعۀ می دهد نشان چراکه است، قوی تر اندکی آورد، به دست
یک طرفۀ مشتق با پیوسته توابع دربارۀ مازورکیه ویچ، نتیجۀ ولی است اول رستۀ از است، کراندار نقطه
توابع «بیشترِ» یا همه» «تقریباً رسته ای، به تعبیر که می شود نتیجه آنها کار از است. نقطه یک در کراندار
یک طرفه، متناهی مشتق داشتن پیوسته، تابع برای واقع در ندارند! مشتق هیچ جا پیوسته توابع فضای در

است. استثنایی رفتار یک
متناهی مشتق نقطه ای هیچ در (نوعاً) عموماً پیوسته توابع .(١٩٣١ (باناخ-مازورکیه ویچ، ٣ . ٢ قضیه

ندارند.
چنین آن از شمه ای که است آمده مانکرز عمومی توپولوژی کتاب در قضیه این از خوش خوانی اثبات
بازه این از نقطه یک دست کم در که باشد [٠, ١] بازۀ روی پیوسته توابع مجموعۀ D کنیم فرض است:

و باشند مشتق پذیر
An,m =

{
f ∈ C[٠, ١] | ∃t ∈ [٠, ١], ٠ < |x− t| < ١

m
=⇒

∣∣∣∣f(t)− f(x)

t− x

∣∣∣∣ ≤ n

}
.

١H. Steinhaus ٢U. Dini
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همچنین است. بسته An,mمجموعه ای هر Dو ⊆
∪∞

m=١
∪∞

n=١An,m که دید می توان این صورت در
اجتماع نتیجه در  و نیست بازی گوی هیچ شامل مجموعه این واقع در است. چگال هیچ جا Am,n هر
مجموعۀ یک C[٠, ١] \D پس است. (لاغر) اول رستۀ از Dنیز لذا و اول رستۀ از مجموعه ای An,mها

است. مانده ای
در که دارد وجود پیوسته تابعی که داد نشان بیسیکویچ١ ١٩٢٢ سال در گفت: می توان اینها از بیش
یک روی وایرشتراس مثال تابع که کنید توجه ندارد. نامتناهی یا متناهی یک طرفۀ مشتق نقطه ای هیچ
متمم آیا که کردند مطرح را سؤال این اشتاینهاوس و باناخ دارد. متناهی یک طرفۀ مشتق چگال مجموعۀ
است؟ اول رستۀ از ندارند، نامتناهی یا متناهی یک طرفۀ مشتق نقطه ای هیچ در که پیوسته ای توابع مجموعۀ
در کرد. ثابت رسته ای روش با نمی توان را تابع ها جور این وجود که داد نشان ١٩٣٢ سال در ساکس٢
است. اول رستۀ از بالا در مذکور متر با پیوسته توابع فضای در توابعی چنین مجموعۀ که داد نشان او واقع
یک است، ∞ راست شان مشتق نقطه ناشمارا تعداد در که پیوسته ای توابع مجموعۀ دقیق تر، عبارت به

است. مانده ای مجموعۀ
سابقۀ باشد. صفر با برابر همه جا تقریباً آن مشتق اگر می نامیم تکین٣ را بازه یک بر ثابت غیر تابع یک
برمی گردد ١٩٠۴ سال به مینکوفسکی و لبگ و ١٨٨۴ سال در کانتور تحقیقات به توابع گونه این بررسی
شیطان پلکان به که لبگ-کانتور تابع دیدن برای کردند. معرفی را توابع این از مشهورشان مثال های که
گونه این از متعددی جالب مثال های بعد، به زمان آن از کنید. مراجعه [١] به می توانید مثلا است، مشهور
می رسد. به نظر جالب باره این در زیر قضیۀ بیابید. [٢٧] در می توانید را جدیدی مثال است. شده پیدا توابع

تکین [٠, ١] روی صعودی و پیوسته توابع بِرِ فضای در نوعی تابع هر .(١٩٨١ (زامفیرسکو، ٣ . ٣ قضیه
است. بی نهایت مشتق دارای چگال و ناشمارا مجموعه ای روی فضا این در نوعی تابع هر همچنین است.

است. کرده ثابت نیز یکنواخت-کراندار تغییرات با پیوسته توابع فضای برای مشابه حکمی زامفیرسکو
قضیۀ نیست. برقرار کراندار تغییرات با پیوسته توابع برای حکم این که داد نشان ١٩٨٢ سال در کیتر۴
واقع در دارد. کاربرد مفروض خاصیتی با کامل متری فضای یک از نقاطی وجود اثبات برای به ویژه بِر
چگال مجموعه ای است، اول رستۀ از ندارند را خاصیت آن که فضا از نقاطی مجموعۀ داد نشان بتوان اگر
برای روشی نیز بِر قضیۀ طریق از اثبات اوقات گاهی داشت. خواهد وجود خاصیت آن با فضا نقاط از
اثباتِ «اگر می کند: اشاره آکستوبی۵ که همان طور اما می دهد به دست بحث مورد توابع از مثالی ساختن
ممکن آن طریق از صریح مثالی آوردنِ به دست آن گاه باشد، مشکل یا غیرمستقیم بودن، چگال هیچ جا

[٢۵] باشد.» دشوار است
١A. S. Besicovitch ٢S. Saks ٣singular ۴F. S. Cater ۵J. C. Oxtoby



۴۶ ریاضی آنالیز در حیرت آور ۴۶پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ۴۶پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های

دشوار آنها برای صریح مثالی ساختن که کرد ثابت می توان را تابع هایی وجود بِر قضیۀ از استفاده با
توابع وجود دربارۀ نمی توانستند ریاضیدانان ١٨٠٠ دهۀ طی مثال، برای دشوارتر. آن کردن مجسم و است
مشتق پذیر بخواهد f ∈ C[٠, ١] اگر که می کنیم توجه برسند. قطعی نتیجه ای به یکنوا هیچ جا و مشتق پذیر
{x ∈ [٠, ١]|f ′(x) < ٠} و {x ∈ [٠, ١]|f ′(x) > ٠} مجموعه های باید باشد، یکنوا هیچ جا و
وجود احتمالا توابعی چنین که بود گمان این بر ایتالیایی، ریاضیدان دینی، باشند. چگال [٠, ١] در دو هر
کوپکه١ ،١٨٨٧ سال در باشند. داشته وجود نمی توانند توابعی چنین که می اندیشید دوبوا-ریمون ولی دارند
نوشتن هم حالت ساده ترین در اما کردند ساده تر را مثال این دیگران ساخت. توابع گونه این از پیچیده مثالی
توابع این از مفصلی بررسی ١٩١۵ سال در دانژوا دارد. لازم کاغذ صفحه ده حدود مثال، این ساخت فرآیند
مربوط دسته این به به نوعی که توابعی داد. انجام می کند، اختیار را علامت دو هر بازه هر در آنها مشتق که
مجموعۀ روی و صفر با برابر چگال مجموعۀ یک روی آنها مشتق که هستند پومپیو٢ نوع از توابع می شوند،
در که ساخت توابع این از ساده ای نسبتاً مثال ١٩٠۶ سال در پومپیو است. صفر مخالف دیگری، چگال
خاصی شرایط در dnها و Anها که است ∑∞

n=١ An(x − dn)
١/٣ سری نمایش با تابع وارون واقع

مثال و مثال این از ساده تری بسیار صورت استرومبری۴ و کتس  نلسون٣ ١٩٧۴ سال در می کنند. صدق
با ١٩٧۵ سال در نیز گافمن۵ کردند. عرضه ١٩۵٧ سال به [١۶] معروفش کتاب در را هابسن به متعلق

ساخت. کوتاه تر بسیار مثالی حقیقی، آنالیز در عمیقی قضیۀ از استفاده
دو در را یکنوا هیچ جا و مشتق پذیر توابع وجود بِر، قضیۀ به کارگیریِ با ویل۶ ،١٩٧۶ سال در اما
تابع که باشد [٠, ١] بازۀ روی f مانند کراندار توابع مجموعۀ (∆′٠) ∆′ کنیم فرض رساند. اثبات به صفحه
است). صفر با برابر چگال مجموعه ای روی f (و F ′ = f به طوری که است موجود بازه همین روی F

هستند. کامل متری فضای یکنواخت، متر به مجهز فضا دو این که می شود دیده به راحتی

علامت بازه یک حداقل روی که تابع هایی مجموعۀ ∆′٠ کامل متری فضای در .(١٩٧۶ (ویل، ۴ . ٣ قضیه
است. مانده ای مجموعۀ یک ندارند، ثابتی

مشتق با تابعی ١٨٨١ سال در ولترا٧ می کنیم. بیان حسابان اساسی قضیۀ دربارۀ مطلبی اینجا در
در نیز سوئدی، ریاضیدان برودن٨، نبود. ریمان-انتگرال پذیر آن، مشتق که ساخت یکه بازۀ روی کرندار
سال در هم گافمن بخوانید. را [١] باره این در کرد. معرفی را توابع گونه این از ساده تر دسته ای ١٨٩۶ سال
مشتق تابع ناپیوستگی نقاط مجموعۀ بزرگی مسئلۀ اینجا در است. ساخته ساده تری بسیار مثال ١٩٧٧
از پس ویل می دهیم. ارجاع [١١] به را خواننده باره، این در کامل اطلاعات کسب برای که می شود مطرح
١A. Köpcke ٢D. Pompeiu ٣Y. Katznelson ۴K. Stromberg ۵C. Goffman ۶C. E. Weil ٧V.

Volterra ٨T. Brodén
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را زیر قضیۀ دو گافمن، از اشاره شده مثال گسترش به منظور و ۴ . ٣ قضیۀ اثبات در بِر قضیۀ گرفتن به کار
می پردازد. مشتق توابع پیوستگی نقاط رفتار به آنها از یکی که می کند ثابت

نیستند؛ ریمان-انتگرال پذیر بازه ای، هیچ روی نوعی ′∆به طور اعضای (الف) .(١٩٧٧ (ویل، ۵ . ٣ قضیه
ناپیوسته اند. همه جا تقریباً نوعی به طور ∆′ اعضای (ب)

ریمان- بازه ای هیچ روی نوعاً و ناپیوسته اند همه جا تقریباً نوعاً کراندار مشتق های دیگر، عبارت به
نیستند. انتگرال پذیر

روی کراندار مشتق با توابع مجموعۀ که کرد ثابت و داد تعمیم را ویل قضیۀ  بروکنر١ ،١٩٨۴ سال در
کامل فضای در چگال Gδو نوع از مجموعه ای است، اندازه-صفر آنها پیوستگی نقاط مجموعۀ که یکه بازۀ
به نسبت لبگ انتگرال که مطلب این بر است تأییدی هم زیر قضیۀ می دهد. تشکیل کراندار مشتق با توابع

می گیرد. بر در را توابع از گسترده تر رده ای ریمان، انتگرال

روی ریمان-انتگرال پذیر و کراندار توابع مجموعۀ و پیوسته توابع مجموعۀ .(١٩٣٧ آکستوبی، ) ۶ . ٣ قضیه
هستند. ،p ≥ ١ ،Lp[٠, ١] لبگ فضای در اول رستۀ از و Fσδ نوع از مجموعه هایی یکه بازۀ

داده اند. گسترش ١٩٣٩ سال در را فوق نتایج کلارکسون٣ و اَدمز٢ ریموند
آن برای مثال یک حتی ساختن که می آوریم را وجودی اثبات های نوع این از دیگر نمونه ای اکنون
موضعی ماکسیمم دارای x ∈ [٠, ١] نقطۀ در f : [٠, ١] → R تابع گوییم می رسد. به نظر دشوار بسیار

که باشد موجود ϵ > ٠ اگر است سره
y ∈ [٠, ١], ٠ < |y − x| < ϵ =⇒ f(y) < f(x).

سال در دارد. سره موضعی ماکسیمم نقطۀ شمارا تعداد حداکثر تابع یک که کرد ثابت می توان به راحتی
موضعی ماکسیمم نقاط مجموعۀ که ساختند [٠, ١] بازۀ روی تابعی از صریح مثالی وون۵ و پوزی۴ ،١٩٨٣
سرۀ موضعی مینیمم و ماکسیمم نقاط مجموعۀ که تابعی از مثالی ساختن است. چگال [٠, ١] در آن سرۀ
تابعی چنین وجود مارین٧ و دوروبوت۶ ،١٩٨۵ سال در اما می آید. به نظر پیچیده بسیار باشد چگال آن،

کردند. ثابت را

ماکسیمم نقاط مجموعۀ که [٠, ١] بازۀ روی حقیقی توابع مجموعۀ .(١٩٨۵ (دوربوت-مارین، ٣ . ٧ قضیه
است. C[٠, ١] در مانده ای مجموعۀ یک باشد، چگال آنها سرۀ موضعی) (مینیمم موضعی

١A. M. Bruckner ٢C. Raymond Adams ٣J. C. Clarkson ۴E. E. Posey ۵J. E. Vaughan ۶V.

Drobot ٧M. Morayne
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به وابسته تیلور سری اگر گوییم تحلیلی x ∈ R نقطۀ در را f : R → R تابع که آورید یاد به
داشته مشتق مرتبه هر از اگر گوییم C∞ ردۀ از را f تابع و باشد همگرا f به x همسایگی یک در آن
متعلق زیر قضیۀ دارد. وجود تفاوتی مفهوم دو این بین که داد نشان می توان بِر قضیۀ از استفاده با باشد.

است. مورگنشترن١ به
نیستند. تحلیلی نقطه ای هیچ در نوعاً C∞ ردۀ از توابع .(١٩٣٨ (مورگنشترن، ٣ . ٨ قضیه

که بودند باور این بر پیکاک۴ و هرشل٣ ببِیج٢، لاگرانژ، همانند بزرگی ریاضیدانان که کنیم اضافه باید
درست ١٨١۶ سال تا فرضی چنین داد. نمایش آن به وابسته توانی سری با می شود را C∞ ردۀ از تابع هر
آن همسایگی یک در را تابع نقطه، یک در مشتقاتش و تابع که می کند ایجاب فرض این می شد. شمرده
فرض بود، همگرا (٠, ١) بازۀ در فقط که ساخت توانی   ای سری فوریه وقتی اما مشخص کنند. کاملا نقطه
در شد. مشتق و نامتناهی سری تابع، مفاهیم انتقادی بازبینی به منجر این و گرفت قرار تردید مورد مذکور
سری های متمایز، تابع های که لاگرانژ ادعای این رد برای را خود معروف نقض مثال کُشی نیز ١٨٢١ سال
f(x) = e−١/x٢ و f(٠) = ٠ ضابطه با که f حقیقی تابع توانی سری کرد: عرضه دارند، متمایز توانی

است. یکی صفر ثابت تابع توانی سری با مبدأ همسایگی یک در می شود، تعریف x ̸= ٠ برای
نظریۀ یعنی ریاضی، آنالیز سرچشمه های از یکی به است خوب رسید، تیلور سری های به سخن که حال
تابع یک به وابسته فوریۀ سری که کرد ثابت دیریکله ،١٨٢٩ سال در بیفکنیم. نظری هم فوریه سری های
این بر که می گوید مقاله اش پایان در او است. همگرا نقطه هر در [−π, π] روی تکه ای-هموار و پیوسته
بزرگی ریاضیدانان باور است. همگرا نقاط همۀ در پیوسته، تابع هر به وابسته فوریۀ سری که است باور
دوبوا-ریمون ١٨٧۶ سال در اما بود. همین بعد سال ۴٠ طی نیز ددکیند و وایراشتراس ریمان، همچون
نبود. همگرا چگال مجموعۀ یک روی آن به وابسته فوریۀ سری که زد مثال [−π, π] روی پیوسته تابعی
هاردی۶ نبود. همگرا نقاط برخی در آن سری که زد مثال تابعی و کرد ساده تر را دوبوا-ریمون مثال فیِر۵
١٩٢۶ سال در کولموگرف٨ کردند. ارائه دست همین از دیگری مثال ١٩۵٠ سال در هم روگوسینسکی٧ و
همگان باور است. واگرا همه جا آن به وابسته فوریۀ سری که دارد ,π−]L١وجود π] در تابعی که کرد ثابت
آید! به دست واگرا همه جا فوریۀ سری با پیوسته تابع یک از مثالی تا بگذرد زمان باید فقط که بود این
سری که داد نشان سوئدی، ریاضیدان کارلسون٩، ١٩۶۶ سال در زیرا نبود، درست نیز همگانی باور این
اگر که کرد ثابت او واقع در است. عمیق بسیار نتیجه ای که است همگرا همه جا تقریباً پیوسته توابع فوریۀ
سری که دارد وجود X در تابعی یا آن گاه ،X = C[a, b] یا ،١ ≤ p ≤ ∞ ،X = Lp[−π, π]
و است همگرا همه جا تقریباً X عضو هر به وابسته فوریۀ سری یا است واگرا همه جا آن به وابسته فوریۀ
١A. P. Morgenstern ٢C. Babbage ٣J. Herschel ۴G. Peacock ۵L. Fejér ۶G. H. Hardy ٧W.

W. Rogosinski ٨A. N. Kolmogorov ٩L. Carleson
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مطابق که بود زده حدس ١٩١۵ سال در لوزین١ است. اول نوع از L١[−π, π] کولموگرف، قضیۀ بنابر
را لوزین حدس ١٩۶٨ سال در کارلسون است. دوم نوع از فضایی L٢[−π, π] کارلسون، تقسیم بندی
p > ١ که Lp[−π, π] فضاهای به را کارلسون نتیجۀ سال، همان در هانت٢ آن، از پس کرد. تأیید

داد. گسترش
تابعی یا (p > ١)Lp در تابعی اندازه-صفر، مجموعۀ هر به ازای آیا که است این طبیعی پرسش یک
سال در استچکین٣ نخست باشد؟ واگرا مجموعه آن روی آن، به وابسته فوریۀ سری که دارد وجود پیوسته
دارد. وجود L٠)٢, ٢π) در خاصیت این با تابعی باشد، اندازه-صفر E ⊆ T اگر که داد نشان ١٩۵١
نیز ١ ≤ p ≤ ∞ که Lp(٠, ٢π) در می توان را تابع این که داد نشان تایکف۴ ١٩۶٣ سال در سپس
فوریه اش سری که دارد وجود پیوسته تابعی که دادند نشان کتس نلسون و کاهان۵ ،١٩۶۵ سال در کرد. پیدا
و کاهان روش از استفاده با ١٩٧٠ سال در بوزدالین۶ است. واگرا مفروض اندازه-صفر مجموعۀ یک روی
سری که دارد وجود ِپیوسته ای مقدار حقیقی تابع اندازه-صفر، مجموعۀ هر برای که داد نشان کتس نلسون
دادند نشان مستقلا هانت و کارلسون ١٩۶٨ و ١٩۶۶ سال های در است. واگرا مجموعه آن روی فوریه اش
کاهان سرانجام، است. همگرا همه جا تقریباً (p > ١)Lp(T) عضوِ تابع هر به وابسته فوریۀ سری که

داد. گسترش را نتایج این ،۴ . ٢ قضیۀ کوراتوفسکی-اولام، قضیۀ از استفاده با ٢٠٠٠ سال در [٢٠]

روی همه جا٧ نوعاً ،T روی نوعی پیوستۀ تابع هر به وابسته فوریۀ سری (١) .(٢٠٠٠ (کاهان، ٣ . ٩ قضیه
است؛ واگرا T

سری f ∈ C(T) هر به ازای به طوری که است E مانند Gδ چگال زیرمجموعۀ دارای T مجموعۀ (٢)
است؛ یکنواخت-کراندار جزئی مجموع دارای f به وابسته فوریه) لزوماً نه (و مثلثاتی

نوعی، پیوستۀ تابع هر به وابسته فوریۀ سری ،E مانند T از Fσ اندازه-صفر زیرمجموعۀ هر به ازای (٣)
است؛ واگرا E روی

هستند. واگرا همه جا لبگ-انتگرال پذیر تابع های به وابسته فوریۀ سری های عموماً (۴)

E ⊆ T اگر پس است. ممکن نتیجۀ بهترین قضیه این (٣)ی قسمت کارلسون، قضیۀ به بنا که کنید توجه
و

FE = {f ∈ C(T)| است بی کران t ∈ E هر برای (Sn(f)(t))n دنبالۀ },
یک C(T) در FE آن وقت باشد، شمارا E اگر باشد. اندازه-صفر E اگر تنها و اگر FE ̸= ∅ آن گاه

می دهد. نشان را فوریه سری nاُم جزئی مجموع Sn(f) اینجا در است. مانده ای مجموعۀ
١N. Luzin ٢R. A. Hunt ٣S. B. Stechkin ۴L. V. Taikov ۵J. P. Kahane ۶V. V. Buzdalin ٧quasi

everywhere
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به شمار آن خاص حالت های نتایج این از بسیاری که کرد ثابت حکمی کاراگولیان١ ٢٠١٠ سال در
خطی عملگرهای از دنباله ای کنیم فرض داریم. نیاز تعریف چند به حکم، این بیان برای .[٢١] می آیند

باشد: شده تعریف L١(a, b) فضای بر زیر به صورت

Tnf(x) =

∫ b

a
Kn(x, t)f(t) dt, |Kn(x, t)| ≤Mn ∀x, t ∈ [a, b]

(ویژگی موضعی سازی ویژگی (Tn) دنبالۀ گوییم است. مثبت حقیقی اعداد از دنباله ای (Mn) آن، در که
باشیم داشته است، ١ با برابر I = (α, β) باز بازه روی که f ∈ L١(a, b) هر به ازای اگر دارد (L

lim
n→∞

Tnf(x) = ١ (x ∈ I)

باشد. یکنواخت A ⊆ I بسته مجموعۀ هر روی همگرایی این و

L ویژگی دارای شد، تعریف بالا در که (Tn) عملگرهای دنبالۀ اگر .(٢٠١٠ (کاراگولیان، ٣ . ١٠ قضیه
دارد وجود G ⊂ [a, b] مانند مجموعه ای E ⊆ [a, b] اندازه-صفرِ مجموعۀ هر به ازای آن گاه باشد،

به طوری که
lim
n→∞

supTnχG(x) ≥ ١, lim
n→∞

inf TnχG(x) ≤ ٠ ∀x ∈ E.

متعامدیکه پایۀ هر به نسبت فوریه سری جزئی مجموع های عملگرهای مورد در می توان مثلا را قضیه این
روش هر به نسبت جزئی مجموع های خطی میانگین می توان جزئی مجموع های به جای همچنین برد. به کار

گرفت. به کار را T = (aij) منظم مجموع یابی

T و L٢(a, b) برای متعامدیکه پایۀ یک ،x ∈ [a, b] ،Φ = {ϕn(x)}n∈N کنیم فرض .٣ . ١١ نتیجه
E مانند اندازه-صفر مجموعۀ هر به ازای این صورت در باشد. دلخواه منظم خطی مجموع یابی روش یک
از نقطه هر در Φ پایۀ برحسب f = χG تابع به وابسته فوریۀ سری که دارد وجود G ⊂ [a, b] مجموعۀ

است. واگرا T روش به نسبت E

نیست. لطف از خالی نیز زیر قضیۀ ذکر

آن گاه باشد، (Sn(f))n از زیر دنباله ای (Sni(f))i و f ∈ C(T) اگر .(٢٠١٠ (مولر٢، ٣ . ١٢ قضیه
از زیردنباله ای t ∈ E هر به ازای به طوری که دارد وجود T از E مانند Gδ و چگال زیرمجموعه ای

است. موجود f(t) به همگرا (Sni(f))i

١G. A. Karagulyan ٢J. Müller
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خاص حالت های قبلی، نتایج که کرد عرضه توپولوژیک بودنِ عام برای محکی بایار١ ،٢٠٠۵ سال در
باشد، بی کران-واگرا نقطه یک در و تابع یک برای حدی فرآیند یک اگر که کرد ثابت او .[٩] بودند آن

می شود. واگرا تابع، هر نوعاً برای و نوعی نقطۀ هر در فرآیند آن آن گاه

باشد. کامل مترپذیر آبلی گروه یک G و باناخ فضای یک X کنیم فرض .(٢٠٠۵ (بایار، ٣ . ١٣ قضیه
طولپا آنها از یک هر و می کنند عمل X روی که باشد عملگرهایی از پیوسته گروه (Tt)t∈G کنیم فرض
هر و f ∈ X هر به ازای و باشد X روی پیوسته خطی تابعک های از دنباله ای (ϕn) کنیم فرض است.
و n > N عدد ،N ∈ N و M > ٠ هر به ازای اگر .ϕn(f, t) = ϕn(Ttf) می کنیم تعریف t ∈ G

f ∈ X هر نوعاً برای آن گاه ،|ϕn(g, ٠)| > M و ∥g∥ ≤ ١ به قسمی که باشد موجود g ∈ X عضو
است. بی کران-واگرا t ∈ G نوعی نقطۀ هر در (ϕn(f, t))n دنبالۀ

گفته شده شرط آن گاه باشد، بی کران-واگرا (ϕn(g, ٠))n دنبالۀ که باشد موجود g ∈ X اگر به ویژه
همه جا حدگیری فرآیند اگر می دهد نشان که دارد وجود بایار از دیگر قضیه ای است. برقرار قضیه در

است. توپولوژیکی-عام همه جا، در بی کران-واگرایی ویژگی این باشد، بی کران-واگرا

باشد. توپولوژیکσ-فشرده فضای Eیک و باناخ فضای Xیک کنیم فرض .(٢٠٠۵ (بایار، ١۴ . ٣ قضیه
ϕn : X×E → C که باشد چنان ϕn(. , t) خطی تابعک n ≥ ٠ هر و t ∈ E هر به ازای کنیم فرض

می دهیم قرار t ∈ E هر و g ∈ X هر به ازای است. پیوسته
Sn(g, t) = sup

n>N
|ϕn(g, t)− ϕN (g, t)|.

باشد موجود g ∈ X ،E در K مانند فشرده مجموعۀ هر و N ∈ N هر ،M > ٠ هر به ازای اگر
دنبالۀ ،f ∈ X هر نوعاً به ازای آن گاه ،t ∈ K هر به ازای SN (g, t) > M و ∥g∥ ≤ ١ که

است. بی کران-واگرا t ∈ E نقطۀ هر در (ϕn(f, t))n≥٠

به طوری است موجود g ∈ X می شود: نتیجه زیر قوی تر شرط از بالا قضیۀ در مذکور شرط که کنید توجه
است. بی کران-واگرا (ϕn(g, t))n دنبالۀ ،t ∈ E هر به ازای  که

.[٠, ١] بازۀ روی پیوسته توابع فضای یعنی کردیم، آغاز آن با را بخش این که فضایی به بازمی گردیم
به صورت را آنها پیچش باشند. I = [٠, ١] بازۀ روی برل-اندازه پذیر تابع دو g و f کنیم فرض

(f ∗ g)(t) =
∫ t

٠
f(x)g(t− x)dx

١F. Bayart



۵٢ ریاضی آنالیز در حیرت آور ۵٢پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ۵٢پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های
میکوسینسکی١ است. پیوسته نیز f ∗g که دید می توان به راحتی باشند، پیوسته g و f اگر می کنیم. تعریف
تابع که دارند وجود f, g ∈ C[٠,∞) تابع دو آیا بود پرسیده عملگری حساب دربارۀ درس گفتارهایش در
مطرح نیز فوریه سری های مشتق پذیریِ دربارۀ مسئله ای چنین باشد. نداشته مشتق نقطه ای هیچ در f ∗ g

داد. پاسخ سؤال این به یارنیک٢ ١٩۵١ سال در می شود.

توپولوژی به (مجهز C[٠, ١] × C[٠, ١] در (f, g) زوج های مجموعۀ .(١٩۵١ (یارنیک، ١۵ . ٣ قضیه
مجموعۀ یک نباشد، مشتق پذیر نقطه ای هیچ در f ∗g که (C[٠, روی[١ یکنواخت توپولوژی حاصل ضربی

است. مانده ای

یارنیک را نتیجه این ,٠]Cاست. ١]×C[٠, ١] در توابع عام رفتار f ∗g نبودنِ مشتق پذیر سخن، به  دیگر
سال های در بگدانوویچ٣ را مشابه مسئله ای داد. تعمیم فضا این تاییk حاصل ضرب به ١٩٧٣ سال در

است. کرده بررسی ١٩۶٣ و ١٩۵٨

در . . . ،f ∗ f ∗ f ،f ∗ f ، f که f ∈ C[٠, ١] تابع های مجموعۀ .(١٩۶٣ (بگدانوویچ، ١۶ . ٣ قضیه
است. مانده ای مجموعۀ یک نباشند، مشتق پذیر نقطه ای هیچ

پرداخت. آشنا تابعی فضاهای در مانده ای مجموعه های برخی بررسی به خود دکتریِ رسالۀ در واخویچ۴
.[٣١] است کرده بررسی توابع بین متداول اعمال برای را مشابهی مسئلۀ جمله از

ضرب، اعمال از یک هر ϕ : C[٠, ١] × C[٠, ١] → C[٠, ١] اگر .(٢٠٠٢ (واخویچ، ٣ . ١٧ قضیه
آن گاه باشد، تابع ها ترکیب یا جمع

{(f, g) ∈ C[٠, ١]× C[٠, ١]∣∣ نیست مشتق پذیر نقطه ای هیچ در ϕ(f, g)}

است. مانده ای مجموعۀ یک C[٠, ١]× C[٠, ١] در

در آنها ترکیب) و (ضرب جمع که هستند چنان C[٠, ١]×C[٠, ١] اعضای همۀ تقریباً رسته ای، زبان به
برخی بودنِ لاغر [۶] در بالتسرزاک۵، راهنمایش، استاد همراه به واخویچ نیست. مشتق پذیر نقطه ای هیچ
،(c٠, ∥·∥∞) Xفضای آن، در که کردند بررسی X×Xرا حاصل ضربی فضای در متداول مجموعه های
بررسی مورد پدیده های که می دهند نشان قضیه ها این است. (C[٠, ١], ∥ · ∥∞) و (L٠]١, ١], ∥ · ∥١)

هستند. دنباله ها و توابع عام رفتار های واقع در آنها
١J. Mikusinski ٢V. Jarník ٣W. Bogdanwicz ۴A. Wachowicz ۵M. Balcerzak



مقصودی سعید مقصودی۵٣ سعید مقصودی۵٣ سعید ۵٣

مجموعۀ (١) .(٢٠٠٠ (بالتسرزاک-واخویچ، ٣ . ١٨ قضیه

E =
{
((ai), (bi)) ∈ c٠ × c٠

است∣∣ کراندار
( n∑

i=١
aibi

)
n
دنبالۀ

}
است؛ c٠ × c٠ باناخ فضای در Fσ نوع از و لاغر مجموعه ای

مجموعۀ (٢)
E =

{
(f, g) ∈ L٠]١, ١]× L٠]١, ١]

∣∣∣ ∫ ١

٠
|fg| <∞

}
است. L٠]١, ١]× L٠]١, ١] در Fσ نوع از و لاغر مجموعه ای

E =
∪∞

m=١
∩∞

n=١ Emn می دهیم قرار (١) قسمت اثبات برای مثلا هستند. مقدماتی برهان ها
آن، در که

Emn =
{
((ak), (bk))

∣∣∣ n∑
١
akbk

∣∣∣ < m
}
.

که می شود ثابت سپس است. Fσ مجموعه ای E نتیجه در و بسته اند Emnها که می شود دیده به راحتی
نتایجی در که می شود انجام روشی به اساساً اثبات است. لاغر مجموعه ای لذا و هست نیز Eمرزی مجموعۀ
را نتایج این گسترش بعد، بخش در است. منسوب مازورکیه ویچ و باناخ به و است مرسوم گونه، این از

می کند! احساس را یکنواخت کرانداری اصل اثبات روش بوی همین جا هوشیار خوانندۀ آورد. خواهیم
نتایج این از کاربردی است، مرسوم امروزه همان طور که دهید اجازه بخش، این بردنِ پایان به از پیش
می کنیم. یادآوری را رایج اصطلاح چند نخست اما کنیم. بیان ثابت نقطۀ نظریۀ و غیرخطی آنالیز در را
گوییم غیرانبساطی نگاشت را f : X → Y تابع باشند. متری فضای دو (Y, ρ) و (X, d) کنیم فرض
موجود k < ١ عدد اگر گوییم انقباضی و ρ(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) ،x, y ∈ X هر به ازای اگر
X از پیوسته کراندار توابع همۀ فضای .ρ(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) ،x, y ∈ X هر به ازای که باشد

متر با Y به
ds(f, g) = sup{ρ(f(x), g(x))|x ∈ X}

است. کامل متری فضای یک
نقطۀ کامل متری فضای یک روی انقباضی نگاشت هر که می کند بیان باناخ از معروف قضیه ای
ندارد. ثابت نقطۀ که دارد وجود کامل متری فضای روی غیرانبساطی نگاشتی طرفی، از و دارد یکتا ثابت
مجموعۀ بزرگی غیرانبساطی، نگاشت های خانوادۀ در که می شود مطرح پرسش این طبیعی به طور لذا
نگاشت هایی مجموعۀ گرفتن نظر در با است؟ چقدر دارند، را باناخ ثابت نقطۀ قضیۀ شرایط که نگاشت هایی



۵۴ ریاضی آنالیز در حیرت آور ۵۴پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ۵۴پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های

ظاهراً می یابد. گوناگونی جنبه های پرسش این ثابت، نقطۀ برای دیگری تعریف های و غیرانبساطی ها بجز
.[١۴] پرداخته اند پرسش ها این گونه به ١٩٧۶ سال در میاک٢ و دِبلَزی١ اولین بار

محدب، کراندار، مجموعۀ یک از انقباضی نگاشت های مجموعۀ .(١٩٧۶ (دِبلَزی-میاک، ٣ . ١٩ قضیه
از غیرانبساطی نگاشت های همۀ فضای در لاغر مجموعه ای K به K باناخ فضای یک در ناتهی و بسته

است. K به K

آورده اند. گرد [٢۶] در را نتایج اهم حوزه، این در برجسته پژوهشگران از نفر دو

توپولوژیکی بودنِ عام و بِر، قضیۀ یکنواخت، کرانداری اصل .۴
روش به که برد به کار را روشی فوریه سری های دربارۀ پژوهش ضمن ١٩٠۵ سال در لبگ اولین بار
که [٠, ٢π] روی ٢π تناوب دورۀ با پیوسته تابعی ساختن برای او .[٢٨] است موسوم شناور٣ برآمدگی
توابع از (gn) دنبالۀ g مانند پیوسته تابعی به ازای کرد: عمل روش این به باشد، واگرا ٠ در فوریه اش سری
.Sn(gn)(٠) → ∞ و [٠, ٢π] روی |gn| ≤ ١ که یافت چنان را کراندار تغییرات با و پیوسته متناوب

کرد تعریف سپس
F (x) = ϵ١f١(n١x) + ϵ٢f٢(n٢x) + · · ·+ ϵkfk(nkx) + · · ·

به طوری که هستند پیوسته و متناوب کراندار، تغییرات با توابع fk ∞∑و
k=١ ϵk = ١ و ϵk > ٠ آن، در که

.|Spk(fk)(٠)| ≥ k
ϵk

صحیح، اعداد از (pk) مانند صعودی دنباله ای به ازای و [٠, ٢π] روی |fk| ≤ ١
تابع برای و nk > nk−١pk−١ که کرد انتخاب چنان را طبیعی اعداد از (nk) صعودی دنبالۀ سپس
هر به ازای |Sn(Fk(٠))| ≤ ٢ باشیم داشته Fk(x) =

∑k−١
i=١ ϵifi(nix) کراندار تغییرات با پیوسته

تقلیل سری، نخست جملۀ به fj(njx) فوریۀ سری اول جملۀ nkpk مجموع j > k برای لذا .n ≥ nk

همچنین لبگ .|Snkpk(F )(٠)| ≥ k − ٣ kها، همۀ به ازای نتیجه در است. کمتر ١ از لذا و می یابد
دنبالۀ همگرایی که کرد استفاده Kn(t, x) هسته روی شرایطی یافتن برای روش این از ١٩٠٩ سال در

می آوریم. را او نتایج از نمونه ای اینجا کنند. تضمین f(x) به را ∫ b
٠ f(t)Kn(t, x)dx

برای اینکه برای کافی و لازم شرط باشد. انتگرال پذیر تابعی f کنیم فرض .(١٩٠٩ (لبگ، ١ . ۴ قضیه
M > ٠ که است این limn→∞

∫ ١
٠ f(x)ϕn(x)dx = ٠ باشیم داشته کراندار توابع از (ϕn) دنبالۀ

limn→∞
∫ α

٠ ϕn(x)dx = ٠ و |ϕn(x)| ≤M ،x هر تقریباً و n هر به ازای که به طوری باشد موجود
.α ∈ (٠, ١) هر به ازای

١F. S. De Blasi ٢J. Myjak ٣gliding hump



مقصودی سعید مقصودی۵۵ سعید مقصودی۵۵ سعید ۵۵

دنباله ای اگر داد نشان L∞[a, b] و L٢[a, b] فضاهای در شناور برآمدگی روش از استفاده با لبگ
به روش این از آن، از پس سال ٢٠ طی است. کراندار یکه گوی روی باشد، ضعیف همگرای L٢[a, b] در
سری (xk) ∈ ℓp هر به ازای اگر که کرد ثابت لانداو١ ١٩٠٧ سال در می شد. استفاده گوناگونی صورت های
از بعد سال یک است. p ≥ ١ مزدوج نمای q آن، در که (yk) ∈ ℓq آن گاه باشد، ∞∑همگرا

k=١ xkyk
کردند ثابت را نتیجه ای لبگ، از مستقل و مشابه روشی به هیلبرت، شاگردان توپلیتس٣، و هلینگر٢ لبگ،
می رسید. نظر به عجیب حال عین در و می کرد کامل را دوخطی فرم های کرانداریِ برای هیلبرت تعریف که
A(x, y) =

∑
i

∑
j aijxiyj سری و باشد دوگانه دنباله ای (aij) اگر که دادند نشان آنها واقع در

آن گاه باشد، همگرا ℓ٢ در y = (yj) و x = (xi) هر به ازای

sup{|A(x, y)| | ∥x∥٢, ∥y∥٢ ≤ ١} <∞.

سال در نیز شور۴ است. یکنواخت-کراندار ℓ٢ در بسته واحد گوی حاصل ضرب روی A سخن، دیگر به
در ضعیف همگرایی و نرم به نسبت همگرایی بودنِ یکی دربارۀ معروفش قضیۀ مشابه، روشی به ١٩٢١

کرد. ثابت را ℓ١ فضای
روی پیوسته خطی تابعک های برای را یکنواخت کرانداری اصل از صورتی هلی۵ ،١٩١٢ سال در
خطی تابعک های از دنباله ای (ui) اگر که داد نشان او است. مدرن بسیار ما نظر در که کرد ,C[aثابت b]
موجود f ∈ C[a, b] هر برای limi ui(f) = u(f) به طوری که باشد C[a, b] روی پیوسته کراندار

. supi ∥ui∥ <∞ آن گاه باشد، پیوسته خطی تابعک u و باشد
دربارۀ شور نتایج و تکین انتگرال های دربارۀ لبگ نتایج به توجه با هان۶ هانس ،١٩٢٢ سال در
فضاهای روی پیوسته خطی تابعک های برای را یکنواخت کرانداری اصل از مجردی صورت جمع پذیری،
فضای در ضعیف همگرایی دربارۀ لبگ نتایج جمله از قبلی نتایج کرد، ثابت او آنچه کرد. عرضه باناخ
در و کرد ارائه ١٩٢٠ سال در را آن که [٧] خود دکتریِ رسالۀ در نیز باناخ می کرد. ایجاب را Lp[a, b]

نرمدار برداری فضاهای بین پیوسته خطی عملگرهای برای را اصل این از مجردی صورت شد، چاپ ١٩٣٢
باناخ فضای دو Y Xو گیریم می نامند: باناخ-اشتاینهاوس قضیۀ امروزه را صورت این کرد. ثابت کامل
limk Tk(x) = T (x) و باشد Y به X از پیوسته خطی عملگرهای از دنباله ای (Tk) اگر باشند.
برای است. کراندار (∥Tk∥)k دنبالۀ و پیوسته خطی عملگر T آن گاه باشد، موجود x ∈ X هر به ازای
اصل این غیرخطی صورت هیلدبرانت٧ ١٩٢٣ سال در ببینید. را [٢] باناخ، زندگی نامه با مختصر آشنایی

کرد. ثابت کراندار زیرجمعی تابعک های برای را
١E. Landau ٢E. Hellinger ٣O. Toeplitz ۴I. Schur ۵E. Helly ۶H. Hahn ٧T. H. Hildebrandt



۵۶ ریاضی آنالیز در حیرت آور ۵۶پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ۵۶پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های
توابع دنبالۀ روی کافی و لازم شرط ١ . ۴ قضیۀ به ویژه و لبگ کارهای به باتوجه باناخ ١٩٢۶ سال در

باشیم داشته f انتگرال پذیر تابع هر و x هر به ازای که می دهد به دست را (Kn(x, y))n

lim
n→∞

∫ ١

٠
Kn(x, y)f(y) dy = ٠.

حالت او است. برقرار x هر تقریباً و اندازه پذیر تابع هر برای بالا تساوی شرایطی چه تحت می پرسد سپس
هر به که باشد خطی عملگر U و کامل نرمدار برداری فضای E کنیم فرض می گیرد: نظر در را مجرد
در xn → x اگر کنیم فرض به علاوه می دهد. نسبت [٠, ١] روی z(t) مانند اندازه پذیر تابعی x ∈ E

(Un(x))n اگر نداده ایم). تغییر را باناخ اصطلاحات و (نمادها اندازه در U(xn) → U(x) آن گاه ،E
و باشد متناهی همه جا تقریباً x هر به ازای limn sup[٠,١] Un(x) و باشد عملگرها یی چنین از دنباله ای
عملگر آن وقت باشد، موجود همه جا تقریباً E در چگال مجموعه ای به متعلق x هر برای limn Un(x)

و است همگرا U(x) به همه جا تقریباً x هر به ازای (Un(x))n دنبالۀ که دارد وجود U پیوستۀ خطی
که می کند عرضه را قضیه این از کاربرد چندین سپس است. پیوسته اندازه در همگرایی به نسبت U(x)

کردیم مطرح بالا در که سؤالی به پاسخی همچنین است. لبگ از بالا در گفته شده قضیۀ اثبات آنها از یکی
تابع برای واقع در می آورد. مشتق پذیر هیچ جا و پیوسته همه جا تابع وجود برای اثباتی پایان، در می دهد.

می کند تعریف [٠, ١] روی x مانند پیوسته
Un(x)(t) =

x(t+ λn)− x(t)

λn

همه جا تقریباً پیوسته همه جا تابع هر اگر است. صفر به همگرا مثبت اعداد از دنباله ای (λn) آن، در که
همه جا تقریباً آن گاه باشد، مشتق پذیر [٠, ١] روی

x′(t) = lim
n→∞

Un(x)(t) = U(x)(t).

توابع دنبالۀ زیرا نیست، طور این اما باشد پیوسته اندازه در باید x′(t) = U(x)(t) قضیه، بنابر لذا
مشتق دنبالۀ ولی می کند میل صفر به [٠, ١] روی یکنواخت به طور xn(t) = ١/n sin(nt/٢π) پیوسته
موجود x(t) پیوستۀ تابع بالا، قضیۀ بنابر پس نمی کند. میل صفر به اندازه در (١/٢π cos(nt/٢π))n آن

داریم [٠, ١] در مثبت اندازۀ با مجموعه یک روی که است

lim sup
n→∞

Un(x) = lim sup
n→∞

x(t+ λn)− x(t)

λn
= ∞.

متراکم سازی اصل می پردازند. تکینی ها متراکم سازی اصل به اشتاینهاوس و باناخ ١٩٢٧ سال در
نظریۀ پیشرفت در که وی است. برده به کار و کرده معرفی آلمان، نوزدهم قرن ریاضیدان هانکل، را تکینی ها



مقصودی سعید مقصودی۵٧ سعید مقصودی۵٧ سعید ۵٧

از تکینی هایی با توابع ساختن برای ١٨٧٠ سال در را روش این داشت، برعهده مهم سهمی ریمان انتگرال
تکینی ها متراکم سازی اصل را آن و کرده معرفی نقطه، نامتناهی در نوسان یا مشتق پذیری پیوستگی، نوع
صورتی ١٨٨٢ سال در هم کانتور است. کرده بررسی و مطالعه به دقت دینی را روش این است. نامیده
است. داده به دست باشند، واقع چگال مجموعۀ یک در تکینی ها بخواهیم که حالتی برای را اصل این از
آنها کار حاصل می گیرند. به کار خطی تابعک های برای را روش این اشتاینهاوس و باناخ مقاله، این در
کاربردهای و است معروف باناخ-اشتاینهاوس تکینی متراکم سازی اصل به امروزه که است قضیه هایی
قضیۀ دارد. متعامد تابعی سری های و مثلثاتی سری های در به ویژه و مختلط و حقیقی آنالیز در بسیاری
را جدید و شناخته شده خاص حالت های مقاله آن پایان در آنها و می کند یکشکل را قبلی خاص نتایج آنها

می آورند. نیز

پیوسته خطی عملگرهای از دنباله ای (un(x)) کنیم فرض (١) .(١٩٢٧ (باناخ-اشتاینهاوس، ٢ . ۴ قضیه
به ازای lim supn→∞ ∥un(x)∥ که باشد نرمدار برداری فضای یک به کامل نرمدار برداری فضای یک از
نیز lim supn→∞ ∥un∥ صورت این در است. متناهی و موجود دوم رستۀ از مجموعه یک عضو xهای

است؛ متناهی
کامل نرمدار برداری فضای یک از پیوسته خطی عملگرهای از دوگانه دنباله ای (upq(x)) کنیم فرض (٢)

که باشد موجود چنان xp نقطۀ p هر برای اگر باشد. نرمدار برداری فضای یک به
lim sup
q→∞

∥upq(xp)∥ = ∞,

lim؛ supq→∞ ∥upq(x)∥ = ∞ که دارد وجود (p از (مستقل x مانند نقطه ای آن وقت
یک به کامل نرمدار برداری فضای یک از پیوسته خطی عملگرهای از دوگانه دنباله ای (upq(x)) اگر (٣)
واگرا lim supq→∞ upq(xp) که باشد موجود چنان xp نقطۀ p هر به ازای و باشد نرمدار برداری فضای

است. واگرا limq→∞ upq(x) دنبالۀ که دارد وجود p از مستقل x مانند نقطه ای آن وقت باشد، 

از دنباله ای (un) اگر که می دهند نشان است، مرسوم اکنون که همان طور قضیه ها، این اثبات برای آنها
آن گاه باشد، نرمدار برداری فضای یک به کامل نرمدار برداری فضای یک از پیوسته خطی عملگرهای

می نویسند کار این برای است. بسته A = {x | lim supn→∞ ∥un(x)∥ <∞} مجموعۀ

A =

∞∪
m=١

∞∩
n=١

{x | ∥un(x)∥ ≤ m}

ساکس را اثبات روش این .lim supn→∞ ∥un∥ <∞ باشد، دوم رستۀ Aاز اگر که می دهند نشان و
برهانی روش، این که کنید توجه ببینید). را پایین (توضیحات است برده به  کار سال همان در مقاله ای در



۵٨ ریاضی آنالیز در حیرت آور ۵٨پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ۵٨پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های

قضیۀ (١) قسمت از قوی تر صورتی می توان آن از استفاده با و می گذارد اختیار در نیز ۵ . ٢ قضیۀ برای
کامل نرمدار برداری فضای دو بین پیوسته خطی نگاشت های از خانواده ای H چنانچه کرد: ثابت را بالا
f(x) := supu∈H ∥u(x)∥ تابع آن گاه ،x هر به ازای supu∈H ∥u(x)∥ < ∞ به طوری که باشد
است. متناهی supu∈H ∥u∥ پس است. کراندار صفر، همسایگی یک در لذا و است پایینی نیم پیوستۀ

پیوسته توابع از متعامد دستگاه را {gk} می توان مثلا می کنند. بیان را قضیه این از کاربرد چندین آنها
کرد تعریف و گرفت نظر در [α, β] بازۀ روی

Sn(f) = Sn(x) =

∫ β

α
Kn(x, y)f(y) dy و Kn(x, y) =

n∑
k=١

gk(x)gk(y)

و می گیریم نظر در را C[a, b] حال است. gk برحسب f بسط جزئی مجموع nاُمین ،Sn اینجا در که
و (p ∈ N)xp ∈ [α, β] می کنیم فرض

upq(f) = Sq(f)|x=xp =

∫ β

α
Kq(xp, y)f(y) dy.

دستگاه (gk) اگر که گرفت نتیجه می توان پس است. C[a, b] روی پیوسته خطی عملگر upq به روشنی
بسط که باشد موجود f پیوستۀ تابع xp مانند نقطه هر به ازای و باشد C[α, β] در پیوسته توابع از متعامد
را خاصیت همین آن بسط که دارد وجود پیوسته تابعی آن گاه باشد، واگرا xp نقطۀ در (gk) برحسب آن
کرد ثابت و گرفت نظر در را انتگرال پذیر توابع می توان پیوسته توابع به جای دارد. xp نقاط همۀ به نسبت

خاصیت دارای آن به وابسته فوریۀ سری که دارد وجود f مانند انتگرال پذیری تابع

lim sup
n→∞

∫ β

α
|Sn(f, x)|dx = ∞

است. [α, β] مانند بازه هر بر
در زیگموند١ را آن و می داند باناخ-اشتاینهاوس مشترک مقالۀ دربارۀ کسی کمتر که جالبی نکته اما
لهستانی، معروف ریاضیدان مقاله آن داور که است این می کند، نقل ساکس یادبود به مناسبت مقاله ای
ولی است بوده معمول روش های همان بر مبتنی اشتاینهاوس و باناخ اولیۀ اثبات است. بوده ساکس،
می کند. پیشنهاد آنها به را آن و می یابد قضیه اثبات برای بِر رستۀ قضیۀ پایۀ بر جدید کاملا روشی ساکس
برای دیگری روش بدین ترتیب .[٣٣] می برند به کار ساکس پیشنهاد یادآوریِ ضمن را روش این نیز آنها
و ١٩٢٧ سال های در ساکس می شود. مرسوم بِر، رستۀ قضیۀ بر مبتنی یکنواخت کرانداری اصل اثبات
که ببینید را زیر قضیۀ نمونه، برای می دهد. تعمیم را باناخ ١٩٢۶ سال نتیجۀ و نتایج این از برخی ١٩٣٢
که است همانی اثبات روش است. کرده ثابت باناخ نتایج تعمیم مسیر در ١٩٢٧ سال در را آن ساکس
١A. Zygmund
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شخصیت های از یکی ساکس بود. داده پیشنهاد متراکم سازی اصل اثبات برای اشتاینهاوس و باناخ به
است. اول جهانی جنگ از بعد لهستان ریاضیات سرشناس

فضای یک از پیوسته خطی عملگرهای از دنباله ای (un(x)) کنیم فرض .(١٩٢٧ (ساکس، ٣ . ۴ قضیه
است). اندازه در همگرایی به مجهز فضا (این باشد (٠, ١) بازۀ روی اندازه پذیر توابع فضای به کامل نرمدار
L زیرمجموعۀ روی lim supn→∞ un(x) <∞ آنها به ازای که x نقاط مجموعۀ که باشد عددی α اگر
موجودند α٠ و M اعداد و K گوی آن گاه باشد، دوم رستۀ از است برقرار α از بزرگتر اندازه با (٠, ١) از
است، بزرگتر α٠ از اندازه اش که L از زیرمجموعه ای روی x ∈ K هر به ازای و  α٠ > α که به طوری

. lim supn→∞ un(x) ≤M داریم
مطالعات نیز و کردیم اشاره بالا در که را باناخ ١٩٢۶ سال نتایج ١٩٢٩ سال به مقاله ای در اشتاینهاوس
باناخ که را روش هایی دارد قصد که می کند اشاره مقاله آغاز در او می دهد. تعمیم را این باره در ساکس
عنوان گیرد. به کار توابع نظریۀ مسئله های حل برای دارند، تابعی آنالیز ماهیت و برده اند به کار ساکس و
اما کرد. خواهیم ذکر را مقاله این قضیه های از نمونه ای ادامه، در است. مضمون همین به نزدیک او مقالۀ
مسائل بررسی به نوین ابزارهای با افراد این چرا شود روشن تا بیفزاییم را نکته ای دهید اجازه آن، از پیش
گوتینگن در ١٩١۴ سال از پیش که اشتاینهاوس می پرداختند. خود دوران کلاسیک ریاضیات مثال های و
آنالیز در معاصر جریان های و پیشرفت ها یعنی آموخته هایش، لووف١ به بازگشت در بود، دانشجو آلمان
آدامار ولترا، تحقیقات تأثیر تحت به ویژه که بود تابعی آنالیز آموزه ها این جملۀ از آورد. ارمغان به را ریاضی
اورلیچ، شاودر، مازور، نظیر او شاگردان و باناخ بدیع ایده های با تابعی آنالیز بود. تولد حال در هیلبرت و
را باناخ اشتاینهاوس، داد. مستقل هویتی و قدرت لووف در را ریاضیات و گرفت جان دیگران و اولام
وارشاو یعنی لهستان دیگر بخش در ریاضیات که می شود گفته اغلب می دانست. خود کشف های مهم ترین
مطلب این نیست. حقیقت از دور ادعا این البته که است بوده حقیقی متغیرهای و توپولوژی تأثیر تحت
تحت اول وهلۀ در زمان هر در ریاضیات که نویسنده فلسفی خام باور این بر است شاهدهایی بسیار از یکی
است. بوده مسائل آن حل برای بدیع ایده های با برجسته افراد تأثیر تحت آن از پس و خوب مسائل تأثیر
فضای Eبه از عملگری T و کامل نرمدار برداری فضای Eیک کنیم فرض اشتاینهاوس! به بازگردیم
اندازه پذیر توابع از (yn) دنبالۀ باشد. (Ω مجرد اندازۀ فضای یک روی یا بازه یک (روی اندازه پذیر توابع
اندازۀ که شود یافت n٠ طبیعی عدد ϵ > ٠ هر برای اگر گوییم y اندازه پذیر تابع به مجانبی همگرای را
شبه جمعی را F عملگر باشد. کمتر ϵ از n > n٠ به ازای {t ∈ Ω| |yn(t) − y(t)| < ϵ} مجموعۀ

λ عدد هر و x, y ∈ E هر به ازای اگر گوییم (شبه همگن)
|T (x+ y)| ≤ |T (x)|+ |T (y)|, |T (λx)| ≤ |λ|T (x).

١Lwów



۶٠ ریاضی آنالیز در حیرت آور ۶٠پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ۶٠پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های
را خطی پیوسته و عملگر جمعی، همگن و شبه خطی را پیوسته و شبه همگن شبه جمعی، عملگر اشتاینهاوس

می دهد. نسبت ١٩٠٣ سال به آدامار به را اخیر اصطلاح و می نامد

یک از شبه خطی یا خطی عملگرهای از دنباله ای (Tn)n کنیم فرض .(١٩٢٩ (اشتاینهاوس، ۴ . ۴ قضیه
از x نقطه هر به ازای کنیم فرض باشد. Ω روی اندازه پذیر توابع فضای به کامل نرمدار برداری فضای
.Ω از نقطه هر تقریباً به ازای limn→∞ Tn(x) = T (x) ،E فضای در B∗ مانند چگال مجموعه ای
E٢ E١و مانند زیرمجموعه دو به Eرا و Ω٢ و Ω١ مانند اندازه پذیر زیرمجموعۀ دو به را Ω می توان آن گاه
همه جا تقریباً ،x ∈ E هر به ازای به علاوه باشد. دوم رستۀ از E٢ و اول رستۀ از E در E١ که کرد تجزیه
lim supn→∞ |Tn(x)| = ∞ ،x ∈ E٢ هر به ازای و limn→∞ Tn(x) = T (x) داریم Ω١ روی

.Ω٢ روی همه جا تقریباً

هیچ جا تقریباً و پیوسته همه جا تابع وجود جمله از قضیه این از مختلفی کاربردهای سپس اشتاینهاوس
t هر و |s| < α هر برای که می گیرد نتیجه را f مانند مشتق پذیر

|f(t+ s)− f(t)| ≤ ϕ(|s|)

پیوسته تابعی همچنین است. lims→٠ ϕ(|s|)/|s| = +∞ شرط با نامنفی تابع یک ϕ اینجا در که
نامتناهی ξ هر تقریباً برای ∫ ١

٠ |x(ξ + t)− x(ξ)|w(t) dt عبارت به طوری که می یابد را x(t) مانند
باشد.

اثبات روش که می کند اشاره مقاله داور [۶] نویسندگان گفته بنابه .٣ . ١٨ قضیۀ به برمی گردیم اکنون
عضو که یاخیمسکی درنمی یابند. را ارتباط این آنها ولی است باناخ-اشتاینهاوس قضیۀ به شبیه بسیار
گسترش را آنها نتایج و درمی یابد به درستی را مطلب این بود، واخویچ دکتری رسالۀ از دفاع داوران هیأت
فضای یک X کنیم فرض کنیم: بیان را باناخ-اشتاینهاوس قضیۀ از صورتی دهید اجازه ابتدا می دهد.
باشد. Y به X از پیوسته خطی عملگرهای از دنباله ای (Tn) و نرمدار برداری فضای یک Y و باناخ

مجموعۀ نباشد، یکنواخت-کراندار (Tn) چنانچه
{x ∈ X | است کراندار (Tn(x))n {دنبالۀ

باناخ- قضیۀ غیرخطی نسخۀ به مذکور، قضیۀ اثبات در روش این بردن به کار برای است. اول رستۀ از
یک (X, T ) اگر مثال، برای شده اند. اثبات شکل ها این از برخی که کردیم اشاره است. نیاز اشتاینهاوس

دهیم قرار و باشد پایینی نیم پیوستۀ Fn : X → R+ تابع n ∈ N هر به ازای و توپولوژیک فضای
E = {x ∈ X است| کراندار (Fn(x))n ,{دنبالۀ
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یکنواخت-کراندار X در باز مجموعه ای روی {Fn |n ∈ N} خانوادۀ باشد، دوم رستۀ از E اگر آن گاه
زیرجمعی -L را ϕ : X → R+ تابع کرد: ثابت ٢٠٠۵ سال در یاخیمسکی را حکم این از تعمیمی است.
همچنین .x, y ∈ X هر برای ϕ(x+y) ≤ L(ϕ(x)+ϕ(y)) که باشد Lموجود ≥ ١ عدد اگر گوییم

.x ∈ X هر به ازای ϕ(−x) = ϕ(x) اگر است زوج ϕ

و باشند باناخ فضاهای k ∈ N که Xk ،. . . ،X٢ ،X١ کنیم فرض .(٢٠٠۵ (یاخیمسکی، ۵ . ۴ قضیه
نیم پیوسته Fn : X → R+ تابع n ∈ N هر به ازای و L ≥ ١ کنیم فرض .X = X١ × · · · ×Xk

باشند. زوج و L-زیرجمعی همگی ١ ≤ i ≤ k برای xi 7→ Fn(x١, . . . , xk) توابع و باشد پایینی
می دهیم قرار

E = {x ∈ X است| کراندار (Fn(x))n .{دنبالۀ
معادل اند: زیر حکم های این صورت در

است؛ لاغر E الف)
E؛ ̸= X ب)

.sup{Fn(x)|n ∈ N, ∥x∥ ≤ ١} = ∞ پ)
دهیم قرار و (Tn) ⊆ B(X × Y,Z) باشند، باناخ فضاهای X,Y, Z اگر

E = {(x, y) ∈ X × Y است| کراندار (Tn(x, y)) ,{دنبالۀ

معادل اند: زیر حکم های آن گاه
است؛ لاغر X × Y در E الف)

E؛ ̸= X × Y ب)
.sup{∥Tn∥|n ∈ N} = ∞ پ)

به دست را بالتسرزاک-واخویچ قضیه های از تعمیمی قضیه، این از کاربردی به عنوان یاخیمسکی
می دهد.

می دهیم قرار و باشد R در دنباله ای (αn) کنیم فرض (١) .(٢٠٠۵ (یاخیمسکی، ۶ . ۴ قضیه

E =
{
((xn), (yn)) ∈ c٠ × c٠

است∣∣∣ کراندار
( n∑

i=١
αixiyi

)
n

دنبالۀ
}
.



۶٢ ریاضی آنالیز در حیرت آور ۶٢پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور ۶٢پدیده های ریاضی آنالیز در حیرت آور پدیده های
α؛ ̸∈ l١ اگر تنها و اگر است لاغر c٠ × c٠ در E این صورت در

و باشد اندازه فضای یک (X,Σ, µ) کنیم فرض (٢)
Ep = {(f, g) ∈ Lp(µ)× Lp(µ)|fg ∈ Lp(µ)}.

معادل اند: زیر حکم های این صورت در
است؛ لاغر Lp(µ)× Lp(µ) در Ep الف)

Ep؛ ̸= Lp(µ)× Lp(µ) ب)
.inf{µ(A)|A ∈ Σ, ٠ < µ(A) <∞} = ٠ ج)

است. یاخیمسکی اصلی نتایج از قوی تری صورت های اخیر قضیه های البته

مجموعه ها بزرگی سنجش برای معیارهایی هم باز .۵
همه جایی تقریباً ویژگی های شناخت و مجموعه ها کوچکی سنجش برای معیاری Rn روی لبگ اندازۀ
مجموعه های داد که قرار اندازه ای نمی توان پیش از کلی مجرد فضاهای روی اما می دهد. قرار ما اختیار در
یکتایی منظم برل اندازۀ می توانیم فشرده موضعاً گروه هر روی گرچه آید. به دست کارآمدی اندازه-صفرِ
فضاها، گونه این در لذا و نداریم اختیار در اندازه ای چنین C[٠, ١] مانند فضاهایی روی کنیم، تعریف
بودن اول رستۀ مفهوم از می توان دیدیم، چنان که اما گرفت. به کار نمی توان را اندازه مفهوم به کوچک بودن
آنالیز در اشیاء ویژگی های از برخی دلایل شناخت در و است توپولوژیک مفهوم این البته کرد. استفاده
رسته مفهوم لیپ شیتسی، توابع مشتق پذیریِ رفتار بررسی در نمونه، برای ندارد. را لازم کارآمدیِ ریاضی
هار-پوچ٢ مجموعه های مفهوم ١٩٧٣ سال در کریستنسن١ دلیل، همین به نمی رسد. نظر به مناسب چندان
به نسبت اندازه-صفر مجموعۀ مفهوم با مفهوم این فشرده، موضعاً گروه های روی .[١٢] کرد معرفی را
لزوماً آبلی گروه یک روی فشردگی موضعاً شرط بدون کلی حالت در که کنید توجه می شود. یکی هار اندازۀ
جدایی پذیر نامتناهی-بعد باناخ فضاهای روی (حتی ندارد وجود شبه پایا حتی یا و انتقال تحت پایا اندازۀ
اما ندارد. وجود لبگ اندازه از تعمیمی هم حالت بهترین در لذا ندارد). وجود غیرصفری اندازۀ چنین هم
به مجهز آبلی گروه یک X کنیم فرض کرد. تعریف را پایا) انتقال (تحت پوچ مجموعۀ مفهوم می توان
مجموعۀ گوییم باشد، جدایی پذیر و کامل (X, d) متری فضای اگر است. پایا انتقال تحت که باشد d متر
موجود B ⊆ X برل مجموعۀ و X روی µ مانند برل احتمال اندازۀ یک اگر است هار-پوچ A ⊆ X

اندازه های که می کنیم توجه .x ∈ X هر به ازای µ(x + B) = ٠ و A ⊆ B به طوری که باشد
داد نشان کریستنسن هستند. خوش رفتار لذا و منظم جدایی پذیر، کامل متری فضاهای روی متناهی برل
١J. P. R. Christensen ٢Haar-null
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هار-پوچ مجموعۀ فشرده، موضعاً گروه برای و می دهند تشکیل σ-ایدآل یک هار-پوچ مجموعه های که
آن متمم و محجوب١ مجموعۀ را هار-پوچ مجموعۀ است. هار اندازۀ به نسبت اندازه-صفر مجموعۀ همان
اثبات به عکس. و نیست غالب لزوماً رسته ای) (به تعبیر عام مجموعۀ یک می نامند. غالب٢ مجموعۀ را

است. بودن لاغر اثبات از دشوارتر معمولا بودن محجوب
را مفهوم این کریستنسن از مستقل ١٩٩٢ سال در نیز یورک۵ و سور۴ هانت٣، که کرد اشاره باید

.[١٧] گرفته اند کار به دینامیکی دستگاه های مطالعۀ در را آن و کرده اند تعریف
عام نظیر نه اما کردیم آغاز آن با را مقاله که است باناخ-مازورکیه ویچ قضیۀ نظیر نوعی به  زیر قضیۀ

اندازه. نظریۀ چارچوب در بودن عام بلکه توپولوژیک بودنِ

متناهی) مشتق (نداشتن مشتق پذیری هیچ جا ویژگی (١) .(٢٠٠۵ زائیچک، و ١٩٩۴ (هانت، ١ . ۵ قضیه
است؛ غالب C[٠, ١] فضای در

یا (متناهی مشتق نقطه یک در دست کم که بگیرید نظر در C[٠, ١] فضای در را توابعی مجموعۀ (٢)
نیستند. هار-پوچ هیچ یک آن متمم نه و مجموعه این نه دارند. نامتناهی)

است. داده تعمیم ٢٠٠٠ سال در کولار۶ را هانت نتیجۀ
مشتق پذیر توابع دربارۀ نتایجی هستند، معاصر پژوهشگران برجسته ترین از آن نویسندگان که [٢٢] در
مشتق پذیریِ همه جا تقریباً دربارۀ لبگ معروف قضیۀ در ریشه موضوع این است. آمده باناخ فضاهای بین
همگراست، آنها مربعات مجموع که دنباله هایی فضای در که دید می توان به آسانی همچنین دارد. یکنوا توابع
مفهوم اساس بر مختلفی تعمیم های است. غالب خاصیت یک دنباله هر از حاصل سری بودنِ واگرا ،ℓ٢

.[١٣] است شده ارائه ٢٠١٣ سال در که هار-لاغر مفهوم جمله از است؛ شده معرفی هار-پوچ
مفهوم ظریف شیوه ای به که است Γ-پوچ مجموعۀ است، شده تعریف اواخر این در که دیگری مفهوم
را آن و کردند معرفی ٢٠٠٣ سال در پرایس٧ و لیندنشتراوس را مفهوم این می گیرد. بر در را رسته و اندازه

بردند. به کار باناخ فضاهای بین توابع برای فرشه مشتق بررسی به منظور
حاصل ضربی لبگ اندازۀ و حاصل ضربی توپولوژی به Tمجهز = [٠, ١]N و باناخ Xفضای کنیم فرض
،Djγ پیوستۀ جزئی مشتق های دارای که را γ : T → X مانند پیوسته توابع مجموعۀ باشد. λN

شبه نرم های از حاصل توپولوژی به را Γ(X) می دهیم. نشان Γ(X) با هستند ،j = ٠, ١

∥γ∥≤k = max{∥γ∥∞, ∥γ∥١, . . . , ∥γ∥k}
١shy set ٢prevalent set ٣B. R. Hunt ۴T. Sauer ۵J. A. Yorke ۶J. Kolár ٧D. Preiss
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آن، در که می کنیم مجهز
.∥γ∥k = sup

t∈T
∥Dkγ(t)∥ (k ≥ ١) و ∥γ∥∞ = sup

t∈T
∥γ(t)∥

به طوری باشد موجود γها ∈ Γ(X) از مانده ای مجموعۀ یک اگر گوییم Γ-پوچ Aرا ⊆ X برل مجموعه
مجموعۀ اگر به عبارت دیگر، .λN{t ∈ T |γ(t) ∈ A} = ٠ که

{γ ∈ Γ(X)|λN{t ∈ T |γ(t) ∈ A} > ٠}
از مجموعه ای (١ < p < ∞) lp فضای در که می شود داده نشان باشد. اول رستۀ از Γ(X) در
دارد وجود اول رستۀ مجموعه های از خانواده ای c٠ در در حالی که نیست Γ-پوچ که دارد وجود اول رستۀ
که [٢٢] به مورد، این در بیشتر آگاهی دریافت برای Γ-پوچ اند. که بالایی) σ-متخلخل (مجموعه های

کنید. مراجعه هستند، زمینه این در برجسته پژوهشگران از آن نویسندگان

قدردانی و تشکر
ابهام های و نادرستی ها از بسیاری و خواندند را مقاله نهایی نسخۀ سرلطف از چندین بار جهانی پور دکتر
دو از ساختند. خویش مدیون را خواننده و نویسنده بابت این از و کردند برطرف را متن نگارشی و علمی
و بود یافته راه متن به که نادرستی هایی تصحیح با داوران از یکی به ویژه سپاسگزارم. هم مقاله محترم داور
حمایت های از نویسنده همچنین ساختند. خویش منت دار را نویسنده دیگر سودمند پیشنهادهای همچنین

می کند. قدردانی ٩٣٠٢٧۶۴۵ شمارۀ طرح قالب در کشور فناوران و پژوهشگران از حمایت صندوق
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