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چکیده
معادلات عام نظریۀ بر مقدمه ای ،١٨٣٧ سال در لیوویل و استورم مشترک مقالۀ اولین
عمده ای بخش در محوری نقشی که نظریه ای می آید. به شمار استورم-لیوویل دیفرانسیل
از بسیاری تحلیل و تجزیه در متوالی سال های طول در و کرده بازی نوین ریاضی آنالیز از
این در است. شده گرفته به کار علم شاخه های دیگر و فیزیک ریاضیاتِ به مربوط مسائل
و می کنیم بیان را آن پیدایش سرچشمه های و استورم-لیوویل نظریۀ از تاریخچه ای نوشتار،
تعمیم جهت در که تلاش هایی برخی و مرزی مقدار مسائل مطالعۀ در آن جایگاه و اهمیت به
نیز را غیرخطی استورم-لیوویل عملگرهای طیفی نظریۀ می پردازیم. است، گرفته انجام آن

می دهیم. شرح

سرآغاز .١
نام های به فرانسوی ریاضیدان دو میلادی، ١٨٣٧ و ١٨٣۶ سال های در مقالات از سلسله یک در
آنالیز در را جدیدی موضوع (١٨٠٩-١٨٨٢) لیوویل٢ جوزف و (١٨۵۵-١٨٠٣) استورم١ فرانسوا چارلز
نوشتن از پس استورم زمان، آن در گرفت. نام استورم-لیوویل» «نظریۀ بعدها که نهادند بنیان ریاضی
زمینۀ در استورم) همشاگردی های از نیز و کودکی دوران دوستان از (یکی کولادون٣ با مشترک مقاله ای
چندجمله ای یک حقیقی ریشه های تعداد دربارۀ مشهورش قضیۀ به دلیل نیز و [١٩] مایعات فشرده سازی
معادلات حل به مربوط دستوری ١٨٢٩ سال در همچنین بود. یافته شهرت و شده جایزه برندۀ ،[۴٧ ،۴۴]

ویژه. توابع ویژه؛ مقادیر مرزی؛ شرایط مرزی؛ مقدار مسئلۀ استورم-لیوویل؛ نظریۀ کلیدی. کلمات و عبارات
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۶٨ استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ۶٨ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ۶٨ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ریشه ها،

آمد. نائل رولن١ کلژ در ریاضیات استادی درجۀ به کار، این نتیجۀ در و کرد کشف را جذر کردن پیدا و جبری
به  ١٨۴٠ سال در و معاونت سمت به ١٨٣٨ سال در و آمد در علوم آکادمی عضویت به ١٨٣۶ سال در وی
پاریس علوم دانشکدۀ مکانیک کرسی پواسن، جانشینی به سپس و شد انتخاب پلی تکنیک اکول استادیِ
ریاضی، آنالیز جبر، هندسه، همچون گوناگونی عرصه های در استورم علمی فعالیت های .[١] کرد احراز را
هنوز که کرد منتشر مکانیک و آنالیز در درسی کتاب های و نیست پوشیده کسی بر نورشناخت و مکانیک

است.٢ یافته مجدد انتشار نیز بیستم قرن اواخر تا و می گیرد قرار استفاده مورد نیز
دانشگاه قدیمی ترین و معتبرترین امروزه که پاریس پلی تکنیک مدرسۀ از ١٨٢٧ سال در نیز لیوویل
پژوهشی موسسۀ در ریاضیات استادی کرسی و شد فارغ التحصیل می آید، به شمار فرانسه مهندسی و فنی
تحقیق ریاضیات در گوناگونی زمینه های در او آورد. به دست را پاریس علوم دانشکدۀ و فرانس٣ دو کلژ
و فیزیک ریاضیاتِ توپولوژی، دیفرانسیل، هندسۀ مختلط، آنالیز اعداد، نظریۀ دیفرانسیل، معادلات کرد:

.[٣٧] اخترشناسی
به لحاظ است، گرفته انجام دیفرانسیل معادلات زمینۀ در اغلب که لیوویل و استورم پژوهش های
ارائه جداگانه را خود اولیۀ ایده های آنها ،١٨٢٩-١٨٣٠ اول، دورۀ طی می شود: تقسیم دوره چهار به زمانی
از مجموعه دو استورم دوم)، (دورۀ ١٨٣۵-١٨٣١ سال های بین در سپس .[۴۵ ،۴۴ ،٣٠ ،٢٩] کردند
نتایج اولین با همزمان که آورد در نگارش به دوم مرتبۀ دیفرانسیل معادلات زمینۀ در را خود کارهای نتایج
بین که پایانی دورۀ در .[۵٢ ،۵١ ،۵٠ ،۴٧ ،۴۶] شد منتشر ،١٨٣-١٨٣٧۶ دوره، سومین در لیوویل
را بالاتر مراتب خطی دیفرانسیل معادلات برای قبلی نتایج تعمیم لیوویل است، ١٨۴٠ تا ١٨٣٨ سال های

.[٣۵ ،٣۴ ،٣٣] یافت دست ارزشمندی نتایج به و کرد مطالعه
دیفرانسیل معادلۀ بررسی به استورم-لیوویل نظریۀ

d

dx
(k(x)

dV

dx
) + (rg(x)− ℓ(x))V (x) = ٠ x ∈ (α, β) (١ . ١)

مرزی شرایط همراه به
k(α)V ′(α)− hV (α) = ٠, k(β)V ′(β) +HV (β) = ٠ (١ . ٢)

است. پارامتر یک r و معلوم ثابت Hضرایب و h معلوم، مثبت تابع های ℓ و g ،k اینجا در که می پردازد
با ،[۵٢] رساندند چاپ به مرزی مقدار مسائل با رابطه در مشترک مقالۀ یک تنها لیوویل و استورم اگر چه
نام می توان را [۵١ ،۵٠] مثال، (برای یافت آنها بیشتر همکاری بر شواهدی می توان کارهایشان ملاحظۀ

است. شده منتشر و گردآوری [۴٠] کتاب قالب در استورم مقالات از کاملی مجموعۀ ،٢٠٠٨ سال ٢در

١Collège Rollin ٣Collège de France



موسی زاده سیدسیف اله موسی زاده۶٩ سیدسیف اله موسی زاده۶٩ سیدسیف اله ۶٩

[۵٢] در آن نتایج و گرفت قرار بررسی مورد بالا مسئلۀ دربارۀ لیوویل و استورم توسط که را آنچه برد).
کرد: طبقه بندی زیر دستۀ سه به می توان شد، منتشر

ویژه؛ مقادیر ویژگی های (١)
ویژه؛ توابع کیفی رفتار (٢)

ویژه. توابع از نامتناهی سری به دلخواه تابع هر بسط (٣)
آنها تمامیت و ویژه توابع کیفی بررسی ویژه، مقادیر مجانبی رفتار و وجود بررسی نظریۀ دلیل، همین به
و (١) استورم بالا، در شده ذکر موارد برای می شود. خوانده استورم-لیوویل نظریۀ مناسب، فضای یک در

یافتند. دست (٢) و (١) درباره بیشتری نتایج به فرآیند، این در و کردند مطالعه را (٣) لیوویل و ،(٢)
که: بود این بود مطرح دیفرانسیل معادلات نظریۀ در که پرسشی تنها ،١٨٢٠ سال از قبل تا

بیابید.» تحلیلی عبارت یک به شکل را آن جواب است؛ شده داده دیفرانسیل معادلۀ «یک
تقریب های روش با توانست لیوویل ولی بیابد جوابی نتوانست استورم کلی، حالت در (١ . ١) معادلۀ برای
از نبود. مناسب (٣)-(١) ویژگی های بررسی برای جواب این اما کند ارائه (١ . ١) برای جوابی متوالی،
ویژگی های «استنتاج یعنی دیفرانسیل، معادلات کیفی١» «نظریۀ دربارۀ تحقیق با را خود کار آنها این رو
دادند؛ ادامه جواب ها» به دسترسی بدون و معادله خودِ از مستقیم به طور دیفرانسیل معادلۀ جواب های
توانستند لیوویل و استورم که بود گونه این داشت. اعتبار و بود توجه مورد آن از قبل قرن نیم تا که شیوه ای
در جدید مفهوم یک از شواهدی موضوع این بیابند. (١ . ١) معادلۀ جواب های ویژگی های دربارۀ اطلاعاتی

می شود: توصیف قبلی از کلی تر پرسشی با که می دهد نشان را دیفرانسیل معادلات نظریۀ
کنید.» بررسی را آن جواب کیفی ویژگی های برخی است؛ شده داده دیفرانسیل معادلۀ «یک

معادلات زمینۀ در بسیاری نتایج و است وسیع بسیار لیوویل و استورم کارهای نتایج از استفاده دامنۀ
مثال، برای است. آمده به دست پاره ای دیفرانسیل معادلات و تابعی و تأخیری دیفرانسیل معادلات تفاضلی،
قابل توجه موضوعات جزء نیز امروز به تا که کرد اشاره استورم٢» مقایسه ای و نوسان «قضایای به می توان
اما است معمولی دیفرانسیل معادلات به شبیه تفاضلی، معادلات برای استورم نظریۀ است. مانده باقی
کارهای برخی همچنین است. شده پرداخته نظریه این جزئیات به [۵] در است. بسیاری پیچیدگی های شامل
مشاهده [٢٨ ،٢٢ ،٣ ،٢] در می توان را تابعی و تأخیری معادلات در نظریه این کاربرد مورد در شده انجام
دیگری مسائل با دیفرانسیلی، عملگرهای طیفی نظریۀ همانند دارد، فیزیکی منشأ اگرچه استورم نظریۀ کرد.
نظریه این همچنین است. اهمیت دارای و خورده گره کنترل بهینه و حساب تغییرات در بهینه سازی قبیل از
نامتناهی- بعد دینامیکی دستگاه های در جواب ها رفتار مختلف جنبه های تحلیل و تجزیه در کلیدی نقشی
١qualitative theory ٢Sturm’s oscillation and comparison theorems



٧٠ استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٧٠ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٧٠ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ریشه ها،

از .[٣٩ ،٢۴ ،١۶] می کند ایفا هستند، تناوبی جواب های دارای که غیرخطی سهموی معادلات با مرتبط
غیرخطی سهموی معادلۀ یک به را رویه یک از ثابت نقطۀ دو بین منحنی کوتاه ترین معادلۀ می توان که آنجا

.[٢٧ ،٢۶ ،٢١] دارد کلیدی نقش نیز مسائل گونه این در استورم ایده های کرد، تبدیل
گرفت، قرار بررسی مورد نوزدهم قرن اوایل در که دیفرانسیل معادلات ویژگی های برجسته ترین از
معادلات از گسترده تری مفهوم که شد اثبات و صورت بندی کُشی توسط وجودی قضیۀ بود. جواب» «وجود
شاخۀ در توسعه موازات به دیفرانسیل معادلات شاخۀ در مفهومی توسعۀ البته می داد. نشان را دیفرانسیل
«یافتن از را فوق مسئلۀ جالبی به طور گالوا و آبل کارهای زمان این در گرفت. انجام جبری معادلات
جواب هیچ که آنجایی از داد. سوق آنها» ویژگی های بررسی و جواب ها برخی «یافتن به سوی جواب ها»
کیفی به طور جواب ها ویژگی های یافت، نمی توان (١ . ٢)-(١ . ١) استورم-لیوویل مسئلۀ برای کلی صریح
معادلات زمینۀ در کیفی نظریۀ اولین استورم-لیوویل نظریۀ دیدگاه، این از می شد. استنباط معادله خود از
نوزدهم قرن اواخر در که غیرخطی دیفرانسیل معادلات با برخورد در را پوانکاره رویکرد که بود دیفرانسیل
مسائل زمینۀ در مقدماتی نظریه های بنیانگذار استورم-لیوویل نظریۀ به علاوه داد. تغییر بود، شده ارائه
ریاضیات در بنیادی مسائل از بسیاری روش مند حل در محوری جایگاهی ترتیب این به و شد ویژه مقدار
دیگر برخی و دیفرانسیل معادلات مسائل در سازنده و اساسی نقشی نیز امروزه و کرد پیدا کاربردی و محض
استورم-لیوویل، نظریۀ جایگاه و اهمیت دربارۀ بیشتر جزئیات مطالعۀ برای دارد. ریاضی شاخه های از

می دهیم. ارجاع [۴٠ ،٣۶ ،۶] به را خوانندگان

استورم-لیوویل نظریۀ مبانی و ریشه ها .٢
سال های طول در استورم اصلی کارهای در می توان را استورم-لیوویل نظریۀ زمینه های و ریشه ها
با او مشترک مقالۀ اولین در نظریه این محوریِ نتایج که [۴٩ ،۴٨ ،۴۵] کرد جستجو ١٨٣۶ تا ١٨٢٩
در گرما توزیع به مربوط مسائل از بسیاری استورم رسید. چاپ به [۵٢] در مرزی مسائل دربارۀ لیوویل
کشسان مایعات و انعطاف پذیر و کشسان جامدِ مواد کوچکِ نوسانی حرکات و مختلف شکل های با اجسام
اشاره آن به [۴٨] در که داد قرار مطالعه مورد می شوند، دوم مرتبۀ خطی دیفرانسیل معادلات به منجر که را
دیفرانسیل معادلات چگونه که داد توضیح بیشتری جزئیات با ،[۴٩] خود بعدی مقالۀ در او است. کرده
مرتبۀ دیفرانسیل معادلۀ یک به متغیرها، جداسازیِ با می توان کلی به طور را فوق مسائل از ناشی پاره ای
یک در حرارت انتقال مسئلۀ او مثال، برای کرد. حل و تبدیل است، پارامتر یک دارای که معمولی دوم
معادلۀ به شکل حرارت درجۀ بر حاکم رابطۀ مسئله، این در داد. قرار بررسی مورد را ناهمگن باریک نوار

است: زیر
g
∂u

∂t
=

∂

∂x
(k
∂u

∂x
)− ℓu(x, t) α ≤ x ≤ β (٢ . ١)



موسی زاده سیدسیف اله موسی زاده٧١ سیدسیف اله موسی زاده٧١ سیدسیف اله ٧١

متغیر از مثبت تابع های ℓ و k ،g و است t زمان در و x نقطۀ در حرارت درجۀ بیانگر u(x, t) آن، در که
زیر مرزی شرایط در u حرارت درجۀ آن گاه شود، نگهداری درجه صفر دمای در نوار اطراف اگر هستند. x

می کند: صدق
k
∂u

∂x
− hu(x, t) = ٠ (x = α), k

∂u

∂x
+Hu(x, t) = ٠ (x = β) (٢ . ٢)

در که است معلوم t = ٠ زمان در حرارت درجۀ گاهی اوقات هستند. مثبتی ثابت های H و h آن، در که
داشت: خواهیم را زیر اولیۀ شرط  این صورت

u(x, ٠) = f(x). (٢ . ٣)
به شکل را (٢ . ٢)-(٢ . ١) مسئلۀ جواب استورم ،(٢ . ٣) اولیۀ شرط از کردن صرف نظر با

u(x, t) = V (x)e−rt

تابع برحسب (١ . ٢)-(١ . ١) مسئلۀ به را فوق مسئلۀ ،(٢ . ٢)-(٢ . ١) در آن جانشانی با و گرفت نظر در
به شکل جواب جستجوی برای متغیرها جداسازیِ روش حرارت، انتقال نظریۀ (در کرد تبدیل V مجهول
همراه به ،(٢ . ٢)-(٢ . ١) مسئلۀ اگر حال .([٢۵] بود شده معرفی فوریه توسط آن از قبل ،F (x)f(t)
،rn ،. . . ،r٢ ،r١ مقادیر با متناظر توابع . . . ،Vn ،. . . ،V٢ ،V١ و بگیریم نظر در را (٢ . ٣) اولیۀ شرط
یک نیز u(x, t) =

∑
nAnVn(x)e

−rnt خطی ترکیب آن گاه باشند، (١ . ٢)-(١ . ١) مسئلۀ از . . .
ویژه مقدار مسئلۀ با متناظر ویژۀ توابع را Vnها و ویژه مقادیر را rnها (امروزه است (٢ . ٢)-(٢ . ١) جواب
که به طوری Anها تعیین مسئلۀ با است معادل (٢ . ٣) مرزی شرط این رو از می نامند). (٢ . ٢)-(٢ . ١)

باشیم ∑داشته
n

AnVn(x) = f(x). (۴ . ٢)

مسئله این می شود. مطرح ویژه توابع برحسب خطی ترکیب به شکل تابع یک ارائۀ مسئلۀ ترتیب، این به
نمود. منتشر [٣١] در را آن نتایج که شد مطرح لیوویل توسط ابتدا

دیفرانسیل معادلۀ شامل کردند مطالعه [۵٢] در لیوویل و استورم که مرزی ای مقدار مسئلۀ
d

dx
(k
dV

dx
) + (gr − ℓ)V = ٠ α ≤ x ≤ β (۵ . ٢)

مرزی شرایط با همراه
dV

dx
− hV (x) = ٠ (x = α), (۶ . ٢)



٧٢ استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٧٢ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٧٢ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ریشه ها،
dV

dx
+HV (x) = ٠ (x = β) (٢ . ٧)

ثابت اعداد H و h و پیوسته اند [α, β] بازۀ روی و x متغیر از توابعی ℓ و g ،k ضرایب اینجا در است.
مسئلۀ ،r پارامتر مقدار هر به ازای که دادند نشان آنها است. حقیقی پارامتر یک r و هستند معلومی مثبت
توابعی به ازای فقط بالا مرزی مقدار مسئلۀ دارد. V غیربدیهی جواب یک (۶ . ٢)-(۵ . ٢) مرزی مقدار
مقادیر این [۵٢] در آنها می شود. تعریف ویژه) (مقادیر r پارامتر از اصلی مقادیر و ویژه) (توابع غیرصفر

معادلۀ ریشه های به عنوان را اصلی

w(r) = ٠ (٢ . ٨)

مرزی شرط در (۶ . ٢)-(۵ . ٢) مسئلۀ از V عمومی جواب جایگذاری با فوق رابطۀ که کردند محاسبه
که بود داده نشان [۴٩ ،۴٨ ،۴۵] قبلی اش مقالات در استورم آن، از قبل البته می آید. به دست (٢ . ٧)
صعودی به شکل ریشه ها این [۵٢] در و دارد مثبت سادۀ حقیقی ریشۀ نامتناهی تعداد (٢ . ٨) معادلۀ
،V١ و مرزی مقدار مسئلۀ ویژۀ مقادیر اعداد، این شد. معرفی ٠ < r١ < r٢ < · · · < rn < · · ·
،n طبیعی عدد هر برای که شد اشاره مرجع همین در هستند. متناظرشان ویژۀ توابع . . . ،Vn ،. . . ،V٢

و است w′(rn) ̸= ٠ ویژگی دارای w ∫تابع β

α
g(x)V ٢

n (x)dx = −k(β)Vn(β)w′(rn) (٢ . ٩)

قابل قبول w تابع ریشه های ساده بودنِ (٢ . ٩) به توجه با ناصفرند. Vn(β) و k(β) اعداد آن، در که
یعنی است. g وزن تابع به نسبت . . . ،Vn ،. . . ،V٢ ،V١ جواب توابع تعامد ،[۵٢] نتایج دیگر از است.

داریم n و m متمایز طبیعی عدد دو هر ∫برای β

α
g(x)Vm(x)Vn(x)dx = ٠. (٢ . ١٠)

نتایج دارای است، صفحه چهار تنها [۵٢] لیوویل و استورم مشترک مقالۀ اگرچه است ذکر به لازم
مرزی شرایط با همراه فشرده بازۀ یک روی استورم-لیوویل مرزی مقدار مسئلۀ زمینۀ در ارزشمندی و مهم

کرد. فراهم را مرزی مقدار مسائل دربارۀ بیشتر مطالعۀ برای لازم زمینه های که است جدایی پذیر
ارتعاشی حرکات مطالعۀ موضوع به (١ . ٢)-(١ . ١) به شکل ویژه مقدار مسائل هجدهم، قرن اوایل در
زنجیر دربارۀ [١٠] برنولی یوهان و ارتعاش نظریۀ زمینۀ در [۵۴] تیلور بروک مقاله های در بود. شده تبدیل
پیگیری در نیز (١٧٠٠-١٧٨٢) برنولی دانیل شد. محاسبه (١ . ٢)-(١ . ١) مسئلۀ ویژۀ مقدار اولین آویزان،
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معادلۀ با آویزان زنجیر ارتعاش زمینۀ در برنولی، یوهان پدرش، تحقیقات

α
d

dx
(x
dy

dx
) + y(x) = ٠ (٢ . ١١)

یک به شکل را (٢ . ١١) معادلۀ جواب او است. پارامتر یک نیز α و زنجیر خم بیانگر y(x) که شد مواجه
بسل تابع J٠ و می نویسیم y = AJ٠(٢√x/α) به صورت را آن امروزه که آورد به دست نامتناهی سری
به طوری که دارد وجود α ویژۀ مقادیر از نامتناهی تعداد که کرد استدلال او همچنین است. صفر مرتبۀ
کرد بررسی (٠, ℓ) بازۀ در را ویژه تابع nاُمین ریشۀ n− ١ توزیع و زنجیر) طول ℓ) J٠(٢√ℓ/α) = ٠

.[١٠]
کرده استخراج فیزیکی قانون های از مستقیم به طور را معمولی دیفرانسیل معادلات برنولی ها، و تیلور
ارتعاش نظریۀ به مربوط مسائل از را پاره ای دیفرانسیل معادلات اویلر و دالامبر که ١٧۴٨ سال از و بودند
بعد سال ها آوردند. به دست متغیرها جداسازیِ روش از استفاده با را ویژه مقدار مسئلۀ کردند، استخراج
فوریه توسط ابتدا حرارت، انتقال نظریۀ در گسترده به طور متغیرها جداسازیِ  روش ،(١٨٠٧ سال از (تقریباً
مجموعۀ این گرفت. قرار استفاده مورد فرانسوی جوان ریاضیدانان همۀ تقریباً توسط زود خیلی بعد از آن و

نمود. فراهم مطالعاتشان پیگیری به منظور لیوویل و استورم برای را کافی انگیزۀ تحقیقات، از وسیع
ترغیب را او لیوویل اینکه تا افتاد تعویق به ١٨٣۶ سال تا استورم ایده های از جامع نسخۀ یک انتشار
برساند. چاپ به ١ کاربردی» و محض ریاضیات «مجلۀ عنوان با خود تاسیس تازه مجلۀ در را ایده هایش کرد
قدیمی مجلۀ دومین امروزه و بود کرده مقالات انتشار به شروع پاریس آکادمی در ١٨٣٣ سال از مجله این
ارائه L’Institut مجلۀ در استورم مقالۀ از خلاصه ای قبلا البته می آید. به شمار جهان در ریاضی بین المللی
وی .[۴۶] بود نشده اشاره ای هیچ او کار روش های به و بود او کارهای اصلی نتایج شامل فقط که بود شده
چاپ برای لیوویل اصرار موجب او روش های تازگی احتمالا که کرد ارائه را کارش جزئیات تمام ادامه، در

دیفرانسیل معادلۀ شامل کرد بررسی [۴٨] در استورم که مسئله ای .[۴٩ ،۴٨] شد او کارهای
d

dx
(k(x, r)

dV

dx
) +G(x, r)V (x, r) = ٠ α ≤ x ≤ β (٢ . ١٢)

به صورت مرزی شرط یک همراه به
k(α, r)

V (α, r)

∂V

∂x
(α, r) = h(r) (٢ . ١٣)

معلوم تابع یک h(r) و هستند r و x متغیر دو برحسب پیوسته ای حقیقی تابع های V و G ،k که است
در و آمده حساب به او اظهارات مهم ترین از یکی که کرد ثابت را زیر قضیۀ استورم بررسی، این در است.
١Journal de Mathématiques Pures et Appliquées



٧۴ استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٧۴ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٧۴ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ریشه ها،

و V (α, r) مقادیر هرگاه است ذکر به لازم البته است. کرده ایفا مهمی نقش او بعدی نتایج به دستیابی
می شود. تعیین یکتا به طور V (x, r) جواب باشند، معلوم ∂V

∂x
(α, r)

زیر شرایط x ∈ [α, β] هر برای و باشد (٢ . ١٣)-(٢ . ١٢) غیربدیهی جواب یک V اگر .٢ . ١ قضیه
باشد: برقرار

باشد؛ r به نسبت نزولی تابعی k و k(r) > ٠ ،r هر برای (آ )
باشد، r به نسبت نزولی تابعی h و صعودی تابعی G (ب)

است. r به نسبت نزولی تابعی k
V

∂V

∂x
(x, r) ،x ∈ [α, β] هر برای آن گاه

در ٣٢٨ صفحۀ [٣۶] در او دوم اثبات از نسخه ای که کرد ارائه فوق قضیۀ برای اثبات دو استورم
١.٢ قضیۀ اثبات در که آنچه از و (٢ . ١٢) معادلۀ روی خود بررسی های ادامۀ در استورم است. آمده پاورقی
اهمیت به ١ بخش در که کرد ثابت است، معروف استورم» مقایسۀ «قضیۀ به که را زیر قضیۀ داد، انجام

کردیم. اشاره قضیه این

باشد، (kiV ′
i )

′+GiVi = ٠ معادلۀ غیربدیهی جواب یک Vi ،i = ١, ٢ برای کنیم فرض .٢ . ٢ قضیه
در .G٢(x) ≥ G١(x) و k٢(x) ≤ k١(x) ،x ∈ [α, β] هر برای و h٢ < h١ ،hi = kiV

′
i

Vi
(α)

V٢ از ریشه یک حداقل شامل (α, β) باز بازۀ آن گاه باشند، V١ متوالی ریشۀ دو β و α اگر  این صورت
است.

کنید. مراجعه ۵١ صفحۀ [۵] به می توانید قضیه این اثبات مشاهدۀ برای
امروزی، واژگان در که دارد وجود قضیه ای شد، حاصل او روش های از که استورم نتایج ادامۀ در

می شود: نامیده استورم١» جداسازی «قضیۀ

ریشۀ دو b و a و (kV ′)′ + GV = ٠ معادلۀ از خطی مستقل جواب دو V٢ و V١ اگر .٢ . ٣ قضیه
دارد. (a, b) بازۀ در ریشه یک حداقل V٢ آن گاه باشند، V١ متوالی

آن نقل به مایل که استورم کارهای از نتیجه آخرین است. آمده ۵٠ صفحۀ [۵] در هم قضیه این اثبات
دستاوردهای که است نوسان نظریۀ در مرزی مقدار مسئلۀ ویژۀ توابع ریشه های دربارۀ او دغدغه های هستیم،
معین بازۀ یک در دلخواه درجۀ از حقیقی چندجمله ای یک ریشه های تعداد تعیین مسئلۀ در مهمی سهم او
دیفرانسیل معادلۀ شامل ویژه مقدار مسئلۀ کار، این در او است. پرداخته موضوع این به [۴٩] در و دارد
١Sturm’s separation theorem
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جدایی پذیر مرزی شرایط همراه به (۵ . ٢)
k(α)V ′(α)− hV (α) = ٠, k(β)V ′(β) +HV (β) = ٠ (١۴ . ٢)

آورد، به دست او که مسئله این از ویژگی هایی هستند. مثبت تابع هایی ℓ و g ،k آن، در که گرفت نظر در را
ویژۀ مقدار نامتناهی شمارای تعداد دارای (١۴ . ٢) و (۵ . ٢) شامل ویژه مقدار مسئلۀ اینکه از عبارت اند
برای آن گاه باشند، ویژه مقادیر این با متناظر ویژۀ توابع . . . ،Vn ،. . . ،V٢ ،V١ اگر و است ساده حقیقی
یک دقیقاً ،Vn+١ متوالی ریشۀ دو هر بین و دارد (α, β) بازۀ در ریشه n − ١ دقیقا Vn ،n ∈ N هر

دارد. قرار Vn از ریشه
فقط و نمی کنند برآورده را امروزی استانداردهای و محدودیت ها شرایط، استورم، اثبات های اگرچه
به کار روش های و اثبات ها ساختار در تغییر بدون می توان دارند، کارآیی او خودِ زمان استانداردهای برای
محدودیت های و شرایط با (١۴ . ٢) و (۵ . ٢) شامل ویژۀ مقدار مسئلۀ برای کامل اثباتی او، توسط رفته
گرفته انجام [١۴ ،١٣] در بوچر١ توسط باره این در که تلاش هایی اولین به می توان مثلا کرد. ارائه جدید
شد. جایگزین قطعه ای پیوستگی شرط ،(۵ . ٢) معادلۀ ضرایب پیوستگی شرط به جای که کرد اشاره است،
مرزی مقدار مسائل دربارۀ دیگری ویژگی های بالا، در اشاره مورد موضوعات بر علاوه بعدها همچنین
به می توان آنها مهم ترین از که گرفت قرار تحقیق مورد بیشتر محدودیت های و شرایط با استورم-لیوویل
خاص برداری فضاهای برخی در می شوند، ارائه ویژه توابع برحسب که توابع از مجموعه  ای «کامل بودنِ»
دیفرانسیل معادلۀ شامل تکین مسئلۀ برای را موضوع این که بود کسانی اولین زمرۀ در بورگ٢ کرد. اشاره

دوم مرتبۀ خطی
−y′′ + q(x)y = λy ٠ ≤ x < b٠, ٠ < b٠ ≤ ∞

درون q آن، در که کرد بررسی y ∈ L٠)٢, b٠) و y(٠) cosα + y′(٠) sinα = ٠ شرایط همراه به
مجموعۀ که داد نشان او است. تکینی دارای x = b٠ در q ،b٠ < ∞ اگر و است پیوسته [٠, b٠) بازۀ
در {yn(x)}∞n=١ توابع (مجموعۀ [١۵] است کامل L٠)٢, b٠) فضای در فوق مسئلۀ ویژۀ توابع مربعات

از f ∈ Lp(a, b) هر برای هرگاه می شود نامیده کامل ،١ ≤ p <∞ ،Lp(a, b) ∫فضای b

a
f(x)yn(x)dx = ٠ n = ١, ٢, ٣, . . .

در به ویژه بورگ از بعد است). yn(x) مختلط مزدوج yn(x) آن، در که f ≡ ٠ گرفت نتیجه بتوان
با البته دوم مرتبۀ خطی استورم-لیوویل ویژۀ مقدار مسائل دربارۀ مقاله صدها ساله هر نیز اخیر دهه های
١Maxime Bôcher ٢Göran Borg



٧۶ استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٧۶ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٧۶ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ریشه ها،

منتشر ... و برگردان نقطۀ تکینی، ضرایب، ناپیوستگی قبیل از متنوع تری محدودیت های و مرزی شرایط
می شود.

استورم-لیوویل نظریۀ تعمیم .٣
نظریه این دربارۀ مختلفی مباحث کردند، ارائه [۵٢] در را خود نظریۀ لیوویل و استورم آنکه از بعد
استورم- «مسائل و بالاتر» مرتبۀ معادلات به استورم-لیوویل نظریۀ «تعمیم آنها میان از که گردید مطرح

است. گرفته قرار توجه مورد بیشتر غیرخطی» لیوویل
پس مدتی لیوویل بالاتر. و سوم مرتبۀ دیفرانسیل معادلات به استورم-لیوول نظریۀ تعمیم .٣ . ١

سوم مرتبۀ دیفرانسیل معادلۀ تحقیقاتش ادامۀ در استورم، با مشترکش مقالۀ چاپ از
d٣V
dx٣ + rV (x) = ٠ x ∈ [٠, ١] (٣ . ١)

جدایی پذیر مرزی شرایط با همراه
V (٠) = V ′(٠) = ٠, (٣ . ٢)

V (١) = ٠ (٣ . ٣)
به شکل صریح جواب یک بررسی این در او .[٣٢] است پارامتر یک r آن، در که داد قرار بررسی مورد را

V (x) =
١

٣ρ٢ (e
−xρ + µe−µxρ + µ٢e−µ٢xρ)

همۀ که داد نشان همچنین .µ ̸= ١ ،µ٣ = ١ و ρ٣ = r آن، در که آورد به دست (٣ . ٢)-(٣ . ١) برای
مرزی مقدار مسئلۀ برای ،(٢ . ١٠) تعامدی ویژگی بجز کردیم، اشاره آنها به ٢ بخش در که استورم قضایای

است: برقرار زیر دوتعامدی رابطۀ تعامدی، رابطۀ این به جای و برقرارند نیز (٣ . ٣)-(٣ . ١)∫ ١

٠
Vm(x)Un(x)dx = ٠ m ̸= n (۴ . ٣)

-(٣ . ١) با متناظر الحاقی١» «مسئلۀ که است زیر مرزی مقدار مسئلۀ از ویژه تابع nاُمین ،Un آن، در که
می شود: نامیده (٣ . ٣)

d٣U
dx٣ − rU(x) = ٠ x ∈ [٠, ١],
U(٠) = ٠, U(١) = U ′(١) = ٠.

١adjoint problem



موسی زاده سیدسیف اله موسی زاده٧٧ سیدسیف اله موسی زاده٧٧ سیدسیف اله ٧٧

از است عبارت f(x) مانند تابع یک فوریۀ سری یافتۀ تغییر شکل لذا

F (x) =
∞∑
n=١

Vn(x)

∫ ١
٠ f(x)Un(x)dx∫ ١

٠ Vn(x)Un(x)dx
.

کلی تر شکل به و ٣ از بالاتر مرتبۀ از دیفرانسیل معادلات شامل مسائل به را خود مطالعات او
(K(L · · · (M(NV ′)′)′ · · · )′)′ + rV = ٠, x ∈ [٠, ١] (۵ . ٣)

مرزی شرایط همراه به
V = A, NV ′ = B, K(L · · · (M(NV ′)′)′ · · · )′ = D (x = ٠), (۶ . ٣)

aV + b(NV ′) + · · ·+ cK(L · · · (M(NV ′)′)′ · · · )′ = ٠ (x = ١) (٣ . ٧)
،A و مثبت همواره N(x) و M(x) ، . . . ،L(x) ،K(x) توابع x ∈ [٠, ١] هر برای که داد گسترش
ویژگی نیز حالت این در که داد نشان او .[٣٣] هستند مثبتی ثابت ضرایب c ، . . . ،b ،a Dو ، . . . ،B
و (٣ . ٧)-(۵ . ٣) مرزی مقدار مسئلۀ ویژۀ تابع mاُمین ،Vm اینجا در که است برقرار (۴ . ٣) دوتعامدی

الحاقی مسئلۀ ویژۀ تابع nاُمین نیز Un

(N(M · · · (L(KU ′)′)′ · · · )′)′ + (−١)µrU = ٠ x ∈ [٠, ١],

DU − · · ·+ (−١)µ−٢B(M · · · (L(KU ′)′)′ · · · )

+(−١)µ−١AN(M · · · (L(KU ′)′)′ · · · )′ = ٠ (x = ٠),
U = c, . . . , N(M · · · (L(KU ′)′)′ · · · )′ = (−١)µ−١a (x = ١)

است. (۵ . ٣) دیفرانسیل معادلۀ مرتبۀ µ و
استورم- مسائل برای قبلی نتایج تعمیم روی مطالعه به دنبال بسیاری محققین نیز لیوویل از بعد
دیفرانسیل معادلات ضرایب برای پیچیده تر و ضعیف تر محدودیت های و شرایط گرفتن نظر در با لیوویل
با که است کسانی اولین جزء اوریت١ بین، این در بوده اند. مرزی شرایط ضرایب یا و ٣ از بالاتر مرتبۀ از
ساختارهای چهار، مرتبۀ خطی دیفرانسیل معادلۀ یک با متناظر گرین توابع از جدیدی شکل های به کارگیریِ
در ١٩۵۵ سال در وی دکتری رسالۀ در زمینه این در بیشتر جزئیات که کرد ارائه ویژه توابع برای صریحی
ادامۀ در است. رسیده چاپ به [٢٣] در ١٩۵٧ سال در آن مهم نتایج و است آمده آکسفورد، دانشگاه
١William N. Everitt



٧٨ استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٧٨ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٧٨ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ریشه ها،

مسئلۀ مطالعۀ برای [٩] بنزینگر١ ارزشمند کار به استورم-لیوویل، نظریۀ تعمیم دربارۀ شده انجام کارهای
خطی دیفرانسیل معادلۀ شامل Lτ

τ(u) := u(n) + an−٢(x)u(n−٢) + · · ·+ a٠(x)u = λu ٠ ≤ x ≤ ١
جدایی ناپذیر مرزی شرایط همراه به

Uj(u) := αju
(kj)(٠) + βju

(kj)(١) +
kj−١∑
k=٠

{αjku
(k)(٠) + βjku

(k)(١)} = ٠

j = برای و aj(x) ∈ L∞(٠, ١) داریم j = ٠, ١, ٢, . . . , n − ٢ برای اینجا در که می کنیم اشاره
،٠, ١, ٢, ..., n

٠ ≤ kj ≤ n− ١, kj+١ ≤ kj , kj+٢ < kj , |αj |+ |βj | > ٠.
شکل از استفاده با او است. پیوسته به طور یکنواخت [٠, ١] روی u(n−١) و u ∈ Cn−٠]١, ١] همچنین
مسئلۀ ویژۀ توابع دنبالۀ ،{uk} ثابت p ∈ (١,∞) یک برای که داد نشان Lτ مسئلۀ ویژۀ توابع مجانبی
مزدوج نمای r هرگاه کرد ثابت همچنین او است. Lp(٠, ١) برای پایه یک و کامل Lp(٠, ١) در ،Lτ

نیز Lτ با متناظر الحاقی مسئلۀ ویژۀ توابع دنبالۀ ،{vk} آن گاه ،(١/p + ١/r = ١ (یعنی باشد p
دوتعامدی رابطۀ در {vk} و {uk} دنباله های و است Lr(٠, ١) برای پایه یک و کامل Lr(٠, ١) در
تقریباً f(x) =∑∞

−∞⟨f, vk⟩uk(x) ،f ∈ Lp(٠, ١) هر برای و می کنند صدق ⟨ui, vj⟩ = δi,j

،∫ ١
٠ ui(x)vj(x)dx تعریفِ با vj و ui داخلی ضرب بیانگر ⟨ui, vj⟩ اینجا در است. برقرار همه جا

است. کرونکر دلتای تابع δi,j و vj مختلط مزدوج vj
مطالعۀ برای دیگری روش اخیر دهه های در که است این زیربخش این پایان در ذکر قابل نکتۀ
آنها متناظر طیف های و ویژه توابع ویژه، مقادیر و بالاتر و سوم مرتبۀ از استورم-لیوویل عملگر ویژگی های
خواص از استفاده با و می شود ارائه داده شده عملگر ماتریسی ساختار روش، این در می شود. گرفته به کار
عملگر مثال، برای می گیرد. قرار تحلیل و تجزیه مورد عملگر ویژۀ مقادیر و ویژه توابع ماهیت ماتریس ها،

چهارم مرتبۀ دیفرانسیل
Lp(u) := D۴u− (p١(x)u′)′ + p٢(x)u (٣ . ٨)

مرزی شرایط همراه به (٠, ١) بازۀ روی را
u(٠) = u′′(٠) = ٠ = u(١) = u′′(١) (٣ . ٩)

١Harold E. Benzinger



موسی زاده سیدسیف اله موسی زاده٧٩ سیدسیف اله موسی زاده٧٩ سیدسیف اله ٧٩

هستند. L٠]٢, ١] به متعلق و حقیقی مقدار p٢ و p١ تابع های و D = d/dx آن، در که بگیرید نظر در
آن، در که می شود ارائه Mg = λBg استورم-لیوویل نوع از ماتریسی دستگاه ،(٣ . ٩)-(٣ . ٨) با متناظر

M =

[
M١ M٢
M٣ M۴

]
و B =

[
B١ B٢
B٣ B۴

]
و

M١ = D۵ − p١D٣ − ٢p′١D٢ + (
٨
٣p٢ − p′′١ )D + ٢p′١, M٢ = −١٠

٣ D
٣ + ۴

٣p١D +
٢
٣p

′١,

M٣ = −٣p′١D۴ + ١٠p٢D٣ + (٣p١p′١ + ۵p′٢)D٢ + (p′′٢ − ۴p١p٢ + ٣(p′١)٢)D − ۶p′١p٢,

M۴ = D۵ − ۵p١D٣ − p′١D٢ + (۴p٢١ − ٨p′′١ − ٢۴p٢)D + (٢p١p′١ − ٢p′′١ − ۶p′٢),
B١ =

٨
٣D, B٢ = ٠, B٣ = ١٠D٣ + ۴p١D − ۶p′١, B۴ = −٢۴D.

آن، در که Mϕ = λBϕ آن گاه باشند، Lp(u) = λu معادلۀ از جواب هایی v و u اگر در این صورت
عملگرهای با متناظر ویژۀ توابع دنباله های به ترتیب که {χi} و {ψi}برای همچنین .ϕ = (uv, u′v′)T

(M−λB)∗ که است برقرار ⟨χi,Bψj⟩ = δi,j دوتعامدیِ رابطۀ هستند، (M−λB)∗ و M−λB
ببینید). را [١٨] بیشتر، جزئیات مطالعۀ (برای است (M − λB) ماتریس مزدوج ترانهادۀ

طی استورم-لیوویل نظریۀ که عمیقی تأثیر به توجه با غیرخطی. استورم-لیوویل مسائل .٣ . ٢
بسیاری تلاش های است، گذاشته خطی دیفرانسیل معادلات برای طیفی نظریۀ گسترش روی بر سال ها
گرفته صورت غیرخطی دیفرانسیل معادلات به نظریه این در رفته به کار روش های و ایده ها گسترش برای
خطی، دیفرانسیل معادلات با رابطه در نه تنها استورم-لیوویل ویژۀ مقدار مسائل اساس، این بر است.
مشخص مثال یک به عنوان گرفت. قرار مطالعه مورد نیز غیرخطی استورم-لیوویل معادلات دربارۀ بلکه

بگیرید: نظر در را زیر معادلۀ غیرخطی، استورم-لیوویل معادلۀ از
− u

′′
= λ sinu (٣ . ١٠)

زاویۀ که می شود توصیف u تابع با آونگ موقعیت اینجا در می شود. ظاهر ساده آونگ حرکت مسئلۀ در که
آونگ ویژگی های و گرانشی شتاب به وابسته ثابت λ و پایین به رو عمودی جهتِ در بردار با میله بین
این .[٧] است ستون یک از کمانش شد، مطرح انشعاب مسائل در که دیگر فیزیکی مثال یک است.
نازک راست ستون یک فشرده سازی به گرفت، قار مطالعه مورد اویلر توسط ١٧۴۴ سال در نخست که مثال
ستون بر مماس خط بین زاویۀ بیانگر u(x) ،π با برابر ستون طول اگر می پردازد. افقی محور راستای در
باشد، فشاری) نیروی بزرگی از (اندازه ای شده اعمال رانش λ و xها) (محور افقی محور با x نقطۀ در
می کند. صدق u′(٠) = u′(π) = ٠ مرزی شرایط و (٣ . ١٠) معادلۀ در u ،٠ < x < π هر برای آن گاه



٨٠ استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٨٠ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٨٠ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ریشه ها،

قرار بررسی مورد معادلات دسته دو با ارتباط در غیرخطی استورم-لیوویل مسائل اغلب امروز، تا
به شکل دوم مرتبۀ غیرخطی استورم-لیوویل معادلات اول، دستۀ گرفته اند.

− (p(x)y′)′ + F (x, y, y′) = λw(x)y (٣ . ١١)
یا و

− (p(x)y′)′ + q(x)y = λF (x, y, y′) (٣ . ١٢)
غیرخطی کسری استورم-لیوویل معادلات دوم، دستۀ و است غیرخطی تابعی y′ یا y به Fنسبت آن، در که

به شکل
p١(x)D١(p٢(x)D٢(p٣(x)y(x))) = G١(x, y, y′) + λG٢(x, y, y′) (٣ . ١٣)

و D١ نمادهای از یک هر و است غیرخطی تابعی y′ یا y به نسبت Giها از یکی حداقل اینجا در که
رابطه این در جلوتر که باشد کاپوتو١ کسری مشتق یا و ریمان-لیوویل کسری مشتق بیانگر می تواند D٢

داد. خواهیم بیشتری توضیحات
صورت ولکوویسکی٢ توسط ١٩۶٠ دهۀ در اول دستۀ روی پیشرفته مطالعات اولین که می رسد نظر به
به همراه آن، ضرایب پیوستگی فرض با و (٣ . ١١) به شکل معادله یک گرفتن نظر در با وی باشد. گرفته
ثابت و بررسی را غیربدیهی جواب های وجود مسئلۀ ،[α, β] متناهی بازۀ روی جدایی پذیر مرزی شرایط
ریشه k − ١ دارای به طوری که دارد وجود مسئله از yk مانند جوابی ،k مثبت صحیح عدد هر برای کرد
شامل مرزی مقدار مسئلۀ یک برای رابینوویتز٣ ١٩٧٠ سال در نیز او از بعد .[۵۵] است (α, β) بازۀ درون
نتایج با مشابه نتایجی ،[٠, π] بازۀ روی جدایی پذیر مرزی شرایط به همراه پیوسته ضرایب با (٣ . ١٢) معادلۀ
شرایطی انتخاب با پژوهشگران از بعضی اخیر، دهۀ دو در به ویژه بعدها .[۴١] آورد به دست ولکوویسکی
برای دارند. قرار بررسی مورد را معادلات از دسته این ،(٣ . ١٢) و (٣ . ١١) معادلات ضرایب برای ضعیف تر
با (٣ . ١١) معادلۀ شامل (٠, ١) بازۀ روی تکین جدایی پذیر مرزی مقدار مسئلۀ یک برای [١٧] در مثال،
بررسی پیوسته مثبت جواب های وجود ،r > ١ و F = −yr ،w ≡ ١ ،µ > ٠ ،p(x) = x٢µ شرط
،F غیرخطی تابع با (٣ . ١٢) معادلۀ شامل مسئلۀ یک برای مشابه مطالعاتی ،[۵٣] در همچنین شد.
موضوع گرفت. انجام است، تکینی دارای (٠, ١) بازۀ انتهای و ابتدا نقاط در که p(x) تابع یک و q ≡ ٠
در که است معادلات از دسته این با متناظر عکس۴ مسائل به پرداختن اول، دستۀ دربارۀ ذکر قابل دیگر
(اگر می دهیم ارجاع [۴٣ ،۴٢] مطالعۀ به را علاقه مندان این باره در و است گرفته قرار توجه مورد اخیر دهۀ
مقادیر تعیین و بررسی هدف، و باشند معلوم مرزی شرایط و معادله ضرایب استورم-لیوویل، مسئلۀ  در
١Caputo ٢Jay H. Wolkowisky ٣Paul Henry Rabinowitz ۴inverse problems



موسی زاده سیدسیف اله موسی زاده٨١ سیدسیف اله موسی زاده٨١ سیدسیف اله ٨١

و باشند معلوم ویژه مقادیر صورتی که در و مستقیم نوع از را مسئله  آن گاه باشد، ویژه جواب های و ویژه
می نامیم). عکس نوع از را آن باشد، مرزی شرایط و معادله ضرایب تعیین هدف،

نخست کسری، استورم-لیوویل معادلات یعنی غیرخطی، استورم-لیوویل معادلات از دوم دستۀ دربارۀ
بیان را کاپوتو و ریمان-لیوویل نوع از کسری مشتقات و ریمان-لیوویل انتگرال تعریف های است لازم
ذکر به لازم می کنیم. ارائه را آنها بین مهم رابطۀ یک همچنین و تعریف ها این ،[٣٨] مطابق لذا کنیم.
کسری، نوع از خطی استورم-لیوویل معادلات دربارۀ مطالعه برای می توانند علاقه مند خوانندگان که است

نمایند. ملاحظه را [٢٠ ،١٢ ،٨]

چپ انتگرال های .α ∈ (٠, ١] و باشد شده تعریف a ≤ x ≤ b برای f تابع کنیم فرض .٣ . ١ تعریف
می شوند: تعریف زیر به صورت به ترتیب α مرتبۀ از f تابع ریمان-لیوویل راست و

(Iαa,+f)(x) =
١

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−١f(t)dt x > a,

(Iαb,−f)(x) =
١

Γ(α)

∫ b

x
(t− x)α−١f(t)dt x < b

است. گاما تابع بیانگر Γ که
و چپ مشتقات .α ∈ (٠, ١] و باشد شده تعریف a ≤ x ≤ b برای f تابع کنیم فرض .٣ . ٢ تعریف

می شوند: تعریف زیر به صورت به ترتیب α مرتبۀ f تابع کاپوتو و ریمان-لیوویل راست

(DRL,α
a,+ f)(x) =

d

dx
(I١−α

a,+ f)(x) =
١

Γ(١ − α)

d

dx

∫ x

a

f(t)dt

(x− t)α
x > a,

(DRL,α
b,− f)(x) = − d

dx
(I١−α

b,− f)(x) =
١

Γ(١ − α)
(− d

dx
)

∫ b

x

f(t)dt

(t− x)α
x < b,

(DC,α
a,+f)(x) = (I١−α

a,+

df

dx
)(x) =

١
Γ(١ − α)

∫ x

a

f ′(t)dt

(x− t)α
x > a,

(DC,α
b,− f)(x) = (I١−α

b,− (− df

dx
))(x) =

١
Γ(١ − α)

∫ b

x

−f ′(t)dt
(t− x)α

x < b.

است: برقرار زیر رابطۀ h و g ،f تابع سه برای تعریف ها، این به توجه ∫با b

a

f(x)DRL,α
b,− (g(x)DC,α

a,+h(x))dx =∫ b

a

g(x)DC,α
a,+ (f(x)DC,α

a,+h(x))dx− f(x)I١−α
b,− (g(x)DC,α

a,+h(x))|ba. (١۴ . ٣)



٨٢ استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٨٢ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٨٢ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ریشه ها،

معادلۀ برای موجود حالات بین از غیرخطی، کسری استورم-لیوویل مسئلۀ طیفی نظریۀ تشریح برای
است، چپ کاپوتو مشتق D٢ و راست ریمان-لیوویل مشتق D١ که را حالتی مثال به عنوان ،(٣ . ١٣)

G١(x, y, y′) = ٠ ,x)G٢و y, y′) = w(x)y٢(x)

بودنِ حقیقی فوق، کسری استورم-لیوویل عملگر بودنِ خودالحاقی دربارۀ را احکامی و می گیریم نظر در
عملگر ٠ < α < ١ برای منظور، این به می کنیم. ثابت متناظر، ویژۀ توابع بودنِ متعامد و ویژه مقادیر

با را Lα,ν
B کسری استورم-لیوویل

Lα,ν
B = −DRL,α

١,− p(x)DC,α٠,+ ν ∈ [٠,∞) (١۵ . ٣)
معادلۀ شامل غیرخطی کسری استورم-لیوویل مرزی مقدار مسئلۀ ،Lα,ν

B با متناظر می کنیم. تعریف
Lα,ν
B y(x) = λw(x)y٢(x) ٠ < x ≤ ١ (١۶ . ٣)

مرزی شرایط همراه به
I١−α

١,− (p(x)DRL,α٠,+ y(x))|x=٠ = ٠, y(١) = ٠ (٣ . ١٧)
،x ∈ (٠, ١] هر برای و است پیوسته و حقیقی (٠, ١] بازۀ روی p ،p(x) ̸= ٠ که می گیریم نظر در را

از است عبارت فوق مسئلۀ برای ỹ و y مانند جواب تابع دو داخلی ضرب همچنین .w(x) > ٠

⟨y, ỹ⟩ :=
∫ ١

٠
y(x)ỹ(x)dx.

است. خودالحاقی (٠, ١] روی Lα,ν
B عملگر .٣ . ٣ قضیه

مرزی مقدار مسئلۀ برای y٢ و y١ مانند جواب تابع دو هر برای دهیم نشان است کافی اثبات.
،(٣ . ١٧)-(١۶ . ٣)

⟨Lα,ν
B y١, y٢⟩ = ⟨y١,Lα,ν

B y٢⟩.

داریم (١۵ . ٣) به توجه با

⟨Lα,ν
B y١, y٢⟩ =

∫ ١

٠
Lα,ν
B y١(x).y٢(x)dx

=

∫ ١

٠
y٢(x){−DRL,α

١,− p(x)(DC,α٠,+ y١(x))}dx

= −
∫ ١

٠
y٢(x)DRL,α

١,− p(x)(DC,α٠,+ y١(x))dx.



موسی زاده سیدسیف اله موسی زاده٨٣ سیدسیف اله موسی زاده٨٣ سیدسیف اله ٨٣

می آوریم به دست می کنند، صدق (٣ . ١٧) در y٢ و y١ اینکه و (١۴ . ٣) بنابر

⟨Lα,ν
B y١, y٢⟩ = −

∫ ١

٠
p(x)DC,α٠,+ (y٢(x)DC,α٠,+ y١(x))dx

+ y٢(x)I١−α
١,− (p(x)DC,α٠,+ y١(x))

∣∣∣١٠
= −

∫ ١

٠
p(x)DC,α٠,+ (y٢(x)DC,α٠,+ y١(x))dx. (٣ . ١٨)

که داد نشان می توان مشابه به طور
⟨y١,Lα,ν

B y٢⟩ = −
∫ ١

٠
p(x)DC,α٠,+ (y١(x)DC,α٠,+ y٢(x))dx

□ می دهد. نتیجه را حکم (٣ . ١٨) رابطۀ همراه به این
هستند. حقیقی (٣ . ١٧)-(١۶ . ٣) کسری استورم-لیوویل مسئلۀ ویژۀ مقادیر .۴ . ٣ قضیه

ویژه تابع نیز y و (٣ . ١٧)-(١۶ . ٣) مرزی مقدار مسئلۀ برای ویژه مقدار یک λ کنیم فرض اثبات.
داریم ،y مختلط مزدوج ،y برای در این صورت باشد. λ با متناظر

Lα,ν
B y(x) = λw(x)y٢(x) ٠ < x ≤ ١, (٣ . ١٩)

I١−α
١,− (p(x)DRL,α٠,+ y(x))|x=٠ = ٠, y(١) = ٠. (٣ . ٢٠)

تساوی های نظیر طرف های کردنِ کم و y٢ و y٢ در به ترتیب (٣ . ١٩) و (١۶ . ٣) رابطه های طرفِ دو ضرب با
می شود نتیجه به دست آمده،

(λ− λ)w(x)y٢(x)y٢(x) = y٢(x)Lα,ν
B y(x)− y٢(x)Lα,ν

B y(x).

داریم y و y تابع دو برای ،(١۴ . ٣) رابطۀ از و (١۵ . ٣) در Lα,ν
B عملگر ضابطۀ بنابر دیگر، سوی ∫از ١

٠
y٢(x)Lα,ν

B y(x)dx = −
∫ ١

٠
p(x)DC,α٠,+ (y٢(x)DC,α٠,+ y(x))dx

+ y٢(x)I١−α
١,− (p(x)DC,α٠,+ y(x))

∣∣∣١٠. (٣ . ٢١)
می شود نتیجه (٣ . ٢١) و (١۴ . ٣) از

(λ− λ)

∫ ١

٠
w(x)y٢(x)y٢(x)dx =

∫ ١

٠
y٢(x)Lα,ν

B y(x)dx−
∫ ١

٠
y٢(x)Lα,ν

B y(x)dx

= y٢(x)I١−α
١,− (p(x)DC,α

٠,+ y(x))|١٠ − y٢(x)I١−α
١,− (p(x)DC,α

٠,+ y(x))|١٠. (٣ . ٢٢)



٨۴ استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٨۴ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ٨۴ریشه ها، استورم-لیوویل نظریۀ تکاملی سیر و مبانی ریشه ها،

می آوریم به دست ،(٣ . ٢٠) و (٣ . ١٧) مرزی شرایط به توجه با ترتیب این به

(λ− λ)

∫ ١

٠
w(x)|y(x)|۴dx = ٠.

نتیجه فوق تساوی از است، (٣ . ١٧)-(١۶ . ٣) مسئلۀ غیربدیهی جواب یک نیز y w(x)و > ٠ چون حال
□ .λ = λ می گیریم
و y١ و (٣ . ١٧)-(١۶ . ٣) کسری استورم-لیوویل مسئلۀ متمایز ویژۀ مقدار دو λ٢ و λ١ اگر .۵ . ٣ قضیه
w(x)متعامدند، تابع به نسبت (٠, ١] بازۀ روی y٢ و y١ آن گاه باشند، متناظرشان ویژۀ توابع به ترتیب y٢

∫یعنی ١

٠
w(x)y١(x)y٢(x)dx = ٠.

به ترتیب λ٢ و λ١ نیز و y و y به جای به ترتیب y٢ و y١ جانشینی با قبل، قضیۀ برهان مشابه اثبات.
به دست ،y٢ و y١ برای (٣ . ٢٠) و (٣ . ١٧) مرزی شرایط به کارگیریِ و (٣ . ٢٢) رابطۀ از ،λ و λ به جای

می آوریم

(λ١ − λ٢)
∫ ١

٠
w(x)y٢١ (x)y٢٢(x)dx = ٠. (٣ . ٢٣)

خواهیم کُشی-شوارتز نامساوی بنابر ،w(x)y١(x)y٢(x) =
√
w(x).

√
w(x)y١(x)y٢(x) چون

∫داشت ١

٠
w(x)y١(x)y٢(x)dx ≤

(∫ ١

٠
w(x)dx

)١/٢(∫ ١

٠
w(x)y٢١ (x)y٢٢(x)dx

)١/٢
.

□ می دهد. نتیجه را حکم λ١ ̸= λ٢ و (٣ . ٢٣) همراه به این
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