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کاشانی محمدباقر سید مترجم:

سرآغاز .١
برای را زیبایی ترکیبیاتی مشخص سازی یک که کرد مطرح حدسیه ای رتا١ کارلو جان ١٩٧٠ سال در
برنامۀ یک اخیراً می کرد. پیش بینی داده شده، متناهی میدان هر روی برداری فضاهای در خطی وابستگی
حدسیه این مقاله، این در برده ایم. پایان به است، شده رتا حدسیۀ حل به منجر که را ساله پانزده پژوهشی

می دهیم. ارائه آن اثبات از کلی توصیف یک و شرح را
یک از زیرمجموعه هر است. بردارها خطی استقلال مفهوم از ترکیبیاتی انتزاع یک ماتریس وار٢،
ماتریس وار، خطی. مستقل یا است خطی وابستۀ یا برداری، فضای یک در بردارها از متناهی گردایۀ
را آنها که زیرمجموعه هایش از گردایه ای با همراه متناهی زمینۀ مجموعۀ یک از متشکل است ساختاری
صدق ترکیبیاتی طبیعی بنداشت های از دسته ای در مستقل مجموعه های می نامیم. مستقل مجموعه های
بردارها از گردایه ای با نمی توان را ماتریس واری هر این، وجود با دارند. جبرخطی در ریشه که می کنند
در ریاضیدانان ،١٩٣۵ سال در [٢۶] ویتنی٣ هاسلر توسط ماتریس وارها معرفی زمان از و داد نمایش
که است مدعی رتا حدسیۀ بوده اند. نمایش پذیر ماتریس وارهای مشخص سازی برای راه هایی جستجوی
از متناهی فهرستی توسط داده شده، متناهی میدان هر روی ماتریس وارها نمایش پذیریِ مشخص سازی

است: قرار این از اصلی مقالۀ نشان و نام ∗
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در می کنیم. بیان رسمی به صورت بعدی بخش در را حدسیه و مفهوم ها این ما است. امکان پذیر مانع ها١
می دهیم. شرح را حدسیه حل سوی به حرکت مسیر پیش گفتار، این باقیمانده

در بود. شده معلوم عضوی چهار و سه دو، میدان های برای رتا حدسیۀ درستی ١٩٩٠ دهۀ پایان در
هفت عضوی، چهار میدان روی نمایش پذیری برای که کردند اعلام [۴] کاپور و جراردز جیلن، زمان آن
ردۀ برای که بود کرده ثابت قبلا تات که می بینیم برگردیم، عقب به ١٩۵٨ سال تا اگر دارد. وجود مانع
مستقلا [٢٠] سیمور و [١] بیکسبی ،١٩٧٠ دهۀ در و [٢٢] دارد وجود مانع یک دودویی٢ ماتریس وارهای
که است نتیجه ای تأییدکنندۀ که دارد وجود مانع چهار سه سه یی٣، ماتریس وارهای ردۀ برای که کردند ثابت

بود. شده اعلام رِید۴ رالف توسط قبلا
از سودمند جدید روش چندین زیرا بود، ماتریس وار ها نظریۀ برای امیدبخش زمانی ١٩٩٠ دهۀ پایان
شده فراهم زمینه این در اصلی پیشرفت برای واقعی توان می رسید نظر به و بودند دسترس در پیش دهۀ
مجردِ موضوع و خاص میدان یک برای مانع ها کامل مجموعۀ یافتن عملی موضوع بین این، وجود با است.
در روش های دارد. وجود اساسی فرقی دلخواه، متناهی میدان یک برای مانع متناهی تعدادی وجود اثبات

داشت. امید کلی، حالت در رتا حدسیۀ حل به بتوان که نبودند چنان زمان آن در دسترس
اُبِرۇلفاخ در گراف نظریۀ دربارۀ کارگاهی در شرکت از پس ١٩٩٩ سال در رتا حدسیۀ حل به ما امید
کهادهای پروژۀ گسترش برای ایده هایی سیمور۶ پاول و رابرتسون۵ نیل کارگاه، آن در یافت. فزونی آلمان
نوع آن دقیقاً گراف  کهادهای نظریۀ شدیم. پیگیر مشتاقانه را چالش این دادند. ارائه ماتریس وارها به گراف 
پی مقالۀ ٢٣ در آوردند، به دست آنها که نتایجی داشت. خود در نداشتیم، ما که را مطلوب عمومی ابزارهای
کارکرد چگونگی آموختن صرف را بعد سال تمام ما و بود شده منتشر صفحه ٧٠٠ از بیش بر مشتمل پی در

کردیم. نظریه آن روش های
تحقیق، این نمودیم. ماتریس وارها به گراف  کهادهای نظریۀ گسترش عظیم کار به اقدام آن، از پس
در و بود کار دورۀ سخت ترین تحقیق، این اولِ سالِ سه کشید. طول دهه یک تکمیلش که بود بزرگ کاری
اولین ،٢٠٠٢ سال نوامبر در که هنگامی نمی شد. دیده کارمان در موفقیت از نشانی هیچ سال، سه آن خلال
پروژه در بزرگ عطفی نقطۀ پیشرفت، آن گشت. پدیدار نیز امید و گشایش شد، نصیبمان عمده پیشرفت
برد. خواهیم پایان به داشتیم، پیش در هنوز که بزرگی کار علی رغم را پروژه که نداشتیم شک آن، از پس بود.
نداشتیم، قابل توجهی پیشرفت هیچ زیاد، تلاش های وجود با که ٢٠٠٧ و ٢٠٠۶ سال های خلال در حتی

بودیم. خوشبین هنوز

عضوی-م. دو میدان بر نمایش پذیر ماتریس وارهای ٢
عضوی-م. سه میدان بر نمایش پذیر ٣ماتریس وارهای

١obstructions ۴Ralph Reid ۵Neil Robertson ۶Paul Seymour
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بودیم. داده گسترش ماتریس وارها به را گراف کهادهای پروژۀ اصلی بخش ،٢٠١١ سال آغاز در
وجود رتا حدسیۀ دربارۀ زیادی مسئله های هنوز اما بودند توانمند و کلی آوردیم، به وجود که روش هایی
و نداشتیم ذهن در عملی رویکردی هنگام آن در که است این واقعیت می پرداختیم. آنها به باید که داشت
،٢٠١٢ سال اوایل در انجامید. شکست به ٢٠١١ سال در حدسیه اثبات برای جدی مان تلاش های اولین
که هنگامی کردیم. لازم ابزارهای ایجاد صرف را سال آن بقیۀ و درانداختیم مسئله به حمله برای نو طرحی
همۀ و گرفته ایم قرار درست مسیری در که شدیم مطمئن کردیم، ملاقات را همدیگر ٢٠١٣ سال ژانویۀ در
حل را باقیمانده جزئیات شدیم موفق مشترک، کارِ هفته سه از پس داریم. اختیار در را نیاز مورد ابزارهای

کنیم. فصل و
انجامید. خواهد طول به سالی چند که هستیم مشغول تحقیقاتمان نتیجۀ نوشتن طولانی کار به اکنون
متخصصان و علاقه مندان برای رتا حدسیۀ اثبات بر پیش درآمدی تا نوشتیم را مقاله این دلیل، همین به

باشد.

چیست؟ ماتریس وار .٢
زمینه مجموعۀ به نام متناهی مجموعه ای E آن، در که (E, I) زوج یک از است عبارت ماتریس وار

چنان که است مستقل مجموعه های به نام E زیرمجموعه های از گردایه ای I و
است؛ مستقل تهی، مجموعۀ -١

هستند؛ مستقل مستقل، مجموعه های زیرمجموعه های -٢
هستند. هم اندازه٢ X بیشین١ مستقل زیرمجموعه های همۀ X ⊆ E هر برای -٣

ماتریس یک ستون های ،معادلا یا برداری فضای یک در بردارها از گردایه ای ماتریس وار، طبیعی نمونۀ
A ستونی ماتریس وار Aباشد. ستونی اندیس های Eمجموعۀ Fو میدان بر Aماتریسی کنیم فرض است.
زیرمجموعه های از گردایه ای I آن، در که (E, I) زوج از است عبارت می دهیم، نشان M(A) با را آن که
F-نمایش پذیرنامیده ماتریس وار، یک می کند. اندیس دار را خطی مستقل ستونی مجموعه های که است E

باشد. F میدان بر ماتریس یک ستونی ماتریس وار اگر می شود
ماتریس وارها به را جبرخطی از رتبه و پایه مانند مفهوم هایی می توانیم ماتریس وار، بنداشت های بنابر
M = (E, I) ماتریس وار در X مجموعۀ رتبۀ و است بیشین مستقل مجموعۀ یک پایه دهیم. گسترش
است. X در بیشین مستقل زیرمجموعۀ یک عضوهای) (تعداد اندازۀ می دهیم، نشان rM (X) با را آن که
که است این بر باور واقع، در نیستند. نمایش پذیر میدانی هیچ روی که دارند وجود ماتریس وارهایی
صفر) (نزدیک کوچک بسیار ∞ سمت به n کردن میل با نمایش پذیر، nعضوی ماتریس وارهای نسبت
١maximal ٢ same size
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را نمایش پذیر ماتریس وارهای ردۀ مشخص سازی موضوع است. نشده ثابت هنوز ادعا این ولی می شود
کرد. مطرح ١٩٣۵ سال در [٢۶] ماتریس وارها نظریۀ دربارۀ مقدماتی مقاله ای در ویتنی خودِ

یا گوناگون مشخص سازی های که لحاظ این از کرد می توان گوناگون برداشت های ویتنی مسئلۀ از
توجه، قابل استثنای دو بجز گرفت. نظر در می توان را نامشخص یا خاص میدان های روی نمایش پذیری
استثنا اولین ببینید. را [٢١ ،١٣ ،١٢ ،١١] شده اند؛ مواجه منفی پاسخ با ویتنی مسئلۀ تعبیرهای بیشترِ
میدان بر شده داده ماتریس وار یک موقع چه کنیم تعیین که است این است، الگوریتمی مسئلۀ یک که
البته دوم استثنای است. تصمیم پذیر مسئلۀ این کرد ثابت [٢٨] در وموس است. نمایش پذیر نامشخص

است. رتا حدسیۀ
با Mکه دوگان می شوند. ظاهر دوگان جفت های به صورت ماتریس وارها ماتریس وار. دوگان .٢ . ١
خودش M∗ هستند. M پایه های مکمل پایه هایش که است E بر ماتریس واری می شود، داده نشان M∗

-F که باشد این شگفت انگیزتر شاید نیست. تعریف بلادرنگِ نتیجۀ مطلب این گرچه است؛ ماتریس وار یک
M(A)∗ = M(A′) آن گاه ،M = M(A) اگر واقع در می شود. حفظ دوگانی به نسبت نمایش پذیری،

است. A سطری فضای متعامدِ مکمل سطری اش، فضای که است ماتریسی A′ که
M = (E, I) ماتریس وار عضوهای از مجموعه هایی D و C گیریم ماتریس وارها. کهاد .٢ . ٢

به صورت D حذف با M از آمده به دست ماتریس وار باشند.
(E −D, {I ⊆ E −D : I ∈ I})

انقباض، است. ماتریس وار همیشه آشکارا M\D که کنید توجه می شود. داده نشان M\D با و تعریف
چندان انقباض تعریفِ این می شود. تعریف M/C = (M∗\C)∗ رابطۀ با و است حذف عمل دوگانِ
آسان تر رتبه نگاشت به کمک و است متناظر C از افکنش با انقباض هندسی، نظر از نیست. روشنگر

فهمید: را آن می توان
rM/C(X) = rM (X ∪ C)− rM (C).

زیرمجموعه های C و D آن، در که است M\D/C به صورت ماتریس واری ،M ماتریس وار کهاد
ماتریس وارهای ردۀ که کنید توجه می نامیم. سره را کهاد باشد، ناتهی D ∪ C اگر هستند. E هم از جدا
هر برای است. بسته گرفتن، کهاد عمل به نسبت بنابراین و دوگانی و حذف به نسبت F-نمایش پذیر
مطرود١ کهادهای توصیف با آن مشخص سازی بررسی که است طبیعی ماتریس وارها، از کهاد-بسته ردۀ
هستند. رده آن در سره اش کهادهای همۀ که است رده از بیرون ماتریس واری مطرود، کهاد پذیرد. صورت

.[١٩] می رساند رتا حدسیۀ به را ما مطرود، کهادهای مطالعۀ
١excluded minors
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برای مطرود کهاد متناهی تعدادی فقط یکریختی١، تقریب با ،F متناهی میدان هر برای (رتا). ١ حدسیه

دارد. وجود F-نمایش پذیر ماتریس وارهای ردۀ
یک رتا حدسیۀ می شود، مشخص مطرودش کهادهای فهرست با کهاد-بسته ماتریس وارهای ردۀ چون

می دهد. به دست F-نمایش پذیر ماتریس وارهای ردۀ از کوتاه و آشکار مشخص سازی

ماتریس اگر بگیرید. نظر در را M = M(A) نمایش پذیر ماتریس وار ترکیبیاتی. هندسۀ .٢ . ٣
M برای نمایشی نیز A′ آید، به دست ستون ها مقیاس تغییر و مقدماتی سطری عمل های با A از A′

ستونی فضای به را افکنشی تبدیل یک فقط روش، این با A از A′ آوردنِ به دست در که کنید توجه است.
هستند. افکنشی-هم ارز A′ و A گوییم این رو از و کرده ایم اعمال A

بدانیم، برداری فضای یک در بردارهایی را نمایش پذیر ماتریس وار یک عضوهای اینکه به جای اکنون
دیدگاه در کوچک نسبتاً تغییری این، گرچه بگیریم. نظر در افکنشی هندسۀ یک نقطه های را آنها می توانیم
نظریۀ واژگان از بسیاری که است دیدگاه این به واسطۀ و است سودمند بسیار شهودی به لحاظ است،
k رتبۀ از بیشین مجموعۀ یک k رتبۀ تخت٢ِ یک نمونه، برای می کنند. پیدا هندسی منشأ ماتریس وارها
تختِ یک صفحه ،٢ رتبۀ تختِ یک از است عبارت خط ،١ رتبۀ تختِ یک از است عبارت نقطه است.

.rM (E)− ١ رتبۀ از است تختی ابرصفحه و است ٣ رتبۀ
ماتریس وارهایی توصیف برای کوتاه و روشن روشی که است این هندسی رویکرد این دیگر ویژگی
رسم ٣F٧ و U٢,۵ ،U٢,۴ مهم ماتریس وار سه ١ شکل در نمونه، برای دارند. پایین رتبۀ که می دهد به دست
کهادهای و است دودویی ماتریس وارهای ردۀ برای مطرود کهاد تنها U٢,۴ ۴-نقطه ای خط است. شده

اینها. دوگان های و F٧ و U٢,۵ از عبارت اند سه سه یی ماتریس وارهای ردۀ برای مطرود

زمینه (مجموعه های E٢ و E١ بین دوسویی تناظر یک اگر می شوند نامیده یکریخت (E٢, I٢) و (E١, I١) ماتریس وار دو ١
تصویرش (A ∈ I١ (یعنی باشد اول ماتریس وار در مستقل مجموعه ای A اگر چنان که باشد داشته وجود ماتریس وار) دو این

باشد-م. (I٢ در (یعنی مستقل دوم ماتریس وار در تناظر، آن توسط
در عمومی وضعیت در نقطه n از متشکل مستقل مستوی زیرمجموعه های ماتریس وار می توان را Ur,n یکنواخت ماتریس وار ٣
یک در عمومی وضعیت در بردار n از متشکل خطی مستقل زیرمجموعه های ماتریس وار به عنوان یا r-بعدی اقلیدسی فضای

کرد-م. تلقی r)بعدی + ١)- حقیقی برداری فضای
کدام (هر خط و نقطه تعداد کمترین دارای ٢ مرتبۀ از متناهی افکنشی صفحۀ از است عبارت فانو صفحۀ متناهی، هندسۀ در
از که ٣ رتبۀ برداری ماتریس وار یک از است عبارت فانو ماتریس وار نقطه. هر بر گذرنده خط سه و خط هر بر نقطه سه با ٧تا)
بر تعریف شده ماتریس وار باشد. V برداری فضای یک از متناهی زیرمجموعه ای E کنیم فرض است. آمده به دست فانو صفحۀ
این در هستند. خطی وابستۀ V در که Eباشند از زیرمجموعه هایی آن، مستقل مجموعه های که ماتریس واری از است عبارت E

می نامیم-م. برداری ماتریس وار را M صورت
٢flat
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.F٧ فانو صفحۀ و ۵,U٢؛ ۵-نقطه خط ۴,U٢؛ ۴-نقطه خط .١ شکل

گراف کهاد های پروژۀ .٣
برای می آید. به دست یال ها برخی انقباض با G از زیرگرافی از که است گرافی G گراف کهادِ یک
که کنید توجه می کنیم. حذف را یال آن و تبدیل تنها رأس یک به را یال آن سر دو یال، یک کردنِ منقبض
مطالعۀ در رده این دید، خواهیم چنان که است. بسته کهاد، تشکیل عمل به نسبت مسطح گراف های ردۀ
ردۀ برای کوراتفسکی مشخصۀ با را بحث است مناسب بنابراین دارد. بنیادی اهمیت گراف کهاد های

است. ریاضی گوهرهای از یکی که [١٠] کنیم آغاز مسطح گراف های
داشته ١K۵ یا K٣,٣ با یکریخت کهادی اگر تنها و اگر نیست مسطح گراف یک (کوراتفسکی). ٢ قضیه

باشد.
از عبارت اند مسطح گراف های ردۀ مطرود کهادهای کرد: بیان چنین می توان را کوراتفسکی قضیۀ
داده اند تعمیم دلخواه رویه های به صفحه از را نتیجه این سیمور و رابرتسون ببینید. را ٢ شکل K۵؛ و K٣,٣

.[١۶]

.K٣,٣ و K۵ کوراتفسکی: گراف های .٢ شکل

از یک هر به رأس ها از سه تا که رأس سه بر دوبخشی گراف از است عبارت K٣,٣ رأس. ۵ بر کامل گراف از است عبارت K۵ ١
است-م. شده وصل دیگر رأس سه



۶٩ رتا حدسیۀ ۶٩حل رتا حدسیۀ ۶٩حل رتا حدسیۀ حل
تعداد فقط می نشینند، مفروض رویۀ یک در که گراف هایی ردۀ کوراتفسکی). تعمیم یافتۀ (قضیۀ ٣ قضیه

دارد. مطرود گراف متناهی
.[١٨] دادند گسترش کهاد-بسته گراف های دلخواه رده های به را قضیه این بعداً سیمور و رابرتسون
تحت الشعاع گراف نظریۀ در را دیگری نتیجۀ «هر قضیه این می گوید [٢] گراف نظریۀ دربارۀ کتابش در دیستل

کرده اند.» ثابت تاکنون ریاضیدانان که است قضیه هایی ژررف ترین از یکی بی شک و می دهد قرار
دارد. مطرود کهاد متناهی تعدادی تنها گراف ها از کهاد-بسته ردۀ هر (شبه خوش ترتیبی). ۴ قضیه

هستند: شبه خوش ترتیبی قضیۀ برای دیگری صورت بندی زیر، عبارت دو

از کهادی با یکریخت آنها از یکی که دارد وجود گراف دو گراف ها، از نامتناهی مجموعۀ هر در •
است؛ دیگری

دارد. وجود گراف ها از متمایز کهاد-بستۀ ردۀ شمارا تعدادی فقط •

نباشد. راست نتیجه کنیم فرض است. آشکار اول گام کرد؟ ثابت را نتیجه ای چنین می توان چگونه
دیگری از کهادی با هیچ یک که دارد وجود گراف ها از (H١,H٢, . . .) مانند نامتناهی دنبالۀ یک بنابراین
دوم گام ندارد. H١ با یکریخت کهادی (H٢,H٣, . . .) گراف های از هیچ یک به ویژه نیست. یکریخت
قضیۀ در پرسش این پاسخ است. چه شکلی ندارد، H١ با یکریخت کهادی که گرافی بدانیم که است این

است. گراف کهادهای پروژۀ در قوی ابزاری که است نهفته [١٧] گراف کهادهای ساختار
S اگر ندارند. H١ با یکریخت کهادی که باشد گراف هایی مجموعۀ نشانگر EX(H١) کنیم فرض
است. EX(H١) در آشکارا بنشیند، S در که گرافی هر آن گاه نمی نشیند، آن در H١ که باشد رویه ای
این در نمی نشیند. رویه آن در H١ که می نشینند رویه ای در که باشد گراف هایی مجموعۀ G کنیم فرض
EX(H١) در گرافی هر که است این گراف کهادهای ساختار قضیۀ اصلی ایدۀ .G ⊆ EX(H١) صورت
در آن گاه باشد، مسطح H١ اگر که کنید توجه ساخت. معین روشی به G عضو گراف های از می توان را
ساده به ویژه ساختاری H١ ١ حذف کنندۀ گراف های پس است. تهی G ردۀ بنابراین و می نشیند رویه ای هر
عمدۀ پیشرفت اولین [۵] متناهی میدان های بر ماتریس وارها به نتیجه این تعمیم ببینید. را [١۵] دارند؛

بود. ما
اثبات تکمیل ولی دارد شبه خوش ترتیبی قضیۀ با نزدیک بسیار رابطه ای گراف، کهادهای ساختار قضیۀ

است. دقیق استدلال صفحه ١٠٠ از بیش نیازمند هنوز آن

نباشد-م. یکریخت ⟨X,G⟩ از زیرگرافی هیچ با ⟨A,H⟩ اگر می کند حذف را ⟨A,H⟩ گراف ⟨X,G⟩ گراف ١
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ماتریس وار تا گراف از .۴
و است ٢ رأس هایش همۀ درجۀ که است G از همبند زیرگرافی G = (V,E) گراف در دور١ یک
M(G) با را آن که G دوریِ ماتریس وار ندارد. دوری هیچ که است G از زیرگرافی G در جنگل٢ یک
است. G جنگل های مجموعه یال های همۀ گردایۀ F آن، در که (E,F) از است عبارت می دهیم، نشان
می شود نامیده گرافی ماتریس وار، یک است. ماتریس وار همیشه M(G) که داد نشان می توان به آسانی

باشد. گراف یک دوریِ ماتریس وار اگر
که همان طور درست است؛ برخوردار شگفت انگیزی بنیادی اهمیت از گرافی ماتریس وارهای ردۀ
ماتریس وارها نظریۀ اساسی بخش های دارد. بنیادی اهمیت گراف کهادهای پروژۀ در مسطح گراف های
نظریۀ با ارتباط این ندارد. شگفتی جای می دانیم، اکنون آنچه به توجه با که دارند گراف نظریۀ در ریشه
وابستۀ مجموعۀ هر که کنید توجه است. داشته تأثیر نیز ماتریس وارها نظریۀ واژگان به شکل دهی بر گراف،
ماتریس وارهای برای واژگان این .G در دور یک یال های از مجموعه ای از است عبارت M(G) در کمین

می شود. نامیده دور ماتریس وار، یک در کمین وابستۀ مجموعۀ یک می رود: به کار نیز کلی
C و D اگر این، بر افزون است. کهاد-بسته گرافی، ماتریس وارهای ردۀ دوگانی. و کهادها .١ . ۴
وجود با .M(G\D/C) = M(G)\D/C آن گاه باشد، G گراف در یال ها از هم از جدا مجموعۀ دو
اگر است مسطح G گراف واقع در نیست. بسته دوگانی عمل به نسبت گرافی ماتریس وارهای ردۀ این،
ویتنی که مسطح بودن برای زیبا هندسی مشخصۀ این باشد. گرافی ماتریس وار یک M(G)∗ اگر تنها و
گراف ها توپولوژیکی نظریۀ و ماتریس وارها نظریۀ بین ژرف پیوند از نشانه نخستین است، کرده کشف [٢۵]

است.
به دست مسطح گراف های ردۀ برای مشخصه ای گرافی، ماتریس وارهای ردۀ از مشخصه ای هر بنابراین
قضیۀ ،[٢٣] تات به منسوب گرافی ماتریس وارهای ردۀ برای ذیل کهاد-مطرود مشخصۀ به ویژه می دهد.

می دهد. نتیجه را کوراتفسکی
از عبارت اند گرافی ماتریس وارهای ردۀ مطرود کهادهای .۵ قضیه

U٢,۴, F٧, (F٧)∗,M(K٣,٣)∗,M(K۵)∗.

علامت دار وقوع ماتریس نمایش پذیرند. میدانی هر بر گرافی ماتریس وارهای نمایش پذیری. .٢ . ۴
اگر v و u سر دو با e یال هر برای چنان که است A ∈ {١±,٠}V×E ماتریس G = (V,E) گراف
با شده اندیس دار ستون ،u ̸= v اگر و است صفر با متحد e با شده اندیس دار ستون آن گاه ،u = v

١circuit ٢forest



٧١ رتا حدسیۀ ٧١حل رتا حدسیۀ ٧١حل رتا حدسیۀ حل

آن. علامت دار وقوع ماتریس و گراف یک .٣ شکل
معینی ترتیب بدون (v, e) و (u, e) مکان های در (±١) اینها و دارد −١ یک دقیقاً و ١ یک دقیقاً e
هر روی M(G) نمایش یک A که کرد ثابت می توان ساده تمرینی به عنوان ببینید. را ٣ شکل دارند؛ قرار

است. دلخواهی میدان
نام به ماتریس وارها از غنی تر رده ای در گرافی ماتریس وارهای ردۀ کُنجی١. ماتریس وارهای .٣ . ۴
در ناصفر درایۀ دو حداکثر با ماتریسی F بر کُنجی ماتریس یک می گیرد. قرار کُنجی ماتریس وارهای ردۀ
داده نمایش کُنجی ماتریس یک با که است ماتریس واری F روی کُنجی ماتریس وار یک و است ستون هر
بسته کهاد، تشکیل عمل به نسبت گرافی، ماتریس وارهای ردۀ مانند کُنجی ماتریس وارهای ردۀ می شود.
برای اگرچه داد. نسبت گراف یک کُنجی ماتریس وار هر به می توان طبیعی روشی با این، بر افزون است.

کرد. برچسب دار و جهت دار را گراف یال های باید ماتریس وار کامل توصیف

ماتریس وار کهادهای پروژۀ .۵
تعمیم یافته قضیۀ توانستند سیمور و رابرتسون است. کوراتفسکی تعمیم یافتۀ قضیۀ یادآور رتا حدسیۀ
رتا حدسیۀ شاید بنابراین آورند. به دست را شبه خوش ترتیبی قضیۀ و دهند بیشتری تعمیم را کوراتفسکی
ماتریس وارها همۀ به شبه خوش ترتیبی قضیۀ این، وجود با باشد. کلی تر بسیار قضیۀ یک از ویژه ای حالت
آنها از هیچ یک که است ماتریس وارها از مجموعه ای ماتریس وارها، از پادزنجیر یک نمی یابد. تعمیم
نمونه، برای است. ساده بسیار نامتناهی پادزنجیرهای ساختن نیست. دیگری از کهادی با یکریخت
این، وجود با است. ٣ رتبۀ ماتریس وارهای از نامتناهی پادزنجیر یک ۴ شکل در {M٣,M۴,M۵, . . .}

کنیم: ثابت را شبه خوش ترتیبی قضیۀ از مهم تعمیم یک توانستیم
از کهاد-بسته ردۀ هر و F متناهی میدان هر به ازای ماتریس وار). برای (شبه خوش ترتیبی ۶ قضیه

دارد. وجود F-نمایش پذیر مطرود کهاد متناهی تعدادی فقط F-نمایش پذیر، ماتریس وارهای
١frame matroids
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نامتناهی. پادزنجیر یک در M۵ و M۴ و M٣ ماتریس وار سه اولین .۴ شکل

نیست، دیگری مستلزم دو این از هیچ یک که معنی این به نیست مقایسه قابل رتا حدسیۀ با نتیجه این
نیستند. F-نمایش پذیر تعریف، بنابر مطرود کهادهای رتا حدسیۀ در زیرا

برای شبه خوش ترتیبی قضیۀ اثبات همپای ماتریس وار، برای شبه خوش ترتیبی قضیۀ برای ما اثبات
آورید یاد به است. گراف کهادهای ساختار قضیۀ اثبات مشابه اثبات، از مهم بخشی می رود. پیش گراف ها
رده آن گراف های گراف ها، از کهاد-بسته ردۀ هر برای که می گوید اساساً گراف کهادهای ساختار قضیۀ که

ساخت. کم گونای با رویه های در نشانده شده گراف های از صریحاً می توان را
ثابت کدام ا ند؟ نمایش پذیر -F ماتریس وارهای کهاد-بستۀ بنیادی رده های ،F متناهی میدان مورد در
مجموعۀ ،F از F′ زیرمیدان هر برای اینکه اول دارد. وجود رده نوع دو تنها دوگانی، تقریب با که می شود
کُنجی ماتریس وارهای ردۀ از است عبارت دوم نوع ردۀ است. کهاد-بسته ′F-نمایش پذیر، ماتریس وارهای

.F بر
به می توان چگونه که می کند بیان F متناهی میدان یک برای ماتریس وار کهادهای ساختار قضیۀ
از استفاده با را F-نمایش پذیر ماتریس وارهای از کهاد-بسته دلخواه ردۀ یک عضوهای خاص، روشی
کُنجی ماتریس وارهای دوگان های و کُنجی ماتریس وارهای ،Fزیرمیدان های بر نمایش پذیر ماتریس وارهای

کشید. طول دهه یک از بیش آن اثبات و داد اختصاص خود به را ما تلاش بیشترین قضیه این ساخت.

رتا حدسیۀ حل به سوی .۶
برای را راهبردمان توانستیم ٢٠١٢ سال در تازه بودیم، کار مشغول هم با ١٩٩٩ سال از اینکه وجود با
ماتریس وار کهادهای ساختار نظریۀ درگیر اصولا ،٢٠١٢ سال از پیش کنیم. صورت بندی رتا حدسیۀ به حمله
شرح کوتاه آورده ایم، به وجود رتا حدسیۀ اثبات برای مشخص به طور که را سازوکاری بخش، این در بودیم.
دورۀ پژوهشگران که ون زوم٢ استفان و هوین١ تُنی همکاری با سازوکار این از مهمی بخش های می دهیم.

آمد. به وجود بودند، جراردز بِرت پسادکتریِ
١Tony Huynh ٢Stefan van Zwam



٧٣ رتا حدسیۀ ٧٣حل رتا حدسیۀ ٧٣حل رتا حدسیۀ حل
مهم نقشی به ویژه، رتا حدسیۀ اثبات در و کلی به طور ماتریس وار نظریۀ در همبندی همبندی. .١ . ۶
افرازی M = (E, I) ماتریس وار در k-جداسازی یک .[٢۴] است تات از زیر تعریف می کند. ایفا

چنان که است E از (X,Y ) مانند
.|X|, |Y | ≥ k و rM (X) + rM (Y )− rM (E) < k

باشد. نداشته l-جداسازی هیچ l < k هر به ازای اگر است k-همبند ماتریس وار یک
فرض شود. داده ماتریسAنمایش Mبا که بگیرید نظر در را حالتی تعریف، این انگیزۀ دانستن برای
تولید X با شده اندیس دار ستون های توسط که باشد V از زیرفضایی ⟨X⟩ و A ستونی فضای V کنیم
rM (X)+rM (Y )−rM (E) با برابر ⟨X⟩∩⟨Y ⟩ بعد که می دهد نشان زیرفضاها بعد قضیۀ می شود.
بعد با V از زیرفضایی با Y و X باشد، کوچک rM (X) + rM (Y )− rM (E) اگر بنابراین است.

زیرا است، ضروری ناتبهگونی شرط یک |X|, |Y | ≥ k شرط می شوند. جدا هم از کم،
rM (X) + rM (Y )− rM (E) ≤ min(|X|, |Y |).

دربارۀ مطلب این و می شوند تبدیل ٣-همبند حالت به نوعاً ماتریس وارها نمایش با مرتبط مسئله های
است. راست نیز رتا حدسیۀ

است. ٣-همبند F-نمایش پذیر، ماتریس وارهای ردۀ برای مطرود کهادِ هر F میدان هر به ازای .٧ لم
کهاد ،٣ دست کم مرتبۀ از متناهی میدان هر برای بخشید. بهبود به آسانی نمی توان را ٧ لم متأسفانه
از ضعیف تر |X|, |Y | ≥ k ناتبهگونی شرط که است این نکته نیست. ۴-همبند که دارد وجود مطرودی

که کنیم ثابت توانستیم این، وجود با گرفت. کمک ٧ لم بهبود برای آن از بتوان که است آن
که دارد وجود n = n(F, k) درست عدد ،k درست عدد هر و F متناهی میدان هر به ازای .٨ قضیه
آن گاه باشد، نمایش پذیر -F ماتریس وارهای ردۀ برای مطرود کهاد یک در k-جداسازی یک (A,B) اگر

.min(|A|, |B|) ≤ n

قضیۀ جمله از مشکل نتیجۀ چند بر مبتنی ما اثبات نداریم. سراغ ٨ قضیۀ برای مقدماتی برهانی
هیچ اثبات، در شبه خوش ترتیبی روش های بردنِ به کار به دلیل است. ماتریس وار برای شبه خوش ترتیبی
کهادهای اندازۀ یا تعداد برای محاسبه پذیر کرانی نتیجه در و نداریم n(F, k) برای محاسبه پذیری١ کران

نمی آید. به دست F-نمایش پذیر، ماتریس وارهای ردۀ مطرودِ
بر ما تمرکز بنابراین هستند. همبند بسیار معنا یک به مطرود کهادهای که می دهد نشان ٨ قضیۀ
از را کلیت از بخشی گرچه کار این انجام با همبندند. بسیار تات، به تعبیرِ که بود خواهد مطرودی کهادهای

می کنیم. پرهیز ندارد، مطلب اصل در تأثیری که فنی کار زیادی مقدار از می دهیم، دست
١computable
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یک باشند، افکنشی-هم ارز ماتریس های A٢ و A١ اگر که آورید یاد به ناهم ارز. نمایش های .٢ . ۶
بر بسیاری افکنشی-ناهم ارز نمایش های که دارند وجود ماتریس وارهایی می دهند. نمایش را ماتریس وار
موضوع در دشواری ها اصلی سرچشمه های از یکی مطلب این می پذیرند. داده شده متناهی میدان یک
با می توان را دشواری ها این .[٢٧ ،١۴ ،٩ ،٨ ،۶] دارد قرار توجه کانون در و است ماتریس وارها نمایش

است. زیاد کافی به اندازۀ آنها همبندی که کرد برطرف ماتریس وارهایی بررسی
-k١ ماتریس وار هر چنان که دارند وجود n١ و k١ درست عددهای ،F متناهی میدان هر برای .٩ قضیه

دارد. F بر افکنشی-ناهم ارز نمایش n١ حداکثر همبند،
ابزارهای مقاله این .[٣] کردند ثابت ٢٠١٢ سال در ون زوم و هوین جراردز، جیلن، را ٩ قضیۀ
اینجا در کلیدی نکتۀ آورد. به وجود همبند بسیار ماتریس وارهای با کردن کار برای توانمندی استقرایی
کاربردهای می تواند همبندی ابزارهای این است. ٨ قضیۀ با سازگار روشی به همبندی مفهوم تضعیف

بیابد. گراف نظریۀ در به ویژه و ترکیبیات در گسترده تری
درست عددهای را n١ و k١ و متناهی میدان یک را F ثابت. عضوهای و نمایش ها انشعاب .٣ . ۶
M\e و M و باشد F-نمایش پذیر ماتریس وار یک از عضوی e کنیم فرض می گیریم. ٩ قضیۀ در داده شده
دارند ناهم ارز نمایش n١ حداکثر دو هر M\e و M که می دهد نشان ٩ قضیۀ باشند. k١-همبند دو هر
M\e نمایش های برخی است ممکن نمی دهد. به دست نمایش ها این ارتباط چگونگی از توضیحی ولی
M برای ناهم ارز نمایش بیشتر یا دو به نمایش ها دیگر که حالی در نیابد گسترش M از نمایش هایی به
انشعاب بروز ریشۀ ما خوشبختانه است. ما کار در دشواری اصلی علل از یکی انشعاب، این شود. منشعب

می شناسیم. را
M از [A, v] و [A, u] افکنشی-ناهم ارز نمایش دو به که باشد M\e برای نمایشی A گیریم
،e′ و e جابه جایی که کنید توجه .M ′ = M(A′) و A′ = (A

e
u

e′
v) کنیم فرض می یابد. گسترش

و [A, u] چون به علاوه هستند. بافت زاد M ′ در e′ و e گوییم می کند. تعریف M ′ از خودریختی یک
است ثابت M در e عضو گوییم است. مستقل مجموعه ای M ′ در {e, e′} افکنشی-ناهم ارزند، [A, v]

یک {e, e′} چنان که آورد به دست e′ مانند عضوی به کمک M گسترش با را M ′ ماتریس وار نتوان اگر
می آید. دست به بالا بحث از مستقیماً بعدی لم باشد. مستقل بافت زاد جفت

افکنشی- نمایش دو به M\e از نمایشی هیچ آن گاه باشد، M ماتریس وار در ثابت عضوی e اگر .١٠ لم
نمی یابد. گسترش M ناهم ارز

دارند. کمی ناثابت عضوهای F-نمایش پذیر، ماتریس وارهای که می دهد نشان بعدی نتیجۀ
-F ماتریس هر چنان که دارند وجود n٢ و k٢ درست عددهای ،F متناهی میدان هر برای .١١ قضیه

دارد. ناثابت عضو n٢ حداکثر k٢-همبند، نمایش پذیر



٧۵ رتا حدسیۀ ٧۵حل رتا حدسیۀ ٧۵حل رتا حدسیۀ حل

چپ). (سمت ناپاپوس ماتریس وار و راست) (سمت پاپوس ماتریس وار .۵ شکل

ساختار که [۵] اصلی نتیجۀ بر است مبتنی اثبات .[٧] کردند ثابت ون زوم و جیلن را ١١ قضیۀ
کهاد را مسطح گراف یک دوریِ ماتریس وارِ که به شرطی می کند توصیف را F-نمایش پذیر ماتریس وار یک
ما اختیار در ماتریس وار یک ناهم ارز نمایش های دربارۀ زیادی آگاهی ١١ و ٩ قضیه های بدانیم. مطرود
نمایش های شناخت برای قوی تری بسیار نتیجه های سو، این به ١٩٩٩ سال از این، وجود با می گذارند.
مطرود کهادهای کامل مجموعۀ هنوز ولی [٢٧ ،١۴] داشته ایم GF-نمایش پذیر ماتریس وارهای(۵) ناهم ارز

نمی شناسیم. را
M = (E, I) ماتریس وار در ابرصفحه یک که آورید یاد به دور-ابرصفحه. یک افزودن .۴ . ۶
C اگر کمین. وابستۀ مجموعۀ یک از است عبارت دور، و است rM (E)−١ رتبۀ از بیشین مجموعۀ یک
بسازیم، M از را M ′ جدید ماتریس وار می توانیم C افزودن با آن گاه ابرصفحه، یک هم باشد دور یک هم
ماتریس وارهای نمونه، برای نمی دارد. نگه را نمایش پذیری ساخت، این .M ′ = (E, I ∪ {C}) یعنی
خطوط با ترسیمش از مطلب این که است نمایش پذیر R بر پاپوس١ ماتریس وار کنید. مشاهده را ۵ شکل
داده شده نشان دور-ابرصفحۀ افزودن با پاپوس ماتریس وار از ناپاپوس٢ ماتریس وار است. آشکار راست
اینکه از دارد وجود اثباتی میلاد) از بعد ٣۴٠ (تقریباً پاپوس آثار مجموعه در می آید. به دست قرمز خط با
نمایش پذیر میدانی هیچ روی ناپاپوس ماتریس وار واقع در نیست. رویRنمایش پذیر ناپاپوس ماتریس وار

نیست.
نسبت به ویژه نیست؛ خوش رفتار کلی به طور نمایش پذیری به نسبت دور-ابرصفحه یک افزودنِ عمل
روشی مطلب، این کردنِ آشکار از پس می کند. رفتار ضعیف متناهی، میدان های روی نمایش پذیری به

بجز سه تایی ها همۀ پایه هایش که است E = {a, b, c, d, e, f, g, h, i} بر ماتریس واری پاپوس، ماتریس وار ١

abc, def, ghi, adh, hdg, aei, ceg, bfi, cfh

است-م.
بجز سه تایی ها همۀ پایه هایش که است G = {a, b, c, d, e, f, g, h, i} بر ماتریس واری ناپاپوس، ماتریس وار ٢

abc, ghi, adh, hdg, aei, ceg, hfi, cfh

است-م. نمایش پذیر (skew field) چوله میدان بر ولی نیست نمایش پذیر میدانی هیچ بر ناپاپوس ماتریس وار است.
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M اگر که می دهد نشان بعدی نتیجۀ می آوریم. به دست رتا حدسیۀ اثبات در نمایش ناپذیری تأیید برای
افزودن با M از M ′ ماتریس وار اگر و باشد همبند کافی اندازۀ به و بزرگ کافی اندازۀ به ماتریس واری
باشند. نمایش پذیر متناهی میدان یک بر نمی توانند دو هر M ′ و M آن گاه آید، به دست دور-ابرصفحه یک
و M١ اگر که به طوری دارند وجود n٣ و k٣ درست عددهای ،F متناهی میدان هر به ازای .١٢ قضیه
یک افزودن با M١ از M٢ باشند، E مشترک زمینۀ مجموعۀ یک بر F-نمایش پذیر ماتریس وارهای M٢

.|E| ≤ n٣ آن گاه باشد، k٣-همبند ،M١ و آید به دست دور-ابرصفحه
آید، به دست C افزودن با M١ از M٢ اگر که کنید توجه کردیم. ثابت قوی تر نتیجه ای ما واقع در

. e ∈ C هر به ازای M١\e = M٢\e آن گاه
و M١ اگر که به طوری دارند وجود n۴ و k۴ درست عددهای ،F متناهی میدان هر به ازای .١٣ قضیه
آن گاه باشد، k۴-همبند ،M١ و باشند E مشترک زمینۀ مجموعۀ بر F-نمایش پذیر ماتریس وارهای M٢
.e ∈ E −X هر به ازای M١\e = M٢\e و |X| ≤ n۴ که دارد وجود X ⊆ E مانند مجموعه ای

کهادهای ساختار نظریۀ کامل توانایی بر مبتنی و رتا حدسیۀ حل در گام دشوارترین نتیجه این
با مطلب این که دارد گرافی ماهیت اثبات از زیادی بخش بودیم. کرده ارائه قبلا که است ماتریس وار

است. تعجب برانگیز اندکی قضیه، صورت به توجه

همبند بسیار مطرود کهادهای .٧
اثبات برای را پیشین بخش در ساخته شده دستگاه می توان چگونه که می کنیم اشاره پایانی، بخش در
تنها ،F مانند متناهی میدان هر به ازای که می کنیم ثابت به ویژه برد. به کار رتا حدسیۀ از ضعیف صورتی
این در دارد. وجود F-نمایش پذیر ماتریس وارهای ردۀ برای همبند بسیار مطرود کهاد متناهی تعدادی
که همبندی روش بجز می شود استفاده رتا حدسیۀ کلی حالت اثبات برای نیاز مورد ابزار های همۀ از اثبات

می کنیم. بررسی را آن اثبات، بیان از پس
ماتریس وارهای ردۀ چنان که دارد وجود k درست عدد ،F مانند متناهی میدان هر به ازای .١۴ قضیه

ندارد. عضو ٢k دست کم با k-همبند مطرود کهاد هیچ F-نمایش پذیر،
١٣ و ١١ ،٩ قضیه های در داده شده درست عددهای n۴ و n٢ ،n١ ،k۴ ،k٢ ،k١ کنیم فرض اثبات.

و t = n١(n٢ + ١)(n۴ + ١) باشند،

k = max{k١ + n١(n۴ + ١), k٢ + t, k۴ + ١}.

این از اثبات سراسر در .|E| ≥ ٢k که دارد وجود M = (E, I) k-همبند مطرود کهاد کنیم فرض
فرض است. k)-همبند − |Z|) ،M\Z ،Z ⊆ E مانند مجموعه هر برای که می بریم بهره حقیقت



٧٧ رتا حدسیۀ ٧٧حل رتا حدسیۀ ٧٧حل رتا حدسیۀ حل
n٢ + ١ اندازۀ از مجموعه n١(n۴ + ١) به X١ از ∏پارشی و E از tعضوی زیرمجموعۀ یک X١ کنیم
ثابت M\(X١ − Y ) در که دارد وجود e ∈ Y مانند عضوی Y ∈

∏ هر برای ،١١ قضیۀ بنابر باشد.
بنابراین ∏باشد. در مجموعه هر از عضوها گونه این از یکی ∏دربرداندۀ تراگرد یک X٢ گیریم است.
کهاد یک M چون دارد. ناهم ارز نمایش n١ حداکثر M\X٢ ،٩ قضیۀ بنابر .|X٢| = n١(n۴ + ١)
زیرمجموعۀ و M\X٢ از A٠ نمایش بنابراین است. نمایش پذیر e ∈ X٢ هر برای M\e است، مطرود
می یابد. گسترش e ∈ X٣ هر برای M\e از نمایشی به A٠ که دارد وجود X٢ از X٣ n۴)عضوی + ١)
به A٠ نمایش ،١٠ لم بنابر پس است. ثابت M\(X٢−{e}) در e ∈ X٢ عضو هر ساخت، روش بنابر
به طوری می آید به دست A یکتای ماتریس این رو از می یابد. گسترش M\(X٢ − {e}) از نمایشی یکتا
نیست، F-نمایش پذیر ،M چون .M(A)\e = M\e ،e ∈ X٣ هر برای و A|(E−X٢) = A٠ که
M ماتریس وارهای از یکی دقیقاً در که دارد وجود B ⊆ E مانند مجموعه ای بنابراین .M ̸= M(A)

این در می گیریم. نظر در را f ∈ E − B عضو اکنون .X٣ ⊆ B که کنید توجه است. پایه M(A) و
است. مشترک زمینۀ مجموعۀ یک بر متمایز F-نمایش پذیر ماتریس وارهای M(A)\f و M\f صورت

داریم e ∈ X٣ هر برای این، بر افزون
M\f, e = M(A)\f, e.

می کند. کامل را اثبات تناقض این و است تناقض در ١٣ قضیۀ با نتیجه این
آغاز M مانند nعضوی مطرود کهاد یک با بالا، اثبات مانند کلی حالت در رتا حدسیۀ اثبات برای
در شده ارائه روش های بردنِ به کار با سپس است. k-همبند ضعیف» «به طور M ،٨ قضیۀ بنابر می کنیم.
هر برای M\D دوگانش، با M جایگزینی احتمالا از پس که می آید به دست X١ tعضوی مجموعۀ ،[٣]

است. بالا همانند اثبات ادامۀ می ماند. باقی k-همبند ضعیف D ⊆ X١

می شود. سپاسگزاری صمیمانه آن ویرایش برای مقاله محترم ویرایشگر از سپاسگزاری:
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