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چکیده
تابع هایی هندسی ویژگی های بررسی مختلط، آنالیز در جالب و مهم بسیار مباحث از یکی
شده اند. تعریف مختلط صفحۀ در D = {z ∈ C : |z| < ١} واحد قرص بر که است
ترسیم پذیر f(z) = z +

∑∞
n=٢ anzn (z ∈ D) تحلیلی تابع نمودار که است روشن

برای کوشش دیگر، طرف از دارد. هندسی توصیف f(D) مجموعۀ یعنی آن، برد ولی نیست
مانند تابع ها گونه این برد هندسی ویژگی های بین ارتباطی چه که سؤال این به دادن پاسخ
مهم نظریه ای پیدایش به منجر دارد، وجود an ضرایب با ... و محدب بودن بودن، ستاره وار
است. بیبرباخ معروف حدس آن، منشاء که شد تک ارز تابع های هندسی ویژگی های عنوان با
این در جدید پژوهشی کارهای از برخی به موضوع، این تاریخی بررسی ضمن مقاله، این در

می کنیم. اشاره زمینه

تک ارز تابع های نظریۀ توسعۀ در آن نقش و بیبرباخ حدسیۀ .١
f : D → C تابع باشد. C مختلط صفحۀ در واحد قرص D = {z ∈ C : |z| < ١} کنیم فرض
باشد. یک به یک f دیگر، به عبارت .f(z١) ̸= f(z٢) شود نتیجه z١ ̸= z٢ از اگر می نامیم تک ارز را
نسبت تک ارزی خاصیت که کرد ثابت می توان مختلط، آنالیز در هورویتس١ معروف قضیۀ از استفاده با
باشد D بر تک ارز تحلیلی تابع های از دنباله ای {fn} اگر بنابراین می شود. حفظ یکنواخت همگرایی به
تک ارز یا f تابع آن گاه است، همگرا f تحلیلی تابع به به طوریکنواخت D فشردۀ زیرمجموعه های روی  که

بیبرباخ. حدسیۀ محدب؛ تابع های ستاره وار؛ تابع های تک ارز؛ تابع های واحد؛ قرص کلیدی. کلمات و عبارات
١Adolf Hurwitz

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۶ ©
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عبادیان علی عبادیان٨٢ علی عبادیان٨٢ علی ٨٢

جالبی بسیار قضیه های می توان حکم، این به استناد با .[١٠.١١ قضیۀ ،٣۵٧ ص. ،۴۴] ثابت یا و است
کرد. ثابت تک ارز تابع های دربارۀ

f ′(٠) = ١ (٠)fو = ٠ نرمال سازی شرایط در که را f : D → C مانند تک ارز تابع های ردۀ
نامساوی [١٠] در می دهیم. نمایش S با می کنند، صدق

|f(z)| ≤ |z|
(١ − |z|)٢ (z ∈ D) (١ . ١)

خانوادۀ یک S ردۀ که کرد ثابت می توان نامساوی این از استفاده با است. شده ثابت f ∈ S هر به ازای
تک ارز تحلیلی تابع های ردۀ Σ اگر است. H(D) یعنی ،D روی تحلیلی تابع های فضای در نرمال فشرده

به شکل
g(z) = z + b٠ + b١z−١ + b٢z−٢ + · · · = z + b٠ +

∞∑
n=١

bn
zn

استفاده با آن گاه است)، g برای ساده قطب بینهایت (نقطۀ باشد ∆ = {z ∈ C : |z| > ١} حوزۀ روی
تبدیل از

f(z) =
١

g
( ١
z

) (z ∈ D)

.[١.١٢ قضیۀ ،٣۶۶ ص. ،۴۴] کنیم برقرار Σ و S رده های بین یک به یک تناظری می توانیم
گرفته مساحت قضیۀ از آن ایدۀ که است بیبرباخ١ معروف حدسیۀ حوزه، این در مهم مسائل از یکی

لوران سری بسط با g(z) مختلط مقدار تحلیلی تابع تک ارزیِ است. شده

g(z) = z + b٠ +
∞∑
n=١

bn
zn

(|z| > ١)

این دارد. (n = ١, ٢, . . .) bnها یعنی لوران، بسط ضرایب اندازۀ برای کران تعیین در مهم نقشی
مطالعۀ در کلیدی نقشی و کرد ثابت ١٩١۴ سال در را آن گرانوال که است معروف مساحت قضیۀ به مطلب
گرانوال نام به قضیه این نامگذاریِ دلیل می کند. ایفا نرمال شده تک ارز تابع های ردۀ مقدماتی ویژگی های

کرد. جستجو ([٢.١٢ قضیۀ ،٣۶۶ ص. ،۴۴] یا [٢.١ قضیۀ ،٢٩ ص. ،١٠]) آن برهان در می توان را
باشد، تک ارز و تحلیلی ∆ حوزۀ روی g(z) = z + b٠ +

∑∞
n=١ bn

zn تابع اگر (مساحت). ١ . ١ قضیه
.∑∞

n=١ n|bn|٢ ≤ ١ آن گاه
به شکل f ∈ S تابع یک تیلور بسط در |a٢| ≤ ٢ دقیق تخمین به اخیر قضیۀ
f(z) = z + a٢z٢ + · · ·+ anz

n + · · · (z ∈ D) (١ . ٢)
١Ludwig Bieberbach



٨٣ واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از ٨٣مباحثی واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از ٨٣مباحثی واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از مباحثی

همین باشد. کوبه١ تابع از دورانی f(z) که است برقرار وقتی تنها نیز |a٢| = ٢ تساوی می شود. منجر
مقدار کردنِ پیدا یعنی کلی تر، بسیار مسئلۀ یک ایدۀ تا شد انگیزه ای موضوع

An = sup
f∈S

|an| n = ٢, ٣, ۴, . . .

حدس بیبرباخ می کند، ایفا S ردۀ به مربوط مسائل از بسیاری در مؤثر نقشی کوبه تابع چون بگیرد. شکل
سال در بار نخستین که است بیبرباخ معروف حدسیۀ همان این .An = n ،n ∈ N هر به ازای که زد

شد. مطرح ١٩١۶

|an| ≤ n نامساوی در n ≥ ٢ هر به ازای f ∈ S تابع هر تیلور بسط ضرایب (بیبرباخ). ١ . ٢ حدسیه
باشد. دوران هایش از یکی یا کوبه تابع f اینکه مگر است برقرار |an| < n اکید نامساوی می کنند. صدق

سال در است. پیوسته حال، عین در و نشیب و پرفراز حدسیه، این اثبات برای تلاش ها تاریخچۀ
.|a٣| ≤ ٣ که داد نشان برش٢ نگاشت های برای پارامتری نمایش روش از استفاده با [٢٨] لاونر ١٩٢٣
تا انجامیدند شکست به همگی که گرفت انجام |a۴| کران تعیین برای زیادی تلاش های ١٩۵۵ سال تا
بسیار اثبات این .|a۴| ≤ ۴ که کردند ثابت تغییراتی٣ روش از استفاده با [١۵] شیفر و گارابدیان اینکه
از یکی دادند. ارائه آن برای ساده نسبتاً اثبات دو [٧] شیفر و چارزینسکی ١٩۶٠ سال در اما بود پیچیده
تعمیمی که است شده استوار [١۵] گرانسکی۴ نامساوی های پایۀ بر است، ابتدایی کاملا که اثبات ها این
١٩٣٩ سال در گرانسکی را آنها (که گرانسکی نامساوی های که بود پس آن از است. مساحت قضیۀ از
قسمتی برای پایه ای گرانسکی نامساوی های ١٩۶٠ سال از شدند. واقع توجه مورد مجدداً بود) کرده معرفی
n ∈ N هر به ازای |an| <

√
٧۶n نامساوی اثبات و [٢٨] میلین نظریۀ جمله از مهم پیشرفت های از

ثابت گرانسکی نامساوی های به کارگیریِ با [٣٣] اوزاوا و [٣۴] پدِرسون ١٩۶٨ سال در .[٣٠] است بوده
سال در اینکه تا می نمود مشکل تر حدودی تا پنجم ضریب برای کران آوردنِ به دست .|a۶| ≤ ۶ که کردند
گرانسکی نامساوی های از تعمیمی که گارابدیان-شیفر نامساوی های از استفاده با شیفر و پدِرسون ١٩٧٢
S زیررده های  از برخی برای |an| ≤ n نامساوی اثبات مسئلۀ البته .|a۵| ≤ ۵ کردند ثابت هستند،
S∗ ستاره وار تابع های ردۀ برای که کرد ثابت [٣٢] نوالینا ١٩٢٠ سال در مثلا بود. شده حل کامل به طور
ردۀ برای که داد نشان [٣٧] رِد ١٩۵۵ سال در همچنین .|an| ≤ n شد)، خواهد معرفی متعاقباً (که
سال تا مسئله کلی حالت ولی |an| ≤ n شد)، خواهد معرفی متعاقباً (که C محدب تقریباً تابع های
به و شد ثابت سال همان در [٨] دوبرانژ توسط سرانجام، اینکه تا بود مانده باقی حل نشده همچنان ١٩٨۵
و جزئیات مطالعۀ برای رسید. نتیجه به ریاضی پیچیدۀ حال عین در و جالب مسائل از یکی ترتیب، این
١Paul Koebe ٢slit mapping ٣variational method ۴Grunsky inequalities



عبادیان علی عبادیان٨۴ علی عبادیان٨۴ علی ٨۴

،١٧ ،١۴ ،٣] به می تواند خواننده آن، به مربوط مطالب و بیبرباخ حدسیۀ مورد در بیشتر اطلاعات کسب
نام های با آن به وابسته حدسیۀ دو و بیبرباخ حدسیۀ که گفت می توان خلاصه به طور کند. مراجعه [۴٣
قرار خود تأثیر تحت سال ۶٠ از بیش را تک ازر تابع های نظریۀ توسعۀ میلین، حدسیۀ و روبرتسون١ حدسیۀ

دادند.
یکی است. داشته همدیس تابع های هندسی نظریۀ در فراوانی نتایج |a٢| ≤ ٢ بیبرباخ نامساوی
کران های که کوبه به منسوب دگرشکلی٢ قضیۀ از است عبارت تاکنون آمده به دست نتایج مهم ترین از
این در که «دگرشکلی» عبارت می کند. تعیین f ∈ S هر به ازای |f ′(z)| برای را دقیقی پایین و بالا
به عنوان |f ′(z)| هندسی تعبیر یکی می شود: ناشی زیر مورد دو از یکی از است، شده برده به کار قضیه
که |f ′(z)|٢ یعنی ،f نگاشت ژاکوبین دیگری، و f نگاشت تحت قوس طول موضعی بزرگ نمایی عامل

است. مساحت موضعی بزرگ نمایی
داریم z ∈ D \ {٠} هر و f ∈ S هر به ازای .([١٠] (دگرشکلی، ١ . ٣ قضیه

١ − r

(١ + r)٣ ≤ |f ′(z)| ≤ ١ + r

(١ − r)٣ (r = |z| < ١).
باشد. کوبه تابع از دورانی f که می افتد اتفاق وقتی تساوی بالا، نامساوی های از یک هر در

رشد، قضیۀ است. رشد قضیۀ می آید، به دست دگرشکلی قضیۀ مستقیم به کارگیری با که مهم نتیجه ای
می شود ثابت نتیجه در که می کند تعیین f ∈ S هر به ازای |f(z)| برای را دقیقی پایین و بالا کران های
عضوهای کرانداریِ موضعاً از استفاده با است. کراندار موضعاً نرمال شده، تک ارزِ تحلیلی تابع های خانوادۀ
نرمال فشرده بودنِ می توان کردیم، اشاره قبلا همان طور که ،[٣١] مونتل کلاسیک قضیۀ به کارگیریِ و S

گرفت. نتیجه H(D) در را S خانوادۀ

تک ارز تابع های ردۀ خاص زیررده های .٢
این دارند. جالبی هندسی توصیف های که می شویم آشنا S  از خاصی زیررده های با بخش، این در
سؤال چندین هستند. ... و α-مارپیچ وار و محدب تقریباً محدب، ستاره وار، تابع های شامل زیررده ها
پاسخ سؤال های هم هنوز ولی شده اند داده پاسخ مقدماتی روش های با ساختارها، این مورد در اساسی
مورد در بیشتر جزئیات مطالعۀ برای دارد. ادامه آنها مورد در پژوهش که موجودند فراوانی داده نشدۀ

کند. مطالعه را [١٠] دوم فصل می تواند خواننده ،S زیررده های
این می کنیم. اشاره محدب و ستاره وار تابع های یعنی ،S زیررده های مهم ترین از دوتا به ادامه در
نیز تحلیلی مفید بسیار توصیف های دارای دو هر اما کرد توصیف هندسی ابزارهای با می توان را رده دو
١Robertson conjecture ٢distortion



٨۵ واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از ٨۵مباحثی واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از ٨۵مباحثی واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از مباحثی

S خودِ به نسبت آسان تر بسیار می توان را تیلور سری ضرایب دقیق کران های رده، دو هر مورد در هستند.
همان هایی می شوند، ثابت ستاره وار تابع های برای که دگرشکلی و رشد قضیه های این، بر علاوه کرد. تعیین
نتایجی S دیگر متعدد زیررده های و محدب تابع های برای اما می شود. بیان S ردۀ خودِ برای که هستند
بالاتر ابعاد به می توان را تحدب و بودن ستاره وار برای تحلیلی توصیف های همچنین است. موجود قوی تر

کنند. تغییر ملاحظه ای قابل به طور می بایست برهان ها صورت، این در که داد تعمیم چندمتغیره) (یعنی
باشد عبارت H(Dr) و Dr = {z ∈ C : |z| < r} ،٠ < r ≤ ١ کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
نقطۀ به نسبت Dr روی f ∈ H(Dr) می گوییم .f : Dr → C تحلیلی تابع های همۀ خانوادۀ از
w٠ = f(z٠) نقطۀ به نسبت f(Dr) ناحیۀ و باشد تک ارز Dr روی f اگر است ستاره وار z٠ ∈ Dr

و باشد تک ارز Dr روی f اگر است محدب Dr روی f ∈ H(Dr) می گوییم همچنین باشد. ستاره وار
باشد. صفحه در محدب ناحیۀ یک f(Dr)

نمایش C و S∗ با به ترتیب را D روی محدب تابع های و مبدأ به نسبت ستاره وار تابع های زیرردۀ
ضابطۀ با کوبه تابع S در جالب و مهم مثال یک .C ⊂ S∗ ⊂ S که است واضح می دهیم.

k(z) =
z

(١ − z)٢ = z + ٢z٢ + ٣z٣ + · · · =
∞∑
n=١

nzn (z ∈ D)

تساویِ به توجه با است.

k(z) =
z

(١ − z)٢ =
١
۴
(١ + z

١ − z

)٢
− ١

۴ ,
بنابراین می کند. تصویر (−∞,− ١۴ ] بازۀ منهای مختلط صفحۀ کل به Dرا واحد قرص تابع این که می بینیم

است. ستاره وار مبدأ به نسبت ولی نیست محدب آن برد
دیگری شرط است لازم است، مشکل بسیار هندسی توصیف از استفاده با بودن ستاره وار تعیین چون
موضوع مطلب، این کنیم. معرفی است، کارآمد و سودمند بسیار محاسبات و اثبات ها در اغلب که را

است: زیر قضیۀ
صورت این در .f(٠) = ٠ و f ∈ H(D) کنیم فرض .([١٠.١٢ قضیۀ ،٣٨١ ص. ،۴۴]) ٢ . ٢ قضیه

.ℜ
(
zf ′(z)
f(z)

)
> ٠ ،z ∈ D هر به ازای و f ′(٠) ̸= ٠ اگر تنها و اگر است ستاره وار f

ستاره وار مبدأ) به (نسبت f است: هندسی توصیف از استفاده فوق، قضیۀ اثبات در اساسی نکتۀ
دایرۀ روی z وقتی ،θ یعنی z شناسۀ به نسبت f(z) تابع شناسۀ آنی تغییرات آهنگ اگر تنها و اگر است
ستاره وار f دیگر، عبارت به باشد. صفر مساوی یا بزرگتر می کند، حرکت مثبت جهت در |z| = r < ١



عبادیان علی عبادیان٨۶ علی عبادیان٨۶ علی ٨۶

دوم فصل می تواند اثبات جزئیات مطالعۀ برای خواننده . ∂
∂θ (arg f(reiθ)) ≥ ٠ اگر تنها و اگر است

این کرد. توصیف مشابه روشی به ستاره وار تابع های مانند می توان نیز را محدب تابع های بخواند. را [١٠]
است: آمده زیر قضیۀ در مطلب

که باشد تحلیلی تابعی f : D −→ C کنیم فرض .([١٢.١٢ قضیۀ ،٣٨۴ ص. ،۴۴]) ٢ . ٣ قضیه
و f ′(٠) ̸= ٠ اگر تنها و اگر است محدب f صورت این در .f(٠) = ٠

ℜ
(

١ + zf ′′(z)

f ′(z)

)
> ٠ ∀z ∈ D.

تنها و اگر است محدب f : D −→ C تحلیلی تابع است: چنین محدب تابع های هندسی توصیف
z وقتی ،z شناسۀ به نسبت (٠ < r < ١) Cr منحنی بر مماس بردار شناسۀ آنی تغییرات آهنگ اگر
دایرۀ تصویر Cr آن، در که باشد صفر مساوی یا بزرگتر می پیماید، مثبت جهت در را |z| = r < ١ دایرۀ
. ∂
∂θ (arg (

∂
∂θf(re

iθ))) ≥ ٠ اگر تنها و اگر است محدب f دیگر، عبارت به است. f تحت |z| = r

سودمند گاهی که دارند وجود واحد قرص روی f تابع تحدبِ برای نیز دیگری کافی و لازم شرایط
١٩٧٠ سال در [۴٢] سافریج و ١٩۶٩ سال در [٣٩] شیل-اسمال توسط که نتیجه ای مثلا می شوند. واقع

است. شده ثابت
هست نیز ستاره وار محدب، تابع هر که است این محدب و ستاره وار تابع های مورد در دیگر مطلب
این بین ارتباط دربارۀ مفیدی بسیار نتیجۀ قبل، قضیۀ دو در مطرح شده تحلیلی شرایط از استفاده با ولی

کرد. ثابت ١٩١۵ سال در الکساندر١ بار نخستین را نتیجه این می شود. آشکار رده دو

صورت این در باشد. واحد قرص بر نرمال شده تحلیلی تابع یک f کنیم فرض .([٢] (الکساندر ۴ . ٢ قضیه
باشد. ستاره وار z 7→ zf ′(z) تابع اگر تنها و اگر است محدب f

تابع های از عبارت اند زیررده ها این می گیریم. نظر در را تک ارز تابع های خانوادۀ از دیگر زیرردۀ دو حال
S از جالب زیررده ای محدب وار) (یا محدب تقریباً تابع های خانوادۀ α-مارپیچ وار٣. و محدب٢ تقریباً
توسط ١٩۵٢ سال در بار نخستین مفهوم، این ایدۀ است. ستاره وار تابع های شامل که می دهد تشکیل را
g مانند محدب تابعی اگر گوییم محدب تقریباً واحد قرص در را f تحلیلی تابع است. شده معرفی کاپلان
معادل صورتی .ℜ

(
f ′(z)
g′(z)

)
> ٠ ،D در z هر به ازای که به طوری باشد داشته وجود نرمال شده) لزوماً (نه

به ازای که به طوری باشد موجود نرمال شده) لزوماً (نه g مانند ستاره وار تابعی که است این تعریف این برای
.ℜ
(
zf ′(z)
g′(z)

)
> ٠ ،D در z هر

١James Waddell Alexander ٢close to convex ٣spirallike



٨٧ واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از ٨٧مباحثی واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از ٨٧مباحثی واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از مباحثی

مشابه حدی تا توصیف ها این از یکی دارند. جالبی هندسی توصیف های نیز محدب تقریباً تابع های
و واحد قرص بر تحلیلی تابعی f کنیم فرض است: ستاره وار و محدب تابع های برای تعریف شده ویژگی های
اگر تنها و اگر است محدب تقریباً f جزئیات، از صرف نظر باشد. f تحت |z| = r < ١ دایرۀ تصویر Cr

این نیاز مورد شرط دقیق تر، بیان به نسازند. سر»١ سنجاق معکوس «چرخش Cr منحنی های از هیچ کدام
،arg { ∂

∂θf(re
iθ)} ،Cr منحنی بر مماس بردار شناسۀ مقدار کاهش می یابد، افزایش θ وقتی که است

تقریباً تابع های مورد در اساسی نتیجه ای به هندسی توصیف این نباشد. π از بیشتر قبل، مقدار به نسبت
است. ١٩۵٢ سال در کاپلان به منسوب که شد منجر محدب

f صورت این در باشد. D در تک ارز موضعاً و تحلیلی تابعی f کنیم فرض .([١٨] (کاپلان ۵ . ٢ قضیه
اگر تنها و اگر است محدب ∫تقریباً θ٢

θ١
ℜ
(

١ + zf ′′(z)

f ′(z)

)
dθ > −π (z = reiθ)

.θ١ < θ٢ که به طوری هستند حقیقی اعدادی θ٢ و θ١ و ٠ < r < ١ آن، در که
مشاهده او است. کرده ارائه ١٩۵٨ سال در [٢۵] لواندوفسکی که دارد وجود نیز دیگری جالب توصیف
١٩٣۶ سال در که دسترس پذیر٢ خطی به طور تابع های خانوادۀ با محدب تقریباً تابع های خانوادۀ که کرد
گوییم دسترس پذیر خطی به طور را صفحه در ناحیه یک است. یکی بود، شده معرفی بیرناتسکی٣ توسط
ساده همبند به روشنی ناحیه ای چنین نمی کنند. قطع را همدیگر که باشد نیم خط ها از اجتماعی آن متمم اگر
به طور تابع باشد، دسترس پذیر خطی به طور ناحیه ای آن برد که را واحد قرص بر تک ارز تابع یک است.
قضیۀ برای جالب و کوتاه برهانی [۴] لواندوفسکی و بیلتسکی ١٩۶٢ سال در می نامیم. دسترس پذیر خطی
این برای هم دیگری مقدماتی برهان .[٢٨] بود لاونر زنجیرهای روش بر مبتنی که دادند ارائه لواندوفسکی

است. شده ارائه [٢٢] کوپف توسط ١٩٨٩ سال در که دارد وجود قضیه
تابع های خانوادۀ می کنیم. ارائه تابع هایα-مارپیچ وار خانوادۀ از مختصر توصیفی بخش، این پایان در
تعمیمی خانواده این که گفت می توان است. شده معرفی اسپاچک۴ توسط ١٩٣٣ سال در α-مارپیچ وار
کنیم فرض می شود. منجر تک ارزی برای سودمند محک یک به مجدداً که است بودن ستاره وار از طبیعی

ضابطۀ با مختلط صفحۀ در منحنی یک از است عبارت α-مارپیچ وار یک .−π٢ < α < π٢

w(t) = w٠ exp(−e−iαt) (t ∈ R)

هستند. شعاعی نیم خط های ٠-مارپیچ وار ها که است روشن است. ناصفر و مختلط عددی w٠ آن، در که
را w٠ ̸= ٠ داده شدۀ نقطۀ که دارد وجود یکتایی α-مارپیچ وار (|α| < π٢ (که α هر به ازای همچنین
١reverse hairpin turn ٢linearly accessible ٣M. Biernacki ۴L. Špaček



عبادیان علی عبادیان٨٨ علی عبادیان٨٨ علی ٨٨

مانند نقطه هر به ازای اگر گوییم α-مارپیچ وار ناحیۀ یک را مبدأ شامل D ناحیۀ می کند. وصل مبدأ به
همبند به روشنی ناحیه ای چنین باشد. واقع D در کاملا مبدأ تا w٠ از α-مارپیچ وار کمان ،D در w٠ ̸= ٠
یک آن برد اگر گوییم α-مارپیچ وار واحد قرص بر را f(٠) = ٠ با f تک ارز و تحلیلی تابع است. ساده

هستند. ستاره وار  تابع های همان ٠-مارپیچ وار تابع های که است روشن باشد. α-مارپیچ وار ناحیۀ
ستاره وار شرط از جزئی تعمیمی که کرد توصیف تحلیلی شرط یک با می توان را تابع هایα-مارپیچ وار

است: بودن

f ′(٠) ̸= ٠ ،f(٠) = ٠ به طوری که باشد واحد قرص بر تحلیلی تابعی f گیریم (اسپاچک). ۶ . ٢ قضیه
اگر تنها و اگر است α-مارپیچ وار ،f صورت این در .−π٢ < α < π٢ و

ℜ
(
eiα

zf ′(z)

f(z)

)
> ٠ ∀z ∈ D. (٢ . ١)

با است برابر w = w(t) مانند منحنی یک شعاعی١ زاویۀ دارد. جالبی هندسی تفسیر (٢ . ١) شرط
|z| = r دایرۀ تصویر اگر .w(t) ̸= ٠ نقطۀ در مماس بردار و w(t) شعاع بین زاویۀ یعنی ،arg

(
w′

w

)
زاویۀ بنابراین .w = f(reiθ) از است عبارت Cr تعریف ضابطۀ آن گاه دهیم، نشان Cr با را f تحت

با است برابر w شعاعی
arg

(
w′

w

)
= arg

(
izf ′(z)

f(z)

)
.

α مقدار دو بین ،w شعاعی زاویۀ اینکه با است معادل (٢ . ١) شرط که می دهد نشان ساده محاسبه ای
مقادیر، قدرمطلق افزایش جهت در α-مارپیچ وار منحنی یک اگر دیگر، سوی از باشد. واقع α + π و
شرط در f تک ارز تابع لذا است. α ثابت مقدار با برابر آن شعاعی زاویۀ آن گاه باشد، شده جهت دار
با را α-مارپیچ وار ها همۀ ،Cr هر یعنی آن تراز منحنی های از یک هر اگر تنها و اگر می کند صدق (٢ . ١)

است. روشن هندسی به لحاظ اسپاچک قضیۀ دیدگاه، این از کند. قطع π و ٠ بین زاویه هایی

واحد قرص در خطی-پایایی .٣
نخستین که مفهوم این در دهیم. ارائه خطی-پایا٢ خانواده های از توصیفی داریم قصد بخش این در
تابع های خانوادۀ به ،a٢ دوم ضریب تخمین مطالعۀ است، شده معرفی ١٩۶۴ سال در پومرنکه٣ توسط بار

به شکل تک ارز موضعاً
f(z) = z + a٢z٢ + a٣z٣ + · · · (z ∈ D)

١radial angle ٢linearly invariant ٣Pommerenke



٨٩ واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از ٨٩مباحثی واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از ٨٩مباحثی واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از مباحثی

که است مرتبه مفهوم همان مطلب این .[٣۶] است شده داده توسعه است) تک ارزی از قوی تر شرطی (که
تابع های هندسی نظریۀ مسائل از برخی حل در مهم نقشی خطی-پایایی مفهوم دارد. نیز هندسی توصیف
برای کلاسیک نتیجۀ چند از تعمیمی شامل که را کاربردها این از تعدادی می کند. ایفا نیز متغیره یک

داد. خواهیم ارائه است، S خانوادۀ

باشند: برقرار زیر شرایط اگر می نامیم خطی-پایا را F ⊆ H(D) خانوادۀ .٣ . ١ تعریف
این به z٠ ∈ D در f بودن تک ارز (موضعاً باشد نرمال شده تک ارز Fموضعاً به متعلق تابع هر (١)
بودن تک ارز fموضعاً تحلیلی تابع برای باشد. تک ارز z٠ همسایگی یک در f که است معنی
.(f(٠) = f ′(٠)− ١ = ٠ یعنی نیز f نرمال بودن است. f ′(z٠) ̸= ٠ با معادل z٠ در

آن گاه ،|ζ| < ١ و f ∈ F اگر (٢)

Fζ(f)(z) =
f( z+ζ

١+ζz
)− f(ζ)

(١ − |ζ|٢)f ′(ζ)
∈ F (z ∈ D).

خانواده های از جالب مثال چند به عنوان است. معروف f کوبۀ تبدیل به Fζ(f) عملگر (٢) در
تابع های خانوادۀ و C محدب تابع های گردایۀ تک ارز، تابع های از متشکل S گردایۀ می توانیم خطی-پایا،

نیست. خطی-پایا S∗ ستاره وار تابع های خانوادۀ که است جالب ببریم. نام را K محدب تقریباً

می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم نشان ordF با را F خطی-پایای خانوادۀ مرتبۀ .٣ . ٢ تعریف

ordF = sup

{∣∣∣∣f ′′(٠)
٢
∣∣∣∣ : f ∈ F

}
.

.ord C = ١ و ord S = ٢ که دید می توان الکساندر قضیۀ و بیبرباخ قضیۀ از استفاده با مثلا
تک ارز موضعاً تابع های خانوادۀ اگر زیرا باشد، نامتناهی می تواند خطی-پایا خانوادۀ مرتبۀ این، افزون بر
ضابطۀ با تابع که می دهد نشان ساده محاسبه ای آن گاه دهیم، نشان LS با را واحد قرص روی نرمال شده

و است متعلق LS ردۀ به k = ١, ٢, ٣, . . . و z ∈ D به ازای f(z) = ekz−١
k

lim
k→∞

f ′′(٠)
٢ = lim

k→∞

k

٢ = +∞.

مثال هایی می توان آن از استفاده با که می دهیم ارائه را خطی-پایا خانواده های از دیگری ساختار اکنون
و باشد LS از ناتهی زیرمجموعۀ یک G کنیم فرض آورد. به دست جالب

F (G) = {Fζ(f) : f ∈ G, ζ ∈ D}.



عبادیان علی عبادیان٩٠ علی عبادیان٩٠ علی ٩٠

F (G) دیگر، عبارت به .G توسط تولیدشده خطی-پایای خانوادۀ از است عبارت F (G) صورت این در
تنها و اگر است خطی-پایا G که است واضح .G شامل مینیمال خطی-پایای خانوادۀ از است عبارت

.F (G) = G اگر
ارائه تک ارز تحلیلی تابع های برای این از پیش که را دگرشکلی و رشد قضیه های می خواهیم حال
سال در پومرنکه را نتیجه این کنیم. بیان α مرتبۀ از دلخواه خطی-پایای خانوادۀ یک برای بودیم، کرده
تک ارز تابع های دربارۀ مطرح شده کلاسیک نتیجه های از بسیاری قضیه، این اساس بر داد. ارائه ١٩۶۴
رشد قضیۀ به مربوط نامساوی برای را بالا کران فقط اینجا در البته داد. تعمیم می توان را واحد قرص روی
در آنها صفرهای که باشد تابع هایی شامل می تواند کلی حالت در خطی-پایا خانوادۀ یک زیرا می نویسیم،

است. ٠ < |z| < ١ ناحیۀ
،f ∈ F اگر باشد. α متناهی مرتبۀ با خطی-پایا خانوادۀ یک F گیریم .([٣۶] (پومرنکه ٣ . ٣ قضیه

log∣∣∣آن گاه ((١ − |z|٢)f ′(z)
)∣∣∣ ≤ α log

(١ + r

١ − r

)
(r = |z| < ١) (٣ . ١)

و
|f(z)| ≤ ١

٢α
((١ + r

١ − r

)α
− ١
)
. (٣ . ٢)

از باشد عبارت f تابع ضابطۀ که می آید به دست زمانی فوق نامساوی های در تساوی
f(z) =

١
٢α
((١ + r

١ − r

)α
− ١
)

(r = |z|, z ∈ D).

با F خطی-پایای خانوادۀ برای دگرشکلی قضیۀ ،(٣ . ١) عبارت حقیقی قسمت های گرفتن نظر در با
می آید: در زیر به صورت α متناهی مرتبۀ

(١ − r)α−١
(١ + r)α+١ ≤ |f ′(z)| ≤ (١ + r)α−١

(١ − r)α+١ (r = |z|, f ∈ F). (٣ . ٣)
جالب نامساوی ،(٣ . ١) موهومی قسمت های گرفتن نظر در با همچنین

| arg f ′(z)| ≤ α log
(١ + r

١ − r

)
(r = |z|, f ∈ F)

اگر تنها و اگر است برقرار تساوی ،(٣ . ٣) در که داد نشان ١٩٧۴ سال در [۵] کمبل می آوریم. به دست را
ضابطۀ با تعمیم یافته کوبۀ تابع از دورانی f

f(z) =
e−iθ

٢α
(١ + zeiθ

١ + zeiθ

α

− ١
)

(z ∈ D, θ ∈ R)



٩١ واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از ٩١مباحثی واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از ٩١مباحثی واحد قرص بر توابع هندسی نظریۀ از مباحثی

همچنین می آید. به دست S ردۀ برای دگرشکلی قضیۀ ،(٣ . ٣) در α = ٢ به ازای که می کنیم ملاحظه باشد.
تابع های خانوادۀ از زیرخانواده ای باید ١ مرتبۀ با خطی-پایا خانوادۀ هر زیرا دارد، خاصی زیبایی α = ١

باشد. نرمال شده محدب
خانوادۀ یک محدب واریِ و تحدب تک ارزی، شعاع های تعیین مرتبه هندسی توصیف های از دیگر یکی
خواندن به علاقه مند خوانندۀ می کنیم. ذکر اثبات بدون را مربوطه نتایج اینجا در است. دلخواه خطی-پایای
هر که است r مثبت عدد بزرگترین تک ارزی، شعاع کند. مطالعه را مقاله پایان مراجع می تواند اثبات،
و F خطی-پایای خانوادۀ تک ارزیِ شعاع بین ارتباط زیر لم است. تک  ارز Dr روی F مجموعۀ در تابع

است. گردیده مطرح پومرنکه توسط ١٩۶۴ سال در لم این می کند. بیان را آن ناصفریِ شعاع

rS(F) با که F تک ارزیِ شعاع آن گاه ،ord F < ∞ و باشد خطی-پایا خانوادۀ یک F اگر .۴ . ٣ لم
با است برابر می شود، داده نشان

rS(F) =
r٠

١ +√١ − r٢٠

r٠ مقدار به علاوه ندارد. صفر Dr٠ \ {٠} روی F در تابع هر که است مثبتی عدد بزرگترین r٠ آن، در که
معادلۀ حل از

sup
f∈F ,|z|=r<١

| arg f ′(z)| = ٢π

می آید. به دست r به نسبت

در که دارد وجود ملاحظه  قابل نتیجه ای هم ،rC(F) ،F خطی-پایای خانوادۀ تحدب شعاع دربارۀ
آمد. به دست پومرنکه توسط ١٩۶۴ سال

صورت این در باشد. α متناهی مرتبۀ از خطی-پایا خانوادۀ یک F کنیم فرض .۵ . ٣ قضیه

rC(F) = α−
√

α٢ − ١.

تک ارز تابع های  ردۀ برای را rC(S) = ٢ −
√٣ آشنای تحدب شعاع α = ٢ به ازای مثال، برای

می آوریم. به دست S
خطی- خانوادۀ یک تحدب واریِ شعاع مورد در توجه قابل نتیجه ای [۶] زیگلر و کمبل ١٩٧۴ سال در
F در تابع هر که است r > ٠ عدد بزرگترین ،rK(F) تحدب واری، شعاع آوردند. به دست دلخواه پایای

باشد. محدب تقریباً Dr روی
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به طوری که باشد خطی-پایا خانوادۀ یک F کنیم فرض .۶ . ٣ قضیه
sup

f∈F ,|z|=r<١
| arg f ′(z)| = ٢τ sin−١ r.

یکتای ریشۀ با برابر ،τ > ٢ اگر و است یک با برابر F تحدب واریِ شعاع آن گاه ،١ ≤ τ ≤ ٢ اگر
معادلۀ

٢ cot−١(w)− ٢τ cot−١(τw) = −π

آن، در که است
w =

١ − r٢√۴τ٢r٢ − (١ + r٢(٢ (τ −
√

τ٢ − ١ < r < ١).

توسط تولیدشده مینیمال خطی-پایای خانوادۀ از جالب و خاص مورد یک به بخش، این پایان در
و باشد دلخواه خطی-پایای خانوادۀ M کنیم فرض می کنیم. اشاره خطی انتگرالی عملگرهای خانوادۀ
خطی انتگرالی عملگر .z ∈ D هر به ازای fi(z)

z ̸= ٠ و fi ∈ M ،i = ١, ٢, . . . , n هر به ازای
می گیریم: نظر در زیر به صورت را Fα,β(z)

Fα,β(z) =

∫ z

٠

n∏
i=٠

(
f ′
i(t)
)αi
(fi(t)

t

)βi

dt (z ∈ D, αi, βi ∈ R).

است. شده بررسی [١٢] در همکاران و مؤلف توسط رده  این مرتبۀ تعیین و پایایی ویژگی
تبعیت١ .۴

١٩٢۵ سال در [٢٧] لیتلوود و کرد معرفی ١٩٠٩ سال به [٢۶] لیندلف بار نخستین را تبعیت مفهوم
در [٣٨] روگوسینسکی همچنین بست. به کار تحلیلی تابع دو بین خاص نامساوی های اثبات برای را آن
تعریف به حال کرد. استفاده تبعیت مفهوم از تحلیلی تابع دو بین ضرایب نامساوی اثبات برای ١٩٣٩ سال

می پردازیم. تبعیت
تبعیت g تابع از f تابع می گوییم باشند. نرمال شده و تحلیلی تابع دو g و f کنیم فرض .١ . ۴ تعریف
موجود |w(z)| < ١ و w(٠) = ٠ شرایط با w(z) مانند تابعی اگر f(z) ≺ g(z) می نویسیم و می کند
تک ارز g تابع اگر می کنیم یادآوری .f(z) = g(w(z)) باشیم داشته z ∈ D هر برای که به طوری باشد

داریم: را زیر معادل شرط آن گاه باشد،
f(z) ≺ g(z) ⇐⇒ f(٠) = g(٠), f(D) ⊂ g(D).

١subordination
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تحت D واحد قرص تصویر {w ∈ C : ℜw > ٠} حوزۀ اینکه و تبعیت مفهوم از استفاده با
تابع می آوریم: به دست محدب و ستاره وار تابع های برای معادل تعریف هایی است، w = ١+z١−z نگاشت

اگر تنها و اگر است ستاره وار f نرمال شدۀ
zf ′(z)

f(z)
≺ ١ + z

١ − z
(z ∈ D).

اگر تنها و اگر است محدب f نرمال شدۀ تابع همچنین

١ + zf ′′(z)

f ′(z)
≺ ١ + z

١ − z
(z ∈ D).

می دهیم قرار ٠ < p < ∞ هر و f ∈ H(D) تابع هر به ازای

Mp(r, f) =

(
١

٢π
∫ ٢π

٠
|f(reiθ)|pdθ

) ١
p

.

است. شده تک ارز تابع های ردۀ و هاردی فضاهای بین ارتباط دربارۀ جالب پژوهش هایی منشأ زیر قضیۀ

آن گاه ،g ≺ f و باشند D بر تحلیلی تابع دو g و f اگر .([١١] (لیتلوود ٢ . ۴ قضیه
Mp(r, g) ≤ Mp(r, f) (٠ ≤ r < ١).

.|α| = ١ شرط با w(z) = αz یا و باشد ثابت f آنکه مگر است اکید نامساوی ٠ < r < ١ به ازای

حقیقی قسمت که است تابع هایی با کار است، گرفته قرار پژوهشگران علاقه مورد اخیراً که مسئله ای
در است. کراندار آنها حقیقی قسمت که تابع هایی یا و است (٠ ≤ α < ١) α مانند عددی از بزرگتر آنها

تابع می کنیم. اشاره نظر مورد ویژگی های با تابع چند معرفی به ادامه

g(z) =
١ + (١ − ٢α)z

١ − z
(z ∈ D, ٠ ≤ α < ١)

داریم تابع این برای بگیرید. نظر در را
g(D) = {w ∈ C : ℜw > α}.

اگر بنابراین
zf ′(z)

f(z)
≺ ١ + (١ − ٢α)z

١ − z
(z ∈ D),
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که تابع هایی از دیگر یکی هستند. تک ارز البته که می شوند معرفی α مرتبۀ از ستاره وار تابع های آن گاه
ضابطۀ با تابع ،[٣٧ ،٢۴ ،٢٢ ،٢٠] است شده استفاده آن از بسیار

Pα,β(z) = ١ + β − α

π
i log

(
١ − e

٢πi ١−α
β−α z

١ − z

)

و Pα,β(D) = Ωα,β که است شده ثابت .β > ١ و ٠ ≤ α < ١ آن، در که است
Ωα,β = {w ∈ C : α < ℜw < β}.

بنابراین
zf ′(z)

f(z)
≺ Pα,β(D)

اگر تنها و اگر
α < ℜ

(
zf ′(z)

f(z)

)
< β.

ضابطۀ با تابع است، گرفته قرار مطالعه مورد که دیگری تابع

Bα(z) =
a

٢i sinα log

( ١ + zeiα

١ + ze−iα

)
(π/٢ ≤ α < π).

و [٩] است تک ارز و محدب تابع، این است.

Bα(D) =
{
w ∈ C :

α− π

٢ sinα < ℜw <
α

٢ sinα
}
.

اینکه از باشد. مثلث یک یا و ذوزنقه نیم نوار، یک می تواند واحد قرص روی Bα(z) تصویر همچنین
f تابع های از M(α) ردۀ تبعیت، برای هم ارزی تعریفِ به توجه با zf ′(z)

f(z)

∣∣
z=٠ = ١ و Bα(٠) = ٠

که است شده )تشکیل
zf ′(z)

f(z)
− ١
)

≺ Bα(z).

اگر تنها اگر و  f ∈ M(α) معادلا
α− π

٢ sinα < ℜ
(
zf ′(z)

f(z)
− ١
)

<
α

٢ sinα.

مراجعه مقاله همین به بیشتر آشنایی برای می تواند خواننده و شد تعریف [٢٠] در بار اولین برای رده این
در تابع این دارد. جالبی هندسی تعبیر واحد قرص روی آن اثر که می کنیم معرفی را تابعی پایان، در کند.
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به صورت را Fα(z) تابع .٠ ≤ α ≤ ١ کنیم فرض شد. معرفی [٣۵] سوکول و پیه ژکو مقاله
Fα(z) =

z

١ − αz٢ .

محدب ،٠ ≤ α ≤ ٣− ٢√٢ اگر و است تک ارز ستاره وارِ ،٠ ≤ α ≤ ١ اگر تابع این می کنیم. تعریف
از است عبارت واحد قرص روی آن تصویر و است

D(α) =
{
x+ iy ∈ C : (x٢ + y٢(٢ − x٢

(١ − α)٢ − y٢
(١ + α)٢ < ٠, ٠ ≤ α < ١

}
و

D(١) = {x+ iy ∈ C : ∀t ∈ (−∞,−١/٢] ∪ [١/٢,∞) x+ iy ̸= it} .

خم
(x٢ + y٢(٢ − (x۴ + ٢m٢)x٢ − (n۴ − ٢m٢)y٢ = ٠ (x, y) ̸= (٠, ٠) (١ . ۴)

هذلولوی یک ،n۴ < ٢m٢ اگر و بیضی ،n۴ > ٢m٢ اگر خم این است. معروف بوث١ پروانه وار به
بنابراین است.

(x٢ + y٢(٢ − x٢
(١ − α)٢ − y٢

(١ + α)٢ = ٠
آن گاه ،٠ ≤ α < ١ اگر که [٢١] است شده داده نشان است. بیضی نوع از

بوث پروانه وار .١ شکل
١Booth lemniscate
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١

α− ١ < ℜ{Fα(z)} <
١

١ − α
.

اگر تنها و اگر است BS(α) ردۀ به متعلق f تابع می گوییم آمد، بالا در آنچه به توجه )با
zf ′(z)

f(z)
− ١
)

≺ Fα(z).

اگر تنها و اگر f ∈ BS(α) دیگر، عبارت به
α

α− ١ < ℜ
(
zf ′(z)

f(z)

)
<

٢ − α

١ − α
.

مطالعۀ برای می شود دعوت خواننده از شد. تعریف تبعیت از استفاده با نیز بالا ردۀ دیدیم، که همان طور
بخواند. را [۴١ ،١٩] بیشتر، جزئیات

مفاهیم با مؤلف توسط مقاله این در معرفی شده مطالب به مربوط مفاهیم که است به ذکر لازم پایان، در
بخوانید. را [١٣ ،١] می توانید بیشتر آشنایی برای که شده اند داده ارتباط تابعی آنالیز در مهمی
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