
ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١٣٠ تا ١٢۵ صص. (١٣٩۶ زمستان و (پاییز ۶١ شمارۀ ،٣۶ سال

متناهی گروه های نظریۀ در کلاسیک قضیه ای برای جدید برهانی
اشرفی علی رضا سید و حقی الهه سادات

چکیده
یک تنها که باشد متناهی ٢-گروه یک G اگر می گوید گروه ها نظریۀ در کلاسیک قضیه ای
یکریخت تعمیم یافته کواترنیون ٢-گروه یک با یا است دوری G آن گاه دارد، ٢ مرتبۀ عضو

است. قضیه این برای جدید برهانی ارائۀ نوشته، این هدف است.

سرآغاز .١
از منظور باشد. اول عدد یک p گیریم است. متناهی گروهی گروه، از منظور مقاله این سراسر در
آبلی p−گروه یک باشد. p از توانی آن) عضوهای تعداد (یعنی آن مرتبۀ که است متناهی گروهی p-گروه،
اشتراک ،G متناهی گروه هر به ازای است. p آن غیرهمانی عضو هر مرتبۀ که است آبلی گروهی مقدماتی
قضیه ای می نامیم. G فراتینی١ زیرگروه را آن و می دهیم نشان Φ(G) با را G ماکسیمال زیرگروه های تمام
و است مقدماتی آبلی گروه یک G/Φ(G) آن گاه باشد، p−گروه یک G اگر می گوید برنساید از معروف
است r با برابر G گروه برای مولد مجموعۀ یک عضوهای تعداد کمترین آن گاه ،|G/Φ(G)| = pr اگر
و C ⊆ G باشد، متناهی G اگر که است این فراتینی زیرگروه ویژگی های از یکی .(١٢.٢.١ قضیۀ ،[١])

.G = ⟨C⟩ که می کند ایجاب G = ⟨C,D⟩ آن گاه ،D ⊆ Φ(G)

تعریف زیر رابطه های و مولد ها با ،n ≥ ٣ ،Q٢n تعمیم یافته کواترنیون ٢-گروه که می کنیم یادآوری
می شود:

Q٢n = ⟨a, b | a٢n−١
= ١, a٢n−٢

= b٢, bab−١ = a−١⟩.
.٢ مرتبۀ عضو برنساید؛ قضیۀ تعمیم یافته؛ کواترنیون گروه دوری؛ گروه کلیدی. کلمات و عبارات

١Frattini subgroup

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۶ ©
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.١ ≤ i ≤ ٢n−١ آن، در که است bai یا ai شکل دو از یکی به گروه این عضو هر که کرد ثابت می توان
است: زیر قضیۀ اثبات مقاله این هدفِ

دوری G صورت این در است. یکتا آن در ٢ مرتبۀ عضو که باشد ٢−گروه یک G کنیم فرض .١ . ١ قضیه
است. یکریخت تعمیم یافته کواترنیون ٢-گروه با یا است

اصلی قضیۀ برهان .٢
گروه تنها یکریختی، حد در که می کند بیان زیر لم می کنیم. ثابت را مقاله اصلی قضیۀ بخش، این در
٢-گروه است، یکتا آن در ٢ مرتبۀ عضو و دارد ٢n−١ مرتبۀ از دوری زیرگروه که ٢n مرتبۀ از غیرآبلی
،[٢] در ۴.١ قضیۀ برهان از بخشی در جزئی تغییراتی با زیر لم برهان است. Q٢n تعمیم یافته کواترنیون 

است. آمده به دست

از عضوی G اگر صورت این در است. ٢n مرتبۀ از متناهی غیرآبلی ٢-گروه یک G کنیم فرض .٢ . ١ لم
است. یکریخت Q٢n گروه با G آن گاه باشد، یکتا آن در ٢ مرتبۀ عضو و باشد داشته ٢n−١ مرتبۀ

در y عضو صورت این در .M = ⟨x⟩ و است G در ٢n−١ مرتبۀ از عضوی x کنیم فرض اثبات.
٢ با برابر M زیرگروه اندیس چون .n ≥ ٣ است، غیرآبلی G چون .G = ⟨x, y⟩ که است موجود G
.r ̸≡ ١ (mod ٢n−١) آن، در که y−١xy = xr است، دوری و Mنرمال چون و y٢ ∈ M پس است،
که آنجا از .y٢ = x٢s نتیجه در می شود. دوری G صورت این در زیرا نیست، M مولد y٢ همچنین
.t = ٢m = ٢n می دهیم قرار .r٢ ≡ ١ (mod ٢n−١) پس ،y−ixyi = xt داریم t = ri به ازای

چون
x٢s = y٢ = y−١x٢sy = x٢sr,

بنابراین .٢(r − ١)s ≡ ٠ (modm) داشت خواهیم
(xλy)٢ = xλy٢(y−١xλy) = xλ(١+r)+٢s

همنهشتی پس نیست، ٢ مرتبۀ عضو شامل G \M چون .xλy /∈ M و
(r + ١)λ+ ٢s ≡ ٠ (modm)

می دهیم قرار ندارد. جواب λ برحسب
r + ١ = ٢er′ و ٢s = ٢fs′
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برحسب r′λ′ + s′ ≡ ٠ (mod m) همنهشتی و f ≥ ١ پس هستند. فرد اعداد s′ و r′ آن، در که
لذا و است تناقض که می کند صدق قبل همنهشتی در ٢f−eλ′ = λ آن گاه ،e ≤ f اگر دارد. جواب λ′

به راحتی نیست. بخش پذیر ۴ بر r − ١ نتیجه در و است بخش پذیر ۴ بر r + ١ به ویژه .e > f ≥ ١
داریم ،y٢ ̸= ١ که آنجا از .f ≥ n − ٢ این رو از و است بخش پذیر m بر ٢(r − ١)s می شود دیده

به علاوه .y٢ = x٢s = x٢n−٢ و f = n− ٢

r + ١ = ٢er′ ≡ ٠ (modm)

□ .G ∼= Qt می کند ثابت که r = −١ دهیم قرار می توانیم لذا و

می پردازیم. مقاله اصلی قضیۀ از جدید اثباتی بیان به قبل لم از استفاده با ادامه در

داد نشان می توان به آسانی می کنیم. ثابت n روی استقرا با را حکم .|G| = ٢n کنیم فرض اثبات.
حال است. برقرار حکم می کنند، صدق قضیه شرط در و است ٨ و ۴ ،٢ آنها مرتبۀ که گروه هایی برای که
G مرتبۀ از کمتر آنها مرتبۀ و است یکتا آنها در ٢ مرتبۀ عضو که ٢-گروه هایی تمام برای حکم کنیم فرض
چون می گیریم. نظر در را G از M ماکسیمال زیرگروه .n ≥ ۴ که |G |= ٢n و باشد برقرار است،
و دوری M اگر .M ∼= Q٢n−١ یا و است دوری M است، یکتا M در ٢ مرتبۀ عضو و |M | < |G|
آن گاه باشد، غیردوری و آبلی G و M = ⟨a⟩ اگر و G ∼= Q٢n قبل، لم بنابر آن گاه باشد، غیرآبلی G

باشد، آبلی G اگر پس است. تناقض که دارد ٢ مرتبۀ از عضو دو دست کم G این رو از .G ∼= ⟨a⟩ ×H

برقرار حکم باشد، داشته دوری ماکسیمال زیرگروه یک دست کم G اگر بنابراین است. دوری G آن گاه
هستند. ٢n−١ مرتبۀ از تعمیم یافته کواترنیون گروه ،G ماکسیمال زیرگروه های تمام کنیم فرض حال است.

کنیم فرض

Mi = ⟨xi, yi|x٢n−٢
i = ١, y٢

i = x٢n−٣
i , yixi = x−١

i yi⟩, ١ ≤ i ≤ r

داریم G در x هر برای پس ،|G/Mi| = ٢ ،i هر برای چون هستند. G ماکسیمال زیرگروه های تمام
این رو از .⟨x٢١⟩ ⊆ Φ(G) لذا و x٢ ∈ Mi

|⟨x٢١⟩| = ٢n−٣ ≤ |Φ(G)|.

می گیریم: نظر در را Φ(G) مرتبۀ حال
که ٢-گروهی تنها اما دارد. ماکسیمال زیرگروه یک تنها G صورت این در .|Φ(G)| = ٢n−١ (١)

دارد. تناقض G بودنِ غیرآبلی فرض با این و است دوری ٢-گروه دارد، یکتا ماکسیمال زیرگروه
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. G
ϕ(G)

∼= Z٢ × Z٢ این رو از و |G/ϕ(G)| = ۴ داریم حالت این در .|Φ(G)| = ٢n−٢ (٢)
مولد مجموعۀ یک A = {xi, yi|١ ≤ i ≤ ٣} که است روشن دارد، ماکسیمال زیرگروه سه G

ϕ(G) چون
را G که است موجود A از عضوی دو زیرمجموعۀ یک ،|G/Φ(G)| = ٢٢ که آنجا از و است G برای

می گیریم: نظر در را مولد مجموعۀ این برای مختلف حالت های می کند. تولید
و p ̸= q پس است. تناقض که G = Mp آن گاه ،p = q اگر .G = ⟨xp, yq⟩ (آ)

می دهیم قرار .|Φ(G)| = |Mi|/٢

A١ = {١, x٢
p, . . . , x

٢n−٣
p },

A٢ = {xp, x٣
p, . . . , x

٢n−١+٣
p },

A٣ = {yp, ypx٢
p, . . . , ypx

٢n−٣
p },

A۴ = {ypxp, ypx٣
p, . . . , ypx

٢n−١+٣
p }.

اگر همچنین .A١ ⊆ Φ(G) که به طوری می دهند تشکیل Mp برای افرازی مجموعه ها این
.Ai ⊆ Φ(G) آن گاه باشد، Φ(G) به متعلق ،i = ٢, ٣, ۴ Aiها، از یک هر از عضو یک
آن گاه ،Φ(G) = ⟨xp⟩ اگر حال .Φ(G) = ⟨x٢

p, ypxp⟩ یا Φ(G) = ⟨xp⟩ بنابراین
چون .Φ(G) = ⟨x٢

p, ypxp⟩ داشت خواهیم نتیجه در است. تناقض که G = ⟨yp⟩
می دهیم قرار .x٢

p = x٢s
i که است موجود s مانند فرد عددی پس ،x٢

p ∈ Mi ،i هر برای
با مجدداً را x′i نمادها، سادگی برای .Mi = ⟨x′i, yi⟩ که می شود دیده به آسانی .x′i = xsi

yqxq ∈ Φ(G) پس .G = ⟨xp⟩ آن گاه ،yq ∈ Φ(G) اگر همچنین می دهیم. نمایش xi
است روشن .y′i = yixi می دهیم قرار آن گاه ،Φ(G) = ⟨x٢

i , yi⟩ اگر i ̸= q برای و
با می دهیم. نمایش yi با را y′i مجدداً .Φ(G) = ⟨x٢

i , y
′
ixi⟩ و Mi = ⟨xi, y′i⟩ که

قرار .Mi ∩ Mj = Φ(G) داریم i ̸= j هر برای Miها، و Φ(G) ،G مرتبۀ به توجه
،M ′

i از عضو دو هر حاصل ضرب که دید می توان به سادگی .M ′
i = Mi \ Φ(G) می دهیم

است M ′
k از عضوی ،M ′

j از عضوی در M ′
i از عضو هر حاصل ضرب و Φ(G) از عضوی

است، یکتا G در ٢ مرتبۀ عضو چون که می کنیم توجه حال متمایزند. k و j ،i آن، در که
این رو از و x٢k

p = x٢k
q همچنین می شود. جا به جا xp با y٢

q لذا و y٢
q = y٢

p = x٢n−٣
p

xp از زوج توانی به صورت می توان را G عضو هر زوج توان طرفی از .yqx٢k
p = x−٢k

p yq

از: عبارت اند (l ̸= p, q) yl برای ممکن حالت دو پس نوشت.
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،y٢
l = y٢

q که آنجا از حالت این در .yl = x٢k′+١
p (yqxp)

٢myq = x٢k+١
p yq (اول)

داریم
y٢
l = x٢k

p yqxpx
٢k
p yqxp = x٢k

p x−٢k
p yqxpyqxp = y٢

q

می گیریم: نظر در را G = ⟨xp, yq⟩ گروه .xpyqxp = yq نتیجه در و
G = ⟨xp, yq |x٢n−٢

p = ١, y٢
q = x٢n−٣

p , yqxp = x−١
p yq⟩.

است. تناقض که G ∼= Q٢n−١ بنابراین
حالت این در .m, k, k′ ∈ Z آن، در که yl = x٢k′

p (yqxp)
٢m+١ = x٢k

p yqxp (دوم)
نمی افتد. اتفاق (آ) مورد پس می رسیم. تناقض به بالا روش با مشابه روشی با نیز

اگر حالت این در .G = ⟨xp, xq⟩ (ب)
، yq = x٢k+١

q یا yq = x٢k+١
p ، yq = x٢k+١

q xp ، yq = x٢k+١
p xq ، yq = x٢k+١

q xpxq

،yq = x٢k+١
p xqxp اگر و می رسیم تناقض به شد، گفته (آ) قسمت در آنچه با مشابه آن گاه

و می دهد رخ (آ) حالت همان که G = ⟨xp, yq⟩ نتیجه در و xq = x−٢k−١
p yqx

−١
p آن گاه

می شود. آشکار تناقض دوباره
قسمت اثبات روند با مشابه و xp عضو گرفتن نظر در با نیز حالت این در .G = ⟨yp, yq⟩ (پ)

می رسیم. تناقض به (آ)
نمی افتد. اتفاق (٢) حالت پس

.٣ ≤ r پس ،١ ≤ i ≤ r و |Mi| = ٢n−١ و |G| = ٢n چون .|Φ(G)| = ٢n−٣ (٣)
که موجودند q و p کنیم فرض .|Mi ∩Mj | = ٢n−٣ یا و |Mi ∩Mj | = ٢n−٢ ،i ̸= j هر برای
داریم q و p با نامساوی l هر برای Miها، و G مرتبۀ به توجه با این صورت در .|Mp∩Mq| = ٢n−٣

.|Ml ∩Mp| = |Ml ∩Mq| = ٢n−٢ و G = Mp ∪Ml ∪Mq

پس ،yl /∈ Mq و xq /∈ Ml چون آن گاه ،Mq ∩Ml = ⟨x٢
l , ylxl⟩ و Mp ∩Ml = ⟨x٢

l , yl⟩ اگر
بنابراین می شود. تناقض به منجر این که است Mp از عضوی xqyl

.Mq ∩Ml = ⟨x٢
p, yl⟩ و Mp ∩Ml = ⟨xp⟩

که x−١
p yp ∈ Mq لذا و ypxq = x٢k+١

p yl که است موجود k ،ypxq ∈ Ml \ (Mq ∪Mp) چون
باشند موجود l و q ،p اگر .|Mi ∩Mj | = ٢n−٢ داریم i ̸= j که j و i هر برای پس است. تناقض
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آن گاه ،G = Mp ∪Mq ∪Ml که
Mp ∩Mq = Mp ∩Ml = Mq ∩Ml = H.

گیریم .Mp ∩Ms ̸= ⟨xp⟩ که است موجود s صورت این در .H = ⟨xp⟩ کنیم فرض
.Mq ∩Ms = ⟨x٢

s, ysxs⟩ و Mp ∩Ms = ⟨x٢
s, ys⟩

حالت های می رسیم. تناقض به Ml ∩ Ms برای ممکن عضوی ٢n−١ زیرگروه هر گرفتن نظر در با
زیرگروه سه هیچ گیریم اکنون می رسند. تناقض به مشابه به طور H = ⟨x٢

p, ypxp⟩ و H = ⟨x٢
p, yp⟩

از شدن کم بدون .G = Mp ∪ Ml ∪ Mq ∪ Ms و باشند نداشته وجود فوق شرایط با ماکسیمالی
کرد فرض می توان مسئله، کلیت

.Mp ∩Ml = ⟨xsyp, x٢
p⟩ و Mp ∩Mq = ⟨xp⟩ ، Mp ∩Ms = ⟨x٢

p, yp⟩

که کرد ثابت می توان آن وقت
Mq ∩Ml = ⟨x٢

p, yl⟩ و Mq ∩Ms = ⟨xsys, x٢
p⟩

حال .Mq ∩Ml = Ms ∩Ml آن گاه ،yl ∈ Ms اگر که می کنیم توجه .Ml ∩Ms = ⟨xs⟩ لذا و
به ترتیب x ∈ Ml و x ∈ Ms ،x ∈ Mq ،x ∈ Mp فرض های می گیریم. نظر در را x = ylyp عضو
تناقض به مورد چهار هر در و yp ∈ Ms و yl ∈ Ms ،yp ∈ Mq ،yl ∈ Mp که می کنند ایجاب
□ می رسیم.
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