
ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
۵٧ تا ٣۵ صص. ،(١٣٩٧ تابستان و (بهار ۶٢ شمارۀ ،٣٧ سال

شکار-شکارچی مدل های تکامل تاریخچۀ
زنگنه ظهوری حمیدرضا و فتاح پور هانیه

چکیده
طی در هستند، انسان دخالت یا محیطی تغییرات تأثیر تحت که بوم شناختی دستگاه های
بسیاری از طبیعی توصیفی چراکه گرفته اند، قرار پژوهشگران از بسیاری علاقۀ مورد سالیان
به توجه با دارند. کاربرد گوناگون فناوری و علمی زمینه های در و می دهند ارائه فرآیندها
بوده اند استفاده مورد همواره آنها بررسی و پدیده ها مدل سازی در دیفرانسیل معادلات اینکه
سال های در است، آنها حال و گذشته رفتار تأثیر تحت دینامیکی دستگاه های آتی رفتار و
دنیای مسائل مدل سازی برای تأخیری دیفرانسیل معادلات از استفاده به زیادی گرایش اخیر
شکار-شکارچی مدل های تکاملی سیر بررسی مقاله، این هدف است. آمده به وجود واقعی
از مختلف عوامل تأثیر تحت شکار-شکارچی دستگاه های معرفی از بعد مرحله، هر در است.
ضعف و قوت نقاط حفاظت شده، منطقۀ و برداشت تابع های مختلف، پاسخ تابع های جمله
تکامل شان سیر در ضعف نقاط این کردن برطرف شیوۀ به و می کنیم بیان را مدل ها این
از برخی رفتار بر را تأخیر پارامتر اثر تأخیری، مدل های معرفی با سرانجام، می پردازد.

کرد. خواهیم مطالعه دیفرانسیل معادلات
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بیش که است رشد به رو و مهم شاخه های از یکی زیستی ریاضیات میان، این از می آید. شمار به  طبیعی
دارد. تکیه دیفرانسیل معادلات بر بقیه از

دستگاه است. تغییر حال در همواره انسان بدن همچون که است دستگاهی دینامیکی، دستگاه یک
است، اهمیت حائز که آنچه دهد. شرح زمان گذشت با فاز فضای در را نقطه هر موقعیت می تواند دینامیکی
یک به صورت کاربردی مسئلۀ یک ریاضی مدل که صورتی در است. دینامیکی دستگاه های کیفی رفتار درک
را آن وضعیت می توان خاص، لحظۀ یک در دستگاه وضعیت دانستن و آن حل با باشد، دینامیکی دستگاه
دستگاه های کاربردهای از آورد. به دست آن دربارۀ را اطلاعات کل و کرد پیش بینی بعد و قبل لحظه های در
معمولا کرد. اشاره چندگونه ای و تک گونه ای جمعیت های رشد مدل سازی به می توان بوم شناسی١ در دینامیکی
که می شود استفاده گسسته دینامیکی دستگاه های از تک گونه ای، جمعیت های دینامیکی رفتار بررسی برای
گونه ای دو جمعیت های کیفی رفتار بررسی همچنین می گیرد. صورت تفاضلی معادلات توسط آنها توصیف
مطرح بوم شناسی در که دستگاه هایی می گیرد. صورت پیوسته دینامیکی دستگاه های توسط زمان، گذشت با
توزیع و می شوند مشخص زیست شان محیط با و یکدیگر با گونه ها (تعامل) برهم کنش به وسیلۀ می شوند،
نظر از گسترده تر محدوده ای در است ممکن تعاملاتی چنین می کنند. تعیین را جامعه ها جمعیت ساختار و
گونه ها تمامی کیفی رفتار بر که تعاملات انواع مهم ترین از یکی گیرد. شکل زمانی و فضایی مقیاس های
مربوط مطالعات همۀ توجه مرکز در شکار-شکارچی مدل های دلیل، همین به است. شکار می گذارد، اثر

است. گرفته قرار بوم شناسی علم به
دستگاه های روی تأخیر تأثیر سپس می کنیم. معرفی را شکار-شکارچی دستگاه های نخست مقاله، این در
معادلات و معمولی دیفرانسیل معادلات مقایسۀ به مثال، چند بیان با و می گیریم نظر در را معرفی شده
(در مدل ها این دینامیکی رفتار دربارۀ مختصر تحلیلی به پایان، در پرداخت. خواهیم تأخیری دیفرانسیل

می پردازیم. تأخیر) غیاب در و حضور

شکار-شکارچی مدل های معرفی .٢
معرفی است، موجود محیط در جانوری گونۀ یک که حالتی برای را رشد٢ پیوستۀ مدل های آغاز، در
u(t) کنیم فرض می کنیم. بررسی را گونه یک از بیش شامل مدل های مطالب، این به کمک ادامه در و

از است عبارت جمعیت تغییر آهنگ باشد. t لحظۀ در جمعیت

du

dt
= تولد مرگ−آهنگ آهنگ + مهاجرت .آهنگ

١ecology ٢continuous growth models



٣٧ شکار-شکارچی مدل های تکامل ٣٧تاریخچۀ شکار-شکارچی مدل های تکامل ٣٧تاریخچۀ شکار-شکارچی مدل های تکامل تاریخچۀ

و نمی شود انجام مهاجرت حالت، ساده ترین در .[۴٩] می نامند جمعیت برای بقا١ معادلۀ را معادله این
دیگر، عبارت به هستند. u با متناسب مرگ و تولد به مربوط عبارت های

du

dt
= bu− du.

اولیه جمعیت u(٠) = u٠ و هستند مثبت ثابت های d و b آن، در که u(t) = u٠e(b−d)t نتیجه در
نمایی به صورت جمعیت ،b < d اگر و می کند رشد نمایی به صورت جمعیت ،b > d اگر بنابراین است.

می یابد. زوال
زیرا بود، غیرواقعی مدل یک این شد. ارائه ١٧٩٨ سال در مالتوس٢ توسط بار اولین فوق رویکرد
ورهالست٣ ١٨٣۶ سال در بود. نشده قائل محدودیتی زمان، گذشت با جمعیت نمایی رشد برای مالتوس
را زیر مدل بنابراین کرد. اعمال دستگاه بر محدودکننده فرآیند یک باید جمعیت، ازدیاد با که داد پیشنهاد

است: مشهور جمعیت لجستیک۴ رشد مدل به که کرد پیشنهاد
du

dt
= ru

(
١− u

k

)
(٢ . ١)

است سالانه تولد آهنگ بیانگر r(١− u
k ) عبارتِ مدل، این در هستند. مثبت ثابت های k و r آن، در که

قابل طبیعی منابع به وسیلۀ معمولا که می شود نامیده محیط حمل۵ ظرفیت k ثابت و دارد بستگی u به که
به صورت (٢ . ١) معادلۀ جواب آن گاه ،u(٠) = u٠ اگر می شود. تعیین دسترس

u(t) =
u٠kert

k + u٠(ert − ١)
اگر و می کند میل k به صعودی به صورت u(t) ،u٠ < k اگر بنابراین .limt→∞ u(t) = k و است
آن گاه ،f(u) := ru(١− u

k ) دهیم قرار (٢ . ١) معادلۀ در اگر می کند. میل k به نزولی به صورت u٠ > k

fو ′
(٠) = r > ٠ چون هستند. (٢ . ١) معادلۀ تعادلی۶ حالت های یعنی ،f ریشه های u = k و u = ٠

u = k نقطۀ بنابراین است. پایدار تعادل u = k و ناپایدار تعادل u = ٠ پس ،f ′
(k) = −r < ٠

می کند. تعیین را پایدار حالت این به رسیدن آهنگ r و می کند مشخص را جمعیت پایدار حالت
دینامیک صورت این در هستند. تعامل در هم با جانوری گونه های که می گیریم نظر در را حالتی اکنون
گونه های از مجموعه یک کلی حالت در واقع در می گیرد. قرار گونه ها سایر تأثیر تحت گونه، هر جمعیتی
گرفته نظر در پیچیده ساختار با جامعه هایی برای معمولا و نامیده غذایی٧ شبکۀ که دارد وجود متعامل
مدل ها مهم ترین از یکی که می کنیم تمرکز جانوری گونۀ دو با دستگاه های روی بیشتر ما اینجا در می شود.

هستند. لوتکا-ولترا٨ دستگاه های شکار-شکارچی، دستگاه های از گونه این در
١conservation equation ٢Malthus ٣Verhulst ۴logistic growthmodel ۵carrying capacity ۶steady

state ٧trophic web ٨Lotka-Volterra
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پیشنهاد دیگر گونه های توسط گونه یک شکار برای را مدل ساده ترین و اولین ولترا ١٩٢۶ سال در
v(t) و شکار جمعیت u(t) اگر دهد. توضیح را رودخانه یک ماهی های جمعیت نوسانات بتواند تا کرد

به صورت ولترا مدل آن گاه باشند، t لحظۀ در شکارچی }جمعیت
du
dt = u(a− bv)

dv
dt = v(cu− d)

(٢ . ٢)

داریم: را زیر فرض های مدل این در هستند. مثبت ثابت های d و c ،b ،a آن، در که است
au جملۀ که می کند رشد مالتوس مدل مانند بی کران به صورت شکارچی نبودِ در شکار جمعیت •

است؛ مطلب این بیانگر
جملۀ و می شود شکار سالانۀ رشد آهنگ کاهش موجب که است گونه ای به شکارچی تأثیر •

می دهد؛ نشان را مطلب این −buv
و می شود آن نمایی زوال به منجر شکارچی مرگ آهنگ شکارچی، برای کافی شکارِ نبودِ در •

می دهد. نشان را موضوع این −dv جملۀ
آغازی نقطۀ دارد، جدی ضعف نقاط مدل این اگرچه معروف اند. لوتکا-ولترا مدل به (٢ . ٢) معادله های
لوتکا-ولترا مدل در غیرواقعی فرض های از یکی .[۴٩] می شود محسوب جمعیتی واقعی تر مدل های برای
عبارت های (٢ . ٢) معادله های در می کند. رشد بی کران به صورت شکار شکارچی، غیاب در که است این
بنابراین دارند. بستگی گونه یک جمعیت چگالی به فقط هستند، سالانه رشد آهنگ بیانگر که راست سمت
از باشد. وابسته شکارچی و شکار گونۀ دو هر به جمعیت باید رشد، آهنگ این کردن واقعی تر به منظور

شدند: داده تعمیم زیر به صورت معادله ها این }این رو
du
dt = uF (u, v)

dv
dt = vG(u, v)

شکار، برای لجستیک رشد معادلۀ گرفتن نظر در با دارند. بستگی گونه دو تعاملات به G و F آن، در که
می کنیم فرض دیگر، عبارت به می کنیم. نزدیک واقعیت به بیشتر هرچه را مدل

du

dt
= uF (u, v), F (u, v) = r

(
١− u

k

)
− vR(u).

می نامیم. پاسخ١ تابع را R(u)

آهنگ پاسخ، تابع دقیق تر، بیان به است. شکار انداختن دام به در شکارچی توانایی پاسخ، تابع
شکار تعاملات نوع به بسته پاسخ، تابع های است. موجود شکارِ از تابعی و شکارچی توسط غذا مصرف
١functional response
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و شکار به وابسته دستۀ دو به کلی حالت در اما هستند بیان قابل مختلف به صورت های شکارچی، و
پاسخ تعیین کنندۀ عامل موجود، شکارِ چگالی فقط اول، دستۀ در می شوند. تقسیم شکارچی، به وابسته
بر پژوهشگران از عده ای اخیر سال های در اما است. هالینگ١ پاسخ تابع آنها مهم ترین از یکی که است
گونۀ دو هر جمعیتِ شامل باید پاسخ تابع جمعیتی، رفتارهای دقیق تر توصیف برای که بوده اند باور این
سرانۀ٣ رشد آهنگ آن، در که است نسبت٢ به وابسته پاسخ تابع آنها مهم ترین از که باشد شکارچی و شکار
خواهد داده توضیح تفصیل به ادامه (در است شکارچی به شکار جمعیت چگالی نسبت از تابعی شکارچی

شد).
از: عبارت اند هالینگ پاسخ تابع های انواع

به صورت شکار مصرف میزان افزایش پاسخ، تابع نوع این در :I نوع هالینگ پاسخ تابع (١
مصرف و شکار فرآیند در طی شده زمان که است این بر فرض خطی، حالت در است. خطی
در نیستند. تداخل در هم با آن، مصرف و غذا برای جستجو یا و است چشم پوشی قابل آن،

شدند. مشخص c و −b با که است لوتکا - ولترا معادلات در پاسخ تابع همان I نوع واقع
سرعت کاهش مشخص کننده، عامل پاسخ، تابع نوع این در :II نوع هالینگ پاسخ تابع (٢
شکارچی توانایی که می شود ناشی فرض این از و است شکار انداختن دام به در شکارچی
ضابطۀ با معمولا پاسخ تابع این است. غذا مصرف برای توانایی هایش به محدود شکار، برای
زمان h و حمله آهنگ a شکار، جمعیت u اینجا در می شود. داده R(u) =

au

١ + ahuتابع می توان باشند، وابسته زمان به h و a که حالتی در است. شکار مصرف برای متوسط
گرفت. نظر در R(u) =

k(t)u

m(t) + u
به صورت را پاسخ

در آنها تفاوت و است II نوع با مشابه پاسخ، تابع نوع این :III نوع هالینگ پاسخ تابع (٣
R(u) =

k(t)u٢
m(t) + u٢ به صورت پاسخ تابع نوع این کلی شکل است. شکار کم جمعیت های

دوم نوع هالینگ پاسخ تابع به ترتیب دهیم، قرار را u
v ،u به جای فوق تابع های در اگر است.

می آیند: به دست نسبت به وابسته سوم نوع و نسبت به وابسته
R(u) =

k(t)uv
m(t) + u

v

=
k(t)u

m(t)v + u
,

R(u) =
k(t)(uv )

٢
m(t) + (uv )

٢ =
k(t)u٢

m(t)v٢ + u٢ .

وقتی که می کنند مشخص آزمایش ها و مشاهده ها از بعضی :IV نوع هالینگ پاسخ تابع (۴
روی خاص به طور بازدارنده عامل یک برسد، خود سطح حداکثر به غذایی مواد تراکم و غلظت
١Holling functional response ٢ratio-dependent ٣per capita growth rate



زنگنه ظهوری حمیدرضا و فتاح پور هانیه زنگنه۴٠ ظهوری حمیدرضا و فتاح پور هانیه زنگنه۴٠ ظهوری حمیدرضا و فتاح پور هانیه ۴٠

مدل سازیِ به منظور می افتد. اتفاق غیریکنواخت پاسخ یک لذا و می گذارد تأثیر رشد آهنگ
تابع آن به که کرد پیشنهاد را mu

a+ bu+ u٢ پاسخ تابع [٣] اندروز بازدارنده ای، مفهوم چنین
می گویند. IV نوع هالینگ پاسخ تابع یا موناد-هالدین١

تابع تأثیر به می توان جمله از دارند. تأثیر جمعیتی دینامیک های روی نیز دیگری عوامل پاسخ، تابع بجز
دینامیک شد، گفته که همان طور کرد. اشاره جمعیتی مدل های روی حفاظت شده٣ منطقۀ نقش یا و برداشت٢
آنها عملی و کاربردی اهمیت به دلیل شکار-شکارچی مدل های خاص، به طور و بیشتر یا گونه یک از جمعیتی
طرف از گرفته اند. قرار توجه مورد مربوطه، ریاضی مدل های در مشاهده شده قوی دینامیک های به دلیل و
زیست شناسی، جمله از علمی شاخه های از بسیاری در برداشت تابع های با شکار-شکارچی مدل های دیگر،
سود، مثل اقتصادی نگرانی های به دلیل به ویژه تجاری۴، برداشت صنعت در همچنین و اقتصاد و بوم شناسی
داشته اند. قرار توجه مرکز در همواره شده، (صید) شکار گونۀ یک انقراض و حد از بیش بهره برداری های
کسری) یا و خطی (ثابت، مختلف برداشت تابع های با شکار-شکارچی مدل های پژوهشگران، از بسیاری
برداشت همچنین و خطی برداشت تابع با سه بعدی و بعدی دو مدل های .[۶٠ ،۴٢ ،٣۴] کرده اند مطالعه را
بررسی و مطالعه مورد [۵٢ ،٣٧ ،٣۶ ،١۵] در حفاظت نشده و حفاظت شده قسمت دو به زیستگاه تقسیم با
و عملکرد بیشترین با آن ارتباط و گونه دو یا یک در برداشت تأثیر از دقیق مطالعۀ یک گرفته اند. قرار
می شود فرض شکار-شکارچی مدل های اکثر در دیگر، عبارت به است. شده انجام [٣٨ ،٢٣] در بازده،
این در نیست. واقع بینانه چندان که می شود آغاز جمعیت عدۀ از مستقل و t = ٠ لحظۀ در برداشت که
به (u(t)) شکار جمعیت که می داند مجاز زمانی را برداشت آغاز ،(TP) برداشت۵ آستانۀ سیاست رابطه،

به صورت برداشتی تابع چنین کلاسیک، به طور برسد. (T ) خود خاص آستانۀ مقدار

Φ(u) =

{ ٠ u < T

h u ≥ T

برداشت مدیریت زیرا نیست، واقعی مدل این است، شده اشاره [۴٨] در که همان طور اما می شود. تعریف
محدودیت های و تأخیر زمان های به دلیل برسد، T آستانۀ مقدار به u جمعیت که زمانی ،h آهنگ با سریع
پیوسته۶ آستانۀ سیاست ([١٠] در جمله (از پژوهشگران بیشتر دلیل، همین به است. مشکل سرمایه،

است: زیر به شکل آنها ساده ترین داده اند. پیشنهاد شکار روی برداشت تابع برای را (CTP)

H(u) =

{ ٠ u < T
h(u−T )
h+u−T u ≥ T

١Monod-Haldane ٢harvesting functions ٣refuge ۴commercial harvesting industry ۵harvesting

threshold policy ۶continuous threshold policy
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به طور و می شود شروع برداشت می رسد، u = T مقدار به شکار جمعیت زمانی که حالت، این در
نظر از برداشت، تابع این که باورند این بر زیست شناسان برسد. h حد مقدار به تا می یابد افزایش هموار
نظر در قرنطینه) با (همراه تکه ای خطی آستانۀ برداشت تابع یک [٢۶] در است. دقیق تر زیست شناختی
است. شده پرداخته ثابت، برداشت آهنگ یک تنها با متناظر مدل از دینامیک هایی مقایسۀ به و شده گرفته
آنها از یکی که مختلف زیستگاه دو در شکارها که کرده اند فرض مدل، کردن واقعی تر به منظور همچنین
می تواند شکار ندارد. را حفاظت شده منطقۀ به ورود اجازۀ شکارچی و می کنند زندگی است، حفاظت شده
مختلف، مدل های در پراکندگی چگونگی مطالعۀ برای شود. پراکنده زیستگاه ها بین خاصی نرخ های با
مشاهده [۵١ ،۵٠ ،٣٧ ،٩] به مراجعه با را زوال) آهنگ های جمله (از گونه یک دینامیک های تأثیر می توان

کرد.

تأخیری مدل های .٣
حالت های از متأثر نه تنها دستگاه کنیم فرض که است طبیعی کاملا کاربردی، و مهندسی دستگاه یک در
مدل در تأخیر به شکل گذشته، به وابستگی این هست. نیز پیشینی حالت های به وابسته بلکه است، کنونی
می گیرند. قرار بررسی مورد تأخیری معادلات با ریاضی به لحاظ مسائل از گونه این می شود. ظاهر دستگاه آن
وابسته صریح به طور آنها تکاملی سیر که می دهند روی دستگاه هایی مدل سازی در تأخیری معادلات واقع در
آهنگ که است این dN

dt = f(N) مدل های کاستی های از یکی مثال، برای است. دستگاه گذشتۀ به
برای زمانی بلوغ، به رسیدن برای زمانی باید که حالی در است؛ آنی به صورت مدل ها گونه این در تولد
با دیفرانسیل معادلۀ گرفتن نظر در با شود. منظور جمعیت رشد مدل در و... پنهان جمعیت بارداری، دورۀ

به شکل تأخیر پارامتر
dN(t)

dt
= f(N(t), N(t− τ)),

یک است. تأخیر پارامتر τ > ٠ آن، در که کرد منظور جمعیت رشد مدل در را تأخیرها این همۀ می توان
به صورت لجستیک رشد مدل از تعمیمی می تواند مدلی چنین

dN(t)

dt
= rN(t)

[
١− N(t− τ)

k

]
به t زمان در جمعیت تأخیر، پارامتر با مدل های در هستند. مثبت ثابت های r و k ،τ آن، در که باشد

.[۴٩] دارد بستگی t− τ زمان در جمعیت
از خاصی نوع می شوند، نامیده نیز تفاضلی١ دیفرانسیل معادلات که تأخیری دیفرانسیل معادلات
معمولی دیفرانسیل معادلات به شبیه تأخیری دیفرانسیل معادلات هستند. تابعی٢ دیفرانسیل معادلات
١difference-differential equations ٢functional differential equations
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معادلۀ یک حل برای لذا دارد. بستگی نیز گذشته زمان های در حالت متغیر های به آنها تحول ولی هستند
دستگاه وضعیت دانستن به بلکه داریم، نیاز دستگاه کنونی حالت دانستن به نه تنها تأخیری، دیفرانسیل
برای معمولی دیفرانسیل معادلات مدل از پژوهشگران از برخی نیازمندیم. نیز گذشته زمانی دورۀ یک در
از چشم پوشی از ناشی خطرات ،[۴٠] در کوانگ که کرده اند استفاده تأخیری دیفرانسیل معادلۀ توصیف
و دارویی زیست شناختی، فیزیکی، پدیده های از بسیاری واقع در است. کرده بیان را کوچک تأخیرهای

به صورت کوشی معادلات یا (IVP) اولیه  مقدار مسائل با }اقتصادی
y′(t) = f(t, y(t)) t ≥ t٠
y(t٠) = y٠

با مدل ها این کردنِ سازگارتر هرچه برای اما می شود. نامیده حالت متغیر y آنها، در که می شوند مدل سازی
معمول ترین می شود. بیان گذشته زمان های در حالت متغیر به وابسته به شکل y′ گاهی حقیقی، پدیده های

پیشینی١ نوع از تابعی دیفرانسیل معادلات توسط توابع، گونه این

y′(t) = f(t, yt) t ≥ t٠

،t ≥ t٠ هر به ازای آن، در که می شوند بیان

yt(θ) = y(t+ θ) θ ∈ [−r, t٠]

است. (Rd به [−r, t٠] بازۀ از پیوسته توابع (فضای C = C([−r, t٠],Rd) باناخ فضای از عضوی
قالب در اولیه شرط با معادلات نوع }این

y′(t) = f(t, y(t− τ١), . . . , y(t− τn)) t ≥ t٠
y(t) = ϕ(t) t ≤ t٠

می شوند: بررسی زیر حالت سه در می شوند، فرض مثبت همواره که زمانی تأخیرهای بروز پیچیدگی اساس بر
ثابت؛ تأخیرهای •

τi؛ = τi(t) متغیر: تأخیرهای یا زمان به وابسته تأخیرهای •
.τi = τi(t, y(t)) :t و y به وابسته تأخیرهای •

خنثی٢ نوع از تأخیری دیفرانسیل معادلات نام با تأخیری دیفرانسیل معادلات از دیگری نوع همچنین
همراه y′ و y به می تواند معادله راست سمت تأخیری، دیفرانسیل معادلات در کلی حالت در دارد. وجود
١retarded functional differential equations ٢neutral delay differential equations
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کلی به صورت می توان را معادلات این باشد. وابسته زمانی تأخیر }با
y′(t) = f(t, y(t− τ), y′(t− ξ)) t ≥ t٠
y(t) = ϕ(t) t ≤ t٠

معادلات است، شده ظاهر زمانی تأخیر با همراه y′ آنها راست سمت در که را معادلات نوع این کرد. بیان
τ تأخیر تابع مشابه نیز ξ تأخیر تابع معادلات، نوع این در می نامند. خنثی نوع از تأخیری دیفرانسیل

است. t و y از تابعی و زمان از تابعی ثابت، حالت سه دارای
آن، در که است C١ ردۀ از [ρ, t٠] بازۀ روی ϕ(t) تابع ثابت، تأخیر با تأخیری دیفرانسیل معادلات در
معادلات و معمولی دیفرانسیل معادلات بین تفاوت اولین .ρ = min{(t٠−τi) : i = ١, ٢, . . . , n}
و t − τ ≤ t٠ باشیم داشته t ≥ t٠ مقادیر از برخی برای است ممکن که است این تأخیری دیفرانسیل
دیگر، طرف از می شود. محاسبه y٠ اولیۀ مقدار به جای ϕ(t) اولیۀ تابع برحسب تأخیری معادلۀ جواب لذا

یعنی ،t٠ در چپ و راست مشتق های تأخیری دیفرانسیل معادلات در کلی حالت }در
y′(t+٠ ) = f(t٠, ϕ(t٠), ϕ(t٠ − τ)),

y′(t−٠ ) = ϕ′(t٠)

ناپیوستگی به علاوه بود. نخواهد ϕ(t) اولیۀ تابع ادامۀ در هموار به صورت جواب لذا و نیستند برابر هم با
نوع این در لذا و شد خواهد انتگرال گیری بازۀ طول در ناپیوستگی هایی به منجر t٠ اولیۀ نقطۀ در مشتق
تفاوت های بیان به مثال، چند آوردن با ادامه در شود. تضمین می تواند جواب پیوستگی تنها معادلات،

می پردازیم. معمولی دیفرانسیل معادلات و معادلات نوع این بین

معادلۀ .٣ . ١ }مثال
y′(t) = −y(t− ١) t ≥ ٠
y(t) = ١ t ≤ ٠

چون می گیریم. نظر در }را
y′(٠−) = ٠,
y′(٠+) = −y(−١) = −١,

و y′′(t) = −y′(t− ١) ،t > ٠ هر به ازای که آنجا از حال دارد. جهش یک t = ٠ در مشتق }پس
y′′(١−) = −y′(٠−) = ٠,
y′′(١+) = −y′(٠+) = ١,
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y′′′(t) = −y′′(t− ١) ،t > ٠ هر به ازای که آنجا از همچنین دارد. جهش یک t = ١ در y دوم مشتق
}و

y′′′(٢−) = −y′′(١−) = ٠,
y′′′(٢+) = −y′′(١+) = −١,

مشتق ناپیوستگی مرتبۀ که داد نشان می توان ترتیب این به دارد. جهش یک t = ٢ در نیز y سوم مشتق
می یابد. افزایش انتگرال گیری بازۀ طول در

و اولیه شرایط بین تأخیری دیفرانسیل معادلات در معمولی، دیفرانسیل معادلات برخلاف .٣ . ٢ مثال
تأخیری دیفرانسیل معادلۀ نیست. موجود یک به یک رابطۀ جواب، مجموعۀ

y′(t) = y(t− ١)(y(t)− ١) t ≥ ٠

ثابت جواب دارای ،ϕ(٠) = ١ که [−١, ٠] روی تعریف شده ϕ(t) اولیۀ تابع هر به ازای [٠,∞) روی
است. y(t) = ١

تأخیری دیفرانسیل معادلۀ می توان جواب، یکتایی عدم برای مثالی به عنوان .٣ . ٣ }مثال
y′(t) = y(t− |y(t)| − ١) + ١٢ t ≥ ٠
y(t) = ϕ(t) t ≤ ٠

آن، در که گرفت نظر در را
ϕ(t) =

{ ١ t < −١
٠ −١ ≤ t ≤ ٠

این جواب های y٢(t) = ١٢ t و y١(t) = ٣٢ t تابع دو [٠, ٢] بازۀ روی که کرد بررسی می توان به آسانی
هستند. معادله

شکارچی و شکار مدل های دینامیکی رفتار .۴
مورد بوم شناسی ریاضیاتِ در آن فراگیری به دلیل که برجسته و اصلی زمینه های و موضوعات از یکی
،۵٧ ،۴٧ ،٢٨ ،٢۵ ،٢٠ ،٧ ،٢]) است شکار و شکارچی بین دینامیکی ارتباط است، گرفته قرار توجه
با دیفرانسیل معادلۀ دو گرفتن نظر در بوم شناختی، تعاملات مدل سازی برای روش متداول ترین .([۶١
به طور رایج شکار - شکارچی مدل های است. جمعیت رشد و شکارچی توسط شکار مصرف بین ساده تناظر
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شکل شکار - شکارچی مدل های کلی، به طور .([٣١ ،٣٠ ،١٧ ،١۴ ،١١]) گرفته اند قرار مطالعه مورد وسیعی
است: شده پیشنهاد [۶٣] در یودزیز توسط که می گیرند خود به را زیر کلی }بسیار

N ′ = f(N)− PF (N,P )

P ′ = PG(N,P )

t زمان در شکارچی جمعیت و شکار جمعیت بیانگر به ترتیب، P = P (t) و N = N(t) اینجا در
بسیار عنصر می دهد. نشان را شکارچی غیاب در شکار جمعیت رشد آهنگ f = f(N) تابع و هستند
می کند. توصیف را شکارچی توسط شکار مصرف سرعت که عبارتی است؛ پاسخ تابع مدل ها این در مهم
آن سرانۀ مصرف آهنگ که می کند توصیف را شکارچی١ (رفتاریِ) تابعی پاسخ F = F (N,P ) تابع
شکارچی٢ عددیِ پاسخ ،G = G(N,P ) تابع و دارد بستگی شکارچی انواع و شکار تعداد به به ترتیب
رده دو هر جمعیت عدۀ از تابعی هم باز شکارچی جمعیت سرانۀ رشد آهنگ آن، در که می کند توصیف را
را شکارچی ها تعامل نحوۀ که است مهم شکارچی، عددی و تابعی پاسخ های دقیق تشریح به منظور است.
شکارچی که کرد فرض می توان است، کم شکارچی چگالی وقتی به ویژه گاهی کنیم. مشخص یکدیگر با
که دارند بستگی شکار جمعیت عدۀ به تنها عددی و تابعی پاسخ های نتیجه در و کند مداخله نمی تواند
در بیان شده اصطلاحات مجموعۀ به توجه با هستند. G = G(N) و F = F (N) به صورت به ترتیب

گویند. شکار به وابسته را مدل ها از این گونه ،[٢٩ ،۴]
تداخل امکان آنها در که را مدل هایی شکار، به وابسته پاسخ تابع های شد، گفته بالا در که همان طور
وجود گاهی ولی است کم آن احتمال (هرچند نمی گیرند نظر در دارد، وجود شکارچی ها بین مشارکت یا و
،١]) است شده کاراندام شناسی۴ دانشمندان و زیست شناسان٣ میان نظر اختلاف به منجر امر این دارد).
در مستقیم مداخلۀ طریق از می تواند P شکارچی حجم که معتقدند زیست شناسان .([۴١ ،٢٩ ،٢۴ ،۴
حالت در .([۵٣ ،٢٧ ،١۶]) بگذارد تأثیر تابع این در ساختگی، مداخلۀ با یا و شکار برای جستجو هنگام
([٢٩ ،۴] (به استنادِ مدل ها گونه این در .G = G(N,P ) و F = F (N,P ) که می شود فرض کلی،
فراوانی نسبت از تابع هایی G و F که خاص حالت در یا و می شود خوانده شکارچی به وابسته پاسخ، تابع
واقع در گویند. نسبت به وابسته آن را ،G = G(NP ) و F = F (NP ) یعنی هستند، شکارچی به شکار
توسط که است پاسخ تابع در شکارچی به وابستگی گرفتن نظر در و دادن دخالت برای ساده راهی این،

است. شده پیشنهاد آردیتی۶ و گینزبورگ۵
دستگاه های در مکرر به طور پاسخ، تابع در شکارچی به وابسته حالت که می دهند نشان بسیاری شواهد
می شود دیده فراوان، آزمایش های و مشاهدات به توجه با .([۵۵ ،٣۵]) می دهد رخ آزمایشگاهی و طبیعی
١predator’s functional response ٢predator’s numerical response ٣biologists ۴physiologists
۵Ginzburg ۶Arditi
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پاسخ تابع با مدل هایی برای مناسبی جایگزین گزینه های شکارچی، به وابسته پاسخ تابع با مدل هایی که
نسبت: به وابسته شکار - شکارچی مدل نخست ،[۴] در گینزبورگ و آردیتی هستند. شکار به }وابسته

N ′ = N(a− bN)− cNP
mP+N

P ′ = −dP + fNP
mP+N

شکار - شکارچی پاسخ تابع جایگزینی از نتیجه ای مدل، این که کنید توجه کردند. بررسی و پیشنهاد را
نسبت، به وابسته پاسخ تابع است. ( N

P

m+N
P

) نسبت به وابسته پاسخ تابع با ( N
m+N ) دوم نوع هالینگ

در پاسخ تابع این به کارگیریِ اما می کند. ایجاد هالینگ پاسخ تابع انواع همۀ به نسبت غنی تری دینامیک
آهنگ که داریم انتظار معمولا است. گرفته قرار انتقاد مورد است، پایین جمعیت دو هر تراکم که مواردی
زیرا کند، پیدا کاهش می آید، پایین تر بحرانی مقدار یک از جمعیت دو هر عدۀ که زمانی جمعیت، رشد
به وابسته مدل بوم شناختی، تعاملات از برخی مورد در اما می شود. سخت بسیار غذا جستجوی برای تلاش
وابسته شکارچی سوی از حمله آهنگ ،P −→ ٠ اگر به ویژه می دهد. به دست منفی بازخورد یک نسبت،
همان طور هستند. کارآمد و مؤثر بی دلیل شکارچی هایی چنین یعنی می کند؛ میل بینهایت به نسبت، به
می تواند شکارچی، به وابسته پاسخ تابع های به کارگیریِ کرده اند، اشاره [۵۵] در اسکالسکی و گیلیام که
مدل های از گسترده ای طیف مورد در شکار، به وابسته پاسخ تابع به نسبت شکارچی تغذیۀ از بهتر توصیفی
می کند. عمل بهتر بدینگتون - دی آنجلایز١ پاسخ تابع حالت ها، از بعضی در و آورد فراهم شکار - شکارچی
به طور [١٩] دی آنجلایز و [۵] بدینگتون توسط ،F = αN

a+bN+cP بدینگتون - دی آنجلایز، پاسخ تابع
II نوع هالینگ پاسخ تابع شبیه پاسخ، تابع این شده است. معرفی متفاوت دلیل های به و مستقل
و می کند مدل را شکارچی ها بین متقابل تداخل که است مخرج در cP اضافۀ جملۀ یک دارای اما است
که را پایین تراکم به مربوط مشکل های و است نسبت به وابسته پاسخ تابع کیفی ویژگی های برخی دارای

ندارد. بود، بحث برانگیز
به صورت بدینگتون - دی آنجلایز پاسخ تابع با اصلی شکار - شکارچی }مدل

x′ = x(r − x
k )−

αxy
a+bx+cy

y′ = −dy + βxy
a+bx+cy

(١ . ۴)

عادی دیفرانسیل معادلات از تشکیل شده مدل های پژوهشگران، از بسیاری دستگاه، این به توجه با است.
[٣٣ ،٣٢] در مثال، برای کرده اند. مطالعه و پیشنهاد بدینگتون - دی آنجلایز، پاسخ تابع به همراه را تابعی یا
سراسری به طور موضعی، مجانبی پایداری شرط به بالا دستگاه داخلی تعادل نقطۀ که است داده نشان هوانگ
با است. آورده به دست نیز را دستگاه حدی دور های یکتایی برای لازم شرایط این، علاوه بر است. پایدار
١ Beddington–DeAngelis functional response
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جملۀ آن، در که گرفتند نظر در را موقعیتی ،([۴۵]) یوان و لیو ،([٧]) برتا و کوانگ کارهای به توجه
است τ تأخیر به وابسته عبارت یک شامل (١ . ۴) شکار - شکارچی معادلۀ در عددی پاسخ در شده ظاهر
علاوه گرفت. نظر در شکارچی ها سوی از واکنش انجام برای لازم زمان یا حاملگی زمان را آن می توان که
مطالعه و پیشنهاد را حالتی [۴۴] در برتا و لیو شکارچی، جمعیت رشد مرحلۀ یک دخالت برای این،  بر
شکارچی آن، از پس و است نابالغ شکارچی معادله، پاسخ جملۀ در τ تأخیر زمان یک تا آن، در که کردند

می شود. بالغ
زمان ... و فیزیکی زیست شناختی، مدل سازی های در که است نیاز گاهی شد، اشاره که همان طور
توصیفی زیرا است، مطلوب غالباً معادلات در تأخیر گنجاندن بگیریم. نظر در پدیده ها این در را اصلی تأخیر
حد از بیش جزئیاتِ از برخی بودنِ ناشناخته به دلیل ریاضی مدل های برای اساسی فرآیند های از مفصل
توزیع با مدل یک و گسسته تأخیر با مدل یک بین که باشد لازم است ممکن موارد، این در است. پیچیده
زمان با یکی مشابه، ساختار با مدل دو آیا که است این مهم سؤال شود. انتخاب یکی پیوسته، تأخیر یا
داد؟ خواهند نشان دستگاه رفتار از را یکسانی کیفی حالت های توزیع شده، تأخیر با دیگری و گسسته تأخیر
به نویسندگان [١٣] در است؟ چگونه زمانی تأخیرهای ویژگی و شکل به کیفی رفتار بستگی کلی به طور
مدل های برخی پایداریِ ویژگی های تغییر چگونگی بررسی به یعنی سؤال، این از خاص جنبه هایی بررسی
تأخیرهای افزایش با که است شده مشاهده مکرراً پرداخته اند. می یابد، افزایش زمانی تأخیر که وقتی خاص
باعث تأخیر، در بیشتر افزایش که است شده دیده به ندرت و می رود بین از تعادل نقطۀ یک پایداری زمانی،

خطی معادلۀ مثال، برای شود. مجدد پایداری

dx

dt
= ax(t) + bx(t− τ) (٢ . ۴)

به تعادل نقطۀ صفر جواب پایداری که ([۶]) است شده داده نشان بگیرید. نظر در τ ثابت تأخیر با را
متعالی مشخصه معادلۀ ریشه های

λ− a− be−λτ = ٠ (٣ . ۴)

باشد. eλt به صورت معادله جواب که داریم انتظار است، خطی (٢ . ۴) معادلۀ چون واقع در دارد. بستگی
،z = λτ کنیم فرض اگر می آید. به دست (٣ . ۴) مشخصۀ معادلۀ ،(٢ . ۴) در eλt جایگزینی با بنابراین

معادلۀ به (٣ . ۴) آن گاه ،q = bτ و p = aτ

pez + q − zez = ٠. (۴ . ۴)
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همۀ اینکه برای کافی و لازم شرط یک است، شده ثابت (٨-١٣ قضیۀ [۶]) در چنان که می شود. تبدیل
که است این باشند، منفی حقیقی قسمت دارای (۴ . ۴) معادلۀ ریشه های

p < −q < (θ٢ + p٢) ١
٢ (٢) و p < ١ (١)

بر و aτ < ١ باید ،(١) شرط بنابر است. θ = p tan θ معادلۀ یکتای ریشۀ θ ∈ (٠, π) آن، در که
شرط های آن گاه ،b > ٠ اگر .−bτ < (θ٢ + a٢τ٢) ١

٢ و (a + b)τ < ٠ باید ،(٢) شرط اساس
داشت. خواهد وجود ناپایداری ،a ≥ ١

τ اگر بنابراین می شوند. تبدیل a + b < ٠ و aτ < ١ به بالا
هر برای آن پایداریِ آن گاه باشد، پایدار dx

dt = (a+ b)x معادلۀ در مبدأ تعادل نقطۀ τ = ٠ به ازای اگر
پایداری شرایط می شود)، حذف b = ٠ بدیهی (حالت b < ٠ اگر .a < ٠ زیرا می شود، حفظ τ > ٠

از عبارت اند

aτ < ١, a < |b| < (a٢ + (θ/τ)٢) ١
٢ .

که وقتی تا یا τ = ١
a که زمانی تا نیز τ بزرگتر مقادیر برای آن گاه باشد، برقرار τ = ٠ برای پایداری اگر

معادلۀ مثبت ریشۀ اولین τ

|b| = [a٢ + (θ/τ)٢] ١
٢ (۵ . ۴)

و دلخواه a (برای τ افزایش با که می کنیم مشاهده بنابراین .tan θ = θ
aτ زیرا است، برقرار باشد،

یکتای ریشۀ یک ،a < |b| وقتی نتیجه در می یابد. τکاهش افزایش با θ
τ پس می یابد. کاهش θ ناصفر)،

نتایج این می شود. نقض (٢) شرط τ از بزرگتر مقادیر برای و داشت خواهد وجود (۵ . ۴) معادلۀ برای τ
(یعنی باشد پایدار τ = ٠ برای (٢ . ۴) معادلۀ اگر که کنیم بیان صورت این به خلاصه به طور می توانیم را
به ازای به طوری که دارد وجود τ∗ مقدار یک یا و است پایدار τ ≥ ٠ هر برای یا آن گاه ،(a + b < ٠
بزرگ τهای برای مجدد پایداری از احتمالی همچنین و است ناپایدار τ > τ∗ به ازای و پایدار τ < τ∗

ندارد. وجود
سوپریمم پیشینی، معادلۀ یک برای آورد. به دست نیز متفاوت روشی با می توان را نتیجه این
بنابراین .([١٨]) می کند تغییر τ به نسبت پیوسته به طور متعالی معادلۀ ریشه های حقیقی قسمت های
رفتار تغییر این باشد، داشته وجود به عکس یا و ناپایداری به پایداری از حالت تغییر یک τ تغییر با اگر
باشد، ساده باید محض موهومی ریشۀ هر باشد. λ = iω محض موهومی ریشۀ یک وجود با متناظر باید
λ = a− ١

τ نتیجه در که باشند برقرار ١ + bτe−λτ = ٠ و (٣ . ۴) معادلۀ باید باشد، چندگانه اگر زیرا
حوالی در λ(τ) ریشۀ پس است، τ و λ از تحلیلی تابعی λ− a− be−λτ چون است. تناقض این، و
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داریم (٣ . ۴) مشخصۀ معادلۀ از است. τ به نسبت مشتق پذیر تابعی iω
dλ

dτ
= − bλe−λτ

١ + bτe−λτ
.

آن گاه ،λ = iω ،τ از مقداری به ازای اگر
dλ

dτ
= − biωe−iωτ

١ + bτe−iωτ
.

نتیجه در
Re

(dλ
dτ

)
=

d

dτ
(Reλ) = − bω sinωτ

(١ + bτ cosωτ)٢ + (bτ sinωτ)٢ .

،b sinωτ = −ω بنابراین .iω − a − be−iωτ = ٠ باید λ = iω ریشۀ مورد در دیگر، طرف از
لذا و b cosωτ = −a

d

dτ
(Reλ) =

ω٢
(١− aτ)٢ + (ωτ)٢ .

موهومی محور چپ سمت نیمصفحۀ از ریشه ،τ افزایش با بنابراین و است مثبت مشتق این ،ω ̸= ٠ اگر
که است λ = ٠ با متناظر ω = ٠ دیگر، طرف از می کند. عبور موهومی محور راست سمت نیمصفحۀ به
را موهومی محور می توانند ریشه ها τ افزایش با بنابراین .a+ b ̸= ٠ کردیم فرض زیرا است، غیرممکن
وجود τ = ٠ برای (یا برود بین از τ بحرانی مقدار یک در پایداری اگر کنند. قطع راست به چپ از فقط

شد. نخواهد پایدار دوباره هرگز باشد)، نداشته
می گیریم: نظر در باشد، آمده به وجود تأخیر با غیرخطی دستگاه یک از می تواند که را زیر معادلۀ حال

d٢x(t)
dt٢ + a

dx(t)

dt
+ b

dx(t− τ)

dt
+ cx(t) + dx(t− τ) = ٠ (۶ . ۴)

از است عبارت (۶ . ۴) معادلۀ به وابسته مشخصۀ معادلۀ .c+ d ̸= ٠ و a+ b ̸= ٠ آن، در که
λ٢ + aλ+ bλe−λτ + c+ de−λτ = ٠. (٧ . ۴)

آن گاه باشد، ω ̸= ٠ به ازای (٧ . ۴) ریشۀ یک λ = iω اگر
c− ω٢ + d cos(ωτ) + bω sin(ωτ) = ٠,
aω + bω cos(ωτ)− d sin(ωτ) = ٠. (٨ . ۴)

بنابراین
ω۴ + ω٢(a٢ − b٢ − ٢c) + c٢ − d٢ = ٠. (٩ . ۴)
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از عبارت اند ریشه ها لذا
ω٢
± =

١
٢(b

٢ − a٢ + ٢c)±
{ ١

۴(b
٢ − a٢ + ٢c)٢ − (c٢ − d٢)

} ١
٢
.

دارد: وجود حالت دو اکنون
دارد؛ وجود (ω+ > ٠) λ = iω+ موهومی جواب یک حالت، این در .c٢ < d٢ (الف)

دارد وجود ω+ > ω− > ٠ با λ± = iω± موهومی جواب دو حالت، این در .c٢ > d٢ (ب)
این غیر در .(b٢ − a٢ + ٢c)٢ > ۴(c٢ − d٢) و b٢ − a٢ + ٢c > ٠ که شرط این به

ندارد. وجود جوابی چنین صورت
زیربحرانی٢) یا بحرانی (فوق هوپف١ انشعاب نوع بررسی برای هم باز است، محض λموهومی که نقاطی در
داریم. τ به نسبت Reλ مشتق علامت تعیین به نیاز تعادل، نقطۀ ناپایداری یا پایداری تعیین همچنین و

که می شود نتیجه (٧ . ۴) معادلۀ از
dλ

dτ
[٢λ+ a+ be−λτ − bλτe−λτ − dτe−λτ ] = λ(d+ bλ)e−λτ .

همچنین .(a = b = d = ٠ آنکه (مگر هستند ساده محض، موهومی ریشه های همۀ dλ)بنابراین
dτ

)−١
=

(٢λ+ a)eλτ + b

λ(d+ bλ)
− τ

λ
, eλτ =

−(d+ bλ)

λ٢ + aλ+ c
.

بنابراین
sign

{
d(Reλ)

dτ

}
τ=τn

= sign

{
Re(

dλ

dτ
)−١

}
λ=iω

= sign

{
Re

[ −(٢λ+ a)

λ(λ٢ + aλ+ c)

]
λ=iω

+Re
[ b

λ(d+ bλ)

]
λ=iω

}
= sign

{
a٢ − ٢(c− ω٢)
a٢ω٢ + (ω٢ − c)٢ −

b٢
b٢ω٢ + d٢

}
= sign{a٢ − b٢ − ٢c+ ٢ω٢}.

می شود دیده بالا، عبارت در ω٢
± کردن وارد با است. شده استفاده (٩ . ۴) معادلۀ از مرحله، آخرین در

موهومی ریشۀ یک تنها (۴) حالت در است. منفی ،ω٢
− برای و است مثبت مشتق علامت ω٢

+ برای که
ممکن راست به چپ از فقط ،τ افزایش با موهومی محور کردن قطع بنابراین دارد. وجود λ = iω+

حالت برای نمی شود. پایدار دوباره صفر جواب و می رود بین از صفر جواب پایداری صورت، این در است.
از (کوچکتر) بزرگتر پارامترهای به ازای حدی دور آن در که است هوپفی انشعاب (زیربحرانی)، بحرانی فوق هوپف ٢انشعاب

دارد. وجود بحرانی پارامتر مقدار
١Hopf bifurcation
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وابسته مقدار یک τ که می افتد اتفاق زمانی راست، به چپ از τ افزایش با موهومی محور کردن قطع (۴)
به وابسته که τ از مقادیری برای نیز چپ به راست از موهومی محورهای کردن قطع و بگیرد را ω+ به
وجود برای τ مقادیر از مجموعه دو ،(٨ . ۴) معادلۀ از استفاده با حالت این در می افتد. اتفاق هستند، ω−

از عبارت اند محض موهومی ریشه های

τn,١ =
١
ω+

{
arccos

(d(ω٢
+ − c)− baω٢

+

d٢ + b٢ω٢
+

)}
+

٢nπ
ω+

, n = ٠, ١, ٢, . . . ,

τn,٢ =
١
ω−

{
arccos

(d(ω٢
− − c)− baω٢

−
d٢ + b٢ω٢

−

)}
+

٢nπ
ω−

, n = ٠, ١, ٢, . . . .
چون

τn+١,١ − τn,١ =
٢π
ω+

<
٢π
ω−

= τn+١,٢ − τn,٢,

به دست کلی نتایج باشد. داشته وجود می تواند ناپایداری و پایداری بین تغییرات از متناهی تعدادی تنها پس
مرتبۀ خطی همگن دیفرانسیل-تفاضلی معادله هر در می کنیم. خلاصه زیر به صورت را مثال این در آمده
معادلۀ هستند) متفاوت علامت در تنها (ریشه ها متمایز موهومی ریشه های تعداد پیشینی، نوع از دوم
افزایش بینهایت تا ٠ از τ وقتی آن گاه نباشد، موجود ریشه ای چنین اگر باشد. ٢ یا ١ ،٠ می تواند مشخصه
یک آن گاه باشد، داشته وجود موهومی ریشۀ یک اگر کرد. نخواهد تغییری صفر جواب پایداری می یابد،
مقادیر به ازای آن گاه باشد، پایدار τ = ٠ برای جواب اگر شد. نخواهد پایدار هرگز ناپایدار صفر جواب
و iω+ موهومی ریشۀ دو اگر می شود. ناپایدار جواب ،τ افزایش با و می شود حفظ پایداری τ کوچک
تعداد به می تواند τ افزایش با صفر جواب پایداری آن گاه ،|ω+| > |ω−| که به طوری باشد موجود iω−

شود. ناپایدار نیز نهایتاً و کند تغییر بار متناهی
،b = ٠٫٨٠٧٢۶ ،a = ٠٫١٠۶۵٨ مقادیر به ترتیب پارامترها (۶ . ۴) معادلۀ در اگر مثال، برای
اتفاق (۴) حالت که می شود دیده به آسانی آن گاه کنند، اختیار را d = ٠٫٢۵٧٩٢ و c = −٠٫١۴٩٢٢
شکل در که همان طور دهد. رخ هوپف انشعاب τ = ١٫٨۶٨٢١ به ازای که داریم انتظار لذا افتاد. خواهد
به ازای است، پایدار تعادل نقطۀ بحرانی)، مقدار از کمتر (مقداری τ = ١٫٧۵ به ازای می شود، دیده (١)

می شود. ناپایدار مبدأ ،τ افزایش با و می دهد رخ هوپف انشعاب τ ≃ ١٫٨٧
هستند. تعمیم قابل نیز بالاتر ابعاد با دستگاه های به حالت ها این کلیۀ که داشت توجه باید

همراه زیست شناختی دستگاه های برای ریاضی مدل های در که گرفت نتیجه چنین می توان کلی به طور
و گردد به عکس) (و پایدار تعادل نقاط ناپایداری به منجر می تواند زمانی، تأخیر در تغییر زمانی، تأخیر با
سازوکاری طریق از نوسانات ایجاد باعث این دانست. انشعاب پارامتر را زمانی تأخیر می توان نتیجه در
دنباله یک در می تواند هوپف انشعاب که می شود مشخص می شود. گفته هوپف انشعاب آن به که می گردد
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زمان های با به ترتیب، (۶ . ۴) تأخیری معادلۀ برای بعدی دو فاز نماهای نشان دهندۀ شکل ها .١ شکل
هستند. [٠٫١, ٠٫٣] اولیۀ شرط حول τ = ١٫٩٢ و τ = ١٫٨٧ ،τ = ١٫٧۵ تأخیر

بمانند باقی کراندار یا و شده واگرا بینهایت به می توانند هوپف انشعاب متوالی نقاط بیفتد. اتفاق نقاط از
باقی کراندار سراسری، هوپف انشعاب یک آیا اینکه تعیین دهند. پیوند هم به را مختلف انشعاب نقاط و

نیست. آسان چندان خیر، یا ماند خواهد
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نقاط از دنباله ای میان از زمانی، تأخیر تغییر با تعادل نقطۀ پایداری نوع تغییر ،[٨] مشهور مقالۀ در
حدی دور های پایداری، نوع تغییر با که است شده داده نشان و گرفته قرار بررسی مورد هوپف انشعاب
در می توانند پیچیده دینامیک های که شده است ثابت اخیر، دهه های در می روند. بین از یا و می شوند ایجاد
دینامیک های به ویژه .([۵٨ ،۵۶ ،۵۴ ،۴۶ ،٢١]) رخ دهند نیز بیشتر یا گونه سه با زمان - پیوسته مدل های
در بیفتد. اتفاق زیست شناختی دستگاه های گونه این در می تواند آشوب و شبه دور دور، شامل غیرخطی
مورد پژوهشگران از تعدادی توسط وسیعی به طور زمان - گسسته و زمان - پیوسته دستگاه های زمینه، این

.([۶۵ ،۶۴ ،۶٢ ،۴٣ ،٣٩ ،٢٢]) است گرفته قرار مطالعه و بحث
کمی)، روش های از استفاده با (مگر کرد برقرار شکارچی و شکار بین مستقیم ارتباطی نمی توان اگرچه
از یکی در تغییر که می دهد نشان سه تایی، گونه های از تعدادی برای انجام شده  ارزشمند بسیار کارهای

.([۵٩ ،١٢]) شود شکارچی به ویژه گونه ها بقیۀ در تغییر باعث می تواند گونه ها،
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