
ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١۴٩ تا ١۴٧ صص. ،(١٣٩٧ تابستان و (بهار ۶٢ شمارۀ ،٣٧ سال

است∗ پوشا بازه هر روی که تابعی
ردکلیف جی. دی.

نیکوفر اسماعیل و محمدی احمد مترجم:

چکیده
پوشا می شود، محدود ناتهی باز بازه هر به وقتی که می کنیم ارائه حقیقی تابع یک مقاله، این در

است.

قضیه این می شود. آشنا میانی مقدار قضیۀ با انتگرال و دیفرانسیل حساب درس در دانشجویی هر
f(a) بین حقیقی عدد یک c و [a, b] بستۀ بازۀ روی پیوسته حقیقی مقدار تابع یک f اگر که می کند بیان
در که تابعی .f(x) = c که به طوری دارد وجود x ∈ [a, b] مانند حقیقی عددی آن گاه باشد، f(b) و
است، داربو تابع یک پیوسته تابع هر اگرچه است. موسوم [۴] داربو١ تابع به می کند، صدق قضیه این حکم

نیست. پیوسته لزوماً داربو تابع هر
چنین هستند. پوشا ناتهی باز بازۀ هر روی که دارند وجود توابعی که بشنوید اگر شوید شگفت زده شاید
همه جا لزوماً ویژگی، این با تابع هر است. کرده معرفی را آنها [٢] در لبگ و شناخته شده اند تابع هایی
مثال یک کنیم. تعریف (N پایۀ در بسط (یا اعشاری بسط با می توانیم را تابع ها گونه این است. ناپیوسته
کرد استفاده همل پایۀ وجود از [١] هالپرین .[٣] است کانوی به منتسب ١٣ پایۀ در بسط رهیافت، این از

است. اندازه ناپذیر مثبت، اندازۀ با مجموعه هر روی که بسازد تابعی تا

ناپیوسته. تابع میانی؛ مقدار قضیۀ پوشا؛ تابع کلیدی. کلمات و عبارات
است: قرار این از اصلی مقالۀ نشان و نام ∗
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می شود، تحدید ناتهی باز بازۀ هر به وقتی که می کنیم ارائه حقیقی تابع یک از ساده مثالی مقاله، این در
می کنیم تعریف است. پوشا

f(x) = lim
n→∞

tan (n!x)

تابع که می دهیم نشان .f(x) = ٠ می دهیم قرار نباشد، موجود حد اگر باشد. موجود حد اینکه بر مشروط
است: زیر ویژگی های دارای f

+f(x؛ q) = f(x) آن گاه ،q ∈ Q و x ∈ R اگر (١)
f(x)؛ = y که به طوری دارد وجود x ∈ R عدد y ∈ R هر به ازای یعنی است، پوشا f (٢)

آن گاه ،a < b و a, b ∈ R اگر یعنی است، پوشا ناتهی باز بازه های تمام روی f (٣)

{f(x) : a < x < b} = R.

وجود r, s ∈ Z صورت این در باشند. شده داده q ∈ Q و x ∈ R کنیم فرض :١ ویژگی برهان
تفاضل بنابراین و است صحیح عدد یک n!q آن گاه ،n ≥ s اگر .q = r

s و s > ٠ که به طوری دارند
داریم n ≥ s هر به ازای پس است. π از صحیح مضربی n!π(x+ q) و n!πx

tan(n!π(x+ q)) = tan (n!πx).

خواهیم دوم حالت در نیست. موجود یا و است برابر طرف دو هر حد (یا .f(x+ q) = f(x) نتیجه در
(.f(x+ q) = f(x) = ٠ داشت

که می کنیم انتخاب طوری را r ∈ [٠, ١) باشد. شده داده y ∈ R کنیم فرض :٢ ویژگی برهان
می کنیم: تعریف زیر فرمول با را x ∈ R .tan (πr) = y

x =

∞∑
n=٠

[rn]

n!
.

باشد. سری این باقیماندۀ جملۀ ϵn و nام جزئی مجموع xn کنیم فرض .f(x) = y که می دهیم نشان
صورت این در

xn =

n∑
k=٠

[rk]

k!

و
ϵn =

∞∑
k=n+١

[rk]

k!
= x− xn.
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اما .tan(n!πx) = tan (n!πϵn) لذا و n!xn ∈ Z ،n هر به ازای که می کنیم توجه

n!ϵn =
[r(n+ ١)]
n+ ١ + n!

∞∑
k=n+٢

[rk]

k!
.

که کرد بررسی می توان
lim
n→∞

[r(n+ ١)]
n+ ١ = r

و
lim
n→∞

n!
∞∑

k=n+٢

[rk]

k!
= ٠.

بنابراین
f(x) = lim

n→∞
tan(n!πx) = lim

n→∞
tan(n!πϵn) = tan (πr) = y.

وجود u ∈ R مانند عددی ،٢ ویژگی بنابر . a < b و a, b, y ∈ R کنیم فرض :٣ ویژگی برهان
R در Q چون .f(u+ q) = y داریم q ∈ Q هر به ازی ،١ ویژگی بنابر و f(u) = y که به طوری دارد
.x = u+ q کنیم فرض .a < u+ q < b که به طوری دارد وجود q ∈ Q مانند عددی است، چگال

که می گیریم نتیجه است، دلخواه حقیقی عدد یک y چون .f(x) = y و a < x < b صورت این در
{f(x) : a < x < b} = R.
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