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چکیده
مفاهیم از آن در که جایی یعنی دارد، مختلط و حقیقی آنالیز در ریشه عمومی توپولوژی
این در است. شده مهم استفاده هایی حدی نقطۀ و بسته مجموعۀ باز، مجموعۀ درهم تنیدۀ
اوایل و نوزدهم قرن اواخر در مفهوم سه این تکامل و پیدایش چگونگی بررسی به مقاله،
گرفته صورت لبگ و کانتور وایرشتراس، پژوهش های یمن به به ویژه که می پردازیم بیستم قرن
منتشرنشدۀ درس گفتارهای در که بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ گوناگونِ شکل های به است.
نوشته ای در که را ناکامی تلاش نخستین کرد. خواهیم ویژه  توجهی است، موجود وایرشتراس
نزدیک همچنین و است گرفته صورت باز مجموعه های تعریف برای دِدِکیند از منتشرنشده 
حال، عین در می دهیم. قرار بحث مورد مجموعه ها این تعریف به را ژُردان و پئانو شدنِ
تا می کوشیم مشتق) مجموعۀ و بستار مفاهیم کنار (در مفهوم سه آن متقابل تأثیر بررسی با

سازیم. آشکار را بیستم قرن نخست نیمۀ در عمومی توپولوژی اصلی شالوده های

بولتسانو-وایرشتراس؛ قضیۀ توپولوژیک؛ فضای مجموعه؛ حدی نقطۀ بسته؛ مجموعۀ باز؛ مجموعۀ کلیدی. کلمات و عبارات
عمومی. توپولوژی هاینه-برل؛ قضیۀ

است: قرار این از اصلی مقالۀ نشان و نام
Moore, Gregory H., The emergence of open sets, closed sets, and limit points in analysis and topol-
ogy, Historia Mathematica, 35 (2008), 220–241.
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سرآغاز .١
نقطۀ و بسته مجموعۀ باز، مجموعۀ مفاهیم به شدیداً مختلط آنالیز و حقیقی آنالیز بیستم، قرن طول در
قرار بررسی مورد برهه ای در را به هم تنیده مفاهیم این تکامل سیر و منشأ مقاله، این در بودند. متّکی حدی
حدی نقطۀ مفهوم، نخستین گرفت.١ شکل مفاهیم این پایه بر توپولوژی از تصوری آن، طول در که می دهیم
کانتور خودِ بعدتر، کمی و یافت رواج کانتور توسط منتها کرد طرح وایرشتراس را آن که بود مجموعه یک
منتشرنشدۀ و مختصر نوشتۀ از (صرف نظر نیز باز مجموعۀ مفهوم نمود. معرفی هم را بسته مجموعۀ مفهوم
است تعجب جای باز، مجموعۀ کنونی اهمیت به توجه با شد. تعریف اینها همۀ از بعد آن) دربارۀ دِدِکیند

است. کرده باز جا ذهن ها در کُند چقدر مفهوم این که
مفاهیم این آن، در که جایی (یعنی ریاضی آنالیز در مفاهیم این پیدایش چگونگی دربارۀ بحث از پس
بررسی مورد را توپولوژیک فضای مفهوم شکل گیریِ توپولوژی)، از بخشی نه می شدند محسوب ابزار فقط
هم دوره ای می شود، تعریف باز مجموعۀ مفهوم پایۀ بر عموماً توپولوژیک فضای امروزه گرچه می دهیم. قرار
باید را چیزی چه فضایی، چنین تعریفِ برای است نبوده معلوم که داشته وجود مفهوم این تکامل فرآیند در
توپولوژیک فضای تکامل فرآیند از مرحله این داد. قرار موضوع اصول باید را چیزهایی چه و اولیه مفهوم
شد آغاز فرانسوی، آنالیزدان فرِشه٢، موریس به دست L-فضاها طرح به واسطۀ و ١٩٠۴ سال در مجرد،
برای مجرد چارچوبی به منزلۀ را L-فضاها و گرفت نظر در اولیه مفهوم را نامتناهی دنبالۀ حد او .[٣٢]
کوچکترین بسته، بازۀ یک روی پیوسته حقیقی تابع هر قضیه، این بنابر برد. به کار وایرشتراس قضیۀ تعمیم

می کند. اختیار بازه آن روی را خود بالایی کران
فرِشه، L-فضاهای یعنی رقبایش، زدنِ کنار در کرد، تعریف [٣٧] در هاوسدُرف که همسایگی فضای
توفیق بود، کرده تعریف انباشتگی نقطۀ مفهوم پایۀ بر ریس٣ فریدیِش که فضاهایی و فرِشه متریِ فضاهای
سرانجام، داد. انجام نیز متری فضاهای دربارۀ اساسی پژوهش هایی هاوسدُرف واقع در نیاورد. به دست آنی
مجموعۀ مفهوم بر و کلی تر بسیار هاوسدُرف، تعریف به نسبت که شد پذیرفته توپولوژیک فضاهای از تعریفی

بود. استوار باز
فضای نام با هم اینک و شد میدان پیروز سرانجام که آن از کلی تر حتی مفاهیمی بین دهه  چندین
به ویژه دهه چند تا متری فضای ریاضی، آنالیز حوزۀ در داشت. وجود کشمکش است، پابرجا توپولوژیک
کامل نرم، از ناشی متر به نسبت که نرمداری برداری (فضای باناخ فضاهای لوای در ١٩٢٠ دهۀ طول در
لیستینگ شد. همگانی [۵٨] توپولوژی در مقدماتی مطالعات عنوان با لیستینگ یوهان کتاب با Topologie ریاضی واژۀ ١
،٧٢] بود؛ برده به کار را رایج غیر واژۀ این دوستانش از یکی به نامه ای در ١٨٣۶ سال در آن از پیش بود، گاوس شاگردان از که
به جای دوره آن در زیرا است، رفته به کار به ندرت ١٩٢٠ سال از پیش Topologie واژۀ ،[٧٢] نقل به ببینید. را [۴٢-۴١ صص.

کنید. مراجعه [۴۴ ،٣٠ ،۴] به توپولوژی عمومی تاریخ مطالعۀ برای می بردند. به کار را مکان» «تحلیل نام، این
٢Maurice Fréchet ٣Frigyes Riesz
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،۶٢] گرفت؛ را آن جای توپولوژیک برداریِ فضای کلی ترِ مفهوم بعداً اینکه تا بود محوری مفهوم است)
ببینید. را [٢٨۵-٢٧۵ صص.

بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ و حدی نقاط وایرشتراس، .٢
،[٩٧ ص. ،١۴] کرد منتشر و نامگذاری کانتور نخستین  بار را مجموعه یک حدیِ نقطۀ مفهوم اگرچه
وایرشتراس از منتشرنشده درس گفتارهای در بارها حدی نقطۀ مفهوم بود. کرده ابداع را آن وایرشتراس
نیز نکته این بر است. آمده بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ بیانِ ضمن در کرد، ایراد دهه دو طول در که
از دیگری بخش هر یا و تحلیل مکان١ یا توپولوژی از جزئی را قضیه این وایرشتراس که کرد أکید ت باید
هر که است این قضیه این مدعای می دانست. کلاسیک آنالیز از قضیه ای را آن بلکه نمی دانست، هندسه
آن، سنتی نام برخلاف را قضیه این دارد. حدی نقطۀ nبعدی، اقلیدسی فضای در نامتناهی کراندار مجموعۀ
شود. استفاده حدی نقطۀ مفهوم از که بود نیامده پیش هیچ جا او آثار در زیرا یافت، بولتسانو آثار در نمی توان
قضیۀ اثبات برای وایرشتراس که روشی شبیه است؛ بازه ها پیاپی تقسیم همان می یابیم [٧] در که چیزی
[١٧١-١٧٩ صص. ،۶٣] باره، این در مشروح تر بحثی مطالعۀ برای می برد. به کار بولتسانو-وایرشتراس

ببینید. را
به خود گوناگون صورت هایی بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ وایرشتراس، پژوهش های دهه دو طول در
پژوهشگران از هیچ یک است. می برده به کار را حدی نقاط چگونه او که می کند روشن امر این و گرفت
قرار تحلیل مورد را آنها نه و کرده اند گوناگون صورت های این بین تفاوت  به اشاره ای نه ریاضی تاریخ

می پردازیم. کار این به اینجا در ما داده اند.
توابع نظریۀ اصول نام با ١٨۶۵ سال به درسی دورۀ یک در قضیه این از شناخته شده صورت نخستین
است موجود کرده، تهیه درس این از پاش٣ موریتس که منتشرنشده ای یادداشت های است. آمده تحلیلی٢
می نامد. «لم»٧ را قضیه این آنجا در او می شود.۶ نگهداری گیسن۵ در وی مکتوب۴ میراث مجموعۀ در و
به بیشتر یعنی مصداقی؛ تا دارد مفهومی صورتِ بیشتر و است شده بیان بعدی دو فضاهای برای قضیه
توپولوژی در بعدها که همسایگی مفهوم قضیه، آن در مجموعه ها. به تا می شود مربوط بحث مورد ویژگی های

است: گرفته قرار استفاده مورد حیرت انگیز به طرزی یافت، اهمیت
به صورت تفاوت اندکی با وی آثار مجموعۀ در مذکور وایرشتراس درس های فهرست در درس این نام ۶

Theorie der Analytischen Functionen

است. آمده
١Analysis Situs ٢Prinzipien der Theorie der Analytischen Functionen ٣Moritz Pasch ۴Nachlass
۵Giessen ٧Hülfssatz
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داشته وجود مشخص ویژگی یک با نقطه نامتناهی تعدادی صفحه، از کراندار قسمتی در «اگر
در به طوری که دارد وجود آن) مرز روی یا قسمت آن (داخل نقطه یک دست کم آن گاه باشد،
[١٧ ص. ،٨۵] است.» موجود ویژگی آن واجد نقطه نامتناهی تعدادی نقطه آن همسایگی هر

و دارد وجود تابع ها دربارۀ حکمی هم است، رسیده ما به که وایرشتراس قضیۀ این از دیگری شکل در
توابع نظریۀ با آشنایی عنوان با درسی ١٨۶٨ سال تابستان ترم در وایرشتراس می کند. بیان را ویژگی هم
برجای کیلینگ٢ ویلهلم درسی یادداشت های طریق از درس، این در بیان شده مطالب که کرد ارائه تحلیلی١
باشد، داشته نامتناهی بار را معینی ویژگی محدود دامنۀ یک در تابعی «اگر می خوانیم: آنجا در است. مانده
ص. ،٨۶] است.» موجود ویژگی آن با نقطه نامتناهی آن، همسایگی هر در که دارد وجود نقطه ای آن گاه

[٧٧
سال تابستان ترم به مربوط قضیه این است. شده پررنگ تر تابع ها نقش قضیه، این شکل سومین در
گئورگ جزوۀ بود. کرده ارائه تحلیلی٣ توابع نظریۀ مدخل نام با درسی وایرشتراس آن، در که است ١٨٧۴

است: آمده آنجا در است. موجود درس این از هتنر۴
به گونه ای باشد شده تعریف x′ مانند دیگری کمیت ،x حقیقی کمیت قلمرو در کنیم «فرض
کرد ثابت می توان این صورت در کند. اختیار را معین کران دو بین مقدار نامتناهی بتواند که
باشد، کوچک اندازه هر آن، همسایگی هر در که دارد وجود جا۵ یک دست کم x قلمرو در که

[٣٠۵ ص. ،٨٧] است.» موجود x′ مقدارهای از نامتناهی تعداد

ظاهراً که می کند ثابت و بیان مختلط و حقیقی nبعدی فضای برای را قضیه از شکل این وایرشتراس سپس
صورت برهانِ این، وجود با .[٣١٣-٣٢٠ صص. ،٨٧] است داده انجام را کار این که است باری نخستین

داد. گسترش n بعد به مستقیماً می توان بود، شده داده صفحه برای ١٨۶۵ سال به که را قضیه این اولیۀ
بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ از استفاده ای چه وایرشتراس که بود پرسیده ما از مقاله داوران از یکی
می توان که می شود مربوط مختلط توابع تکینی های مسئلۀ به کاربرد ها این از سرراستی نمونۀ است. کرده
آنجا در او یافت. تک مقداری تحلیلی توابع نظریۀ دربارۀ نام با ١٨٧۶ سال به وایرشتراس مقالۀ در را آن

می نویسد:
غیر تکین نقطۀ نامتناهی تعدادی کراندار۶ ناحیۀ یک درون در تک مقداری  تابع یک «اگر
موجود ناحیه آن مرز روی یا درون در p مانند نقطه یک دست کم آن گاه باشد، داشته اساسی
لزوماً p بنابراین دارد. وجود p از غیر تکینی  نقطۀ آن، همسایگی هر در که ویژگی این با است

[٨٠ ص. ،٨٨] است.» تابع برای اساسی غیر تکین نقطۀ یک
١Einführung in die Theorie der Analytischen Functionen ٢Wilhelm Killing ٣Einleitung in die

Theorie der Analytischen Functionen ۴Georg Hettner ۵Stelle ۶Bereich
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آن، بیان در که می دهد به دست را قضیه این از شکلی ١٨٧٨ سال در خود درس های در وایرشتراس
تعداد شامل که خمینه١ یک برای گسسته دامنۀ هر «در تابع ها: تا می شود استفاده بیشتر مجموعه ها از
کوچک اندازه هر آن، همسایگی هر در که ویژگی این با دارد وجود جا یک دست کم است، جا نامتناهی
درس این از باقی مانده جزوۀ این بار [٨۶ ص. ،٨٩] می شود.» یافت دامنه آن از جا نامتناهی تعداد باشد،

است. هورویتس٢ آدولف به متعلق
آن از ما (و است کرده مطرح را بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ وایرشتراس که آخرین باری سرانجام،
یادآورِ قضیه این از وایرشتراس بیان آنجا در است. ١٨٨۶ ژوئن نهم تاریخ به درسی طی داریم)، اطلاع

ببینید): را بالا (قسمت بود کرده بیان توابع برحسب ١٨٧۴ سال در که است حکمی
لحاظ از و می دهد تشکیل ساده خمینۀ یک به اصطلاح که باشد بی کرانی متغیر کمیت x «اگر
x′ مانند دیگری متغیر کمیت آن در اگر و است، نمایش قابل مستقیم خط یک با هندسی
در x′ که x دامنۀ در آن گاه باشد، نامتناهی تعریف شده جا های تعداد که شود تعریف طوری
نامتناهی تعداد جا، آن همسایگی هر در که دارد وجود جا یک دست کم است، شده تعریف آن
داشته تعلق تعریف شده جا های به است ممکن جایی چنین است. موجود تعریف شده جای

[۶٠ ص. ،٩١] می نامیم.» حدی٣ جایِ یک را آن اخیر حالت در باشد. نداشته یا باشد
پژوهشی اش کارهای آخرین در ولی نبرد، به کار را کانتور حدی۴ نقطۀ اصطلاح هیچ گاه وایرشتراس
کرد. معرفی دارد، دیگری معنای و می شود دیده بالا نقل قول در که را حدی» «جایِ اصطلاح آن، به جای
مجموعه آن به متعلق نمی تواند مجموعه یک حدیِ جایِ وایرشتراس، به تعبیر که است این تفاوت این دلیل
نباشد. یا باشد مجموعه آن عضو است ممکن مجموعه یک حدیِ نقطۀ کانتور، به تعبیر حالی که در باشد
به کار بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ در سال بیست طول در که را مفهومی وایرشتراس که است تعجب باعث
نامید. حدی نقطۀ را آن کانتور که است چیزی همان دقیقاً مفهوم این است. نکرده نامگذاری هرگز می برده

مشتق مجموعۀ و حدی نقاط کانتور، .٣
این او گذاشت. را Grenzpunkt نام مجموعه، یک حدیِ نقطۀ مفهوم روی کانتور ١٨٧٢ سال در
دربارۀ قضیه ای گسترش از بود عبارت مسأله داد. انجام ریاضی آنالیز در مسأله ای به پرداختن حین را کار
پراکنده ناپیوستگی های که توابعی به مثلثاتی، سری های برحسب پیوسته حقیقی تابع های نمایش یکتایی
همسایگی از تعریفی بر مبتنی راست، خط روی P مانند مجموعه یک حدیِ نقطۀ از کانتور تعریف دارند.۵

است: بازه یک درون مفهوم بر استوار نیز تعریف این خودِ که است
نمایش دربارۀ قضیه اش تعمیم به منظور مشتق مجموعۀ ابداع و حدی نقاط از کانتور استفادۀ موضوع نویسندگان، از بسیاری ۵
،٢٣] و [٧٨-٨٣ صص. ،٢٢] به کنید نگاه نمونه، برای کرده اند. بررسی به تفصیل را مثلثاتی سری های برحسب حقیقی تابع

.[۴۶-۴١ صص.
١manifold ٢Adolf Hurwitz ٣Grenzstelle ۴Grenzpunkt
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همسایگی هر که طوری است راست خط بر واقع نقطه ای P مجموعۀ حدیِ نقطۀ از «منظورم
باشد. P عضو خودش است ممکن حدی نقطۀ باشد. P از نقطه نامتناهی تعدادی شامل آن،
از باشد. داشته خود درون در را نقطه آن که است بازه ای هر نقطه، یک همسایگی از منظور
یک دست کم باید نقطه نامتناهی تعداد از متشکل مجموعه ای که می شود ثابت به راحتی اینجا

[٩٨ ص. ،١۴] باشد.» داشته حدی نقطۀ
بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ مکتوبِ صورت نخستین با و می شود آغاز حدی نقطۀ تعریفِ با قطعه، این
مجموعۀ برای نیز را قضیه و نمی کند قضیه منبع به اشاره ای هیچ کانتور که است تعجب مایۀ می رسد. پایان به
است. بوده اشتباه سرِ از مورد دو هر احتمالا نمی کند.١ بیان آن، صدق برای شرط این لزوم علی رغم کراندار،
شکل، کلی ترین در را توابع» نظریۀ در قضیه] [آن کاربرد و اثبات «بیان، نخستین [١۴٩ ص. ،١۶] در اما

می کند. منسوب وایرشتراس به
برای را حدی» «نقطۀ جدید اصطلاح مثلثاتی، سری های دربارۀ ١٨٧٢ سال به مقاله اش در کانتور
عمل سپس می برد. به کار P مانند مجموعه یک حدی نقاط همۀ مجموعۀ یعنی مشتق، مجموعۀ تعریف
P مشتق مجموعۀ nاُمین برای کوتهنوشتی را P (n) و می کند تکرار را مشتق مجموعۀ آوردنِ به دست
مکان تحلیل یا توپولوژی جزء بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ وایرشتراس، همچون نیز کانتور برای می گیرد.
و حدی نقطۀ مفاهیم کانتور، دید از بود. کلاسیک آنالیز در قضیه ای بلکه نبود، هندسه بخش های سایر یا

می برد. اسم مکان تحلیل یا توپولوژی از به ندرت خیلی کانتور کلا بودند. همین گونه نیز مشتق مجموعۀ
حقیقی آنالیز مبانی دربارۀ [٢٨] دینی٢ اولیسه کتاب طریق از حدی نقطۀ مفهوم که نگذشت چیزی
دقیق تر منتها [١۴] کانتور به شبیه را بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ کتاب، آن در دینی یافت. رواج ایتالیا در
امکان که است حدی نقطۀ یک دارای (a, b) بازۀ در واقع نقاط از G نامتناهی «مجموعۀ کرد: بیان
بولتسانو- قضیۀ برای ایتالیایی ریاضیدان دوم مأخذ [١۶ ص. ،٢٨] نباشد.» یا باشد G به متعلق دارد
آنجا در .[٢٣٧ ص. ،٧٠] بود ١٨٧٨ سال به وایرشتراس درس های از پینکرله٣ درسی جزوۀ وایرشتراس،

است. شده ثابت و بیان nبعدی فضای برای هم و حقیقی خط برای هم بولتسانو-وایرشتراس، قضیۀ
و کرد تعریف متناهی nهای برای Pها (n) همۀ اشتراک را P (∞) مجموعۀ کانتور ١٨٨٠ سال در
را P (∞+١) مجموعۀ نمود. تکرار ترامتناهی اعداد تا را مشتق مجموعۀ آوردنِ به دست عمل کار، این با
برحسب چندجمله ای یک α آن، در که را P (α) توانست کار این با و کرد تعریف P (∞) مجموعۀ مشتق
١٨٨٢ ژوئن ٢١ تاریخ به منتشرنشده  نامه ای طی میتاگ-لفلر۴ یوستا کند. تعریف است، آن نماهای یا ∞
وجود αیی حقیقی، اعداد از P چگال هیچ جا مجموعۀ برای کند ثابت می تواند آیا که می کند سؤال کانتور از

است. کرده وارد P مجموعۀ برای را کراندار به معنای beschränkte کلمۀ کانتور، آثار مجموعۀ ویرایش در تسرملو ١

٢Ulisse Dini ٣Pincherle ۴Gösta Mittag-Leffler



۵٧۵٧۵٧
همان طور زیرا داشت، اهمیت میتاگ-لفلر برای موضوع این است. تهی P (α) مشتق مجموعۀ که دارد
مجموعۀ که تک مقداری  [مختلط] تابع های از دسته آن برای می توانم حاضر حال «در می نویسد: خودش که
نوع از αیی به ازای که مجموعه هایی یعنی بنویسم»؛ تحلیلی نمایش باشند، نوع این از آنها تکینی های
می توانست میتاگ-لفلر آن وقت می بود، مثبت کانتور پاسخ چنانچه است.١ تهی P (α) بالا، در گفته شده

دهد. نمایش تحلیلی به صورت را چگال هیچ جا تکینی نقاط مجموعۀ با مختلط تابع هر
این در داد. منفی پاسخ او پرسش به ژوئن ٢۵ تاریخ به نامه ای طی کانتور میتاگ-لفلر، بداقبالی از
حقیقی عددهای مجموعۀ همان مجموعه این شد. مشهور کانتور مجموعۀ به که می آورد را مثالی کانتور نامه،
مجموعه این نوشت. ١ رقم شدن ظاهر بدون سه سه یی نمایش در را آنها می توان که است [٠, ١] بازۀ در
آن انتشار تاریخ که [١٨] مقالۀ در کانتور است. برابر خودش مشتق مجموعۀ با ولی است چگال هیچ جا
خودش  مشتق مجموعۀ با که مجموعه ای نامیدنِ برای را تام مجموعۀ اصطلاح است، زده ١٨٨٢ اکتبر را
با برابر P (١)» می آورد: را کانتور-بندیکسون٢ قضیۀ شکل نخستین مقاله، آن در می برد. به کار است، برابر
مجموعۀ را پیوستار٣ آن، از پس [١٩٣ ص. ،١٨] است.» شمارا مجموعۀ یک و تام مجموعۀ یک اجتماع
در است، توپولوژیک ماهیت با تعریفی اساساً که تعریف (این [١٩۴ ص. ،١٨] می کند تعریف همبند تام
به وجود آن دربارۀ ژرف و زیبا بسیار نظریه ای و یافت تغییر همبند فشردۀ مجموعۀ به ١٩٣٠ سال حدود

آمد).
است) خود حدی نقاط همۀ شامل که (مجموعه ای بسته مجموعۀ مفهوم نخست کانتور ١٨٨۴ سال در
مجموعۀ همچنین و است دیگری مجموعۀ مشتق مجموعۀ بسته، مجموعۀ هر که داد نشان و کرد تعریف را
ویژگی ۴.[٢٢۶ ص. ،١٩] است B مشتق مجموعۀ و A مشتق مجموعۀ اجتماع با برابر A ∪B مشتق

کرد. پیدا تسری نیز توپولوژيک فضاهای به بعداً دوم
توپولوژی دانان که است جایی می کند، استفاده باز مجموعۀ مفهوم از کانتور که مواردی از خوب نمونۀ یک
از گردایه هر اگر می کند صدق شرط این در توپولوژیک فضای یک می نامند. شمارا زنجیرۀ شرط آن را
برای را قضیه این صورت نخستین عملا کانتور باشد. شمارا فضا، آن در هم از جدا باز زیرمجموعه های
نامتناهی گردایه ای نامتناهی، مستقیم خط یک روی «اگر کرد: ثابت و بیان لم یک قالب در حقیقی خط
شمارا گردایه این آن گاه باشند، داشته همپوشانی انتهایی شان نقاط در تنها که باشد موجود بازه هایی از
اندکی با همراه nبعدی فضای برای مشابه قضیه ای آن، از پیش سال یک البته [١۶١ ص. ،١٧] است.»
زیردامنۀ نامتناهی تعدادی از مرکب (a) کنید Aفرض nبعدی پیوستۀ فضای «در بود: کرده بیان بی دقتی،
استکهلم در میتاگ-لفلر مؤسسۀ در حاضر حال در میتاگ-لفلر، و کانتور بین شده بدل و رد نامه های همۀ مثل هم نامه این ١

می شود. نگهداری
است. کرده أکید ت برل اندازۀ نظریۀ در کانتور بستۀ مجموعه های مفهوم اهمیت بر [٧٢ ص. ،٣٩] هاوکینز ۴

٢Cantor-Bendixon ٣continuum
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زیردامنه ها این از مرکب (a) مجموعۀ آن گاه دارند. همپوشانی مرزشان روی تنها که باشد تفکیک شده
تعداد nبعدی فضای در که درآمد به این صورت قضیه این بعداً [١۵٣ ص. ،١۶] است.» شمارا همیشه

شماراست. هم، از جدا بازِ مجموعه های

باز مجموعه های به ناکام رویکردی .۴
درونی نقطۀ از فقط بلکه نبرد، به کار راست خط روی حتی را باز مجموعۀ کلی مفهوم هیچ گاه کانتور
،١۵] نقاط از پیوسته مجموعۀ یک درونی نقاط از آن، از بعد سال چند یا، [٩٨ ص. ،١۴] بازه یک
به کرد، ارائه درونی نقطۀ از ١٨٧٩ سال در کانتور که تعریفی این، وجود با می کرد. صحبت [١٣۵ ص.
نزدیک گفته، [۶٩] کوچک ها بی نهایت حسابان هندسی کاربردهای عنوان با کتابش در پئانو١ جوزپه آنچه
p نقطۀ و می گیرد نظر در را سه بعدی) یا دو یک، فضای (در A مانند نقاط از مجموعه یک پئانو است.٢
فاصلۀ که نقاطی همۀ به طوری که باشد موجود r مانند مثبت عددی هرگاه می کند تعریف A درون در را
p و می گذارد کانتور از فراتر را پا دیگر، تعریف دو در پئانو باشند. A به متعلق است، r از کمتر p تا آنها
در می شود نامیده A مرزی نقطۀ یک p سرانجام، باشد. A متمم درونِ در p اگر می خواند A بیرون در را
نقاط همۀ شامل اما باشد ناتهی A اگر که دریافت پئانو باشد. A بیرون در نه و درون در نه p که صورتی
،۶٩] نباشد یا باشد متعلق A به است ممکن که است مرزی نقطه ای دارای حتماً A آن گاه نباشد، فضا

.[١۶١-٠۵٢ صص.
مرز پئانو نشد. چنین اما برسد باز مجموعۀ مفهوم به می توانست موقع همان پئانو تعریف ها، این با
یک می توانست می خواست، اگر پس کرد. تعریف مجموعه آن مرزی نقاط همۀ گردایۀ را مجموعه یک
به نه چیزی چنین اما باشد. برابر درونی اش نقاط همۀ مجموعۀ با مجموعه آن هرگاه بنامد باز را مجموعه
نکرد. خطور دید، خواهیم بعد بخش در چنان که هم، [۴۵] ژُردان٣ کامی ذهن به حتی که [۶٩] پئانو ذهن

دست نوشته ای در پیشتر سال ها ژُردان و پئانو تعریف های به شبیه کاملا مفاهیمی که اینجاست جالب
آثار مجموعۀ در نخستین بار نوتر۴، امی همت به دست نوشته، این بود. شده مطرح دِدِکیند از منتشرنشده 
تعریفِ با فضاها دربارۀ کلی قضیه های عنوان با کوتاه، دست نوشتۀ این شد. منتشر ١٩٣١ سال در دِدِکیند
زمینۀ در پژوهش هایش در دِدِکیند آنچه با مفهوم (این می نامد Körper آن را که می شود شروع مفهومی
،p نقاط از P مانند [مجموعه] دستگاه «یک دارد): تفاوت نامید، جبری اعداد میدان یا Körper جبر،
که به طوری شود یافت d عدد ،p مانند آن از نقطه هر به ازای اگر می دهد تشکیل Körper یک . . . ،p′
،p′ ،p نقاط [گوییم] حالت این در باشند. P به متعلق است، d از کمتر p تا فاصله شان که نقاطی همۀ

است. بوده آشنا کانتور بستۀ مجموعۀ مفهوم با زمان آن در پئانو که می کند اشاره [٨٧ ص. ،٣٩] هاوکینز ٢

١Giuseppe Peano ٣Camille Jordan ۴Emmy Noether
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مجموعۀ همان دقیقاً کرد، تعریف دِدِکیند که Körper مفهوم [٣۵٣ ص. ،٢۶] دارند.» جای P درون . . .
می کند؟ استفاده ای چه Körper یا باز مجموعۀ از دِدِکیند است. اقلیدسی nبعدی) (فرضاً فضای در باز
تعریف، دو این با سپس می گیرد. به کار P مانند Körperی بیرون در نقطه یک وقوع تعریفِ برای را آن
مجموعۀ مرز٢ آن. بیرون در نه و است P درون در نه که می کند تعریف نقطه ای را P مجموعۀ مرزی١ نقطۀ
نمی تواند Körper یک مرز که است این هم آخر نتیجۀ می شود. تعریف P مرزی نقاط همۀ مجموعۀ نیز P

.[٣۵۴ ص. ،٢۶] باشد Körper

تاریخ در که نامه ای در دِدِکیند نوتر، قول بنابر می رسد. پایان به نتیجه آن با دِدِکیند کوتاه دست نوشتۀ
که اوقاتی آن در پیش، سال چند را دست نوشته آن که است کرده اشاره نوشته، کانتور به ١٨٧٩ ژانویۀ ١٩
نوشته بوده، دیریکله اصل دقیق بررسی ارائۀ و پتانسیل نظریۀ دربارۀ دیریکله درس های چاپ اندیشۀ در
برای مناسب مبنایی به نظرم که داشتم این دست از تعریف «چندتایی می نویسد: ادامه در دِدِکیند است.
چراکه یافتم، را ناتمام بررسی یک فرصت تنها آن زمان، در و گذاشتم کنار را همه بعداً اما می آمد. کار
بود، کار آغاز صرفاً دست نوشته آن چون بودم.»٣ دیریکله اعداد نظریۀ [درس های] تصحیح مشغول سخت
مفهوم دِدِکیند می بینیم که است عجیب همه، این با باشد. نداشته را آن انتشار قصد دِدِکیند که ندارد تعجبی

نداشت. سر در آن را فکر حتی کسی که است کرده تعریف روزگاری در را باز مجموعۀ
چارچوب در دِدِکیند بحث های که کرده اند تصور [١٣٩ ص. ،٣١] و [١٠٨ ص. ،٢٩] نویسندگانِ
در آن را که فرِشه از پیش متری فضای مفهوم است. نابجا به کلی ادعایی چنین است. بوده متری فضاهای
را دِدِکیند اثبات های و تعریف ها اگر اینکه است؛ دیگری چیز حقیقت بود. نشده مطرح کرد، تعریف [٣۵]

دهیم. گسترش دلخواه متری فضای هر به را آنها می توانیم آن وقت کنیم، بیان فاصله مفهوم برحسب

فرانسویان و حدی نقاط .۵
او گشود. پوانکاره۴ آنری را راه ها این از یکی شد. فرانسه کشور وارد راه دو از حدی نقطۀ مفهوم
مشتق مجموعۀ همچون کانتور مفاهیم از مفهوم چندین کلاینی، گروه های دربارۀ ١٨٨٣ سال به مقاله ای در
زبان همان به را کانتور اصطلاحات همۀ لیکن .[٧٨ ص. ،٧١] گرفت به کار و کرد ذکر را P مجموعۀ
فرانسوی ریاضیدانان راه، این از که است طبیعی نداد. آنها معنای دربارۀ توضیحی هیچ و برد به کار آلمانی

درنیافتند. کانتور ایده های از چیزی

حالی که در است شده ذکر ١٨٧١ سال حوالی دِدِکیند دست نوشتۀ تاریخ [١٠٧ ص. ،٢٩] در .[٣۵۵ ص. ،٢۶] به کنید ٣رجوع
می داند. ١٨۶٩ تا ١٨۶٣ سال های بین را آن نگارش تاریخ [١٣٨ ص. ،٣١]

١Grenzpunkt ٢Begrenzung ۴Henri Poincaré
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مقاله های فرانسویِ ترجمۀ از دلپذیری مروریِ بحث با تانری١ ژول بود، هموارتر بسیار که را دوم راه
حد مبحث از پس نگاشت، حقیقی تابع های دربارۀ ١٨٨۶ سال به که کتابی در تانری .[٨٠] گشود کانتور،
منحصراً آن را به درستی و مطرح را بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ همانجا و را آورد حدی نقطۀ مفهوم دنباله،
حسابان هندسی کاربردهای عنوان با پئانو کتاب بر تانری .[۴٢ ص. ،٨١] کرد منسوب وایرشتراس به
مرزی نقطۀ و بیرونی نقطۀ درونی، نقطۀ مفاهیم آن، در که هم کنید) نگاه را ۴ (بخش کوچک ها بی نهایت
آشنا مفهوم ها این با تانری، نقد طریق از احتمالا ژُردان .[٨٢] نوشت نقدی است، شده تعریف مجموعه

است. شده
مؤثر و نو به شیوه ای را کانتور ایده های ،١٨٩٢ سال به معین انتگرال های به راجع  مقاله ای در ژُردان
قضیۀ مبتنی بر که متداول فاصلۀ تابع با که کرد معرفی را متری٢ nبعدی، فضای در ژُردان گرفت. به کار
که دیگری متر تنها فیثاغورس، قضیۀ از ناشی متر بجز ١٨٩٢ سال (تا دارد تفاوت است، فیثاغورس
نقطۀ دو به کرد، تعریف ژُردان که متری بود). نااقلیدسی هندسۀ در کیلی٣ لگاریتمی متر می شد، استفاده
را |a١ − b١| + |a٢ − b٢| + · · · + |an − bn| فاصلۀ (b١, b٢, . . . , bn) و (a١, a٢, . . . , an)
داد. به دست حدی نقطۀ برای کانتور تعریفِ با متفاوت تعریفی تعریف، این از بعد ژُردان می دهد. نسبت
هر به ازای اگر Eگوییم مجموعۀ حدی نقطۀ را p» درآمد: متداول تعریف به صورت تعریف این بعد، دهه دو
پیروی به ژُردان باشد.» ε از کمتر q و p فاصلۀ که به طوری باشد موجود p از q غیر مانند نقطه ای ε > ٠
کانتور، اصطلاحات با بنابراین کرد. تعریف E حدی نقاط همۀ مجموعۀ را E مشتق مجموعۀ کانتور، از
کرد کج سلیقگی کمی ژُردان اما باشد. E از زیرمجموعه ای E مشتق مجموعۀ اگر است بسته E مجموعۀ
آنِ از اصطلاحی بنابراین (و کرد نامگذاری تام آنها را بنامد، بسته را مجموعه ها این گونه اینکه به جای و
به که کرد تعریف E در نقطه هایی را E درونی نقاط ژُردان برد). به کار آن با ناسازگار معنایی با را کانتور

.[٧٢ ص. ،۴۵] ندارند تعلق E متمم مشتق مجموعۀ
بنامد باز را E مجموعۀ طبیعی کاملا شیوه ای به می توانست تعریف ها این داشتن دست در با ژُردان
چنین برای ضرورتی که دلیل این به ظاهراً نکرد. چنین اما باشد؛ شده تشکیل درونی نقاط از فقط E اگر
در نه و E درون در نه که E(نقاطی مجموعۀ مرزی نقاط تعریف دلبستۀ بیشتر او است. نمی دیده مفهومی

است.۴ بسته و ناتهی همواره E مرزی نقاط مجموعۀ که بود مطلب این اثبات و هستند) آن متمم درون
کتابش شدۀ تجدیدنظر چاپ در بعد سال در بود، آمده ١٨٩٢ سال مقالۀ در که را تعریف ها این ژُردان
حدی نقطۀ تعریف کتاب، این در قابل توجه. تغییر یک با اما کرد؛ وارد [۴۶] ۵ آنالیز درسنامۀ عنوان با

و E هم است لازم ،E مرزی نقاط وجود برای استدلالش در که بود نکرده توجه مطلب این به ژُردان ببینید. را [٧٣ ص. ،۴۵] ۴
بود. دریافته به روشنی آن را پئانو پیشتر که است نکته ای این باشند. ناتهی آن متمم هم

١Jules Tannery ٢écart ٣Cayley’s logarithmic metric ۵Cours d’Analyse
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حد p اگر بود شده نامیده E حدی نقطۀ p کتاب، شدۀ تجدیدنظر چاپ در داد. تغییر اندکی را E مجموعۀ
که را نقطه ای قبلی، تعریف از تعریف این کردن متمایز برای .[١٩٠ ص. ،۴۶] باشد E نقاط از دنباله ای

می نامیم.١ دنباله ای حدیِ نقطۀ می کند، صدق جدید تعریف این در
اصل به نیاز حدی، نقطۀ قبلی تعریف با دنباله ای حدیِ نقطۀ تعریف هم ارزیِ اثباتِ برای ژُردان

.[١٨ ص. ،۶١] به کنید نگاه بود؛ نشده بیان به صراحت هنوز زمان آن در اصلی چنین و داشت انتخاب
بر ژرف تأثیری شد، مطرح ژُردان و تانری درسی کتاب دو در که نقاط مجموعۀ توپولوژیِ بحث های
با برل درسی کتاب می بینیم چنان که گذاشت فرانسه، بعد نسل ریاضیدانان لبگ، آنری و بِر رنه برل، امیل
نام تأیید به ژُردان کتاب از آن، در و است شده تقدیم تانری به مختلط توابع نظریۀ دربارۀ درس هایی عنوان
توپولوژیکی ماهیت که آنها پژوهش های از بخش هایی ریاضیدانان، این دید از .[١ ص. ،١٠] می شود برده

بود. ریاضی آنالیز از جزئی بلکه نبود، توپولوژی نام به جداگانه  شاخه ای در پژوهش داشت،

همبندی و حدی نقاط .۶
تعریف بسته و باز مجموعه های اصلا آنکه از پیش نوزدهم، قرن میانۀ از نقاط، مجموعۀ همبندیِ مفهوم
،[٧٢١ ص. ،٩۴] می کند خاطرنشان وایلدر که همان گونه بود. خورده گره پیوستار موضوع با باشند، شده
تصریح شد، منتشر وی مرگ از پس که (١٨۵١ (به سال بولتسانو نوشتۀ بی نهایت پارادوکس های کتاب در
یا نقطه ها (لحظه ها، بسیط موجودات از توده ای که داریم پیوستار یک وقتی فقط و «وقتی که است شده
از کوچک کافی به اندازۀ فاصلۀ هر در توده، این فردِ هر که باشند یافته انتظام طوری که باشیم داشته ذرات)
جدی ایرادهای کانتور [١٢٩ ص. ،٨] باشد.» داشته کنار در را توده آن از دیگر عضو یک دست کم خودش،
جدا پیوستارِ تعدادی مرکب از مجموعۀ هر تعریف، این پایۀ بر زیرا گرفت، پیوستار از بولتسانو تعریفِ بر
کانتور که باشد بوده پیوستار از بولتسانو تعریف همین دارد احتمال این، علی رغم می شود. پیوستار هم، از
اگر می خواند همبند Mرا مجموعۀ او است. داده سوق «همبندی» خودش، به اصطلاح مفهوم تعریف به را
که به طوری باشند موجود pn ،. . . ،p٢ ،p١ نقاط و n متناهی عدد M در b و a هر و ε > ٠ هر به ازای

.[١٩۴ ص. ،١٨] باشند ε از کمتر همگی pnb ،. . . ،p١p٢ ،ap١ فاصله های
در گرچه پیوستار؛ برای بولتسانو تعریف که دارد را کاستی هایی همان همبندی، برای کانتور تعریفِ
گویا اعداد مجموعۀ کانتور، تعریف پایۀ بر نمونه، برای است. نکرده اشاره  آنها به هیچ کس ظاهراً زمان آن
دید (از می شوند پیوستار بولتسانو، به تعبیر مجموعه دو همین و می شوند همبند گنگ اعداد مجموعۀ و

هستند). ناهمبند کلا مجموعه های از نمونه هایی مجموعه دو این امروزی، توپولوژی دانان
مجموعۀ است ممکن که می نویسد او حال، این با است. E دنباله ایِ حدیِ نقطۀ E از نقطه هر ژُردان، جدیدِ تعریف این با ١
جمله های که می کنیم الزام و می دهیم تغییری او تعریف در دلیل، به همین  نباشند. دنباله ای حدیِ نقطۀ که باشد داشته نقاطی E

باشند. هم از متمایز دنباله ای، حدیِ نقطۀ به همگرا دنبالۀ
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کرد. بیان همبندی برای متفاوت کاملا تعریفی معین، انتگرال های دربارۀ ١٨٩٢ سال مقالۀ در ژُردان
و اگر نامید همبند١ را Rn در E مجموعۀ و کرد محدود کراندار و بسته مجموعه های به را خود بحث او
این اثبات به بلادرنگ ژُردان کرد.٣ تقسیم شده٢ جدا هم از و بسته مجموعۀ دو به نتوان را E اگر تنها
کانتور، به تعبیر اگر تنها و اگر است همبند کراندار، و بسته مجموعۀ یک تعریف، این با که پرداخت مطلب
هم از مجموعه های حدی، (نقطۀ مفاهیم از این دسته به مربوط مطالب او .[٧۵ ص. ،۴۵] باشد همبند
۴.[٢۶-٢۵ صص. ،۴۶] کرد بازگو آنالیز درسنامۀ کتاب در را همبند) مجموعۀ بسته، مجموعۀ شده، جدا
آن برای ابزاری و ریاضی آنالیز از جزئی ژُردان می دانیم، توپولوژیک مفاهیم امروزه را آنچه که است روشن

ریاضیات. در مجزا حوزه ای نه است می دانسته
شونفلیس۵ آرتور بود. فاصله مفهوم پایۀ بر دو هر کردند، ارائه همبندی برای ژُردان و کانتور که تعریفی
مجموعه ها نظریۀ مفاهیم اساس بر «صرفاً که همبندی برای تعریفی داشتن که کرد استدلال ١٩٠۴ سال در
نیست) مطلوب فاصله، بر مبتنی تعریف چرا که نکرد روشن (گرچه است مطلوبی چیز باشد»، شده بیان
همبند تام، مجموعۀ «یک داد: به دست تعریفی چنین اقلیدسی nبعدی فضای در تام مجموعه های برای و
ادوارت با را تعریف این شونفلیس [٢٠٩ ص. ،٧۵] کرد.» تقسیم تام مجموعۀ دو به آن را نتوان اگر است
است. کرده بیان را تعریف این قبلا ژُردان که داد اطلاع شونفلیس به اشتودی و گذاشت میان در اشتودی۶
معلوم بعداً (که اقلیدسی nبعدی فضای در دلخواه مجموعه های برای را همبندی تعریف نخستین
انجمن در سخنرانی  یک طی لنس٧ جی. ان. است) استفاده قابل هم دلخواه توپولوژيک فضای برای شد
چاپ تاریخ آن از بعد اندکی سخنرانی این چکیدۀ کرد. عرضه ١٩٠۵ سال دسامبر ماه در آمریکا ریاضی
مجموعه یک که است آمده آنجا در یافت. انتشار کامل مقالۀ یک به صورت بعد سال پنج ولی [۵۶] شد
مجموعه ها آن  از یکی دست کم کنیم، Cافراز Bو ناتهی مجموعۀ دو به را آن اگر که صورتی در است همبند
مقاله ای در که زمان آن هم لنس .[٣٠٣ ص. ،۵٧] باشد داشته بر در را دیگر مجموعۀ از حدی نقطۀ یک
آنالیز حوزۀ در پژوهش مشغول کرد، ارائه تغییرات حساب در را «تحلیل مکان» از کاربردی ١٩١١ سال به
تعریفی است مطلوب که شاهد آورد را ١٩٠۴ سال مقالۀ در شونفلیس گفتۀ این همان جا ولی بود ریاضی
متعلق B به b و A به a که ab فاصلۀ پایین کران بزرگترین اگر هستند شده جدا هم از B و A مجموعۀ دو او اصطلاح در ٣

نباشد. صفر است،
[۴۶] کتابش در زیرا است، نداشته همبندی برای کانتور تعریف از اطلاعی ژُردان که می آورد دلیل [٧٢٢ ص. ،٩۴] وایلدر ۴
معرفی و حدی نقطۀ مانند مفاهیمی از بحث هنگام [۴۵] در ژُردان که نمی دانست وایلدر ولی است. نبرده کانتور از نامی صراحتاً
بتوان «مشکل :[٩٣ ص. ،٣٩] می نویسد ژُردان مقالۀ دربارۀ هاوکینز است. برده نام کانتور از صراحتاً همبند، مجموعۀ مفهوم
کند دین ادای دیگر ریاضیدانان به نداشت عادت او زیرا کرد، مدلل را خودش از پیش ریاضیدانان پژوهش های از ژُردان آگاهی
کانتور اندیشه های با ژُردان که است این است روشن آنچه این، وجود با . . . بخورد. به هم ارمیت با او میانۀ شد باعث همین و

است.» داشته آشنایی
١d’un seul tenant ٢separated ۵Arthur Schoenf lies ۶Eduard Study ٧N. J. Lennes
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برای لنس انگیزۀ مقاله آن گویا باشد. مجموعه ها نظریۀ ابزارهای پایۀ بر کاملا که باشیم داشته همبندی برای
.[٢٨٧ ص. ،۵٧] است بوده همبندی از خودش تعریف طرح

بسته مجموعه های دربارۀ بزرگ خطاهای .٧
شدند. بسته مجموعه های دربارۀ بزرگ خطای چند گرفتار نوزدهم قرن پایانی سال های در ریاضیدانان
در او شد. مرتکب هورویتس را خطا نخستین شدند. هم فشردگی مفهوم گریبان گیر بعداً خطاها این
مجموعۀ از پیوسته  و یک به یک  تابعی f اگر که کرد اظهار ریاضیدانان بین المللی کنگرۀ نخستین در سخنرانی 
،۴٣] است همانریختی f نتیجه در و است پیوسته نیز f وارون آن گاه باشد، Q بستۀ مجموعۀ به P بستۀ
ص. ،۴۶] باشد کراندار هم و بسته هم P اگر است صادق ادعا این که بود کرده ثابت ژُردان .[١٠٢ ص.

است.١ کاذب هورویتس ادعای نباشد، کراندار ولی باشد بسته P اگر کلی حالت در اما [۵٣
شونفلیس که است اینجا داستان طنز کرد. تأیید را هورویتس ادعای [١١٨ ص. ،٧۴] شونفلیس
جاانداختن با که نداشت توجه ولی کرد ذکر را [۴۶] ژُردان کتاب از مذکور قضیۀ به مربوط صفحۀ حتی
اهمیت بر شونفلیس اندازۀ از بیش أکید ت از ناشی خطا این است. کرده کاذب ادعایی «کراندار»، کلمۀ
هستند. تام و بسته مجموعه های نقاط، مجموعه های مهم ترین نظری، دیدگاه «از بود: بسته مجموعه های
[٧۴ ص. ،٧٢] داریم.» سروکار آنها با هندسه و آنالیز در اوقات بیشتر که هستند آنهایی مجموعه ها این

یک به یک تصویر که کرد استدلال شونفلیس گرفت. صورت جنس همین از خطاهایی باز این، از پس
است ممکن نباشد، کراندار P اگر (البته [١١٧ ص. ،٧۴] است تام P مانند  تام مجموعۀ یک پیوستۀ و
باید نقاط از نامتناهی مجموعۀ هر که بود ادعا این بر مبتنی آورد او که برهانی نباشد). برقرار حکم این
اگر نمونه، برای و است بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ از نادرست صورتی حکم، (این باشد داشته حدی نقطۀ
مجموعه های دربارۀ را ادعا همین از قوی تر صورتی او نیست). صادق بگیریم، طبیعی اعداد مجموعۀ را P
اگر که گفت این ، از بعد نبود. صادق تام، مجموعه های به مربوط ادعای همچون نیز آن که کرد بیان بسته
،٧۴] است پیوسته P روی یکنواخت به طور تابع آن باشد، پیوسته P تام مجموعۀ از نقطه هر در تابعی
f(x) = x٢ را تابع و حقیقی خط روی نامنفی اعداد مجموعۀ را P اگر نیز ادعا این اما .[١١٩ ص.
و بسته Pn ،n مثبت صحیح اعداد همۀ به ازای اگر که کرد ادعا مورد، آخرین در نیست. راست بگیریم،
چنانچه .[۵٨ ص. ،٧۴] است ناتهی Pnها همۀ اشتراک آن گاه باشد، Pn از ناتهی زیرمجموعه ای Pn+١
Pn کنید (فرض می شود رد به آسانی اگرنه بود؛ صادق ادعا این آن گاه باشد، کراندار P١ که می کرد شرط

نیستند). n از کمتر که باشد حقیقی اعداد همۀ مجموعۀ

کنید. مطالعه را [٣۴٣٣٨-٠ صص. ،۶۴] هورویتس، خطا  های تاریخ به ١راجع
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اقلیدسی فضای در M مانند همبند و تام مجموعۀ یک تصویر که دریافت شونفلیس بعد، سال چهار
پیوسته نگاشت آن اگر که می کرد تصور عین حال، در است. همبند پیوسته، و یک به یک نگاشت یک تحت
این در شونفلیس .[٢٠٩ ص. ،٧۵] باشد همبند نمی تواند M تصویر آن گاه نباشد، یک به یک ولی باشد
کراندار بسته، مجموعۀ یک پیوستۀ تصویر که بود داده نشان پیشتر دهه یک ژُردان می کرد. اشتباه هم  باره

.[٧٩-٨٠ صص. ،٧۵] است همبند همبند، و

دارند؟ قرار داستان کجای باز مجموعه های پس .٨
مجموعه های با ناگسستنی پیوندی که باشد داشته وجود معاصر ریاضی آنالیز در قضیه یک تنها اگر
برل- قضیۀ فرانسه، در و هاینه-برل قضیۀ آلمان، و انگلیسی زبان کشورهای در که است نتیجه ای  دارد، باز
به همین و دارد پیچ وتاب پر تاریخی قضیه، این است. درست تر دوم نام این البته که می شود خوانده لبگ
نخستین بار وقتی که می رود به کار مفهومی قضیه، این در وامی گذاریم. دیگر فرصتی به آن را بررسی سبب،
می نامند. فشردگی آن را همه جا امروزه ولی می شد نامیده دوفشرده٢ شد،١ بیان دقیق به طور ١٩٢٠ دهۀ طی
که باز مجموعه های از S مانند خانواده هر برای اگر می نامیم فشرده را E مجموعۀ است: این آن تعریف
ما بحث مورد قضیۀ حال بپوشاند. را E که باشد موجود S از متناهی  زیرخانواده ای می پوشاند، را E
اساسی جزء باز مجموعۀ مفهوم است. فشرده حقیقی، اعداد در کراندار و بسته مجموعۀ هر که می گوید

هست. نیز کلی حالت در بحث مورد قضیۀ اساسی جزء بنابراین و است فشردگی تعریف
نامی کرد، بیان دکتری اش رسالۀ در را قضیه این صورت نخستین برل امیل که زمانی همه، این با
و اندازه نظریۀ در وی ابداعات از جزئی که قضیه صورتِ نخستین این بیان بلکه نبرد، باز مجموعۀ از

است: قرار این از می شود، محسوب برل-اندازه پذیر مجموعه های
نقطه هر که طوری باشد داشته وجود جزئی بازۀ نامتناهی تعداد [پاره خط] خط یک روی «اگر
از بازه متناهی تعدادی عملا می توان آن گاه باشد، بازه یک دست کم درون [پاره خط] خط آن از
[پاره خط] خط آن از نقطه هر (یعنی باشند داشته را ویژگی همان که کرد انتخاب بازه ها آن بین

[۵١ ص. ،٩] گیرد).» قرار آنها از یکی درون در
مجموعۀ هر می گوید که را آن جدید صورت و برل قضیۀ را مذکور نتیجۀ اولیۀ صورت این کار، راحتی برای
نخستین بین سال ٣٠ حدود می نامیم. هاینه-برل قضیۀ است، فشرده حقیقی، اعداد در کراندار و بسته

شد. سپری زمان آن، جدید بیان و برل توسط قضیه این بیان
مفهوم مکتوبِ صورتِ نخستین کرد، ثابت را قضیه اش برل آنکه از پس چهار سال اینها، وجود با
در او شد. منتشر دکتری اش رسالۀ در نیم پیوسته حقیقی توابع از بحث ضمن در بِر٣ رنه توسط باز، مجموعۀ

باشد. متمایز فرِشه فشردگی مفهوم از تا نامیدند دوفشرده آن را اوریسون و آلکساندرف ١

٢bicompact ٣René Baire
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به اقلیدسی، nبعدی فضای در یکسان شعاع و مرکز با S′ باز» «کرۀ و S بسته» «کرۀ تعریف از پس آنجا

می دهد: ادامه این صورت
است مرکزش نقطه آن که دارد وجود مثبت شعاع با کره ای ،S′ از مفروض نقطۀ هر «به ازای
ویژگی این دارای که را نقاط از مجموعه هر کلی، به طور دارند. تعلق S′ به نقاطش همۀ و

[٧-۶ ص. ،۵] می نامم.» nبعدی باز دامنۀ باشد،
تابع های همۀ آنها تحت که شرط هایی مورد در و می گیرد به کار را باز دامنه های از دنباله ای آن، از بعد
ثابت قضیه ای می کنند، اختیار یکسان بالایی کران کوچکترین مفروض، بازِ حوزۀ یک در پایینی نیم پیوستۀ

می کند.
باز مجموعه های از آن، بیان برای رساله اش در بِر که است موردی تنها مطلب، این که است عجیب
باز مجموعه های از بیشتر بسیار اهمیتی کانتور، به تعبیر تام مجموعه های بِر، رسالۀ در می کند. استفاده
از نامتناهی سری یک با می توان را f ناپیوستۀ تابع که است قضیه این بِر رسالۀ شالودۀ واقع در دارند.
ص. ،۵] باشد نقطه ای-ناپیوسته تام، مجموعۀ هر به نسبت f اگر تنها و اگر داد نمایش پیوسته تابع های
ریاضی آنالیز در اهدافش به رسیدن برای ابزاری به مثابۀ را توپولوژیکی مفاهیم لبگ مانند نیز بِر .[۶٢
اهمیت او برای هستند، توپولوژی به موسوم جداگانه  شاخه ای از بخشی مفاهیم این اینکه و می برد به کار

نداشت.
رساله، آن در مهم هدف کرد. ابداع ١٩٠٢ سال به دکتری اش رسالۀ در لبگ را باز» «مجموعۀ نام
لبگ بود. لبگ انتگرال و برل-اندازه پذیر) مجموعه های محتوای از تعمیمی (به عنوان لبگ اندازۀ معرفی
و درونی نقطۀ تعریف داشت، قرار ١٨٩٣ سال چاپ ژُردان آنالیز درسنامۀ کتاب تأثیر تحت آشکارا که
در نامید باز١ را مستقیم خط روی مجموعه یک و [٢٣١ ص. ،۵٠] اقتباس کتاب آن از را مجموعه مرز
یک از نقطه هر می شود نتیجه اینجا از که افزود سپس نشود. شامل را مرزش از نقطه ای هیچ که صورتی
این به کمک است. بسته مجموعۀ یک باز، مجموعۀ هر متمم و است E درونی نقطۀ ،E مانند باز مجموعۀ
(اثبات است برل مجموعه ای یعنی است، برل-اندازه پذیر باز، مجموعۀ هر که دهد نشان توانست مطلب
ساخت که می دانست خانواده ای را برل-اندازه پذیر مجموعه های خانوادۀ برل، خودِ زیرا بود، لازم مطلب این
نشان به ویژه است. بسته شمارا، اجتماع و متمم گیری عمل های به نسبت و می شود آغاز بسته بازه های با آن
جمله از و مطالب این لبگ، سپس .([۴٩ ص. ،١٠] هستند برل-اندازه پذیر بسته، مجموعه های که بود داده
مباحث در لبگ .[٢٣۴-٢٣٢ صص. ،۵٠] داد گسترش اقلیدسی nبعدی فضای به را باز مجموعه های
که (domaine فرانسوی (به زبان دامنه نام به مفهومی از باز مجموعه های به جای غالباً صفحه به مربوط
یافت خواهیم مجال ١۵ بخش در .[٢٣۵ ص. ،۵٠] می کرد استفاده است، ساده بستۀ خم یک درون همان

بگیریم. سر از را Gebiet کلمۀ آن، آلمانی معادل و دامنه اصطلاح دربارۀ بحث تا
١ouvert



مور اچ. جی. مور۶۶ اچ. جی. مور۶۶ اچ. جی. ۶۶

(به صورتی را برل قضیۀ و کرد بیان را اقلیدسی فضایnبعدی در باز مجموعۀ کلی تعریف لبگ اینکه با
باز مجموعه های از متشکل پوشش های برای تعمیم این اما داد تعمیم ناشمارا پوشش های به آمد) بالا در که
که است مطلبی این حال، به هر می شدند. تشکیل بازه ها از فقط که بود پوشش هایی برای بلکه نبود دلخواه
،١٩٢٨ به سال کتاب آن دوم ویراست در لبگ است. آمده لبگ انتگرال دربارۀ ١٩٠۴ به سال او کتاب در

می کند: بیان این گونه باز، مجموعه های بردنِ به کار بدون را برل قضیه از صورت همین دوباره
شامل که (a, b) بازۀ از نقطه هر که طوری باشد موجود بازه ها از ∆ مانند خانواده ای «اگر
از متشکل خانواده ای آن گاه باشد، ∆ عضوهای از یکی دست کم درون در هست، نیز b و a
درون در (a, b) نقطۀ (هر دارد وجود ویژگی همان از برخوردار ∆ بازه های از متناهی تعداد

[١١٢ ص. ،۵٢] است).» آنها از یکی
مجموعه هایی به را برل قضیه ١٩٠۵ سال در مجارستانی، ریاضیدان ریس، فریدیِش این، علی رغم
پاریس علوم فرهنگستان راندوی١ِ کُنتِ مجلۀ در که مقاله ای در ریس داد. تعمیم هستند، همبند و باز که
نباشد، متمم اش حدی نقطۀ آن، عضوهای از هیچ یک که را همبندی مجموعۀ «هر می نویسد: شد، چاپ
بیان اقلیدسی nبعدی فضای برای را برل قضیه کلی صورت سپس [٢٢۶ ص. ،٧٣] می نامیم.» دامنه
دامنه ها از S مانند خانواده ای از عضو یک دست کم درونِ در بسته مجموعۀ یک از نقطه هر «اگر می کند:
که شد معلوم بعدها است.»٢ ویژگی همین دارای که دارد وجود S از متناهی زیرخانواده ای آن گاه گیرد، قرار

است. برقرار قضیه هم باز شود، حذف شرط این اگر حتی و ندارد مسأله این با پیوندی همبندی شرط
مفصل بسیار بررسی تحلیلی-نمایش پذیر٣، توابع دربارۀ جامع مقاله ای انتشار با لبگ ١٩٠۵ سال در
مجموعه های سلسله مراتب مفصل مطالعۀ از بخشی بررسی (این کرد ارائه باز مجموعه های از بی سابقه ای و
وابسته حقیقی توابع برای بِر رده بندی به شدیداً مقاله این می گرفت). صورت نخستین بار برای که بود برل
نقطه ایِ حد f هرگاه می   شد نامیده بِر αی ردۀ از f حقیقی تابع ،α شمارای ترتیبی عدد به ازای هر بود.
تعلق α از پایین تر بِر ردۀ به f خودِ ولی بود α از پایین تر بِر ردۀ به متعلق توابع از نامتناهی دنبالۀ یک
این باره در لبگ داشتند. قرار برل مجموعه های ترازهای حقیقی، توابع از بِر رده های این با متناظر نداشت.
خوانده Fα ردۀ از حقیقی اعداد از E زیرمجموعۀ کرد. تعریف برل مجموعه های برای سلسله مراتب دوتا
f مانند تابعی و b و a مانند حقیقی دو به ازای بود که x حقیقی اعداد همۀ مجموعۀ با برابر E اگر  شد
با E داشت، تعلق α از پایین تر بِر ردۀ به f اگر حال، عین در و a ≤ f(x) ≤ b بِر، αی ردۀ به متعلق
بسته) (به معنای fermé نشان دهندۀ F آن، در که برد به کار را Fα نماد لبگ نبود. برابر مجموعه ای چنین
Oα ردۀ از حقیقی اعداد از E زیرمجموعۀ مشابهاً است. بسته مجموعه های ردۀ همان F٠ زیرا است،
کراندار بحث، مورد بستۀ مجموعۀ باید باشد، صادق قضیه اینکه برای است. نادرست شد، ذکر که به صورتی وی قضیۀ متأسفانه ٢

شود. فرض
١Comptes Rendus ٣analytically representable functions
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مانند تابعی و b و a مانند حقیقی دو به ازای بود که x حقیقی اعداد همۀ مجموعۀ با Eبرابر اگر نامیده شد
داشت، تعلق α از پایین تر بِر ردۀ به f اگر حال، عین در و a < f(x) < b بِر، αی ردۀ به متعلق f
نشان دهندۀ O آن، در که برد به کار را Oα نماد لبگ به همین قیاس، نبود. برابر مجموعه ای چنین با E
کرد ثابت او .[١۵٧ ص. ،۵١] است باز مجموعه های ردۀ همان O٠ زیرا است، باز) (به معنای ouvert

ردۀ از حداکثر مجموعه ای هستند، Fα ردۀ از حداکثر که مجموعه هایی از شمارا خانوادۀ هر اشتراک که
مجموعه ای Oαهستند، ردۀ از حداکثر که مجموعه هایی از شمارا خانوادۀ هر اجتماع همین طور است. Fα
(در است باز مجموعه ای باز، مجموعه های از شمارا خانوادۀ هر اجتماع به ویژه است. Oα ردۀ از حداکثر
به و نکرد ذکر آن را لبگ ولی است صادق هم باشد ناشمارا بحث مورد خانوادۀ اگر حتی مطلب این واقع

باشد). بوده آگاه موضوع این از که نمی رسد  نظر
ردۀ از حداکثر Fα ردۀ از مجموعه یک است: قرار این از Oα و Fα سلسله مراتب های بین ارتباط
اشتراک با برابر بسته مجموعۀ هر که است این است O١ ردۀ از F٠ اینکه معنای مثلا) است Oα+١
Fα+١ ردۀ از حداکثر Oα ردۀ از مجموعه یک همین طور است). باز مجموعه های از شمارا خانواده ای
نتیجه پس است). بسته مجموعه های از شمارا خانواده ای اجتماع با برابر باز مجموعۀ هر (به ویژه است
از حداکثر مجموعه ای هستند، Fα ردۀ از حداکثر که مجموعه هایی از شمارا خانوادۀ هر اجتماع که می شود
مجموعه ای هستند، Oα ردۀ از حداکثر که مجموعه هایی از شمارا خانوادۀ هر اشتراک و است Fα+٢ ردۀ
بود. درآورده سر برل مجموعه های رده های اصلی ساختار از لبگ به این ترتیب ٢+Oαاست. ردۀ از حداکثر
.[١۶۴-١۵٩ صص. ،۵١] درآمدند کار از سودمند بسیار متری فضاهای کلی تر زمینۀ در بعداً آگاهی ها این
ریاضی جامعۀ در مجموعه ها این رواج باز، مجموعه های دربارۀ لبگ نوآورانۀ پژوهش های علی رغم
باز را مجموعه یک یانگ١ سی. جی. و یانگ اچ. دبلیو. انگلستان، در گرفت. صورت فراوانی کُندی با
آن متمم اگر فقط است باز مجموعه یک آن، بنابر که لبگ تعریفِ با تعریف این نباشد. بسته اگر نامیدند
را انتهایی اش نقاط از یکی دست کم اگر نامیدند باز را بازه یک آنها همین طور است. ناسازگار باشد، بسته
متغیر با توابع نظریۀ عنوان با کتابش در هابسن٢ دبلیو. ایی. .[١٩ ،١۵ صص. ،٩۵] باشد نداشته بر در
باز بازۀ برای جدید تعریفی اما می پذیرد، را نبودن) بسته (یعنی باز مجموعۀ برای یانگ تعریف حقیقی،
بعد، دهه دو هابسن .[١١٩ ،٨۴ صص. ،۴١] می برد به کار نیست) انتهایی اش نقاط شامل که (بازه ای
دلا از بلکه نگرفت، لبگ یا و بِر از را تعریف این اما [٧٨ ص. ،۴٢] پذیرفت را باز مجموعۀ جدید تعریف

.[١٠ ص. ،٢۵] کرد اخذ پوسن٣ واله
١W. H. Young and G. C. Young ٢E. W. Hobson ٣de la Vallée Poussin
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عمومی توپولوژی و فرِشه .٩
آغاز [٣٢] فرِشه موریس توسط L-فضاها معرفی با انتزاعی تر فضاهای به اقلیدسی فضاهای تعمیم
(از پیوسته تابع هر می گفت که بود وایرشتراس قضیۀ تعمیم انتزاعی، فضاهای این تعریف انگیزۀ شد.
اختیار را بالایی اش کران کوچکترین کراندار، و بسته (حجرۀ) بازۀ یک روی حقیقی) متغیر چند یا یک
موسوم فرِشه انتزاعی فضاهای داشت. ذهن در نیز را دیریکله کمینه سازی اصل تحقیق فرِشه البته می کند.
توسط دنباله ای حدیِ نقاط دربارۀ طرح شده الگوی نیز و نامتناهی دنبالۀ حد اولیۀ ایدۀ پایۀ بر L-فضاها، به
که است F : S → X تابع یک با همراه X مانند مجموعه ای L-فضا یک بود. شده بنا ،[۴۶] ژُردان
F (s) آن گاه باشد، S از عضوی s اگر است. X اعضای از نامتناهی دنباله های از مجموعه ای S آن، در

دارد: وجود ساختار این مورد در موضوع اصل دو تنها و می شود نامیده s دنبالۀ حد
است؛ a با برابر s حد آن گاه باشد، a مقدار با ثابت دنبالۀ یک s اگر (١)

است. b با برابر نیز s زیردنبالۀ هر حد آن گاه باشد، b با برابر s دنبالۀ حد اگر (٢)
A متمایز عضوهای از دنباله ای حد p که صورتی در Xنامید Aاز زیرمجموعۀ حدی نقطۀ را pسپس فرِشه
کانتور که همان گونه دقیقاً یعنی باشد؛ حدی اش نقاط همۀ شامل اگر شد تعریف بسته A همچنین باشد.
به که شرط این به نامید پیوسته را X روی f تابع فرِشه بود. کرده تعریف نقاط مجموعه های برای را آن
{f(an)} دنبالۀ حد آن گاه شد، p با برابر {an} دنبالۀ حد اگر یعنی باشد؛ دنباله ای پیوستۀ ژُردان، تعبیر
اگر که مضمون این (با نقاط مجموعه های برای شونفلیس (غلط) قضیه های از یکی او شود. f(p) با برابر
همۀ اشتراک آن گاه باشد، Pn از ناتهی زیرمجموعه ای Pn+١ و بسته Pn ،n مثبت صحیح عدد هر برای
پرهیز به منظور (البته برگزید L-فضا از زیرمجموعه یک فشردگی تعریف به عنوان را است) ناتهی Pnها
.[٨۴٩ ص. ،٣٢] می نامیم) S-فشرده شونفلیس، به افتخار را آن فشردگی، امروزیِ مفهوم با اختلاط از

بود: وایرشتراس قضیۀ از زیر تعمیم فرِشه، مقالۀ اوج نقطۀ
کراندار L-فضا) یک (در S-فشرده و بسته مجموعۀ یک روی پیوسته حقیقی مقدار تابع هر (٣)

می کند. اختیار را بالایی اش کران کوچکترین و است
هر اگر تنها و اگر است S-فشرده ،E مجموعۀ یکL-فضا در که بود این قضیه این اثبات برای او مبنای
کند صدق بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ Eدر یعنی باشد؛ حدی نقطۀ یک Eدارای از نامتناهی زیرمجموعۀ
است، قضیه یک اقلیدسی فضاهای بستر در که آنچه می دهد: رخ بارها و بارها که داریم فرآیندی اینجا (در
متناهی بعد، فضاهای برای که کرد اشاره او می شود). تبدیل کلی تر فضایی در ویژگی یک برای تعریفی به
را قضیه این حد، از مناسب تعریفی با که شد متذکر سپس می کند. ایجاب را کرانداری S-فشردگی،

.[٨۵٠ ص. ،٣٢] داد تعمیم نامتناهی شمارای بعد با فضاهای به می توان



۶٩۶٩۶٩
کرد: آشکار را L-فضاها تعریف انگیزۀ بعدی اش، مقالۀ در فرِشه

مشابه اثبات های تکرار از را ما بردارها مقدماتی نظریۀ مکانیک، در که همان طور «درست
در مشترک ویژگی های جداسازیِ می سازد، بی نیاز غیره و سرعت ها گشتاورها، نیروها، برای
حقیقی مقدارِ توابع و خم ها مجموعۀ توابع، مجموعۀ نقاط، مجموعۀ نظریۀ مانند نظریه هایی

[٢٧ ص. ،٣٣] باشد.» سودمند بسیار می تواند آنها، بر شده تعریف
گرفت سرچشمه ریاضی آنالیز از که تلاشی بود؛ ویژگی ها این کردن جدا برای کوششی فرِشه، L-فضاهای
در آیا که شد مطرح سؤال این سپس اما بود. ریاضی آنالیز برای نو ابزارهایی آوردن فراهم هم آن مقصود و
خاصی، تابعی فضاهای برای که شد آشکار بعد، سال یک است. بسته مشتق، مجموعۀ هر L-فضاها، این

است. منفی پاسخ
متری فضای جدید مفهوم و L-فضاها عمیق بررسی به دکتری اش رسالۀ در ١٩٠۶ سال در فرِشه
یک در نیست. درست آن عکس اما است L-فضا یک متری، فضای هر .[٣٠ ص. ،٣۴] پرداخت
مفاهیم او اگرچه نیست. صادق L-فضا هر در مطلب این اما است بسته مشتق، مجموعۀ هر متری فضای
تعریف L-فضاها برای را درونی نقطۀ ایدۀ همچنین و تام مجموعۀ و بسته مجموعۀ حدی، نقطۀ کانتوریِ

نکرد. معرفی فضاهایش از هیچ یک مورد در را باز مجموعۀ مفهوم اما کرد
فشرده را A مجموعۀ او می نامید. فشرده مجموعۀ را آن که بود چیزی فرِشه رسالۀ در کلیدی مفهوم
یا باشد متعلق A به است ممکن که باشد حدی نقطه ای دارای A از نامتناهی زیرمجموعۀ هر اگر نامید
فرِشه فشردگی را تعریف این فشردگی، امروزیِ مفهوم با اختلاط از پرهیز به منظور .[۶ ص. ،٣۴] نباشد

دهد. تعمیم متری فضاهای به را هاینه-برل قضیۀ توانست او تعریف، این از پس می نامیم.

عمومی توپولوژی و هاوسدُرف .١٠
لبگ و بِر آنِ از ایده این که nبعدی اقلیدسی فضای (برخلافِ مجرد فضای یک در باز مجموعۀ ایدۀ
توپولوژیک فضای هاوسدُرف که آنچه البته بود. توپولوژیک فضاهای بستر در هاوسدُرف فلیکس آن از بود)
نقطه یک همسایگی او می شود. نامیده توپولوژیک فضای عموماً امروزه که است چیزی آن از خاص تر نامید،
هاوسدُرف که را فضاهایی ابهام، از پرهیز برای برگزید. توپولوژیک فضای ساخت اولیۀ مادۀ به عنوان را
اعضایش که E مجموعۀ یک را همسایگی فضای هاوسدُرف، می نامیم. همسایگی فضاهای کرد، تعریف
و می شدند نامیده همسایگی که کرد تعریف E زیرمجموعه های از خانواد ه ای به همراه می شدند نامیده نقطه

می کردند: صدق زیر اصل چهار در
است؛ x شامل x همسایگی هر و دارد تعلق x همسایگی یک دست کم به x نقطۀ هر (الف)
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گونه ای به است Wموجود مانند x همسایگی یک آن گاه باشند، x همسایگی های V و U اگر (ب)
W؛ ⊆ U ∩ V که

است موجود V مانند y همسایگی یک آن گاه باشد، x از U همسایگی به متعلق y نقطۀ اگر (پ)
است؛ U زیرمجموعۀ V که

V مانند y همسایگی یک و U مانند x همسایگی یک آن گاه باشند، متمایز نقاط y و x اگر (ت)
.[٢١٣ ص. ،٣٧] هستند هم از جدا V و U که دارند وجود

درونی نقطۀ از را خود منظور توپولوژیک، فضای برای اصول این ارائۀ از پس بلافاصله هاوسدُرف
یک دارای x اگر است A درونی نقطۀ یک x» کرد: آشکار توپولوژیک فضای یک از A زیرمجموعۀ
نقطۀ اما باشد A به متعلق x اگر است A مرزی نقطۀ یک x و است A زیرمجموعۀ که باشد همسایگی
.[٢١۴-٢١۵ صص. ،٣٧] باشند درونی نقاطش، همۀ اگر نامید باز١ Aرا مجموعۀ سپس Aنباشد.» درونی
هر اشتراک و است باز باز، مجموعه های از ناشمارا) یا (شمارا خانواده هر اجتماع که داد نشان سرانجام،
باز، مجموعه های از ناشمارا خانوادۀ هر اجتماع اینکه اثبات (با است باز نیز باز مجموعۀ متناهی تعداد

داد). انجام باز مجموعه های دربارۀ ١٩٠۵ سال در لبگ کارِ از برتر کاری است، باز
توپولوژی تعریف در اولیه مفهوم به عنوان را باز مجموعۀ است، رایج امروزه چنان که اگر که کرد توجه باید
برای به ویژه ندارند. مطابقت کنونی معنای به همسایگی با لزوماً هاوسدُرف همسایگی های بگیریم، نظر در
نقطه هر همسایگی E فضای کل ندارد لزومی است، نقطه دو دست کم شامل که E همسایگی فضای یک
مجموعۀ یک X فضای کل هرچند آن گاه باشد، {x} مجموعۀ x نقطۀ هر همسایگی تنها اگر مثلا باشد.
باز» «مجموعۀ کنونی مفهوم اگر حال، این با هستند. برقرار هاوسدُرف موضوع اصول همۀ نیست، باز
مجموعه ای هر ،x نقطۀ همسایگی آن گاه بگیریم، نظر در توپولوژیک فضای ساخت اولیۀ مادۀ به عنوان را
فضای از مثال مان برخلافِ بنابراین باشد. V باز زیرمجموعۀ یک به متعلق x که به طوری است V مانند
هاوسدُرف (آنچه است نقطه اش هر همسایگی نتیجه در و می شود باز فضا کل هاوسدُرف، همسایگی

می شود). نامیده فضا برای همسایگی پایۀ امروزه می دانست، فضا یک همسایگی های خانوادۀ
مجموعه های و انباشتگی نقاط تعریف به همسایگی ها، برحسب باز مجموعه های تعریف از پس هاوسدُرف
شامل p همسایگی هر که صورتی در کرد Bتعریف مجموعۀ انباشتگی٢ نقطۀ یک را p او آورد. روی بسته
بود، کرده بیان حدی نقطۀ برای کانتور که تعریفی با کاملا تعریف، (این باشد B از نقطه نامتناهی تعدادی
که کرد ثابت و باشد انباشتگی اش نقاط همۀ شامل اگر نامید بسته را مجموعه یک سپس داشت). تطابق
بسته، مجموعه های از متناهی تعداد هر اجتماع و است بسته بسته، مجموعه های از خانواده هر اشتراک

.[٢٢۵-٢١٩ صص. ،٣٧] است بسته
١Gebiet ٢Häufungspunkt
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نهاد مجموعه ای بر را نامیدیم) فرِشه فشردۀ را آن بالا در (که فشرده نام فرِشه، از پیروی به هاوسدُرف
این نامید، برل قضیۀ هاوسدُرف که آنچه باشد. داشته انباشتگی نقطۀ یک نامتناهی اش زیرمجموعۀ هر که
نامتناهی خانوادۀ یک اجتماع از زیرمجموعه ای M مانند فرِشه فشردۀ و بسته مجموعۀ یک اگر که بود گزاره
نیز S عضوهای از متناهی تعدادی اجتماع زیرمجموعۀ M آن گاه باشد، باز مجموعه های از S شمارای

.[٢٣١ ص. ،٣٧] هست
نتیجه هایی است) شمارش پذیر همسایگی ها، تمام (مجموعۀ هاوسدُرف شمارش پذیری اصل دومین
زنجیرۀ شرط به امروزه که است چیزی نتایج این از یکی داشت. به دنبال بسته و باز مجموعه های دربارۀ مهم
عدد که بود این دیگر نتیجۀ است. شمارا هم، از جدا باز مجموعه های از خانواده هر است: مشهور شمارا
عدد با برابر دو هر و است برابر بسته مجموعه   های خانوادۀ اصلی عدد با باز مجموعه های خانوادۀ اصلی
S خانوادۀ ندارد لزومی داشت: پی در را برل قضیۀ از بهتری صورت اصل این به علاوه، است. R اصلی

.[٢٧٠-٢٧٢ صص. ،٣٧] باشد داشته نامتناهی اصلی عدد هر می تواند باشد؛ شمارا
خط مشی همان پیرو گرفت، پیش در هاوسدُرف که متری فضاهای در برل مجموعه های ساخت روش
هر دلخواه) توپولوژیک فضای هر در نه (و متری فضای یک در به ویژه بود. ١٩٠۵ سال مقالۀ در لبگ اصلی
خانواده ای اجتماع باز، مجموعۀ هر و است باز مجموعه های از شمارا خانواده ای اشتراک بسته، مجموعۀ

.[٣٠۶ ص. ،٣٧] است بسته مجموعه های از شمارا

است ماندنی است، بهتر که آن .١١
همسایگی ها روی موضوع اصول برحسب را توپولوژیک فضای هاوسدُرف آنکه از پس دهه یک تا
همسایگی فضاهای برحسب باید توپولوژی که نداشت وجود ریاضیدانان بین در توافقی هیچ کرد، تعریف
تعریف برای مختلف رویکردهای بین شدیدی رقابت دیگر؛ انتزاعی مفاهیم یا شود تعریف هاوسدُرف

بود. جریان در مجرد فضای
عملگر عنواندربارۀ با مقاله ای کوراتُفسکی١ کازیمیِش لهستانی، جوان توپولوژی دان ،١٩٢٢ سال در
منتشر بود، رسیده پایان به آن از پیش سال دو که خودش دکترای رسالۀ مبنای بر مکان تحلیل نظریۀ Aدر
بود. کرده استفاده توپولوژی تعریف برای اولیه مفهوم یگانه به عنوان بستار عملگر از مقاله این در او کرد.
هاوسدُرف همسایگی فضاهای از نامی اما بود کرده اشاره فرِشه L-فضاهای به کوراتُفسکی که است جالب
برای است). کرده اشاره تعریف دو هر به [۴٩] بعدی اش کار در (کوراتُفسکی [١٨٣ ص. ،۴٨] بود نبرده
هیچ او (البته می گوییم بستاری فضای کرد، تعریف کوراتُفسکی که فضاهایی از دسته آن به کار، راحتی
روی (بستار) تابع یک به همراه است X مانند مجموعه ای بستاری، فضای یک نداد). انجام نامگذاری ای
١Kasimierz Kuratowski
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می کند: صدق زیر موضوع اصل چهار در Xکه زیرمجموعه های خانوادۀ Xبه توی زیرمجموعه های خانوادۀ
B و A مانند مجموعه دو هر به ازای

است؛ B بستار و A بستار اجتماع با برابر A ∪B بستار (١)
است؛ A بستار از زیرمجموعه ای A (٢)

است؛ تهی مجموعۀ خودِ تهی مجموعۀ بستار (٣)
.[١٨٢ ص. ،۴٨] است A بستار با برابر A بستار بستارِ (۴)

متمم اش بستار متمم با اگر می شد نامیده باز و بود برابر بستارش با اگر می شد نامیده بسته مجموعه یک
فضاهای در آخر موضوع اصل اگر که نکرد اشاره حقیقت این به کوراتُفسکی .[١٨٨ ص. ،۴٨] بود برابر
هم از جدا همسایگی های مشمولِ فضا متمایز نقطۀ دو هر می گفت که آن (یعنی هاوسدُرف توپولوژیک
که گفت ولی می شدند. یکی هاوسدُرف توپولوژیک فضاهای با بستاری فضاهای می شد، حذف هستند)
تعریف دنباله ها حد به مربوط موضوع اصول پایۀ بر (که فرِشه L-فضاهای به نسبت بستاری فضاهای
که هستند چیزی از صورت بندی نخستین بستاری، فضاهای این حقیقت در هستند. کلی تر بودند) شده

می شود. نامیده توپولوژیک فضای عموماً امروزه
اما متفاوت اولیۀ مفهوم پایۀ بر دیگر اصل موضوعی دستگاه یک مقاله اش پایان در کوراتُفسکی
می خوانیم. مشتقی فضای را دست این از فضاهایی کار، راحتی برای کرد. ارائه مشتق مجموعۀ کانتوری ترِ
B و A اگر می کرد: صدق زیر موضوع اصل چهار در باید که بود X مجموعۀ یک فضایی چنین

آن گاه باشند، X از دلخواهی زیرمجموعه های
A)؛ ∪B)′ = A′ ∪B′ (١)

X؛ ′ = X (٢)
′∅؛ = ∅ (٣)

است. A′ از زیرمجموعه ای A′′ (۴)
فضای یک مشتقی، فضای هر آن گاه بگیریم، A ∪ A′ با برابر را A بستار اگر که شد متذکر کوراتُفسکی
p نقاط همۀ مجموعۀ را A′ اگر که است بوده باور این بر او ظاهراً .[١٩٨ ص. ،۴٨] هست نیز بستاری
مشتقی فضای یک بستاری، فضای هر آن گاه A−{p}هستند، مجموعۀ بستار به متعلق که Xبگیریم در
زیرا نیست، صادق ادعا این باشد، داشته عضو یک دقیقاً X اگر که می شود ملاحظه به سادگی اما است.

نیست. مشتقی فضای اما هست، بستاری فضای یک X آن وقت
توپولوژی در «مباحثی عنوان با مقاله ای اُتریشی، توپولوژی دان تیتسه١، هاینریش بعد سال یک
٢ آنالن ماتماتیشه معتبر مجلۀ در همسایگی» مفهوم مختلف شکل های برای موضوع اصول .Iعمومی
١Heinrich Tietze ٢Mathematische Annalen
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استفاده Gebiet کلمۀ از بلکه offen کلمۀ از نه باز مجموعۀ توصیف برای هاوسدُرف کرد. منتشر [٨٣]
کاراتئودری، کُنستانتین تألیف حقیقی١ توابع نظریۀ در درس هایی کتاب از را offen نام تیتسه بود. کرده
یا offen Menge از کاراتئودری برگرفت. ،[۴٠ ص. ،٢١] بود کار به مشغول آلمان در که یونانی آنالیزدان
فضای در اینکه اثبات از پس کاراتئودری .[٢٩٢ ص. ،٨٣] می کرد استفاده Gebiet به جای باز مجموعۀ
افزوده باشد، درونی نقاط شامل تنها آن متمم اگر تنها و اگر است بسته مجموعه یک nبعدی، اقلیدسی

است:
شامل صرفاً که مجموعه هایی و بسته مجموعه های بین دوگانی دید، خواهیم که «همان طور
درونی اند، نقاط دارای فقط که را مجموعه هایی اگر است. عمیق بسیار هستند، درونی نقاط
فهم برای را بیان بهترین کنیم، توصیف باشد داشته «بسته» کلمۀ با آشکار پیوندی که نامی با
تشکیل درونی نقاط از فقط که را مجموعه ای می خواهیم داشت. خواهیم دست در دوگانی این
خواهیم ثابت بعداً زیرا است، پذیرفتنی همه از بیش نامگذاری این بنامیم. باز است، شده

[۴٠ ص. ،٢١] بسته.» هم باشد باز هم نمی تواند همزمان نقاط، از مجموعه یک که کرد

زیرا گذاشت، کنار بود فضا کل یا تهی نقاط، مجموعۀ که را حالتی کرد، ثابت را ادعا این بعداً او وقتی
حتی (و توپولوژیکی فضاهای که شد معلوم بعداً لیکن بسته اند. هم و باز هم به روشنی مجموعه  دو این
فضاهایی دقیقاً اینها و بسته اند هم باز هم زیرمجموعه های دارای که دارند وجود حقیقی) خط از زیرفضاهایی

نیستند. همبند که هستند
بود برده به کار هاوسدُرف که واژه ای از استفاده به جای کاراتئودری که دیگری دلیل زیاد، احتمال به
Gebiet نام کتابش در کاراتئودری که است این کرد، ابداع باز مجموعۀ برای جدید واژه ای ،(Gebiet (یعنی
لبگ که می دانسته کاراتئودری که داریم تردید (البته باشد همبند هم و باز هم که بود نهاده مجموعه ای بر را

است). کرده استفاده باز» «مجموعۀ عبارت از آن، از پیش دهه یک
همسایگی به جای که بیابد همسایگی فضای برای موضوع اصول از مجموعه ای می خواست تیتسه
اصول به بسیار که اصولی بیان با را کار این او شود. بیان باز مجموعۀ مفهوم پایۀ بر اولیه، مفهوم به عنوان
نامید، خواهیم O-فضا ما که را آنچه تیتسه بنابراین داد. انجام بود، نزدیک هاوسدُرف (الف)-(ت)
می کند: صدق زیر شرط چهار در و می شوند نامیده نقطه عضوهایش که است مجموعه ای این، و کرد تعریف

است؛ باز مجموعۀ یک دست کم به متعلق x نقطۀ هر (الف)
مجموعۀ Uیک ∩V آن گاه باشند، مشترک نقطۀ یک دست کم با باز مجموعه هایی V Uو اگر (ب)

است؛ باز
است؛ باز A آن گاه باشد، A باز زیرمجموعۀ یک از عضوی A از x نقطۀ هر اگر (پ)

١ Vorlesungen über Reelle Funktionen
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باز مجموعۀ یک و x شامل U مانند باز مجموعۀ یک آن گاه باشند، متمایز نقاط y و x اگر (ت)
.[٢٩۴ ص. ،٨٣] هستند هم از جدا V و U که گونه ای به دارد وجود y شامل V مانند

از زیرمجموعه هایی (یعنی باز مجموعه های همۀ مجموعۀ همسایگی، فضای یک در که کرد ملاحظه تیتسه
همۀ O-فضا یک در اگر به عکس، است. O-فضا یک شده اند) تشکیل درونی نقاط از فقط که فضا
که مجموعه هایی همۀ خانوادۀ آن وقت کنیم، محسوب x همسایگی های را x نقطۀ شامل باز مجموعه های

است. همسایگی فضای یک است، فضا از نقطه ای همسایگی یک، هر
موضوع اصل از که بود جداسازی موضوع اصول بررسی و صورت بندی تیتسه، مقالۀ اصلی هدف
هاوسدُرف موضوع اصل ،[٣] هوپف و آلکساندرف کتاب چاپ زمان از بودند. قوی تر هاوسدُرف (ت)ی
نام های به عموماً امروزه تیتسه، قوی تر جداسازی موضوع اصل سه که حالی در شد مشهور T٢ اصل به (ت)
باز مجموعۀ دو وجود از حاکی جداسازی موضوع اصل چهار این می شوند. شناخته T۵ و T۴ ،T٣ اصول
نباشد نقطه آن شامل که ناتهی بستۀ مجموعۀ یک و نقطه یک ،(T٢) متمایز نقطۀ دو شامل به ترتیب،
نقطه ای شامل هیچ کدام که هم از جدا ناتهی مجموعۀ دو و (T۴) هم از جدا ناتهی بستۀ مجموعۀ دو ،(T٣)

.[٣٠١ ص. ،٨٣] هستند ،(T۵) نباشد دیگری از حدی
اقلیدسی فضاهای توپولوژی باب در مقاله ای آلکساندرف١، پاول روسی، توپولوژی دان بعد سال دو
همسایگی فضاهای برای تیتسه تعریف از ساده تر بسیار تعریفی او مقاله آن در کرد. منتشر مجله همان در

داد: ارائه کرد) استفاده Gebiet واژۀ از آن برای آلکساندرف (که باز مجموعۀ برحسب هاوسدُرف
است؛ باز باز، مجموعه های از خانواده هر اجتماع و است باز باز، مجموعۀ دو اشتراک (١)

.[٢٩٨ ص. ،٢] دارند قرار هم از جدا باز مجموعه های در متمایز، نقطۀ دو هر (٢)
نمی کرد، تولید دقیق به طور را توپولوژیک فضای اولش، اصل می شد، حذف آلکساندرف دوم اصل (اگر

فضا.) کل نه و باشد تهی باز، مجموعۀ تنها یا نباشد موجود بازی مجموعۀ هیچ بود ممکن زیرا

کوراتُفسکی و شرپینسکی توپولوژیک: فضاهای .١٢
توپولوژی دان رپینسکی٢، ش واتسلاف ، آنالن ماتماتیشه مجلۀ در آلکساندرف مقالۀ از پس سال یک
اساس و پایه به عنوان می توان را مشتق مجموعۀ ایدۀ چگونه اینکه از داد ارائه مفصل تحلیلی لهستانی،
سال بیست در که گیرد قرار کارهایی همۀ چارچوب در او کار شد باعث این داد. قرار توپولوژی تعریفِ

بودند: شده انجام گذشته
یا این بر مکان) (تحلیل توپولوژی نهادن بنا برای متعددی تلاش های فرِشه، رسالۀ از «پس
یا فاصله (ریس)، انباشتگی نقطۀ (فرِشه)، حد پایۀ بر مثال، برای دیده ایم. را اولیه مفهوم آن

١Pavel Aleksandrov ٢Waclaw Sierpiński
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نشان که است این مقاله این هدف (کوراتفسکی). بستار و فرِشه) و (هاوسدُرف همسایگی
ایجاد را توپولوژی می توان اولیه، مفهوم به عنوان مشتق مجموعۀ کردنِ اختیار با چگونه دهیم

[٣٢١ ص. ،٧٧] کرد.»
به E زیرمجموعه های همۀ خانوادۀ از تابعی به چشم مشتق» «مجموعۀ عملگر ،E مفروض مجموعۀ برای
دلخواهی تابع هر گرفتن نظر در با دهد نشان که بود این رپینسکی ش هدف نخستین می شد. نگریسته خودش
با آورد. به دست توپولوژی قابل توجه تعدادی می توان کند، صدق مشتق» «مجموعۀ عملگر ویژگی های در که
خود در بسته، مجموعۀ از را منظورش توانست او ،E زیرمجموعه های روی دلخواهی عملگر چنین از استفاده
f : E −→ E تابع پیوستگی مفهوم همچنین و همبند مجموعۀ تام، مجموعۀ مجموعه، یک بودن چگال
مجموعۀ یک پیوستۀ تصویر که کند ثابت توانست او کند. بیان آن، بودن همانریختی یا نقطه یک در
عملگر اگر که کرد بررسی سپس است. توپولوژیک ناوردای یک بودن، چگال خود در و است همبند همبند،
نتایج چه ،A′ ⊆ B′ ⊆ E آن گاه ،A ⊆ B ⊆ E اگر یعنی شود، فرض یکنوا مشتق»، «مجموعۀ
مجموعه های از خانواده هر اشتراک که می شد نتیجه فرض، این افزودنِ با آمد. خواهد به دست دیگری
چگال خود در مجموعۀ یک چگال، خود در مجموعه های از ناتهی خانوادۀ هر اجتماع است؛ بسته بسته،
که همبند مجموعه های از خانواده هر اجتماع سرانجام، و است همبند همبند، مجموعۀ یک بستار است؛

.[٣٣۴-٣٢١ صص. ،٧٧] است همبند باشند، داشته اشتراک آنها از جفت هر
به عنوان را بسته مجموعۀ مفهوم و کرد اختیار متفاوت رویکردی مقاله اش آخرِ بخش در رپینسکی ش
از F دلخواه خانوادۀ یک و E دلخواه ناتهی مجموعۀ یک او سپس گرفت. نظر در اولیه مفهوم تنها

می کرد: صدق زیر موضوع اصل دو در تنها که گرفت نظر در را E زیرمجموعه های
است؛ بسته E مجموعۀ (١)

است. بسته بسته، مجموعه های از خانواده هر اشتراک (٢)
F خانوادۀ چنین یک به همراه E مجموعۀ او بودند. E در بسته مجموعه های همان F عضوهای بنابراین
تنها و اگر است F-فضا یک ،E مجموعۀ که کرد ثابت سپس نامید. F-فضا یک را زیرمجموعه هایش از
p عضوهای همۀ مجموعۀ با برابر A مجموعۀ مشتق اینجا (در باشد یکنوا مشتق عملگر یک دارای E اگر
مجموعه ای همچنین او باشد). p شامل ،A−{p} حاوی بسته مجموعۀ هر که می شد گرفته نظر در E از
تنها و اگر می کرد صدق موضوع اصول این Eدر که به طوری داد ارائه بستار عملگر برای موضوع اصول از
برابر بستارش با هرگاه می شد گرفته نظر در بسته مجموعه، یک حالت این (در بود F-فضا یک E اگر

بود).
فضاهای به نسبت بستار) یا مشتق مجموعۀ برحسب آنها معادل های (و رپینسکی ش F-فضاهای ردۀ
همسایگی فضای هر که معنی این به بود؛ وسیع تر کوراتُفسکی بستاریِ فضاهای و هاوسدُرف همسایگی
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فضای هر و بود توپولوژیک) فضای یک امروزی، زبان (به کوراتُفسکی بستاری فضای یک هاوسدُرف
بستاری فضای که داشتند وجود هم F-فضاهایی اما بود. رپینسکی ش F-فضای یک کوراتُفسکی بستاری
که شد متذکر رپینسکی ش نبودند. همسایگی فضای که داشتند وجود بستاری فضاهای همچنین و نبودند

فرض های مشتق»، «عملگر برای یکنوایی موضوع اصل به اگر
و (A ∪B)′ ⊆ A′ ∪B′ (١)

است تهی {p}′ ،p نقطۀ هر برای (٢)
است برقرار کانتور قضیۀ و است بسته بسته، مجموعۀ دو اجتماع که می شود نتیجه آن گاه کنیم، اضافه را
و است) ناتهی بسته، و فرِشه فشردۀ ناتهی، مجموعه های از نزولی نامتناهی دنبالۀ یک اشتراک (یعنی
از S مانند شمارا خانوادۀ یک با A فرِشۀ فشردۀ و بسته مجموعۀ اگر (یعنی است برقرار نیز برل قضیۀ
ص. ،٧٧] می شود) پوشانده نیز S از متناهی زیرخانوادۀ یک با A آن گاه شود، پوشیده باز مجموعه های
بسته مجموعه، هر مشتق مجموعۀ که کنیم اضافه نیز را فرض این موضوع اصل سه این به اگر .[٣٣۶

می آید. به دست نامید، H-فضا فرِشه که آنچه آن گاه است،
و [٧٨] منتشر عمومی١ توپولوژی عنوان با لهستانی زبان به کتابی رپینسکی ش آن، از پس چندی
هاوسدُرف) نه (و فرِشه پیرو را خود او کتاب، این در .[٧٩] کرد ترجمه انگلیسی به را آن کانادا در خودش
کتابش مقدمۀ در ١٩٢٨ سال در او می دهد. قرار اولیه مفهوم به عنوان را باز مجموعۀ و می کند مطرح
(به عنوان باز مجموعۀ مبنای بر اصل موضوعی روش به توپولوژی تعریف که می رسد نظر «به می نویسد:
خواهد اشاره آن به که است اصل موضوعی روش های دیگر از شهودی تر و ساده تر ما برای اولیه) مفهوم
معرفی باز مجموعه های برای موضوع اصول محدودی تعداد کتابش اول فصل در رپینسکی ش [٧٩] شد.»
مجموعۀ یک برای می کند. اضافه دیگر موضوع اصل چند یا یک بعدی، فصل شش از یک هر در سپس و

از: عبارت اند کرد، شروع آنها با را کار او که موضوعی اصول K دلخواه
است؛ باز تهی مجموعۀ (١)
است؛ باز مجموعۀ K (٢)

.[٧٩] است باز مجموعه ای ،K باز زیرمجموعه های از خانواده هر اجتماع (٣)
در گرفت. نتیجه بود، کرده اثبات F-فضاها برای [٧٧] در که را قضیه هایی او موضوع، اصول این با

می کند: اضافه دیگر موضوع اصل دو رپینسکی ش دوم، فصل
q شامل که دارد وجود p شامل باز مجموعه ای آن گاه باشند، K متمایز عضو دو q و p اگر (۴)

نیست؛
.[٧٩] است باز مجموعه ای باز، مجموعۀ دو اشتراک (۵)

١ Topologia Ogólna
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تبدیل توپولوژیک فضای برای استاندارد تعریفی به سرانجام که بودند همان هایی (۵) و (٣) تا (١) اصل های
،٣۵] فرِشه توسط که می شود) نامیده T١ امروزه (و بود جداسازی اصل یک (۴) موضوع اصل شدند.
ضعیف تر (ت) هاوسدُرف جداسازی اصل از و بود شده صورت بندی همسایگی ها برحسب [٣۶۶ ص.
دوم اصل از نسخه ای یکی (۵ و ۴ ،٣ فصل های در (به ترتیب رپینسکی ش بعدی موضوع اصل سه بود.

بود: هاوسدُرف شمارش پذیری
هر که به طوری است موجود . . . ،W٢ ،W١ مانند باز مجموعه های از S شمارای خانوادۀ یک (۶)

۴٠]؛ ص. ،٧٩] است S زیرخانوادۀ یک از اجتماعی باز، مجموعۀ
اوریسون معروف لم توانست آنها به کمک که بودند (T٣ و T٢ (به ترتیب، جداسازی موضوع اصل دو بقیه و
A مانند هم از جدا و بسته مجموعۀ دو هر برای آنها تحت که می دهد ارائه را شرایطی لم این کند. ثابت را
و ٠ با برابر A روی مقدارش که به طوری باشد داشته وجود پیوسته تابعی توپولوژیک، فضای یک در B و

.[٧٠ ،۶۵ ،۵٣ صص. ،٧٩] باشد ١ با برابر B روی
و کرد آغاز متری فضای مفهوم با را کار او برگزید. متفاوت رهیافتی آخر، فصل دو در رپینسکی ش
متری فضای توپولوژیک، فضای یک آنها تحت که می دهد ارائه شرایطی (که اوریسون متری سازی قضیۀ
که رپینسکی ش موضوع اصل آخرین پرداخت. بِر بعدی صفر فضای دربارۀ بحث به و کرد ثابت را می شود)
ثابت او است. فرِشه فشردۀ کراندار، مجموعۀ هر که بود این شد، افزوده متری فضاهای به مربوط اصول به
یک دست کم نامتناهی، کراندار مجموعۀ هر است: بولتسانو-وایرشتراس قضیۀ با معادل فرض این که کرد
سلسله مراتبی ساختار دربارۀ عمیق نتایجی توانست فرض این به کمک .[١١٨ ص. ،٧٩] دارد حدی نقطۀ

آورد. به دست متری فضاهای در برل مجموعه های
زبان به توپولوژی دربارۀ کتابی نیز کوراتُفسکی رپینسکی، ش کتاب ترجمۀ انتشار از پیش زمانی اندک
خود ١٩٢٢ سال مقالۀ در بیان شده موضوع  اصول کتاب، این در او .[۴٩] درآورد تحریر رشتۀ به فرانسوی
هر «به ازای که: است این اضافه شده اصل داد. قرار کار اساس دیگر، اصلی حذف و اصل یک افزودن با را
(٢) اصل همان حذف شده اصل [١۵ ص. ،۴٩] است.» برابر بستارش با {p} مجموعۀ فضا، در p نقطۀ
این اصل این حذف دلیل است. A بستارِ زیرمجموعۀ A فضا، در A مجموعۀ هر برای می گوید که است
کند. ثابت اضافه شده، اصل به همراه موضوع اصول دیگر از استفاده با را اصل این می توانست اکنون که بود
موضوع اصل و (T۴ تیتسه جداسازی موضوع (اصل چهارم موضوع اصل کتاب، بعدی فصل های در او
قضیۀ سایۀ در .[١٠٠ ،٩۵ صص. ،۴٩] برمی گزیند نیز را هاوسدُرف) شمارش پذیری اصل (دومین پنجم
همانریخت جدایی پذیر متری فضاهای با بودند، صادق اصل پنج هر در که فضاهایی اوریسون، متری سازی
پایان به کامل جدایی پذیر متری فضاهای در تصویری مجموعه های دربارۀ قضیه هایی با کتاب می شدند.

می رسد.
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به کامل جدایی پذیر متری فضاهای بررسی با کوراتُفسکی کتاب هم و رپینسکی ش کتاب هم بنابراین
می کرد ادعا که می شود نمایان رپینسکی ش موضوع اصل آخرین در کتاب دو این بین تفاوت می رسند. پایان
اقلیدسی فضاهای برای اصل این که حالی در دارد. حدی نقطۀ یک دست کم کراندار نامتناهی مجموعۀ هر
جدایی پذیر و کامل اینکه با را هیلبرت فضای مانند نامتناهی بعد فضاهای بعضی بود، صادق متناهی بعد

می کرد. خارج بحث دامنه از بودند،

ترکیبیاتی توپولوژی و حقیقی آنالیز در توپولوژیک فضاهای .١٣
توپولوژی دانان با را ارتباط کمترین که ریاضیدانی توسط زود خیلی توپولوژیک فضاهای که است شگفت آور
دانشگاه از هان١ هانس او گرفت. قرار استفاده مورد حقیقی آنالیز برای چارچوبی به عنوان داشت، لهستانی
توپولوژیک فضاهای به را آن دوم فصل و درآورد تحریر رشتۀ به حقیقی توابع دربارۀ [٣۶] کتابی که بود وین
فضای تعریف برای اولیه مفهوم به عنوان را باز مجموعۀ هان، هانس داد. اختصاص متری فضاهای و
برای هان موضوع اصول اما بود. [٨٣] تیتسه مقالۀ کار، این انجام در او شاهد البته و برگزید توپولوژیک
[٢] آلکساندرف موضوع اصول از سه تا شامل و بودند متفاوت تیتسه موضوع اصول با باز مجموعه های
آلکساندرف موضوع اصول از بی درنگ نتیجه هایی هان، دیگر اصل (دو پرداختیم آن به بالا در که می شدند
موضوع اصول هان، که دارد وجود احتمال این نکرد). آلکساندرف مقالۀ به اشاره ای هیچ او اما بودند

باشد. کرده کشف دوباره خود پیش را آلکساندرف
کنند. پیدا کاربرد ترکیبیاتی توپولوژی در توپولوژیک فضاهای که نبود تعجب آور هم آنقدرها به عکس،
،[٨۴] مکان تحلیل دربارۀ انگلیسی به وِبلن٢ آزوالد کتاب داد. رخ به کُندی نسبتاً آغاز در جریان، این اما
-n به بود، شده نوشته موضوع همان در و فرانسوی زبان به که [۵٣] لفشتس٣ سلُمون کتاب همچون
لفشتس نمی کرد. توپولوژیک فضاهای به اشاره ای هیچ و می پرداخت nبعدی اقلیدسی فضای در حجره  ها 
Y به توی مرزش) با حجره X(یک از f تابع وِبلن، عوض در می کرد. فرض دانسته را تابع یک پیوستگی
،A از p حدی نقطۀ هر Xو Aاز زیرمجموعۀ هر برای هرگاه کرد تعریف پیوسته را مرزش) با حجره (یک
که داشت غیرمنتظره  نتیجه ای وِبلن (تعریف [٢ ص. ،٨۴] باشد f(A) مجموعۀ حدی نقطۀ یک f(p)

نیست). پیوسته ثابت تابع تعریف، این با است: نبوده آن متوجه ظاهراً او
زبان به خود کتاب در لفشتس شد. دگرگون ترکیبیاتی توپولوژی در وضعیت سال، چند طی در
«فضاهای به نظر با بود، شده فرانسوی زبان به قبلی اش کتاب جایگزین که [۵۴] توپولوژی نام با انگلیسی

کرد: آغاز را کار [۴ ص. ،۵۴] هاوسدُرف همسایگی»
تعریف آن پیکربندی های یا فضا از ویژگی هایی مطالعۀ معمولا مکان تحلیل یا «توپولوژی
روی پیوسته تبدیل های و فضاها این اما هستند. ناوردا پیوسته، تبدیل های تحت که می شود

١Hans Hahn ٢Oswald Veblen ٣Solomon Lefschetz
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مفهوم از ما شهود با که چیزی با را آن می توان به سختی باشد، چه هر فضا این هستند؟ چه آنها
نقطه، هر به : باشد... زیر ویژگی دارای اینکه مگر کرد توصیف باشد، داشته همخوانی فضا

[١ ص. ،۵۴] شود.» الصاق است، شده گنجانده آن در نقطه که فضا از بخشی

هاوسدُرف اول موضوع اصل به تنها را آنها آغاز، در و نامید همسایگی را R فضای بخش های این او
او است. p شامل p همسایگی هر و دارد تعلق p همسایگی یک دست کم به R از p نقطۀ هر کرد: ملزم
دارد.» وجود پیشرفت امکان چقدر ضعیف موضوع اصل همین پایۀ بر که است «حیرت آور می نویسد:
مجموعه، یک مرزی نقطۀ و درونی نقطۀ مفهوم تعریف برای موضوع اصل این از به ویژه [٢ ص. ،۵۴]
فضا در چگال زیرمجموعۀ و مجموعه یک حدی نقطۀ مجموعه، یک بستار باز، مجموعۀ بسته، مجموعۀ
کرد تعریف پیوسته را S فضای به R مجموعۀ چنین از تبدیل یک او که بود این عجیب اما کرد. استفاده
از هاوسدُرف تعریفِ با این .[٣ ص. ،۵۴] باشد باز S در ،R باز زیرمجموعۀ هر تصویر اگر تنها و اگر
عجیب تعریف مانند اما نیست. پیوسته ثابت، تابع که بود این دوباره آن، پیامد و بود مغایر تابع پیوستگی
تعریف با که شد همانریختی از تعریفی به منجر پیوستگی، برای لفشتس تعریف بالا، در وِبلن غریب و

است. معادل کنونی استاندارد
را [۶ ص. ،۵۴] همسایگی فضاهای مبحث و کرد هاوسدُرف دیگر اصل سه به گذرا اشاره ای لفشتس
مترپذیر دوم نوع شمارای هاوسدُرف فضای یک می گوید که رساند پایان به اوریسون متری سازی قضیۀ با

کند. صدق تیتسه T٣ی اصل در اگر تنها و اگر است
فضاهای مبحث به جبری، توپولوژی عنوان با مبسوط کتابی انتشار با لفشتس ١٩۴٢ سال در
استاندارد موضوع اصول پایۀ بر توپولوژیک فضاهای از جامع توصیفی کتاب، این در بازگشت. توپولوژیک
فضاهای از کلی تر فضاهایی کتاب، این در کار مبنای بنابراین داد. ارائه باز، مجموعه های برای کنونی
بود نامیده پیوسته تبدیل ١٩٣٠ سال در او که را آنچه .[۶-۵ صص. ،۵۵] هستند هاوسدُرف همسایگی
وارونش، هرگاه نامید پیوسته را تبدیل یک سپس .[٧ ص. ،۵۵] نامید باز تبدیل به درستی، بار این
همبندی، کتاب آن در داشت. مطابقت پیوستگی کنونی تعریف و هاوسدُرف تعریف با این، که باشد باز

می گیرند. قرار بررسی مورد مجرد توپولوژیک فضاهای بستر در همگی دگردیسی، و هموتوپی فشردگی،
ترکیبیاتی١ توپولوژی دربارۀ کتابی در بار نخستین آلمان در می نامیم، توپولوژیک فضای هم اکنون آنچه
[۴٩] کوراتُفسکی و [۵۴] لفشتس کتاب های با که شد ظاهر [٧۶] ترِلفال٢ ویلیام و زایفرت ربرت ه تألیف
در تنها که هاوسدُرف فضای از کلی تر همسایگی» «فضای یک با لفشتس، همانند نیز آنها بودند. آشنا
حالت در که کردند اضافه را دومی اصل بلافاصله اما کردند. آغاز را کار می کرد، صدق هاوسدُرف اول اصل
زیرمجموعۀ هر برای که می کرد بیان اصل دومین این نبود. درست هاوسدُرف همسایگی مفهوم برای کلی
١Lehrbuch der Topologie ٢Herbert Seifert and William Threlfall
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است p همسایگی یک V آن گاه باشد، V از زیرمجموعه ای و p همسایگی یک U اگر ،M فضای از V
پایۀ نامید، فضا یک همسایگی های خانوادۀ هاوسدُرف که آنچه امروزی، اصطلاح (در [٢١ ص. ،٧۶]
یادداشت در آنها می کنند). صدق ترِلفال و زایفرت دوم اصل در همسایگی ها و می شود نامیده همسایگی
اساسی مفاهیم تعریفِ برای بود، همسایگی فضای از کلی تر بسیار که مفهوم این که دادند توضیح پایانی،
کردند أکید ت کتابشان در اما است کافی همانریختی و پیوسته تابع بسته، و باز مجموعه های یعنی توپولوژی
،٧۶] است همبافت مهم ترِ ترکیبیاتی مفهوم کشف مسیر در ایستگاهی صرفاً همسایگی» «فضای مفهوم که
با ترِلفال و زایفرت کتاب بین تفاوتی چندان توپولوژیک، فضاهای تعریف مورد در بنابراین .[٣١۶ ص.

نداشت. وجود [۵۴] لفشتس قبلی کتاب
مجرد توپولوژیک فضاهای مرکزی هستۀ توپولوژیک فضاهای ،[٣] هوپف و آلکساندرف دیدگاه از لکن
زایفرت و [۵۴] لفشتس همانند نیز هوپف و آلکساندرف بودند. ترکیبیاتی توپولوژی خاص ترِ موضوع و
و هاوسدُرف همسایگی فضاهای از کلی تر که کردند آغاز توپولوژیک فضای از مفهومی با ،[٧۶] ترِلفال و
اصول از متأثر هوپف، و آلکساندرف بود. امروزی استفادۀ مورد توپولوژیک فضاهای از کلی تر همچنین
به عملگر این که کردند الزام فقط کوراتُفسکی، برخلاف اما بودند بستار عملگر برای [۴٨] کوراتُفسکی
داشته A بستار با خاصی پیوند A که نبود لازم و دهد نسبت را A مجموعۀ فضا، از A زیرمجموعۀ هر
کنند متمایز توپولوژیک فضای از را آن تا نامیدند عمومی توپولوژیک فضای را فضایی چنین آنها باشد.
آنها .[٢۶ ص. ،٣] کردند تعریف را زیرمجموعه یک بودن باز و بودن بسته از منظور فضایی چنین در و
تعریف عمومی توپولوژیک فضای آن را توپولوژیک فضای مثال ها، ارائۀ و متری فضاهای مبحث از پس
فضای چنین هر که کردند ثابت سپس کند. صدق [۴٨] کوراتُفسکی بستار موضوع اصول در که کردند
می کرد بیان (که جدایی پذیری اصل احتمالا بجز هاوسدُرف همسایگی فضاهای اصول همۀ در توپولوژیکی
از پیش .[۴٣٧-٣ صص. ،٣] می کند صدق دارند) قرار هم از جدا همسایگی های در متمایز نقطۀ دو هر
و T۴ ،T٣ ،T٢ جدایی پذیری اصول همۀ روی بحث به به تفصیل همبافت ها، جبریِ توپولوژی به پرداختن
پرداختند کُلموگرف) به (منسوب T٠ و فرِشه) به (منسوب T١ جدایی پذیری ضعیف تر اصول همچنین و T۵
خود اوج نقطۀ به شد) بیان بالا در (که اوریسون متری سازی قضیۀ در بحث این .[٧٧-۵١ صص. ،٣]
آنها به را فصل یک و کرده تصدیق را فرِشه فشردۀ توپولوژیک فضاهای ویژۀ اهمیت آنها سرانجام، رسید.

.[٨٣-١٢٢ صص. ،٣] دادند اختصاص
توپولوژی مبانی کتاب پرداخت، توپولوژی دربارۀ بحث به به تفصیل که کتابی نخستین انگلیس، در
اما بود شده تنظیم متری فضاهای برحسب اساساً کتاب بود. نیومن تألیف [۶۵] صفحه نقاط مجموعۀ
خودش، به تعبیر آن، در که بود آورده می نامید، مجرد توپولوژیک فضای آنچه دربارۀ هم مختصری شرح او
دنبالۀ و باز مجموعۀ بسته، مجموعۀ مجموعه، یک بستار مشتق، (مجموعۀ توپولوژی اساسی مفهوم پنج
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از یکی نامید، توپولوژیک فضای که آنچه تعریفِ در به عکس، نبودند. موضوعی اصل هیچ به مقید همگرا)
دیگر مفهوم چهار سپس و کرد وضع آن دربارۀ موضوع اصل چند و گرفت پایه به عنوان را مفهوم پنج این
در توپولوژیک فضای و مجرد توپولوژیک فضای بین تمایز این نمود. تعریف پایه، مفهوم همان برحسب را
فضاهای و عمومی توپولوژیک فضاهای بین [٣] هوپف و آلکساندرف که است تمایزی شبیه نیومن، کتاب
از کلی تر فضاهای از رده یک تنها نیومن می دهد. ارجاع آنها کتاب به هم نیومن و گذاردند توپولوژیک
-L و دنباله ها همگرایی مفهوم پایۀ بر که نامید همگرایی فضاهای را آنها و کرد مطرح را متری فضاهای
با را توپولوژیک فضاهای پایانی، یادداشت در اما .[۴٩-۴٨ صص. ،۶۵] می شدند بنا فرِشه فضاهای

.[٢٠٧ ص. ،۶۵] کرد تعریف بستار برای کوراتُفسکی اصول از استفاده
فضاهای اما داد ادامه متری فضاهای روی مطالعه به ،[۶۶] کتابش ویرایش دومین در نیومن
ص. ،۶۶] کرد تعریف باز، مجموعه های برای کنونی استاندارد موضوع اصل چهار پایۀ بر را توپولوژیک 
آن به نیومن که باشد بوده توپولوژی به بورباکی رهیافت تأثیر تحت تغییرات این که می رسد نظر به .[٢٠۴

است). آمده ادامه در آن (شرح می دهد ارجاع
همسایگی ها از آمریکایی، توپولوژی دان وایبِرن١، گوردن تألیف تحلیلی توپولوژی کتاب در مقابل، در
اصل منتها گرفت به کار را هاوسدُرف موضوع اصول او است. شده استفاده توپولوژیک فضای تعریف برای
را فرض این بلافاصله اما [١-٢ صص. ،٩٣] کرد جایگزین T١ ضعیف ترِ اصل با را هاوسدُرف T٢ی
را جدایی پذیر متری فضاهای فقط داشت انگار است؛ دوم نوع شمارای و T٣ بحث، مورد فضای که افزود

می کرد. مطالعه

باز مجموعۀ اساس بر توپولوژیک فضای تعریف .١۴
١٩٣۵ سال های در مشهورند، بورباکی نیکُلای به دسته جمعی که فرانسوی ریاضیدانان از گروهی
ریس، فرِشه، از برگرفته مفاهیم از ترکیبی با آنها بپردازند. عمومی توپولوژی به گرفتند تصمیم ١٩٣٨ تا
هوپف و آلکساندرف کتاب که بودند امیدوار بورباکی ها کردند. شروع آلکساندرف و هاوسدُرف وایل،
به وِی٢ آندره توسط ارسالی پیش نویس کند. فصل و حل برایشان اندازه ای تا را ساختاری مشکلات [٣]
پیش در هوپف و آلکساندرف که روشی همانند و می شد آغاز متری فضاهای با ،١٩٣۶ سال در بورباکی
،۶] داشت أکید ت کوراتُفسکی بستار عملگر برحسب کلی توپولوژیک فضاهای بررسی لزوم بر بودند، گرفته
فضاهای از پیش باید کلی توپولوژیک «فضاهای که: داشت أکید ت شوالی٣ کلود مقابل، در .[٣۴٨ ص.
آندره .[٣۵١ ص. ،۶] است» چرند بسیار مفهوم یک متر من، نظر به که دلیل این به شوند معرفی متری
به را زیادی جای اما می کنند صدق T٠ اصل در توپولوژیک فضاهای که بود کرده فرض پیش از وِی
١Gordon Whyburn ٢André Weil ٣Claude Chevalley
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و بستار بسته، مجموعه های باز، مجموعه های برحسب موضوع اصول گوناگون دسته های هم ارزیِ اثبات
موضوع اصول با مستحکم شروع بر او کرد. مخالفت ابراز شوالی هم باز بود. داده اختصاص همسایگی ها
بحث گرفت تصمیم گروه می ورزید. اصرار پیوست یک در اصول بقیۀ بیان و باز مجموعه های به مربوط
در باز مجموعۀ مفهوم زیرا کند، آغاز باز مجموعه های موضوع اصول با بستار، موضوع اصول به جای را
زیرا است، بی مزه ای دلیل این (البته [٣۵٣ ص. ،۶] می گرفت قرار استفاده مورد نیز پیوستگی تعریف
آندره که بعدی پیش نویس در کرد). بیان می توان هم بستار برحسب باز، مجموعه های به جای را پیوستگی
برای الزامی هیچ و می شد استفاده باز مجموعه های موضوع اصول از کرد، ارائه ١٩٣۶ سال همان در وِی

نبود. آن، از قوی تر اصلی نه و T٠ نه جدایی پذیری، اصول از هیچ یک برقراریِ
باز مجموعۀ از توپولوژیک»، «ساختارهای فصل از [١٢] چاپ شده ویرایش نخستین در بورباکی
آلکساندرف که بود اصلی همان جزئی، تغییر یک با موضوع، اصل تنها و کرد استفاده اولیه مفهوم به عنوان
هر اجتماع و است باز باز، مجموعه های از متناهی خانوادۀ هر اشتراک بود: کرده بیان ١٩٢۵ سال در
می شود نتیجه اصل دو این از که کرد ملاحظه سپس .[١ ص. ،١٢] است باز باز، مجموعه های از خانواده
(به عنوان است باز نیز فضا کل و مجموعه ها) از تهی خانوادۀ اجتماع (به عنوان است باز تهی مجموعۀ که
از تهی خانوادۀ اشتراک تعبیر برای ویژه قراردادی مستلزم این البته مجموعه ها: از تهی خانوادۀ اشتراک
این ١٩٣۶ سال در فصل این پیش نویس نخستین در قبلا وِی آندره .[١-٢ صص. ،١٢] است) مجموعه ها
برای اصول این کتاب، کل چاپ در بعداً و [١٣] فصل این ویرایش دومین در بود. داده پیشنهاد را قرارداد

ماند. تغییر بدون باز، مجموعه های
T٢ی اصل بورباکی دنباله ها، همگرایی از کلی تر شکلی به عنوان پالایه معرفی از پس این، وجود با
یک که است گزاره این با معادل T٢ اصل توپولوژیک فضای هر در زیرا گرفت، مفروض را هاوسدُرف
ص. ،١٢] داشت أکید ت آن بر بورباکی که گزاره ای باشد؛ داشته حدی نقطۀ یک از بیش نمی تواند پالایه

.[۴٧ ص. ،١٣] و [٣٢
شک بدون سو) این به ١٩۵۵ سال (از دهه چندین برای درسی کتاب پرنفوذترین متحده، ایالات در
به سختی «دوستانم می نویسد: کتاب مقدمۀ در او است. بوده کلی١ جان تألیف عمومی توپولوژی کتاب
کلی به ویژه [۴٧] دارند.» باز بداند، باید جوان آنالیزدان یک آنچه عنوان با کتاب نامیدن از را من توانستند
آن، در که داد قرار جداسازی) اصول پیش فرض (بدون توپولوژیک فضای جدید مفهوم پایۀ بر را خود بحث
موضوع اصل دو دقیقاً و بود آشنا بورباکی کار با کلی بود. شده گرفته نظر در اولیه مفهوم تنها باز مجموعۀ
دو توپولوژی، روی بعدی مطالعات در البته .[٣٧ ص. ،۴٧] کرد اقتباس باز مجموعه های برای را بورباکی
برای اصل چهار این می شد. بیان به صراحت هستند) باز فضا کل و تهی مجموعۀ (اینکه دیگر اضافی اصل
فضای استاندارد تعریفِ به  بعداً بودند، شده بیان باز مجموعه های برحسب صرفاً که توپولوژیک فضای
١J. L. Kelley
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بیستم قرن آخر دهه های در عمومی توپولوژی زمینۀ در درسی کتاب زیادی تعداد شدند. تبدیل توپولوژیک
می شد، مربوط عمومی توپولوژی به که آنجا تا کردند. استفاده اصل چهار همین از آنها همۀ و شدند منتشر
پایۀ بر توپولوژیک فضای جدید تعریفِ با اصلح»)، («بقای است بنیادی تر مفهوم کدام اینکه برای رقابت
بودند کرده معرفی هوپف و آلکساندرف رپینسکی، ش که کلی تری فضاهای پذیرفت. پایان باز، مجموعه های

شوند. تبدیل توپولوژی تاریخ از گوشه هایی به تا شدند نهاده کناری به

باز مجموعه   های و تحلیلی توابع وایرشتراس، آخر: قطعۀ .١۵
تعریف همسایگی فضای یک در را باز مجموعۀ یا Gebiet مفهوم ١٩١۴ سال در هاوسدُرف وقتی

افزود: جالبی پاورقی در کرد،
باید لزوماً باز مجموعۀ آن، بنابر و است به کاربرده وایرشتراس که متداولی اصطلاح با «این
همبند بازِ مجموعۀ یک وایرشتراس، بازِ مجموعۀ ما، بیان در ندارد. همخوانی باشد، همبند
باز ها از اجتماعی یا باز ها از مجموعه ای کلی حالت در می نامیم، باز مجموعۀ ما آنچه و است
نام یک به قطعاً که است بنیادی چنان ندارد، مرزی نقطۀ که مجموعه ای حال، این با است.

[٢١۵ ص. ،٣٧] دارد.» نیاز خاص
وایرشتراس با همبند بازِ مجموعۀ برای Gebiet کلمۀ بردنِ به کار در هاوسدُرف چرا که نیست روشن
باشد، موجود کاربردی چنین آن در که وایرشتراس از مقاله ای هیچ به هاوسدُرف زیرا است، کرده همراهی
برای دیگر واژه ای از وایرشتراس می دهند نشان که هست فراوانی شواهد این، وجود با است. نکرده اشاره
است. کرده استفاده می شود، نامیده nبعدی اقلیدسی فضای در همبند بازِ مجموعۀ اکنون آنچه توصیف
کرده استفاده معنی این بیان برای «پیوستار»٢ کلمۀ از مختلط١ توابع دربارۀ مقالۀ در وایرشتراس مثال، برای
کرده اقتباس او از معنی این در را پیوستار کاربرد هم [٢ ص. ،۶٠] میتاگ-لفلر و [٧٢١ ص. ،٩٠] است
به پیوستار کلمۀ از ،١٨٨۶ سال در تحلیلی توابع دربارۀ درس گفتارهایش در هم وایرشتراس به علاوه است.
وایرشتراس درس های این مجموعۀ که زیگمونت-شولتس۴ ٣.[۶۵ ص. ،٩١] می کند استفاده معنی همین

می نویسد: وایرشتراس توسط کلمه این کاربرد دربارۀ است، کرده تدوین را
به امروزه که آنچه بود؛ Rn در همبند بازِ مجموعۀ یک پیوستار، از وایرشتراس «مقصود

[٢۴٠ ص. ،٩١] است.» موسوم Gebiet

همبند لزوماً که باز مجموعه ای معنای به را پیوستار کوتاه، دوره ای در او که است مشهود وایرشتراس ١٨٧٨ سال درس های از ٣
بوده علاقه مند باز مجموعه های همبندیِ مؤلفه های به بیشتر او هم دوره همین در اما [٨٣ ص. ،٩١] است می برده به کار نیست،
داشت. استمرار آثارش مابقی در و بود شده تثبیت او برای همبند بازِ مجموعۀ معنای به پیوستار کلمۀ بعد، به ١٨٨٠ سال از است.
١Zur Functionenlehre ٢continuum ۴R. Siegmund-Schultze
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آلمانی دانشنامۀ در مختلط متغیرۀ یک تحلیلی توابع دربارۀ مقاله ای در ١٩٠١ سال در آزگود١ سرانجام،
که می شود متذکر و می کند تعریف مختلط صفحۀ در همبند بازِ مجموعۀ یک را پیوستار٣ ریاضی٢، علوم
در آزگود اینکه جالب .[٩ ص. ،۶٧] دارد هماهنگی است، بوده وایرشتراس نظر مورد آنچه با تعریف این
دو پیوستار را مختلط صفحۀ در مجموعه یک ،١٩٢٨ سال به مختلط آنالیز دربارۀ درسی اش کتاب ویرایش

.[١۶٢ ص. ،۶٨] باشند درونی نقطۀ نقاطش، همۀ و باشد مسیری همبندِ هرگاه می نامد بعدی
را تحلیلی تابع چگونه او بفهمیم که می شود روشن وقتی «پیوستار» کلمۀ کاربرد از وایرشتراس انگیزۀ
سری این که می کند تعریف z − a برحسب توانی سری یک را تابعی چنین «عنصر» او می کند. تعریف
نظر در را b مانند دیگر نقطه ای مرکز به دایره ای سپس است. همگرا a مرکز به دایره ای درون در توانی
است همگرا نیز دایره این در z − b برحسب توانی سری چنان که دارد همپوشانی قبلی دایرۀ با که می گیرد
،٨۶] است برابر z − a برحسب همگرا سری مقدار با دایره، دو این اشتراک درونی نقاط در آن مقدار و

.[٧٢ ص.
او کرد. استفاده هم بی کران حقیقی متغیر از تابع یک دامنۀ معنای به Gebiet واژۀ از وایرشتراس
با و نامید پیوستار بودند، دستیابی قابل همپوشان بازه های از دنباله ای درون از که را تابع از مقادیری تمام
داد. تعمیم نیز nبعدی فضای به را آن بازه ها، و دایره ها به جای همپوشان جعبه ای همسایگی های از استفاده

.[٨٣ ص. ،٨٩] داد انتقال نیز مختلط متغیرهای به را فرآیند این می توان به آسانی که شد متذکر سپس
کلمۀ از که به طوری یافت تغییر کلمات این به کارگیریِ نحوۀ زمان، طول در که است روشن حال، این با
استفادۀ که است این ما حدس شد. استفاده مختلط) آنالیز (در همبند بازِ مجموعۀ برای Gebiet آلمانی
همان از وایرشتراس استفادۀ جانشین نهایت در همبند، تام مجموعۀ نامیدن برای پیوستار کلمۀ از کانتور
«پیوستار» کلمۀ جایگزین انگلیسی) در Region (و آلمانی در Gebiet واژۀ و شد مختلط آنالیز در کلمه
همبند) بازِ (مجموعۀ وایرشتراس تعبیر بین کشمکش این شد. همبند بازِ مجموعۀ برای وایرشتراس به تعبیر
١٨٨٣ سال در میتاگ-لفلر و کانتور که نامه هایی در پیوستار، مفهوم از همبند) تام (مجموعۀ کانتور تعبیر و
نامۀ در اما است. متمایل وایرشتراس تعبیر به بیشتر میتاگ-لفلر آنها در که است آشکار کردند، بدل و رد

برمی گزیند. را پیوستار از کانتور تعریفِ به صراحت او ،١٨٨٣ مارس ١١ تاریخ به کانتور به میتاگ-لفلر
انگیزه شان احتمالا و افتاد جا آلمانی زبان آنالیز دانان میان در به خوبی جدید کاربرد این بعد، قرن نیم
داشته حقیقی۴ توابع نظریۀ در درس هایی نام با کاراتئودری تأثیرگذار کتاب در ریشه جدید، کاربرد این از
شامل که را همبند بستۀ مجموعۀ یک و Gebiet را همبند بازِ مجموعۀ یک کاراتئودری آن، در که باشد
ویرایش در هاوسدُرف که است جالب .[٢٢٢ ،٢٠٨ صص. ،٢١] نامید پیوستار بود، نقطه یک از بیش
کاراتئودری اصطلاحات با (تقریباً) تا داد تغییر را خود اصطلاحات مجموعه ها، نظریۀ زمینۀ در کتابش دوم
١W. E. Osgood ٢Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaften ٣Kontinuum ۴Vorlesungen

über Reelle Funktionen
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بازِ مجموعۀ یک Gebiet هاوسدُرف، نظر از اکنون داد. ارجاع نیز کاراتئودری کتاب به و شوند هماهنگ
در اتریشی، آنالیز دان هان، .[١۵١-١۵٠ صص. ،٣٨] بود همبند بستۀ مجموعۀ یک پیوستار، و همبند
پیوستار را همبند فشردۀ مجموعۀ یک و Gebiet را همبند بازِ مجموعۀ یک حقیقی١، توابع نام با کتابش
بعداً کرد، عوض بودن فشرده با را بودن بسته پیوستار، تعریف در که هان کار (این [١٠٢ ص. ،٣۶] نامید

شد). متداول توپولوژی در
فرانسه در اینکه از درکی می توانیم کرد، منتشر ١٩١٠ سال در دانژوا٢ آرنو که مقاله ای از استفاده با
می کند: اشاره آلمانی کلمۀ دو به او مقاله، این در آوریم. به دست می شد، نگریسته مباحث این به چگونه
یک اجتماع و (Gebiet) پیوستار هست، نیز همبند و است درونی نقاط شامل تنها که را «مجموعه ای
تعریفِ با پیوستار از دانژوا تعریفِ [١٣٨ ص. ،٢٧] می نامیم.» (Bereich) دامنه را، مرزش با پیوستار
در همبند بازِ مجموعۀ یک برل زمان، همین در داشت. مطابقت میتاگ-لفلر، آن از پیشتر و وایرشتراس
domaine فرانسویِ واژۀ از ژُردان پیشتر، کمی .[١٠ ص. ،١١] نامید وایرشتراس٣ دامنۀ را مختلط صفحۀ

.[٢٢ ص. ،۴۶] بود کرده استفاده ناتهی درون با بسته مجموعۀ برای
بازِ مجموعۀ معنی در مختلط آنالیز در «ناحیه»۴ واژۀ متداولِ کاربرد متحده، ایالات در حاضر حال در
ص. ،۵٩] مارسدِن و هاروارد دانشگاه آنالیزدان [۵٧ ص. ،١] آلفورس لارس مثال، برای است. همبند
«ناحیه» واژۀ کاربردِ حال، این با برده اند. به کار معنی همین در را واژه این برکلی، دانشگاه آنالیزدان [٧٠
توابع «نظریۀ نام با کتابش در هیله۵ اینار مثلا نیست. همه گیر هیچ روی به همبند، بازِ مجموعۀ معنی به
باز مجموعه ای را دامنه و مرزش از تهی) احتمالا) زیرمجموعه ای همراه به باز مجموعه ای را ناحیه تحلیلی»،
به جای ناحیه واژۀ از نویسندگان از بسیاری که می دهیم هشدار خواننده «به می کند: تعریف مسیری همبندِ و
ص. ،۴٠] نیستند.» قائل واژه دو این بین تمایزی هیچ نیز بقیه و می کنند استفاده می نامیم، دامنه ما آنچه

[٢٩
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