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چکیده
X زیرمجموعه های از خانواده ای کردنِ جایگزین با X مجموعۀ بر تعمیم یافته توپولوژی
تعمیم یافته، توپولوژی به مجهز X مجموعۀ می آید. به دست باز مجموعه های خانوادۀ به جای
تعمیم یافته توپولوژی های تاریخچۀ مقاله، این در می شود. نامیده تعمیم یافته توپولوژیک فضای
فضاهای معرفی به توپولوژی دانان چگونه که دریابد خواننده تا می کنیم دنبال به تفصیل را
توپولوژیک فضاهای اولیۀ مفاهیم با راه، این در شدند. رهنمون تعمیم یافته توپولوژیک

می شویم. آشنا آنها ابتدایی ویژگی های از برخی و تعمیم یافته

سرآغاز .١
سعی [٣۵] لوین که زمانی می گردد؛ باز ١٩۶٣ سال به به نوعی تعمیم یافته١ توپولوژی ها ی داستان آغاز
او از پس دهد. تعمیم باز، مجموعه های به جای نیم باز مجموعه های كردنِ جایگزین با را توپولوژی مفهوم كرد
مجموعه های ١٩٧٩ سال در ،[۵٠] α-باز مجموعه های ١٩۶۵ سال در مثلا شد. انجام مشابه كارهایی نیز
β-باز مجموعه های ١٩٨٣ سال در و [۴۶] پیش باز٣ مجموعه های ١٩٨٢ سال در ،[۴٠] باز٢ ضعیف به طور
و بخشید نظم گوناگونی ها این به اندازه ای تا [١٣] چاسار۴ ١٩٩٧ سال در سرانجام، شدند. معرفی [١۶]
اجتماع به نسبت γ-باز، مجموعه های که شد متوجه او كرد. معرفی را γ-باز مجموعۀ به نام كلی تر مفهومی
فضاهای معرفی به ٢٠٠٢ سال در را او ویژگی ها این است. γ-باز نیز تهی مجموعۀ و بسته اند دلخواه

γ-باز. مجموعۀ نیم پیوسته؛ تابع β-باز؛ مجموعۀ µ-باز؛ مجموعۀ تعمیم یافته؛ توپولوژی کلیدی. کلمات و عبارات
١generalized topology ٢feebly open ٣pre-open ۴Á. Császár

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٧ ©
١٠٩
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سال را تعمیم یافته توپولوژی های تولد زمان می توان این رو از شد. رهنمون [١۵] تعمیم یافته توپولوژیک
دانست. آن ابداع كنندۀ را چاسار و ٢٠٠٢

اگر می شود خوانده توپولوژی یک ،X توانی مجموعۀ ،P(X) از زیرخانواده ای که می کنیم یادآوری
تعلق شرط البته باشد. بسته متناهی اشتراک و دلخواه اجتماع به نسبت و Xباشد و تهی مجموعۀ دو شامل
مجموعه ها از تهی خانوادۀ اجتماع زیرا آورد، به دست دوم شرط از می توان را خانواده این به تهی مجموعۀ
نیست. بالا شرط های همۀ برقراریِ به لزومی تعمیم یافته توپولوژیک فضاهای در است. تهی قرارداد، بنابر
خانوادۀ به جای P(X) از دلخواه زیرخانواده ای کردنِ جایگزین با کلی حالت در تعمیم یافته توپولوژی
توپولوژیک فضای را تعمیم یافته توپولوژی به مجهز X مجموعۀ .[١۶] می آید به دست باز مجموعه های
که است P(X) از µ مانند زیرخانواده ای تعمیم یافته، توپولوژی از خاص حالت یک می نامیم. تعمیم یافته
توپولوژیک فضای با بیشتر نوشته، این در است. بسته دلخواه اجتماع به نسبت و است تهی مجموعۀ شامل
اگر همچنین می نامیم. تعمیم یافته فضای به اختصار را آن پس، این از که داریم سروکار (X,µ) تعمیم یافتۀ

می نامیم. قوی تعمیم یافتۀ فضای را آن چاسار، از پیروی به باشد، نیز X خودِ شامل خانواده این
cA و iA با به ترتیب، Xرا توپولوژیک فضای Aاز زیرمجموعۀ بستار و درون مقاله، این سراسر در

داد. خواهیم نمایش A و A◦ با گاهی یا

پیدایش انگیزۀ .٢
با انداخت. ریاضیدانان ذهن به را تعمیم یافته باز مجموعۀ ایدۀ چیزی چه که گفت نتوان دقیقاً شاید
برای بار نخستین که است نبوده عملی توپولوژیک، فضاهای دستکاری که می بینیم توپولوژی، تاریخ مطالعۀ
یا بزرگتر چیزی تا کرده اند سعی بسیاری ریاضیدانانِ باشد. گرفته انجام تعمیم یافته توپولوژیک فضاهای
نرمال، فشرده، فضاهای مانند خاص توپولوژیک فضاهای گرچه بسازند. توپولوژیک فضای یک از کوچکتر
[٣] آلکساندرف١ فضاهای ابداع ولی دانست کوچکتر توپولوژیک فضای به نوعی می توان را ... و منتظم
دیگر، سوی از است. راستا این در متمایز اقدامی می دهد، قرار هدف را توپولوژیک فضاهای تعریف که
ساده توسیع به می توان جمله آن از که است بوده توپولوژی دانان علاقۀ مورد هم توپولوژی یک کردن بزرگ
توسیع باز، یا بسته توسیع ،[١٧] پالایه چند یا یک طریق از توسیع ،[٣١] ماکسیمال توسیع ،[٣۶ ،٧]
«توسیع»؛ نه است «تعمیم» ما بحث موضوع اما کرد. اشاره [٢۶] ... و هاوسدُرف توسیع H-بسته،
برای و نیست تازه  نیز موضوع این توپولوژی! خودِ کردن بزرگتر نه است توپولوژی «مفهوم» کردن بزرگتر

.[٢٨ ،٢٧] کرد اشاره مونادی٢ توپولوژی و پیش-توپولوژیک فضاهای به می توان نمونه،
باشد. بسته دلخواه اشتراک به نسبت باید توپولوژی آن، در ١که

٢monadic topology



١١١ کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١١١توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١١١توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته توپولوژی 
بستار عملگر به کمک می توان را توپولوژی یک می دانیم، که همان طور پیش-توپولوژیک: فضاهای
به کمک مشابه به روش نیز پیش-توپولوژیک فضای یک کرد. تعریف مرز یا درون عملگر ،١ کوراتُفسکی
همۀ چک، بستار عملگر می شود. تعریف می گویند) نیز پیش-بستار عملگر را آن (که چک٢ بستار عملگر

دارد. خودتوانی ویژگی بجز را کوراتُفسکی بستار عملگر ویژگی های
مونادی توپولوژی می شود. تعریف رسته یک روی بر که است چهارتایی یک موناد مونادی: توپولوژی

می نامند. هم Φ-توپولوژی را آن این رو از می شود. ساخته Φ مرتب جزئاً موناد یک از استفاده با
و «متر» مفهوم گذاشتن کنار با تقریب مفهوم مطالعۀ دانش می توان را توپولوژی یکنواخت: فضاهای
نهادنِ بنیان و «متر» بند از ریاضی آنالیز کردنِ رها در سعی یعنی [۵۴]؛ کرد تعریف باز مجموعه های بر تکیه
پیوستگی مانند آنالیزی مفاهیم از خیلی راه، این در باز. مجموعۀ کلی مفهوم برحسب آن مفاهیم دوبارۀ
توصیف قابل به راحتی باز مجموعه های برحسب زیرا می یابند، انتقال توپولوژیک فضاهای به به خوبی
فضاهای در متری، فضاهای در یکنواخت همگرایی و یکنواخت پیوستگی مانند مفاهیمی اما هستند.
اقدام این گذاشتند. توپولوژی عرصۀ به پا یکنواخت فضاهای که بود اینجا نبودند. بیان قابل توپولوژیک
یافت. منطقی و درست زیربنایی [٨] بورباکی توسط و گرفت انجام [۵٣] وِی آندره توسط بار نخستین
اصل موضوعی با را کار این او البته کرد. ابداع را مجاورت۴ فضاهای کاستی، همین به سبب نیز ییفرِماویچ٣
فضاهای توپولوژیک، فضاهای تا شدند آن بر هم بعضی داد. انجام مجموعه» دو ۵ نزدیکی» مفهوم کردنِ
توپو- فضاهای ابداع به می توان جمله آن از که درآورند واحد قالبی در را مجاورت فضاهای و یکنواخت
توسط مروتوپیک۶ فضاهای ،[٢٠] دویچینوف توسط زیرتوپولوژیک فضاهای ،[١٠] چاسار توسط همگون
همین در نیز یکنواخت فضاهای تعمیم کرد. اشاره [٣٠] هرلیش توسط نزدیکی فضاهای و [٣٣] کاتیتُف
از شرط چند یا یک حذف با تعمیم ها این همگی که گرفت انجام ریاضیدانان از برخی توسط و راستا
که است شبه یکنواخت٧ فضای مفهوم تعمیم ها، این مشهورترین می شدند. حاصل فضاها این شرط های
توپولوژیک، فضای هر شد آشکار که گردید مشخص زمانی نَشبین کارهای اهمیت کرد. ابداع را آن نَشبین٨
و توپولوژیک فضاهای اینکه برای شد انگیزه ای جدید، کشف این است. فضای شبه یکنواختی پذیر یک
غیر در زیرا توپولوژیک، مفاهیم پایۀ بر نه شوند تعریف تعمیم یافته یکنواخت فضاهای پایۀ بر متری فضاهای
با می ماندند. بی استفاده توپولوژیک فضاهای در متری، فضاهای در سودمند مفاهیم از بسیاری صورت این
فضاهای معرفی به یکی، بجز یکنواخت فضاهای اصول همۀ برداشتن با [۵٢] ساز٩ که بود ملاحظات این
متری فضاهای و توپولوژیک فضاهای اولیۀ ویژگی های و مفاهیم چگونه که داد نشان و پرداخت رابطه ساز١٠
یک را X مجموعۀ روی بازتابی رابطه های از R ناتهی خانوادۀ یک او می کنند. پیدا تعمیم فضاها این به
١Kuratowski ٢Čech closure operator ٣V. A. Efremovich ۴proximity spaces ۵nearness
۶merotopic ٧quasi-uniform space ٨Leopoldo Nachbin ٩Á. Száz ١٠relator space
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با را X از A زیرمجموعۀ R-درون سپس نامید. رابطه ساز فضای را (X,R) و رابطه ساز
intR(A) = {x ∈ X|∃R ∈ R, R(x) ⊆ A}

تعریف τR(A) = {V ⊆ X|V ⊆ intR(V )} به صورت را R-باز مجموعه های همۀ خانوادۀ و
همان در باشد.١ داشته اختیار در دارند، وجود متری و توپولوژیک فضاهای در آنچه شبیه ابزارهایی تا کرد
یک را A خانوادۀ ساز، است. رفته به کار آن کنونی بیان شبیه تعبیری با تعمیم یافته توپولوژی واژۀ مقاله،

باشد. بسته دلخواه اجتماع به نسبت و X شامل اگر می نامد X روی تعمیم یافته توپولوژی
اجتماع به نسبت و است X شامل که می گوید سخن P(X) از زیرخانواده ای از [۵٢] ساز هرچند
است. دیگر فردی وامدار اینکه یا است موجود این خالق خودش آیا که نمی کند اشاره است، بسته دلخواه
با دقیقاً را تعمیم یافته توپولوژیک فضای مفهوم می یابیم. موجود این از ردی مراجع، در جستجو اندکی با اما
شد. گرفته نادیده بود، فرانسوی زبان به مقاله این چون اما کرد. تعریف [٣٩] لوگوژن بار نخستین نام، همین
مؤلفان هدف مقاله، این چکیدۀ مطالعۀ شد. تعریف دیگر٢ نامی با مفهوم همین [۴٧] در او، با همزمان تقریباً
وابسته پیوستگی های و تعمیم یافته باز مجموعه های از برخی اینکه می کند: آشکار مفهوم این معرفی از را آن
کردیم، ذکر هم مقاله سرآغاز در که همان طور درآورند. واحد قالبی در شده اند، تعریف لوین از پس که را آنها به
تعمیم یافته توپولوژیک فضاهای معرفی به و کرد حذف را X تعلق شرط انگیزه، همین با چاسار بعدها
را تعمیم یافته توپولوژیک فضاهای پیدایش تاریخی ریشۀ اوصاف، این با پرداخت. آن کنونی به معنای

دانست. لوین بستۀ و باز مجموعه های می توان
از تن دو مستقل کارهای با توپولوژیک، فضاهای در بسته مجموعۀ و باز مجموعۀ مفهوم تعمیم
می دهند، نشان [١٣] و [۵٠] ،[٣۵] به ویژه زمینه این در انجام شده کارهای چنان که شد. شروع ریاضیدانان
انگیزۀ شاید ،A ⊆ i(A) اگر تنها و اگر است باز A زیرمجموعۀ توپولوژیک فضای هر در که ویژگی این
در تعمیم یافته باز مجموعه های بررسی هم، از مستقل [۵٠] نیوستاد٣ و [٣۵] لوین باشد. تعمیم این اصلی

می نویسد: مقاله اش چکیدۀ در نیوستاد کردند. آغاز را توپولوژیک فضاهای
.A ⊆ i(A) که است A مانند مجموعه ای توپولوژیک، فضای یک در باز «مجموعۀ
-α را آنها (که A ⊆ ici(A) ویژگی با مجموعه هایی بتوان که است طبیعی بنابراین
را می نامیم) β-مجموعه را آنها (که A ⊆ ci(A) ویژگی با یا و می نامیم) مجموعه

داد.۴» قرار بررسی مورد باز تقریباً مجموعه های به عنوان
آلکساندرف توپولوژی یک می توان تک نقطه ای رابطه ساز هر با که کرد ثابت [۴۵] مالا بعدها، که بود ابزارها و مفاهیم همین با ١

کرد. بنا
برای کتاب، این در است. بوده [٨] بورباکی توپولوژی کتاب از متأثر احتمالا β-مجموعه ها و α-مجموعه ها نامگذاریِ ۴

است. شده نامگذاری β(A) با ci(A) و α(A) با ic(A) ،X از A زیرمجموعۀ
٢supratopological spaces ٣Olav Njåstad



١١٣ کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١١٣توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١١٣توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته توپولوژی 
تعریف از که نتیجه ای اولین می کند، تعریف متفاوت گونه ای به را نیم باز مجموعه های اگرچه هم لوین
را لوین که باشد چیزی همان شاید و می کند اشاره آن به نیوستاد که است ویژگی ای همان می گیرد، خود
مجموعه های زمینۀ در بعدی مقاله های به نگاهی با بود. برانگیخته تعمیم یافته باز مجموعه های تعریف به
بالا ویژگی به شبیه ویژگی هایی اساس بر تعمیم یافته باز مجموعه های همۀ که دید خواهیم تعمیم یافته، باز
را تعمیم یافته باز مجموعه های انواع می خواست وقتی هم چاسار ببینید). را ٣ . ١ (تعریف شده اند تعریف
داشتن دست در با او کرد. استفاده ویژگی همین از دهد، قرار γ-باز مجموعه های به نام واحد چارچوبی در

.A ⊆ γ(A) اگر نامید γ-باز را P(X) از A زیرمجموعۀ ،γ : P(X) → P(X) تابع

چاسار از پیش تاریخی: سیر .٣
از شاخه این تاریخی سیر می خواهیم شد ه ایم، آشنا تعمیم یافته فضاهای تعریف انگیزۀ با که اکنون
از پیش کرد: تقسیم بخش دو به می توان را تاریخ این کنیم. دنبال بیشتر جزئیات با و آغاز از را توپولوژی

آن. از پس و چاسار تعمیم یافتۀ توپولوژی پیدایش
[٣۵] لوین زمان، آن در .١٩۶٣ سال به یعنی می گردیم، باز تعمیم یافته توپولوژی ها ی داستان آغاز به
صورتی در گوییم Xنیم باز توپولوژیک فضای در Aرا «مجموعۀ کرد: تعریف این گونه را نیم باز مجموعه های
ثابت بی درنگ او بگیرد.» قرار U بستار و U بین A که به طوری باشد داشته وجود U باز مجموعۀ که
نیم باز مجموعه های مهم ویژگی یک به او .A ⊆ ci(A) اگر تنها و اگر است نیم باز A مجموعۀ که کرد
را چاسار بعدها که ویژگی این شد. تعمیم یافته توپولوژیک فضاهای سنگ بنای بعد، سال ۴٠ که برد پی
«خانوادۀ اینکه جز نبود چیزی ساخت، رهنمون تعمیم یافته توپولوژیک فضاهای آفرینش به ٢٠٠٢ سال در
یک از نیم باز زیرمجموعه های همۀ خانوادۀ سپس است.» بسته دلخواه اجتماع به نسبت نیم باز مجموعه های

که کرد ثابت و داد نشان S.O.(X) با را X توپولوژیک فضای
نیم باز مجموعه های خانوادۀ دیگر، عبارت به است. نیم باز مجموعۀ یک ،X در باز مجموعۀ هر (الف)

است؛ توپولوژی خودِ دربرگیرندۀ X توپولوژیک فضای در
نیم باز مجموعۀ یک بگیرد، قرار c(A) و A نیم باز مجموعۀ یک بین که X از زیرمجموعه هر (ب)

است؛١
می کند؛ صدق (ب) و (الف) در که Xاست زیرمجموعه های از گردایه کوچکترین S.O.(X) (پ)
خواهد نیم باز مجموعۀ یک نیز مجموعه آن Xشامل زیرفضای هر در ،X در نیم باز مجموعۀ هر (ت)

بود؛
است؛ نیم باز مجموعۀ یک پیوسته، و باز تابع یک تحت نیم باز مجموعۀ هر تصویر (ث)

است. همبند بگیرد، قرار آن بستار و همبند مجموعۀ یک بین که مجموعه هر که همبندی ویژگی این به شبیه ١
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نیست؛ X روی توپولوژیِ جز چیزی نیم باز مجموعه های درون های خانوادۀ (ج)
است؛ نیم باز حاصل ضربی، فضای در توپولوژیک، فضای دو از نیم باز مجموعۀ دو حاصل ضرب (ج)
τ١ ⊆ آن گاه ،S.O.(X, τ١) ⊆ S.O.(X, τ٢) و باشند X روی توپولوژی دو τ٢ و τ١ اگر (چ)
دو آن باشند، یکسان X روی توپولوژی دو نیم باز مجموعه های خانوادۀ اگر بنابراین .τ٢

شد). رد [٢٩] هملت توسط زود١ خیلی نتیجه، (این بود خواهند یکسان توپولوژی
کافی (الف)، ویژگی به خصوص بالا ویژگی های اثبات و معرفی شده مفهوم برای «نیم باز» واژۀ انتخاب
پرچمدار را او آنچه ولی دانست. توپولوژیک فضاهای تعمیم در مهم گام نخستین را لوین کار بتوان تا است
پیوستگی مفهوم نیم باز، مجموعه های از استفاده با کرد سعی که بود این دارد، ادامه امروز به تا که کرد حرکتی
باز، مجموعۀ هر وارون تصویر اگر گوییم نیم پیوسته را توپولوژیک فضای دو بین تابع یک دهد: تعمیم نیز را
تابع دو حاصل ضرب و است نیم پیوسته پیوسته، تابع هر که کرد ثابت سپس باشد.٢ نیم باز مجموعۀ یک

است. نیم پیوسته تابعی نیم پیوسته،
α-باز مجموعه های مفهوم ١٩۶۵ سال در مثال، برای یافت. انتشار مشابه كارهایی نیز او از پس
و [۴٩] پیش باز مجموعه های ١٩٨٢ سال در ،[۴٠] باز ضعیف به طور مجموعه های ١٩٧٩ سال در ،[۵٠]

شدند. معرفی [١۶] β-باز مجموعه های ١٩٨٣ سال در

توپولوژیک فضای یک (X, τ) کنیم فرض توپولوژیک). فضای در تعمیم یافته باز (مجموعه های ٣ . ١ تعریف
را X از A زیرمجموعۀ باشند. فضا این در بستار و درون عملگرهای نشان دهندۀ به ترتیب، c و i و

[٣۵]؛ A ⊆ ci(A) اگر گوییم نیم باز (الف)
[۴٩]؛ A ⊆ ic(A) اگر گوییم پیش باز (ب)
[۵٠]؛ A ⊆ ici(A) اگر گوییم α-باز (پ)

.[١۶] A ⊆ cic(A) اگر گوییم ([٢٢] نیم پیش باز (یا β-باز (ت)

-α پیش بسته، (به ترتیب، نیم بسته را β-باز) و α-باز پیش باز، (به ترتیب، نیم باز مجموعۀ یک متمم
روی β-باز) و α-باز پیش باز، (به ترتیب، نیم باز مجموعه های همۀ خانوادۀ می گوییم. β-بسته) و بسته
همچنین می دهیم. نمایش (β(τ) و α(τ) ،π(τ) (به ترتیب، σ(τ) با را (X, τ) توپولوژیک فضای

باشد! جالب می تواند کرده اند، استفاده آن از یا اشاره ویژگی این به مقاله چند فاصله این در اینکه اما بعد! سال ١۵ واقع ١در
(صائب) می شود! پیدا زود خالص شیر اندر موی می شود هویدا مردم بر زود پاکان عیب

توپولوژیک فضای یک روی حقیقی مقدار توابع برای که پایینی و بالایی نیم پیوستگی تعریف با را نیم پیوستگی از تعریف ٢این
(بالایی) پایینی نیم پیوستۀ را f : X → R تابع باشد. توپولوژیک فضای یک X کنیم «فرض نگیرید: اشتباه می شوند، تعریف

باشد.» باز X در (f−١(−∞, a)) f−١(a,∞) مجموعۀ ،a ∈ R هر برای اگر گوییم



١١۵ کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١١۵توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١١۵توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته توپولوژی 
-σ باشد، A مجموعۀ حاوی که β-بسته) و α-بسته پیش بسته، (به ترتیب، نیم بسته مجموعۀ کوچکترین
و cα ،cπ (به ترتیب، cσ با را آن و می شود نامیده β-بستار) و α-بستار پیش بستار، (به ترتیب، بستار

می دهیم. نمایش (cβ
نیوستاد بود. همزمان تقریباً لوین مقالۀ انتشار با [۵٠] نیوستاد توسط α-باز مجموعه های معرفی
مجدداً بود) نامیده β-مجموعه (که را نیم باز مجموعه های خود مقالۀ در نبود، آگاه لوین پژوهش های از که
اینکه و است نیم باز مجموعه ای نیم باز، مجموعۀ تعداد هر اجتماع که کرد ثابت لوین همچون و کرد تعریف
نوشت. چگال مجموعۀ هیچ جا یک و باز مجموعۀ یک از اجتماعی به صورت می توان را نیم باز مجموعۀ هر
α-توپولوژی ها بر را خود توجۀ بیشترِ لوین می داد، تشکیل را مقاله از ناچیز بخشی که شباهت ها این بجز
یک تشکیل می نامید) α-مجموعه را آنها (که α-باز مجموعه های خانوادۀ که داد نشان و کرد متمرکز
همان آن، α-باز مجموعه های خانوادۀ که را توپولوژی ای او می دهند. اولیه توپولوژی از ظریف تر توپولوژی

که کرد ثابت و نامگذاری α-توپولوژی است، اولیه توپولوژی
می کنند؛ مشخص را آن α-باز مجموعه های توپولوژیک فضای یک در نیم باز مجموعه های (الف)

توپولوژی از (ظریف تر توپولوژی یک تشکیل توپولوژیک فضای یک در α-باز مجموعه های (ب)
می دهند؛ اولیه)

مجموعۀ یک و باز مجموعۀ یک تفاضل به صورت اگر تنها و اگر است α-باز مجموعه یک (پ)
شود. نوشته چگال هیچ جا

تعمیمی واقع در که نامید ١ کراندار مینیمال به طور باشند، نیم باز دو هر متمم اش و خود که را مجموعه ای او
همچنین او است. معادل منظم باز مفهوم با مفهوم این باز مجموعۀ یک برای زیرا است، منظم مفهوم از

می کند: یادآور [٣۴] کَمپیستی مقالۀ از را شبه پیوستگی تعریف
V ∈ τ هر ،x ∈ X هر برای اگر گوییم شبه پیوسته را f : (X, τ) → (Y, σ) «تابع
V در مشمول W ∈ τ مانند ناتهی مجموعه ای ،f(x) شامل U ∈ σ هر و x شامل

«.f(W ) ⊆ U که باشد داشته وجود
-β یک باز، مجموعۀ هر وارون تصویر اگر تنها و اگر است شبه پیوسته تابع، یک که می شود متذکر سپس
گفت می توان پس است. لوین نیم پیوستگی تعریف همان دقیقاً که باشد نیم باز) مجموعۀ (یعنی مجموعه
ابداع شبه پیوستگی مفهوم اساس بر نیوستاد، و لوین از قبل سال ٣٠ را نیم پیوسته تابع های کَمپیستی که

بود. کرده
و کردند بررسی را نیم پیوستگی مفهوم و نیم باز مجموعه های هم، از مستقل نیوستاد و لوین هرچند
زودتر سال ٢ نتایجش انتشار انداخت، زبان ها سر بر را لوین نام آنچه گرفتند، نتیجه را مشابه ویژگی هایی
١minimally bounded
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ساختارهای سایر در نیم باز مجموعه های جایگزینی برای تلاش و نیم باز مجموعه های بر تمرکز نیوستاد، از
مقاله، این در او است. ١٩٧٠ سال به [٣٧] مقالۀ به مربوط لوین٢ شهرت از دیگر بخشی بود.١ توپولوژی
او بسته. مجموعه های طریق از بار این ولی گشود تعمیم یافته بازِ مجموعه های از تازه  دنیایی به روی را در
درصدد بود، آورده به دست را باز مجموعه های از بزرگتر خانواده ای آن، در که [٣۵] قبلی اش مقالۀ به عکس

دهد. گسترش را توپولوژیک فضای یک در بسته مجموعه های خانوادۀ بار این تا برآمد

(به اختصار تعمیم یافته بستۀ Xرا توپولوژیک فضای یک Aاز زیرمجموعۀ تعمیم یافته). (بستۀ ٣ . ٢ تعریف
باشد. نیز c(A) حاوی ،A حاوی باز مجموعۀ هر اگر گوییم g-بسته)

ناتهی بستۀ مجموعۀ هیچ شامل c(A)− A اگر تنها و اگر است g-بسته مجموعه ای A که کرد ثابت او
نسبت g-بسته مجموعه های خانوادۀ توپولوژیک، فضای یک در بسته مجموعه های خانوادۀ برخلافِ نباشد.

اما نیست. بسته متناهی اشتراک به
است؛ g-بسته مجموعه ای g-بسته، مجموعۀ یک و بسته مجموعۀ یک اشتراک (الف)

است؛ g-بسته مجموعه ای g-بسته، مجموعۀ دو اجتماع (ب)
مجموعه ای بگیرد، قرار c(B) و B مانند g-بسته مجموعۀ یک بین که X از زیرمجموعه هر (پ)

بود؛٣ خواهد g-بسته
است؛۴ g-بسته مجموعه ای منتظم، فضای یک از فشرده زیرمجموعۀ هر (ت)

است؛ g-بسته مجموعۀ یک مجموعه، آن شامل X زیرفضای هر در g-بسته مجموعۀ هر (ث)
g-بسته دیگری و بسته یکی که را هم از جدا مجموعۀ دو نرمال، توپولوژیک فضای یک در (ج)
مجموعۀ دو برای مطلب این ولی کرد. جدا هم از مجزا، باز مجموعۀ دو با می توان باشد،

نیست؛ درست لزوماً g-بسته
است؛ g-بسته مجموعه ای پیوسته، و بسته تابع یک تحت g-بسته مجموعۀ هر تصویر (چ)

است. g-بسته مجموعه ای حاصل ضربی، فضای در g-بسته مجموعۀ تعداد هر حاصل ضرب (ح)
یک مثال، برای برخوردارند. بسته مجموعه های شبیه ویژگی هایی از g-بسته مجموعه های که داد نشان لوین
(لیندلوف، فشرده نرمال)، و پیرافشرده فشرده، شمارا (لیندلوف، فشرده فضای یک از g-بسته زیرمجموعۀ
یک آن متمم که می داند مجموعه ای را g-باز مجموعۀ او بود. خواهد نرمال) و پیرافشرده فشرده، شمارا

کند: بررسی را آنها ویژگی های تا می کند سعی سپس باشد. g-بسته مجموعۀ
گرفت. نادیده نباید نیز را American Mathematical Monthly مجلۀ شهرت ١هرچند

است. بزرگ توپولوژی دان یک خود لوین وگرنه تعمیم یافته! توپولوژی های ٢در
برخوردارند! همبند مجموعه های معروف ویژگی همان از او نیم بازهای همچون لوین تعمیم یافتۀ بستۀ مجموعه های ٣بنابراین

است. بسته نرمال، فضای یک از فشرده زیرمجموعۀ هر که است این توپولوژیک فضاهای در ویژگی این ۴مشابه



١١٧ کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١١٧توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١١٧توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته توپولوژی 
باشد؛ g-باز ،c(A)−A مجموعۀ اگر تنها و اگر است g-بسته مجموعۀ A (خ)

i(A) از زیرمجموعه ای ،A از بسته زیرمجموعۀ هر اگر تنها و اگر است g-باز مجموعه ای A (د)
باشد؛ نیز

است؛ g-باز مجموعه ای شده، جدا هم از g-باز مجموعۀ دو اجتماع (ذ)
است؛ g-باز بگیرد، قرار i(A) و A مانند g-باز مجموعۀ یک بین که X از زیرمجموعه هر (ر)

است. g-باز حاصل ضربی فضای در g-باز، مجموعۀ دو حاصل ضرب (ز)
است. g-بسته بسته، مجموعۀ هر و g-باز باز، مجموعۀ هر توپولوژیک، فضای یک در که است روشن
است بسته A مانند g-بسته مجموعۀ یک که کرد ثابت لوین نیست. صادق لزوماً مطلب این عکس ولی
فضای است، بسته g-بسته، مجموعۀ هر آن در که را فضایی او باشد. بسته c(A) − A اگر تنها و اگر
اصل یعنی است؛ معنادار کاملا جداسازی، اصل این برای رفته به کار نماد که داد نشان و نامید١ T١/٢
این را متقارن فضاهای به نام دیگری جداسازی اصل همچنین او می گیرد. قرار T١ و T٠ بین اکیداً T١/٢
اصل این که کرد ثابت و «y ∈ c(x) آن گاه ،x ∈ c(y) اگر y و x نقطۀ دو هر «برای کرد: معرفی  چنین
معادل T١ اصل با شود، همراه T٠ با اگر است؛ معادل تک عضوی مجموعه های بودنِ g-بسته با جدید،

معادل اند.٢ هم با همگی T١ و T١/٢ ،T٠ اصل های متقارن، فضاهای در اینکه دیگر و بود؛ خواهد
دیگری مشابه انواع و شد پیگیری سایرین توسط تعمیم یافته، بستۀ مجموعه های مورد در لوین کارهای

نهادند: وجود عرصۀ به پا

را Aاین صورت در باشد. آن از زیرمجموعه ای A و توپولوژیک فضای یک X کنیم فرض .٣ . ٣ تعریف
حاوی ،A حاوی نیم باز مجموعۀ هر اگر گوییم sg-بسته) (به اختصار تعمیم یافته نیم بستۀ (الف)

[۶]؛ باشد نیز cσ(A)
cσ(A) حاوی ،A حاوی باز مجموعۀ هر اگر گوییم gs-بسته) (به اختصار نیم بسته تعمیم یافتۀ (ب)

[۴]؛ باشد نیز
حاوی ،A حاوی α-باز مجموعۀ هر اگر گوییم gα-بسته) (به اختصار α-بسته تعمیم یافتۀ (پ)

[۴٣]؛ باشد نیز cα(A)
cα(A)حاوی ،Aحاوی باز مجموعۀ هر اگر گوییم αg-بسته) (به اختصار تعمیم یافته α-بستۀ (ت)

[۴٢]؛ باشد نیز
تک عضویِ مجموعۀ هر اگر تنها و اگر T١/٢است فضا یک آورد: به دست فضاهایی چنین برای زیباتر توصیفی [٢۴] دونهام ١بعدها

باشد. بسته یا باز آن،
معادل هم با T١ و T٠ اصل دو باشند، بسته تک عضوی  مجموعه های اگر می افتد: توپولوژیک فضای هر در که اتفاقی همان ٢شبیه

هستند.
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حاوی ،A حاوی باز مجموعۀ هر اگر گوییم gβ-بسته) (به اختصار β-بسته  تعمیم یافتۀ (ث)
.[٢٢] باشد نیز cβ(A)

(به ترتیب، sg-بسته آن متمم که است مجموعه ای gβ-باز) gα-باز، gs-باز، (به ترتیب، sg-باز مجموعۀ
باشد. gβ-بسته) gα-بسته، gs-بسته،

می توانید نمونه، برای که گرفتند قرار بررسی مورد تعمیم یافته بستۀ مجموعه های انواع میان پیوند همچنین
به جای نیم باز مجموعه های جایگزینی با پیوستگی مفهوم تعمیم در لوین کار کنید. رجوع [٢٣] و [٩] به

شد: توپولوژی دانان دیگر برای سرمشقی باز، مجموعه های
را f باشد. Y و X توپولوژیک فضای دو بین تابعی f کنیم فرض .۴ . ٣ تعریف

[۴۶]؛ باشد پیش بسته بسته، مجموعۀ هر وارون تصویر اگر گوییم پیش پیوسته (الف)
[۵]؛ باشد g-بسته بسته، مجموعۀ هر وارون تصویر اگر گوییم g-پیوسته (ب)

[۴٨]؛ باشد α-بسته بسته، مجموعۀ هر وارون تصویر اگر گوییم α-پیوسته (پ)
[١۶]؛ باشد β-بسته بسته، مجموعۀ هر وارون تصویر اگر گوییم β-پیوسته (ت)

.[١٩] باشد αg-بسته بسته، مجموعۀ هر وارون تصویر اگر گوییم αg-پیوسته (ث)
تعمیم یافته بستۀ و تعمیم یافته باز مجموعه های به تا برانگیخت را زیادی توپولوژی دانان لوین، مقاله های
زیاد خیلی داشته اند، دستی زمینه این در که ریاضیدانانی تعداد و نگارش یافته مقالات حجم آورند. روی
مسیری در تعمیم یافته، بستۀ و تعمیم یافته باز مجموعه های جدید ویژگی های بررسی بعد، سال ٢٧ تا است.
اشاره موارد این به می توان ویژگی ها این مهم ترین جمله از یافت. ادامه بود، کرده پایه گذاری را آن لوین که
اگر تنها و اگر است α-باز مجموعه یک (ب) است؛ نیم باز مجموعۀ یک α-باز، مجموعۀ هر (الف) کرد:

.[٢١] است نیم-پیش باز مجموعۀ یک β-باز، مجموعۀ هر (پ) [۵١]؛ باشد پیش باز هم و نیم باز هم
بستۀ و تعمیم یافته باز مجموعه های به مربوط مطالب چاپ پذیرای ریاضی، مجله های از زیادی تعداد
مقاله های پراکندگی و تنوع کرد. اشاره هانگاریکا١ متمتیکا اکتا به می توان جمله آن از که شدند تعمیم یافته
ببخشد. نظم گوناگونی ها این به تا داشت آن بر بود، مجله این سردبیر که را چاسار زمینه، این در نگارش یافته

:[١٣] کرد معرفی را γ-باز مجموعۀ به نام كلی تر مفهومی ١٩٩٧ سال در او
را γ : P(X) → P(X) تابع .([١٣]) ۵ . ٣ تعریف

اگر X از B و A زیرمجموعۀ دو هر برای که صورتی در گوییم ([١١] عمل یک (یا یکنوا (الف)
Γ(X) با را P(X) روی یکنوا تابع های همۀ مجموعۀ .γ(A) ⊆ γ(B) آن گاه ،A ⊆ B

می دهیم؛ نمایش (Γ با (به اختصار
١Acta Mathematica Hungarica



١١٩ کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١١٩توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١١٩توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته توپولوژی 
γ(γ(A))؛ = γ(A) باشیم داشته A ⊆ X هر برای اگر گوییم خودتوان (ب)

.(γ(A) ⊆ A)A ⊆ γ(A) باشیم Aداشته ⊆ X هر برای اگر گوییم (٢ (کاهشی افزایشی١ (پ)
می شود. نامیده پوش باشد، نیز خودتوان اگر و ضعیف٣ پوش یک باشد، افزایشی و یکنوا که تابعی

γ-باز را P(X) از A زیرمجموعۀ .γ ∈ Γ(X) کنیم فرض .([١٣] γ-بسته، و (γ-باز ۶ . ٣ تعریف
باشد. γ-باز مجموعه ای X −B اگر می نامیم γ-بسته را B همچنین .A ⊆ γ(A) اگر گوییم

است بسته دلخواه اجتماع به نسبت γ-باز، مجموعه های خانوادۀ که شد متوجه لوین همچون چاسار
به طور بنابراین است. γ-بسته نیز γ-بسته مجموعه های از اشتراک هر بنابراین و ([١٣] از ١.١ (گزارۀ
با متناظر بستار و درون او افتاد. γ-باز مجموعه های اساس بر بستار و درون تعریفِ فکرِ به طبیعی

شود. شامل هم را قبلی تعریف های که کرد تعریف به گونه ای را جدید مجموعه های خانوادۀ

.A ⊆ X و γ ∈ Γ(X) کنیم فرض .([١٣] γ-درون، و (γ-بستار ٣ . ٧ تعریف
می دهیم. نمایش iγA با و می نامیم A γ-درون را A γ-باز زیرمجموعه های همۀ اجتماع (الف)

است؛ A γ-باز زیرمجموعۀ بزرگترین iγA
نمایش cγA با و می نامیم A γ-بستار را A حاوی γ-بستۀ مجموعه های همۀ اشتراک (ب)

می دهیم.

که است مجموعه ای γ-بسته) (به ترتیب، γ-باز مجموعۀ توپولوژیک، فضاهای شبیه که داد نشان او
(به ترتیب، γ = ci گرفتن نظر در با که شد متوجه و باشد برابر γ-بستارش) (به ترتیب، γ-درونش با
و α-باز پیش باز، (به ترتیب، نیم باز مجموعۀ مفهوم به ،۶ . ٣ تعریف در (γ = cic و γ = ici ،γ = ic

همچنین او رسید. خواهیم ٣ . ١ تعریف در β-بسته) و α-بسته پیش بسته، (به ترتیب، نیم-بسته و β-باز)
γ بود کافی زیرا ،[۴٠] آورد γ-باز مجموعه های لوایِ زیر را باز ضعیف به طور مجموعه های خانوادۀ توانست
به طور و β-بسته α-بسته، پیش بسته، نیم بسته، مجموعه های این رو از شود. اختیار γ = ccii به صورت
بود. همان طور نخواهند مناسب، γ یک به ازای γ-بسته مجموعه های خانوادۀ جز چیزی بسته، ضعیف
تعمیم یافته پیوستگی های و بازها از بعضی برای را کار همین همکارانش و مشهور۴ گفتیم، ٢ بخش در که
بیشتری تعداد و کرد بسنده شرایط کمترین به که بود این کرد ممتاز را چاسار کار آنچه اما بودند. داده انجام
توپولوژیک، فضای هر در که کرد ثابت همچنین کرد. متّحد یکسان، قالب یک در را پیوستگی ها و بازها از
،ii = i هستند، فضا بستۀ مجموعه های و باز مجموعه های همان به ترتیب، i-بسته و i-باز مجموعه های
نگاشت های از یکی با نوع، این از حاصل ضرب هر پس .cici = ci و icic = ic اینکه دیگر و ci = c

١enlarging ٢restricting ٣weak envelope ۴A. S. Mashhour
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توپولوژیک، فضاهای در γ-بازها بررسی به مقاله همان در شد. خواهد برابر ici یا cic ،ci ،ic ،c ،i
X توپولوژیک زیرفضای یک X٠ اگر که داد نشان و پرداخت زیرفضاها در γ-بازها و γ-بازها اشتراک
c٠ بستار عملگر آن گاه کنیم، تعریف γ̂(A) = γ(A) ∩X٠ به صورت را γ̂ عملگر و A ⊆ X٠ باشد،
حاصل ٣ . ٧ تعریف در γ̂ جایگزینی با که ĉ عملگر با آید، می به دست X٠ زیرفضای به c تحدید از که

نیست. صادق لزوماً درون عملگر برای مطلب این ولی است یکسان می شود،
واقع در داشت. نیز دیگر سودی دلخواه، اجتماع به نسبت γ-باز مجموعه های خانوادۀ بودنِ بسته
ریاضیات در مفهومی چنین تعریف لزوم و بود آگاه کردیم، اشاره آن به ٢ بخش در که تاریخی پیشینۀ از چاسار
γ-باز مجموعه های خانوادۀ بودنِ بسته می کند، ذکر [١۵] مقدمۀ در که همان طور ولی می کرد. احساس را
فضاهای معرفی به ٢٠٠٢ سال در را او است، γ-باز نیز تهی مجموعۀ اینکه و دلخواه اجتماع به نسبت

.[١۵] ساخت رهنمون تعمیم یافته توپولوژیک

چاسار از پس تاریخی: سیر .۴
است، بوده اخیر سال های در عمومی توپولوژی در توجه قابل پیشرفت های از یکی که چاسار کشف
از µ مانند زیرخانواده ای را تعمیم یافته توپولوژی چاسار گرفت. قرار توپولوژی دانان توجه مورد زود خیلی

باشد: بسته دلخواه، اجتماع به نسبت و تهی مجموعۀ شامل که کرد تعریف P(X)

از µ زیرخانوادۀ باشد.١ مجموعه یک X کنیم فرض .([١۵] تعمیم یافته، توپولوژیک (فضای ١ . ۴ تعریف
اگر می نامیم X روی تعمیم یافته توپولوژی یک را P(X)

باشد؛ ∅ شامل µ (الف)
باشد. µ از عضوی ،µ اعضای از دلخواه خانوادۀ هر اجتماع (ب)

فضای یک (به اختصار، تعمیم یافته توپولوژیک فضای یک را µ تعمیم یافتۀ توپولوژی به همراه X مجموعۀ
می دهیم. نمایش (X,µ) با را آن و می نامیم تعمیم یافته)

زیرمجموعۀ یک (بستار) درون نامید. µ-بسته مجموعۀ را آن متمم و µ-باز مجموعۀ را µ عضو هر او
µ-باز زیرمجموعه های همۀ (اشتراک) اجتماع کرد: تعریف توپولوژیک فضاهای مشابه نیز Xرا از دلخواه
آنها باشند، متمایز توپولوژیک بستار و درون از اینکه برای اما مجموعه. آن حاوی) µ-بستۀ (مجموعه های
تعمیم یافته توپولوژی هر که کرد ثابت او داد. نمایش cµ و iµ با به ترتیب، و نامید µ-بستار و µ-درون را
برای دیگر، عبارت به کرد. تصور γ-باز مجموعه های خانوادۀ مناسب، γ ∈ Γ یک به ازای می توان، را
γ-باز مجموعه های همۀ خانوادۀ با برابر µ که دارد وجود γ ∈ Γ یکنوای تابع ،µ تعمیم یافتۀ توپولوژی هر

غیره. و باشد زیرفضا زیرفضاها، اشتراک تا می کنیم خودداری X ̸= ∅ شرط دادن قرار از [۴١] ١همانند



١٢١ کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١٢١توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته ١٢١توپولوژی  کجاست؟ آن منشأ و چیست تعمیم یافته توپولوژی 
واقع در Aبگیریم. باز µ-زیرمجموعه های همۀ اجتماع را γ(A) است کافی ،A مجموعۀ هر برای است:
خانوادۀ از خاص حالتی واقع در µ-باز مجموعه های خانوادۀ این رو از نیست. iµ درون عملگر جز چیزی γ

است. γ-باز مجموعه های
کرد: ارائه تعمیم یافته باز مجموعه های اساس بر پیوستگی از تعریفی همچنین

تابع باشند. تعمیم یافته توپولوژیک فضای دو (X ′, µ′) و (X,µ) کنیم فرض .([١۵]) ٢ . ۴ تعریف
.f−١(U) ∈ µ باشیم داشته U ∈ µ′ هر برای اگر گوییم ,µ)-پیوسته µ′) را f : X → X ′

می توان ،٢ . ۴ تعریف با آن گاه باشند، توپولوژیک فضای دو (X ′, τ ′) و (X, τ) اگر که داد نشان به علاوه
بین پیوستگی همان ,τ)-پیوستگی، τ ′) که صورت این به گنجانید واحد قالبی در را پیوستگی ها انواع
همان ,π(τ))-پیوستگی، τ ′) نیم پیوستگی؛ همان ,σ(τ))-پیوستگی، τ ′) است؛ توپولوژیک فضاهای

ببینید). را ۴ . ٣ (تعریف است β-پیوستگی همان ,β(τ))-پیوستگی، τ ′) و پیش پیوستگی؛
فضاهای شناخت اساس باید نقطه یک همسایگی های دستگاه های توپولوژی، همانند که می دانست او

باشند: تعمیم یافته
هر برای که ویژگی این با باشد تابعی ψ : X → P(P(X)) کنیم فرض .([١۵]) ٣ . ۴ تعریف
دستگاه را ψ و x تعمیم یافتۀ همسایگی یک را V ∈ ψ(x) این صورت در .V ∈ ψ(x) ،x ∈ V

X روی تعمیم یافته همسایگی های دستگاه های همۀ مجموعۀ می نامیم. X روی تعمیم یافته همسایگی های
می دهیم. نمایش Ψ(X) با را

ساخت g = gψ تعمیم یافتۀ توپولوژی یک می توان ،ψ تعمیم یافتۀ همسایگی دستگاه هر داشتن دست در با
می کنند: صدق زیر شرط در که است X از G مانند زیرمجموعه هایی از متشکل gψ .[١۵]

∀x ∈ G ∃V ∈ ψ(x) : V ⊆ G

V ∈ ψg(x) آورد: به دست ψ = ψg همسایگی دستگاه یک می توان نیز g تعمیم یافتۀ توپولوژی هر از و
.gψg = g که است گونه ای به ψ = ψg .x ∈ V ∈ g اگر تنها و اگر

درآورد، تعمیم یافته پیوستگی های قالب در را پیوستگی ها از دیگری انواع بتواند اینکه برای چاسار
کند: ارائه تعمیم یافته همسایگی های دستگاه اساس بر را پیوستگی تعریف شد ناگزیر

و ψ ∈ Ψ(X) باشند، تعمیم یافته فضای دو (X ′, µ′) و (X,µ) کنیم فرض .([١۵]) ۴ . ۴ تعریف
هر و x ∈ X هر به ازای اگر گوییم (′ψ,ψ)-پیوسته را f : X → X ′ تابع .ψ′ ∈ Ψ(X ′)

.f(V ) ⊆ V ′ که به طوری باشد داشته وجود V ∈ ψ(x) مجموعۀ V ′ ∈ ψ′(f(x))

است: ,g)-پیوستگی g′) از کلی تر (′ψ,ψ)-پیوستگی که داد ψgنشان و gψ ابزار دو از استفاده با چاسار
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است. ,gψ)-پیوسته gψ′) (′ψ,ψ)-پیوسته، تابع هر .([١۵]) ۵ . ۴ قضیه
برحسب آن گاه باشد، پیوسته تعمیم یافته، همسایگی دستگاه دو برحسب تابعی اگر که می گوید ۵ . ۴ قضیۀ
عکس است ممکن که داد نشان چاسار است. پیوسته نیز آنها توسط شده تولید تعمیم یافتۀ توپولوژی های

این، وجود با نباشد. برقرار ۵ . ۴ قضیۀ
داشته وجود g′ تعمیم یافتۀ توپولوژی یک و باشد ,gψ)-پیوسته gψ′) تابعی f اگر .([١۵]) ۶ . ۴ قضیه

بود. خواهد نیز (′ψ,ψ)-پیوسته ،f آن گاه ،ψ′ = ψg′ که به طوری باشد
جز چیزی ψτ)-پیوستگی، , ψτ ′) آن گاه باشند، توپولوژیک فضای دو (X ′, τ ′) و (X, τ) اگر همچنین
باز مجموعه های اساس بر پیوستگی که داد نشان او بود. نخواهد توپولوژیک فضاهای بین پیوستگی
برای قبلا که را پیوستگی  گوناگون مفاهیم همۀ تعمیم یافته، همسایگی های دستگاه اساس بر و تعمیم یافته

می گیرد. دربر ،(۴ . ٣ (تعریف شده اند تعریف توپولوژیک فضاهای
بازهای انواع به بخشیدن نظم جز چیزی تعمیم یافته، فضاهای ابداع از چاسار اصلی هدف بی شک
دست در جدید فضایی اکنون او اما نبود. توپولوژیک، فضاهای در تعمیم یافته پیوستگی های و تعمیم یافته
برای توپولوژی، قضیه های و مفاهیم از بسیاری می کرد. رفتار توپولوژیک فضاهای مانند کم وبیش که داشت
تعمیم یافته باز مجموعۀ مفهوم بتوان که نبود ذهن از دور بنابراین بود. بررسی قابل نیز تعمیم یافته فضاهای
تعریف توپولوژیک فضاهای برای که را تعمیم یافته پیوستگی و β-باز) و α-باز پیش باز، نیم باز، (مانند

گرفت: انجام چاسار خودِ توسط کار این کرد. بررسی نیز تعمیم یافته فضاهای برای می شوند،
فضای یک (X,µ) کنیم فرض .([١۴] تعمیم یافته، فضاهای در تعمیم یافته باز (مجموعه های ٧ . ۴ تعریف
A زیرمجموعۀ باشند. فضا این در بستار و درون عملگرهای نشان دهندۀ به ترتیب، cµ و iµ و تعمیم یافته

را X از
A؛ ⊆ cµiµ(A) اگر گوییم µ-نیم باز (الف)

A؛ ⊆ iµcµ(A) اگر گوییم µ-پیش باز (ب)
A؛ ⊆ iµcµiµ(A) اگر گوییم α-µ-باز (پ)

A؛ ⊆ cµiµcµ(A) اگر گوییم β-µ-باز (ت)
A؛ ⊆ cµiµ(A) ∪ iµcµ(A) اگر گوییم ζ-µ-باز (ث)

A؛ ⊆ cπ(µ)iπ(µ)(A) اگر گوییم ρ-µ-باز (ج)
.A ⊆ cπ(µ)iπ(µ)cπ(µ)(A) اگر گوییم ν-µ-باز (چ)

-µ α-µ-باز، µ-پیش باز، (به ترتیب، µ-نیم باز مجموعه های همۀ خانوادۀ که داد نشان سپس چاسار
تعمیم یافتۀ فضای یک تشکیل (X,µ) تعمیم یافتۀ فضای در ν-µ-باز) و ρ-µ-باز ζ-µ-باز، β-باز،
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(ν(µ) و ρ(µ) ،ζ(µ) ،β(µ) ،α(µ) ،π(µ) (به ترتیب، σ(µ) با را آنها که می دهد (X,µ) روی دیگر
آنها دوتایی ترکیب های و داد نشان ν و ρ ،ζ ،β ،α ،π ،σ با به  اختصار را بالا مجموعه های او داد. نمایش
بود خواهد همین ها از یکی مجموعه ها، این دوتایی ترکیب های کلیۀ که کرد ثابت و داد قرار بررسی مورد را
-(µ, ν) مفهوم بعدها کرد، معرفی µ-باز مجموعه های از پیش را γ-باز مجموعه های هرچند او .[١۴]

داد: تعمیم ,γ)-پیوستگی γ′) کلی ترِ حالت به را پیوستگی
این صورت در .γ′ ∈ Γ(X ′) و γ ∈ Γ(X) کنیم فرض .([١٢] ,γ)-پیوستگی، γ′)) ٨ . ۴ تعریف
مجموعه ای f−١(A′) ،A′ ′γ-باز مجموعۀ هر برای اگر گوییم ,γ)-پیوسته γ′) را f : X → X ′ تابع

باشد. γ-باز
(X, τ) اگر واقع در کند. متحد را پیوستگی تعریف های از دیگر شماری توانست چاسار تعریف، این با
-(π(τ), π(τ ′)) ,σ(τ))-پیوسته، σ(τ ′)) تابع های آن گاه باشند، توپولوژیک فضای دو (X ′, τ ′) و
β-غیرقاطع و غیرقاطع پیش غیرقاطع١، تابع های جز چیزی به ترتیب ,β(τ))-پیوسته، β(τ ′)) پیوسته،

نیستند. [٣٢]
مشترک ویژگی های مشاهدۀ با بود، موجود مفاهیم به بخشیدن کلیت و تعمیم دنبال به همواره که چاسار
و توپولوژی ها ،([۴۴] باشند X خود و تهی شامل که P(X) از (زیرخانواده هایی مینیمال ساختارهای
زیرمجموعۀ یک در را آنها مشترک اولیۀ ویژگی های بتوان شاید که افتاد فکر این به تعمیم یافته، توپولوژی های
یک او، تعریف طبق .[١٨] افتاد ضعیف ساختارهای ابداع فکر به این رو از گردآورد. P(X) از دلخواه
عضو هر او باشد.٢ ∅ شامل فقط که است P(X) از ν مانند زیرخانواده ای ،X روی ضعیف ساختار
اساس بر تعمیم یافته باز مجموعه های و بستار درون، تعریف به و نامید ν-بسته را آن متمم و ν-باز را ν
[١۶ ،١۴] در آن از پیش او البته گرفت. نتیجه را ساختارهایی چنین اولیۀ ویژگی های و زد دست آن
یک λ با تا کرد سعی [١۶] در و بود آزموده P(X) از λ دلخواه زیرخانوادۀ یک با را خود شانس نیز
جداسازی اصول همانجا، در کند. تعریف پوش آن اساس بر را بسته و باز مجموعه های و بسازد پوش
فرض پرداخت: λ اساس بر بستار و درون معرفی به [١۴] در سپس کرد. تعریف λ اساس بر نیز را
.A ⊆ X و باشد λ عضوهای متمم های از متشکل خانوادۀ µ و P(X) از زیرخانواده یک λ کنیم
A زیرمجموعۀ که λ از عضوهایی همۀ اجتماع با است برابر می دهیم، نمایش iλ(A) با را آن که A درون
حاوی که µ از عضوهایی اشتراک می دهیم، نمایش cλ(A) نماد با را آن که A بستار همچنین هستند.
معروف رابطۀ همان نیز، P(X) از λ دلخواه زیرمجموعۀ یک با حتی که بود کرده ثابت او هستند. A
آن، از پس گرفته انجام پژوهش های است. برقرار بستار و درون بین cλ(A) = X − iλ(X − A)

است! بند ∅ به فقط که رسید چیزی به و داد تعمیم نیز را تعمیم یافته ها حتی او که گفت می توان ٢به شوخی
١irresolute
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و بازها (١) کرد: تقسیم اصلی حوزۀ چهار به می توان را تعمیم یافته بسته های و تعمیم یافته بازهای به راجع
مینیمال. ساختارهای و ضعیف ساختارهای (۴) µ-بازها؛ (٣) γ-بازها؛ (٢) لوین؛ تعمیم یافتۀ بسته های

تعمیم یافته توپولوژی از آگاهی لزوم .۵
سخت گیر و پیچیده خیلی عمل در دارند، که آسان گیری و ساده ظاهر برخلاف تعمیم یافته توپولوژی های
به ویژه و تعمیم یافته توپولوژی های حال، این با می دهند. نشان خود از متناقض و نامعلوم رفتاری هستند.
مجموعه های است. یافته علوم و ریاضی شاخه های سایر در کاربردهایی تعمیم یافته، باز مجموعه های
از استفاده با می دهند. قرار ما روی پیش را توپولوژیک فضاهای از جدید ویژگی هایی تعمیم یافته، بستۀ
و می آید به دست قبلی شناخته شدۀ فضاهای از جدید توصیف هایی گاهی تعمیم یافته، بستۀ مجموعه های
نیم منظم سازی١، توپولوژی و ناهمبند شدیداً فضاهای توصیف می شود. ساخته جدید کاملا اشیایی گاهی
کاربردهای از همگی جدید، پیوستگی های و جداسازی اصول زیرماکسیمال، فضاهای شبیه فضاهایی ایجاد
ریاضی دیگر شاخه های و مشبکه ها مانند ریاضی دیگر اشیای با نه تنها آنها است. توپولوژی ها گونه این
توپولوژی چون ابزارهایی با و گذاشته اند فراتر ریاضی مرزهای از را پا بلکه هستند، پیوند در جبرخطی مانند
اقتصاد، پزشکی، علوم محیط زیست، شیمی، رایانه، علوم در کم وبیش مجموعه ها٢ نَرم نظریۀ و دیجیتال
توپولوژی های رفتار دربارۀ بیشتر مطالعۀ برای می تواند خواننده می کشند. سرک اجتماعی، علوم و مهندسی

بخواند. را [٣٨ ،٢۵ ،٢٣ ،٩] مقاله های تعمیم یافته،
نمایند. سپاسگزاری سازنده شان نظرات برای مقاله داور(ان) از می دانند خود وظیفۀ نویسندگان سپاسگزاری:
کارشناسی و دکتری دوره های راهنمای استادان به ترتیب، که سوم و اول نویسندگان از است مایل دوم نویسندۀ همچنین

قدردانی کند. صمیمانه زحماتشان و حوصله به خاطر بوده اند، او ارشد
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