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بازی ها نظریۀ در جبری روش های
راستگو بنفشه و درویش زاده مهدی رضا

چکیده
سال ٧٠ طی نش تعادل وجود اثبات در رفته به  کار روش های بر مروری ضمن مقاله، این در
است بوده آن تعمیم های و براوئر ثابت نقطۀ قضیۀ روش ها، این محور که می دهیم نشان اخیر،
اثبات در جبری روش های از استفاده بر مبتنی که می پردازیم جدید روشی تبیین به سپس و
از استفاده پیشینۀ می گذراند، را خود طفولیت دوران هنوز روش این گرچه است. تعادل وجود
رویکرد یک نویدبخش روش، این که می دهد نشان ریاضی مسائل حل در جبری روش های

است. آینده در گسترده پژوهشی

سرآغاز .١
از یکی تردید بدون بوده ایم. گوناگون زمینه های در فراوانی علمی پیشرفت های شاهد بیستم قرن در
نش تعادل مفهوم آن، تارک بر که است بازی ها نظریۀ می کند، خودنمایی قرن این سرزمین در که قله هایی
از نیز بازی ها نظریۀ و دارد وجود اختلاف نظرهایی علم، از شاخه ای هر آغاز زمان مورد در گرچه می درخشد.
مشهور کتاب رشته، این سنگ  بنای که است این است همگان اتفاق مورد آنچه نیست، مستثنی قاعده این
توسط ١٩۴۴ سال در که است اقتصادی رفتارهای و بازی ها نظریۀ عنوان با فون نویمان-مورگنشترن١
همکارانه بازی های بر نظریه، این کاربردهای بر علاوه کتاب این تمرکز .[۴٠] شد منتشر پرینستون دانشگاه
الهام بخش همچنان کتاب این این، وجود با دارد. قرار مجموع-صفر بازی های و ساده بازی های به ویژه
همکارانه بازی های برای کتاب این در که پاسخی راهکار مفهوم است. بازی ها نظریۀ در جدید رویکردهایی
والد. بازی کاکوتانی؛ قضیۀ براوئر؛ ثابت نقطۀ قضیۀ نش؛ تعادل نامتناهی؛ غیرهمکارانۀ بازی های کلیدی. کلمات و عبارات

١von Neumann-Morgenstern

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٧ ©
١۴٩
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انتشار از پس دهه سه از بیش پایدار مجموعه های است. پایدار مجموعه های مفهوم است، شده پیشنهاد
مفهوم مانند پاسخ از دیگری مفاهیم ابداع به منجر و داشت قرار پژوهش ها توجه کانون در کتاب، این
نش۶ پاسخ و [۴۴] شاپلی۵ ارزش ،[۴٣] N-هسته۴ ،[١٨] K-هسته٣ ،[٢] چانه زنی٢ مجموعۀ هسته١،

شد. [٣٨]
کارهای اقتصادی، رفتارهای و بازی ها نظریۀ کتاب انتشار از بعد بازی ها نظریۀ در تحول مهم ترین
نش٨ تعادل مفهوم ابداع به می توان کارها این جملۀ از بود. غیرهمکارانه بازی های زمینۀ در نش٧ جان
اقتصاد، مانند انسانی علوم شاخه های از برخی در تحول زیربنای ابداع، این کرد. اشاره ١٩۵٠ دهۀ در
.[٣۶] شد مهندسی و فیزیک اعصاب، علوم زیست شناسی، آن، از فراتر حتی و اجتماعی علوم سیاست،
نظریۀ متخصصان از یکی و اقتصاددان مایرسون٩، راجر که است برخوردار اهمیتی چنان از تحول این
پیشرفت های از یکی غیرهمکارانه بازی های زمینۀ در نش «نظریۀ حاضر حال در که است معتقد بازی ها،
کرد.» مقایسه زیستی علوم در DNA دوگانۀ مارپیچ ساختار کشف با را آن باید و است بیستم قرن برجستۀ
بازی ها نظریۀ شد. نش جان به ١٩٩۴ سال اقتصاد نوبل جایزۀ اعطای به منجر تحولات این سرانجام،

ریاضیات در بازی ها نظریۀ جایگاه .١ جدول
بازیکن یک بازیکن چند

استاتیکی ریاضی بهینه سازی (استاتیکی) بازی ها نظریۀ
دینامیکی کنترل بهینه نظریۀ دیفرانسیلی) یا (دینامیکی بازی ها نظریۀ

یک با بازیکن یک تصمیم، نظریۀ در است. همکاری و رقابت ریاضی مدل واقع در و تصمیم نظریۀ تعمیم
به بهینه سازی نظریه های حقیقت، در کند. (کمینه) بیشینه را آن باید که دارد سروکار زیان) (یا سود تابع
به توجه با و داریم سروکار f : A → R مانند تابع یک با بهینه سازی در شده اند. تدوین منظور همین
فشردگی، مانند A مجموعۀ ویژگی های به توجه با نیز و ... و مشتق پذیری پیوستگی، مانند f ویژگی های
(چند هدف تابع چند با تابع، یک به جای اگر می پردازیم. تابع اکسترمم نقاط وجود بررسی به ،... و تحدب
حوزۀ وارد کنیم، اکسترمم را آنها همۀ بخواهیم و باشیم داشته سروکار fN ،. . . ،f٢ ،f١ مانند بازیکن)
منجر آنها بقیۀ اکسترمم سازی به لزوماً تابع ها، این از کدام هر اکسترمم سازی واقع در شده ایم. بازی ها نظریۀ
شرایط در یعنی شرایطی، چنین در لذا می کند. بدتر را آنها) از برخی (یا بقیه وضع عموماً بلکه نمی شود،
به پاسخ یعنی است؛ سؤال این به پاسخی واقع در نش تعادل کرد. تصمیم گیری بهینه به طور بتوان باید ستیز
حالت در یا استاتیکی حالت در می توان را بازیکن چند بین ستیز وضعیت متضاد. شرایط در تصمیم گیری
بازی های نظریۀ به دوم حالت و استاتیکی بازی های نظریۀ به اول حالت داد. قرار بررسی مورد دینامیکی
١core ٢bargaining set ٣kernel ۴nucleous ۵Shapley value ۶Nash solution ٧John Nash ٨Nash

equilibrium ٩Roger Myerson



١۵١ بازی ها نظریۀ در جبری ١۵١روش های بازی ها نظریۀ در جبری ١۵١روش های بازی ها نظریۀ در جبری روش های

به می توان را ریاضیات در بازی ها نظریۀ جایگاه ترتیب، این به می شود. منجر دیفرانسیلی یا دینامیکی
.[٧] داد نشان ١ جدول صورت

ولی نمی گذرد زیادی زمان علمی، رشته های دیگر با مقایسه در امروز، به تا بازی ها نظریۀ پیدایش از
رشته های در بهره برداری مورد وسعت این با کوتاه، عمر این در که است رشته ای تنها که گفت می توان به جرأت
روابط و سیاسی علوم تا ،[۴٠] است بازی ها نظریۀ تولد بستر که گرفته اقتصاد از است؛ گرفته قرار مختلف
مهندسی نیز و ژنتیک حوزۀ در بازی ها نظریۀ کاربرد به می توان همچنین اجتماعی. علوم و حقوق بین  الملل،
کرد. اشاره ... و سرنشین بدون هواپیماهای سازۀ طراحی مخابرات، و الکترونیک تأمین، زنجیرۀ مانند
است. (چندهدفه) چندمعیاره بهینه سازیِ بازی ها، نظریۀ موضوع اولا که است این کاربرد وسعتِ این دلیل
در پدیده ای هر زیرا نباشد، دیگری عوامل تأثیر تحت آن، بهینه سازی که ندارد وجود پدیده ای هیچ ثانیاً
محاسبه مورد عوامل، دیگر تأثیر به توجه با باید هدف، یک بهینه سازیِ لذا است. پدیده ها دیگر با اندرکنش
نظریۀ حوزۀ همان که می شویم ستیز حوزۀ یک وارد عملا پدیده هر بهینه سازیِ در به این ترتیب، گیرد. قرار
حال در نمایی رشد با گوناگون رشته های در بازی ها نظریۀ کاربرد که است دلیل همین به است. بازی ها
طفولیت دوران هنوز نظریه این اخیر، دهه های در بازی ها نظریۀ وسیع کاربردهای وجود با است. گسترش
اخیر، سال بیست در تا است شده باعث بازی ها نظریۀ فزایندۀ و روزافزون تأثیر می کند. سپری را خود
در که شوند جایزه این اخذ به موفق بازی ها نظریۀ گیریِ به کار به دلیل اقتصاد جایزۀ نوبل برندگان از بسیاری
جایزۀ نوبل برندگان روت٣ و شاپلی٢ ،٢٠١۴ سال اقتصاد نوبل جایزۀ برندۀ تیرل١ به می توان خصوص این
،٢٠٠۵ سال در شلینگ٧ و آومان۶ ،٢٠٠٧ سال در میرسون و ماسکین۵ و هورویچ۴ ،٢٠١٢ سال اقتصاد
١٩٩۴ سال در زِلتن١٢ و نش و هارسانی١١ ،١٩٩۵ سال در لوکاس١٠ ،١٩٩۶ سال در ویکری٩ و میرلیس٨

کرد. اشاره ... و
وجود اول، می شویم. مواجه چالش سه با کردیم، مدل بازی یک به صورت را پدیده یک آنکه از پس
تعادل یا نش تعادل مجموع-ناصفر١٣، غیرهمکارانۀ بازی های در پاسخ راهکار از منظور پاسخ: راهکار
البته شد؛ اشاره آنها به بخش آغاز در که است مفاهیمی از یکی همکارانه، بازی های در و است استکلبرگ١۴
در پاسخ راهکار وجود است. شده مطرح نیز پاسخ راهکار از دیگری مفاهیم و نیست مفاهیم آن به منحصر
پاسخ ها: راهکار پالایش دوم، است. بازیکنان همۀ برای بهینه تصمیم گیریِ یک وجود معنای به بازی، یک
راهکار کدام شرایط، این در نیست. یگانه عموماً پاسخ این باشد، پاسخ راهکار دارای بازی یک چنانچه
راهکارهای مجموعۀ روش هایی، طریق از باید سؤال این به دادن جواب برای کنیم؟ انتخاب باید را پاسخ
راهکار پالایش١۵ روش های روش هایی، چنین به برسیم. بهینه تصمیم یک به بتوانیم تا کنیم کوچکتر را پاسخ 
١Jean Tirole ٢Lloyd Stowell Shapley ٣Alvin E. Roth ۴Leonid Hurwicz ۵Eric Maskin ۶Robert

John Aumann ٧Thomas C. Schelling ٨James A. Mirrlees ٩William Vickrey ١٠Robert E. Lucas
١١John C. Harsanyi ١٢Reinhard Selten ١٣nonzero-sum ١۴Stackelberg equilibrium ١۵refinement
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بازی های در پاسخ راهکار برای مطرح شده مفاهیم به توجه با پاسخ: راهکار محاسبۀ سوم، گوییم. پاسخ
یک در عموماً تعریف، از استفاده با پاسخ راهکار محاسبۀ که است روشن کاملا غیرهمکارانه، و همکارانه
چندجمله ای زمان یک در بتوان تا آورد به دست را روش هایی باید لذا نیست. امکان پذیر چندجمله ای زمان
بازی های نظریۀ که است شده بازی ها نظریۀ در گرایشی به منجر ضرورت، همین رسید. پاسخ راهکار به
در را پاسخ راهکار بتوان آنها از استفاده با که است الگوریتم هایی یافتن آن، هدف و دارد نام الگوریتمی١

آورد. به دست چندجمله ای زمان یک

نش تعادل وجود اثبات روش های .٢
غیرهمکارانه بازی های در تعادل وجود اثبات برای تاکنون که می پردازیم روش هایی مرور به بخش، این در

گشود. خواهد آینده در جدیدتر روش های ابداع به سوی دریچه ای روش ها این مطالعۀ رفته اند. به  کار
مجموعۀ N آن، در که است ⟨N, (Ai)ni=١, (≥i)

n
i=١⟩ مانند سه تایی یک استراتژیک٢، بازی یک

و است iاُم بازیکن راهبرد های مجموعۀ Ai ،١ ≤ i ≤ n هر برای است، n تا ١ از طبیعی اعداد
است A =

∏n
i=١ Ai روی ترایایی و بازتابی کامل، دوتایی رابطۀ یک ،١ ≤ i ≤ n ، ≥i از منظور

رابطۀ به شرایطی تحت می توان را ≥i ارجحیت رابطۀ می دهد. نشان را iاُم بازیکن ارجحیت های که
مانند تابعی باشد، پیوسته ≥i و باشند همبند Aiها اگر مثال، برای کرد. منتقل حقیقی اعداد در متداول
است پیوسته و صعودی R در متداول رابطۀ و A روی ≥i رابطۀ به نسبت که دارد وجود ui : A → R
متناهی را فوق بازی می گوییم. iاُم بازیکن سود۴ تابع یا مطلوبیت٣ تابع را ui شرایطی، چنین در .[٢٢]
این ساماندهی برای و پاسخ راهکار وجود اثبات روش های بررسی به منظور باشند. متناهی Aiها اگر گوییم
پرداخته ایم غیرهمکارانه بازی های از تقسیم بندی یک به شکل، این در بگیرید. نظر در را ١ شکل روش ها،

غیرهمکارانه بازی های از تقسیم بندی یک .١ شکل
١algorithmic game theory ٢strategic game ٣utility function ۴payoff function



١۵٣ بازی ها نظریۀ در جبری ١۵٣روش های بازی ها نظریۀ در جبری ١۵٣روش های بازی ها نظریۀ در جبری روش های

موجود مقاله های به ،٢ شکل در رفته اند. به کار نش تعادل اثبات در که است تدبیرهایی تمایز بر مبتنی که
پرداخت. خواهیم مقاله ها این در رفته به کار تدبیرهای بیان به ادامه در که کرده ایم اشاره شاخه هر در

غیرهمکارانه بازی های در پاسخ راهکار وجود اثبات زمینۀ در مقاله ها تقسیم بندی .٢ شکل
غیرهمکارانه بازی های که می گوییم نش، تعادل وجود اثبات در رفته به کار تدبیر های به پرداختن از قبل
در زیادی اهمیت از متناهی، بازی های همانند ناپیوسته سود تابع با بازی های نیز و پیوسته سود تابع با
سؤال این است ممکن است، آشنا بازی ها نظریۀ با کمتر که خواننده ای برای واقع در برخوردارند. کاربردها
چگونه است، مواجه گزینه متناهی تعدادی با بازیکن یک عموماً عمل در اینکه به توجه با اولا که شود مطرح
سود تابع است ممکن چگونه بالا، فرض قبول با ثانیاً باشد. پیوستار یک بازیکن یک راهبرد است ممکن
ادامۀ از قبل باشد. ناپیوسته تابعی می شود، تعریف ∏n

i=١ Ai دکارتی حاصل ضرب روی که بازیکن یک
کاربردهای دارای متناهی غیرهمکارانۀ بازی های گرچه می پردازیم. سؤال ها این به پاسخگویی به مطلب،
پیوستار یک بازیکن هر محض راهبرد های مجموعۀ آنها در که غیرهمکارانه ای بازی های هستند، فراوانی
به یا مصرف کننده هر مصرف مجموعۀ به می توان مثال، برای برخوردارند. زیادی اهمیت از نیز است
و هستند ١ کالا فضای در پیوستار یک کدام هر که کرد اشاره اقتصاد یک در تولیدکننده هر تولید مجموعۀ
١commodity space
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را همگن کالای یک که بنگاه چند اگر همچنین .[٢٢] می آیند شمار به متناهی بعد با اقلیدسی فضای یک
یک که است R در بازه یک بازیکن هر راهبرد های آن گاه باشند، قیمت روی رقابت حال در می کنند، تولید
هستند. مهم کاربردها در نیز [۴۵] ناپیوسته سود تابع با غیرهمکارانه بازی های طرفی، از است. پیوستار

رقابت قیمت روی بنگاه ها آن، در که است چندجانبه انحصار مدل برتران١ مدل برتران). (بازی ٢ . ١ مثال
غیرهمکارانه بازی های چارچوب در ولی است بوده مطرح بازی ها نظریۀ تولد از قبل مدل این می کنند.
بازی این بازیکنان بنگاه، دو می کنیم. بیان بنگاه دو برای را مدل این ما می شود. مدل زیر به صورت
است. R در پیوستار یک که می دهد نسبت خود کالای به که است قیمتی بازیکن، هر راهبرد های هستند.
مشابه (به طور اول بازیکن سود تابع می دهیم. نشان p٢ و p١ با به ترتیب را دوم و اول بازیکن راهبرد های

است: زیر به صورت دوم) بازیکن

P١(p١, p٢) =


p١D(p١)− FC p١ < p٢
−FC p١ > p٢
١/٢p١D(p١)− FC p١ = p٢ > ٠
٠ p١ = ٠

کمتر قیمت که بنگاهی هر است. بازار (p١)Dتقاضای و تولید برای بنگاه هر ثابت هزینۀ FC آن، در که
تقسیم بخش دو به بازار باشد، یکسان بنگاه دو قیمت های اگر و کرد خواهد تأمین را بازار تقاضای بدهد،
تابع هایی است، اقتصاد در اساسی مدل یک که برتران مدل در سود تابع های که می کنیم مشاهده می شود.

هستند. ناپیوسته
و نامزد ٢ بازی این بازیکنان است: صورت این به انتخابات مدل .([۵] انتخابات، (بازی ٢ . ٢ مثال
که است موجود سیاست های همۀ مجموعۀ رأی دهنده ها، راهبرد های هستند. (k > ٢) رأی دهنده k
مجموعۀ نامزدها راهبرد های و می دهیم نمایش p با را آن و است اقلیدسی فضای یک فشردۀ زیرمجموعۀ
X = X١ ×X٢ با را آن و است p در باز زیرمجموعۀ یک بستار که است پذیرفتنی سیاست های همۀ
جمع برای نامزد دو است. او قبول مورد سیاستش که می دهد رأی نامزدی به رأی دهنده هر می دهیم. نمایش
اختصاص خود به را رأی ها کل نصف از بیش که نامزدی می کنند. رقابت هم با رأی دهندگان رأی های کردن
را −١ سود و است خورده شکست دیگر نامزد مقابل، در و می گیرد را +١ سود و است میدان پیروز دهد،
به صورت نامزد هر سود تابع می گیرند. را صفر سود نامزد دو هر شود، مساوی رأی ها تعداد اگر می گیرد.
از یکی که نیز بازی این است. u : p → R به صورت رأی دهنده هر سود تابع و π : X → [−١, ١]

است. برخوردار نامزدها برای ناپیوسته سود تابع های از می کند مدل را جوامع در پدیده ها مهم ترین
١Joseph Louis François Bertrand



١۵۵ بازی ها نظریۀ در جبری ١۵۵روش های بازی ها نظریۀ در جبری ١۵۵روش های بازی ها نظریۀ در جبری روش های

می گیریم. نظر در را والد بازی ناشمارای حالت سرانجام،

هستند نفر دو بازی این بازیکنان می شود: مدل این صورت به بازی این .([١٢] والد، (بازی ٢ . ٣ مثال
u٢(x, y) دوم بازیکن سود تابع و u١(x, y) اول بازیکن سود تابع است. R بازیکن هر راهبرد های و

می شوند: تعریف زیر به صورت که است

u١(x, y) = ١ − u٢(x, y) =


١ x > y

١/٢ x = y

٠ x < y

مشخص خروجی ها سپس می کنند. انتخاب را دلخواه حقیقی عدد دو مستقل، به طور بازیکن دو واقع در
مقابل، در و می آورد به دست را +١ سود و می شود پیروز باشد، گفته را بزرگتر عدد که شخصی و می شود
سود باشند، گفته را یکسانی عدد بازیکن دو هر اگر است. صفر او سود و می خورد شکست دیگر شخص
صدها گاهی و ده ها پروژه ای هر اجرای در می دانیم، که همان طور می کنند. تقسیم خود بین به تساوی را ١
بازی، این در که می کنیم مشاهده است. مناقصه ها این از مدلی واقع در والد بازی که می شود برگزار مناقصه

هستند. ناپیوسته سود، تابع های به علاوه و است پیوستار یک بازیکن هر راهبرد

مقالۀ متناهی، بازی های در نش تعادل وجود زمینۀ در مقاله مهم ترین متناهی. بازی های .٢ . ١
به کار تدبیر است. شده اثبات متناهی بازی هر در مخلوط تعادل یک وجود آن، در که است [٣۶] بنیادی
یک دارای لزوماً متناهی بازی یک واقع در است. براوئر ثابت نقطۀ قضیۀ از استفاده مقاله، این در رفته
نش تعادل فاقد است، ٢ جدول به صورت که سکه ها١ مسابقۀ بازی مثال، برای نیست. محض نش تعادل

است. محض
سکه ها مسابقۀ بازی .٢ جدول

شیر خط
شیر ١ -١
خط -١ ١

تابع های همۀ (مجموعۀ مخلوط راهبرد های فضای به محض، راهبرد های فضای توسعۀ با نش جان
مجموعۀ یک که است متناهی بعد با سادک٢ یک فضا این یافت. دست محض) راهبرد های روی احتمال
قضیۀ شرایط به را مسئله شرایط پاسخ٣، بهترین تابع تعریف با نش جان سرانجام، است. فشرده و محدب
١matching pennies game ٢simplex ٣best response function



راستگو بنفشه و زاده درویش مهدی رضا راستگو١۵۶ بنفشه و زاده درویش مهدی رضا راستگو١۵۶ بنفشه و زاده درویش مهدی رضا ١۵۶

دارد. وجود مخلوط نش تعادل یک که داد نشان قضیه، آن از استفاده با و کرد تبدیل براوئر ثابت نقطۀ
که می کنیم یادآوری

اقلیدسی فضای یک از محدب و فشرده زیرمجموعه ای S کنیم فرض .([١٠] براوئر، ثابت (نقطۀ ۴ . ٢ قضیه
یعنی است؛ ثابت نقطۀ یک دارای φ صورت این در باشد. پیوسته φ : S → S نگاشت و متناهی بعد

.x∗ = φ(x∗) که به طوری دارد وجود x∗ ∈ S مانند نقطه ای
مقاله هایی در شده استفاده تدبیر های محور پیوسته. سود تابع با ناشمارا و نامتناهی بازی های .٢ . ٢
عبارت به است. نامتناهی حالت به قبل بند در نش روش تعمیم پرداخته اند، بازی ها از دسته این به که
راهکار وجود مسئلۀ براوئر، ثابت نقطۀ قضیۀ از تعمیمی با تا است شده تلاش مقاله ها این همۀ در دیگر،
محض راهبرد های بازی ها، از دسته این در بکنند. تابع یک برای ثابت نقطۀ وجود مسئلۀ به تبدیل را پاسخ
یک لزوماً مخلوط راهبرد فضای بنابراین است. پیوستار یک بلکه متناهی، مجموعۀ یک نه بازیکن، هر
برخی لذا کرد. استفاده نمی توان براوئر ثابت نقطۀ قضیۀ از حالت، این در نتیجه در و نیست فشرده مجموعۀ
دیگر، برخی و پرداخته اند براوئر ثابت نقطۀ قضیۀ تعمیم به مسئله، ویژگی های به توجه با نویسندگان از
اما پرداخته اند. ثابت نقطۀ قضیه های از استفاده به بازی ها، از دنباله ای با نظر مورد بازی تقریبِ ضمن
شفافیت به منظور ما که پرداخته اند مجموع-صفر١ بازی های در بازی ارزش وجودِ اثبات به نیز دیگر برخی
به ،٣ شکل در مقاله ها این در استفاده مورد ثابت نقطۀ قضیه های و تدبیر ها به اشاره ضمن ساده نویسی، و

می کنیم. اشاره قضیه ها این از برخی
این در شده استفاده تدبیر های محور ناپیوسته. سود تابع با ناشمارا و نامتناهی بازی های .٢ . ٣
مانند آن از تعمیم هایی و کاکوتانی ثابت نقطۀ قضیۀ بر پاسخ، راهکار وجود اثبات برای بازی ها از دسته
استوار تدبیر این بر مقاله ها از برخی محتوای دارد. قرار کاکوتانی-فان-گلیکسبرگ٢ ثابت نقطۀ قضیۀ
برخی بزنند. تقریب را بازی ارزش شیوه، این به و زده تقریب بازی ها از دنباله ای با را اصلی بازی که است
نقطۀ قضیۀ که است ذکر به لازم هستند. استوار خاصی تدبیر های بر مسئله، ماهیت به توجه با نیز مقاله ها

است. مجموعه-مقدار تابع های برای براوئر ثابت نقطۀ قضیۀ تعمیم کاکوتانی، ثابت
و Rn در ناتهی و فشرده محدب، مجموعۀ یک X کنیم فرض .([٣٠] کاکوتانی، ثابت (نقطۀ ۵ . ٢ قضیه
،x ∈ X هر برای ثانیاً و است بالایی نیم پیوستۀ اولا که باشد مجموعه-مقدار نگاشت یک φ : X → X

است. ثابت نقطۀ یک دارای φ این صورت در است. X از ناتهی و محدب زیرمجموعۀ یک φ(x)
است. شده اشاره بازی ها از دسته این برای رفته به کار ثابت نقطۀ قضیه های و تدبیر ها به ٣ شکل در

١zero-sum games ٢Kakutani-Fan-Glicksberg



١۵٧ بازی ها نظریۀ در جبری ١۵٧روش های بازی ها نظریۀ در جبری ١۵٧روش های بازی ها نظریۀ در جبری روش های

از محدب و فشرده ناتهی، زیرمجموعه ای K کنیم فرض .([١] (کاکوتانی-فان-گلیکسبرگ، ۶ . ٢ قضیه
φ : K → مجموعه-مقدار نگاشت کنیم فرض همچنین Xباشد. محدب موضعاً هاسدورف فضای یک
X از ناتهی و محدب زیرمجموعۀ یک φ(x) ،x ∈ K هر برای که به طوری باشد بسته نمودار دارای K

است. فشرده و ناتهی φ ثابت نقاط مجموعۀ این صورت در است.
K و محدب موضعاً توپولوژیکی خطی فضای یک L کنیم فرض .([٢۵] فان، ثابت (نقطۀ ٢ . ٧ قضیه
محدب زیرمجموعه های همۀ A(K)خانوادۀ کنیم فرض همچنین باشد. L در فشرده محدب مجموعۀ یک
که f : K → A(K) مانند مجموعه-مقدار نگاشت هر برای صورت این در باشد. K (ناتهی) بستۀ و

است. x٠ ∈ f(x٠) که به طوری دارد وجود x٠ ∈ K نقطۀ باشد، بالایی نیم پیوستۀ
X×Y → R و فشرده هاسدورف فضای دو Y Xو کنیم فرض .([٢۶] فان، ماکس مینی ) ٢ . ٨ قضیه
هر برای و پایینی شبه پیوستۀ X روی f(x, y) ،y ∈ Y هر برای کنیم فرض همچنین باشد. تابع یک

صورت این در باشد. بالایی شبه پیوستۀ Y روی f(x, y) ،x ∈ X

min
x∈X

max
y∈Y

f(x, y) = max
y∈Y

min
x∈X

f(x, y)

نقاط {y١, . . . , ym} ⊆ Y و {x١, . . . , xn} ⊆ X مانند متناهی مجموعۀ دو هر برای تنها اگر و اگر
که به طوری باشند موجود y٠ ∈ Y و x٠ ∈ X

f(x٠, yk) ≤ f(xi, y٠) (١ ≤ i ≤ n, ١ ≤ k ≤ m).

است. برقرار تساوی آن گاه باشد، مقعر y ∈ Y به نسبت و محدب x ∈ X به نسبت f اگر به ویژه
در که ϕ : S → S محدب و مجموعه-مقدار نگاشت هر .([٢٨] گلیکسبرگ، ثابت (نقطۀ ٢ . ٩ قضیه
است، محدب موضعاً و هاسدورف خطی توپولوژیکی فضای یک از محدب و فشرده زیرمجموعۀ S آن،

دارد. ثابت نقطۀ
مطلق همسایگی درون بر١ یک Y کنیم فرض .([٢۴] مونتگومری، و ایلنبرگ ثابت (نقطۀ ٢ . ١٠ قضیه
از f(y) بی دور زیرمجموعۀ یک y ∈ Y نقطۀ هر به که باشد بالایی نیم پیوستۀ نگاشت یک f و بی دور٢

دارد. ثابت نقطۀ یک f این صورت در می دهد. نسبت را Y

نش تعادل وجود اثبات در جبری روش های .٣
نیز (و غیرهمکارانه بازی های در اصلی چالش های از یکی کردیم، اشاره ١ بخش در که همان طور
که می دهند نشان قبل بخش در شده بیان روش های است. پاسخ راهکار وجود اثبات همکارانه)، بازی های
١retract ٢acyclic absolute neighborhood



راستگو بنفشه و زاده درویش مهدی رضا راستگو١۵٨ بنفشه و زاده درویش مهدی رضا راستگو١۵٨ بنفشه و زاده درویش مهدی رضا ١۵٨

غیرهمکارانه بازی های در آنها وجود اثبات تدبیر و ارائه شده پاسخ راهکار .٣ شکل
بخش، این در است. استوار آن تعمیم های و براوئر ثابت نقطۀ قضیۀ از استفاده بر تلاش ها این همۀ تمرکز
استفاده جبری ابزارهای از آن، در و است متفاوت قبلی روش های با که بپردازیم روشی به می خواهیم
دیرینه  سابقه ای از ریاضی، شاخه های دیگر در مسائل حل در جبری ساختارهای از استفاده البته می شود.
چندجمله ای ها معادله های حل دربارۀ سؤالی به پاسخ در گالوا١ به ابتکار رویکرد این اصولا است. برخوردار
کرد نظیر را جایگشت ها از گروهی چندجمله ای، هر به او برمی گردد. رادیکال ها و اصلی عمل چهار توسط
چهار توسط می توان را چندجمله ای معادلۀ آن آن گاه باشد، حل پذیر گروه این اگر که داد نشان سپس و
معادلات حل مورد در لی٢ توسط بعدها رویکردی چنین به عکس). (و کرد حل رادیکال ها و اصلی عمل
شناخت برای همچنین داد. نسبت لی گروه یک دیفرانسیل، معادلۀ هر به او که رفت به کار دیفرانسیل
یک دیفرانسیل پذیر، خمینۀ هر به که صورت این به شد استفاده کوهمولوژی گروه های از خمینه ها توپولوژی
اگر تنها و اگر هستند همسانریخت دیفرانسیل پذیر خمینۀ دو که شد داده نشان و شد نظیر کوهمولوژی گروه

باشند. یکریخت آنها کوهمولوژی گروه های
١Évariste Galois ٢Sophus Lie



١۵٩ بازی ها نظریۀ در جبری ١۵٩روش های بازی ها نظریۀ در جبری ١۵٩روش های بازی ها نظریۀ در جبری روش های

توسط ٢٠١٣ سال در [١٢] مقالۀ طی (که نش تعادل وجود اثبات در جبری ابزارهای از استفاده
گستردۀ رویکرد یک نویدبخش می گذرانَد، را خود طفولیت دوران گرچه شد) مطرح اسکارسینی٢ و کاپرارو١
آن وجود اثبات تدبیر و ارائه شده پاسخ راهکار بیانگر ٣ شکل از سلول هر است. آینده در پژوهشی
غیر بازی های در پاسخ راهکار وجود اثبات زمینۀ (در ٢ شکل در متناظر سلول در مذکور شخص توسط
بازی هایی به گروهی بازی های می پردازیم. شمارا گروهی بازی های تعریف به ابتدا در است. همکارانه)
به صورت شمارا گروهی بازی یک باشد. یکسان گروهی بازیکنان، همۀ راهبرد های آنها در که می شود گفته
یک که است بازیکنان مجموعۀ نشان دهندۀ اول مؤلفۀ آن، در که است φ = ⟨P, S, (ui)i∈P ⟩ سه تایی
یک ساختار دارای که است بازیکنان راهبرد های مجموعۀ نشان دهنده دوم مؤلفۀ است؛ متناهی مجموعۀ
کراندار تابع هایی که است بازیکنان سود تابع های نشان دهندۀ سوم مؤلفۀ سرانجام، و است شمارا گروه
مجموعۀ اصلی عدد ،|P | از منظور اینجا در می شوند. تعریف ui : S|P | → [٠, ١] به صورت و هستند

است. P متناهی
ثابت [۴٧] والد است. Z بازیکن هر راهبرد آن، در که بگیرید نظر در را والد بازی شمارای حالت
در است. مخلوط نش تعادل فاقد بازی این آن گاه باشند، نامتناهی بازیکن دو هر راهبرد های اگر که کرد
تعادل وجود اثبات برای حال ندارد. مخلوط نش تعادل که است شمارا گروهی بازی یک بازی این واقع
است. استوار فرض سه بر که می رویم جبری رویکرد یک سراغ به شمارا، گروهی بازی های در مخلوط نش
بازیکنان راهبرد های شمارا، بازی های در باشد: شمارا گروه یک بازیکنان، همۀ راهبرد (الف)
می توان بنابراین نیست، مؤثر پاسخ راهکار یافتن روند در راهبرد ها نام چون است. شمارا مجموعۀ یک

کرد. نظیر بازیکنان راهبرد های مجموعۀ به را (Q یا Z مثلا) شمارا گروه یک به سادگی
به کار عملگر اگر باشند: بازیکنان راهبرد های مجموعه گروه عملگر اساس بر سود تابع های (ب)
تابع های از می توان بود، بازیکنان راهبرد های مجموعۀ گروه عملگر با متفاوت سود، تابع تعریف در رفته
یک (G, ∗) کنیم فرض کرد. استفاده گروه عملگر به عملگر آن تبدیل برای η = (η١, . . . , η|P |) کمکی

می کنیم تعریف باشد. شمارا گروه
η١, . . . , η|P | : G→ G.

بر که هستند تابع هایی ϕiها آن، در که ϕ = (ϕ١, . . . , ϕ|P |) و ϕi : G → [٠, ١] داریم همچنین
می دهیم قرار می شوند. تعریف بازیکنان راهبرد های مجموعۀ گروه عملگر اساس

(ui)
η(x١, . . . , x|P |) = ϕi(η١(x١) ∗ · · · ∗ η|P |(x|P |))i∈P . (٣ . ١)

١Albert Capraro ٢Marco Scarsini
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می شود. محاسبه (٣ . ١) رابطۀ طریق از بازی سود ϕ = (ϕ١, . . . , ϕ|P |) برای صورت این در
اندازه های بازیکنان، مخلوط راهبرد باشند: متناهی جمعی بازیکنان، مخلوط راهبرد های (پ)
کنیم فرض است. نظر مورد متناهی جمعی احتمال  اندازۀ اینجا در که است S توانی مجموعۀ روی احتمال 
راهبرد های فضای که باشد S توانی مجموعۀ روی متناهی جمعی احتمال  اندازه های همۀ فضای ρ(S)
غیریکتا  به طور می توان را ⊗|P |

i=١µi حاصل ضربی اندازۀ µ١, . . . , µ|P | ∈ ρ(S) برای دارد. نام مخلوط
به صورت مخلوط فضای در بازی انتظاریِ سود دیگر، سوی از داد. توسعه S × · · · × S توانی مجموعۀ به
باعث حاصل ضربی، اندازۀ مختلف توسیع های که است روشن بنابراین است. ∫S×···×S ud ⊗

|P |
i=١ µi

به را حاصل ضربی اندازۀ توسیع نمونه یک اینجا در می شود. بازی در مختلفی انتظاری سودهای ایجاد
کنیم فرض است. ساده بسیار محاسباتی، به لحاظ که می گیریم نظر در S × · · · × S توانی مجموعۀ
هر برای و µ١, . . . , µ|P | ∈ ρ(S) ،ν ∈ ρ(

∑
(P )) باشد، P جایگشت های فضای ∑

(P )

است: زیر به صورت A ⊆ S × · · · × S هر برای نظر مورد توسیع .ui : S|P | → [٠, ١] ،i ∈ P

µ١ ⊠ν · · ·⊠ν µ|P |(A) =∑
π∈

∑
(P )

ν(π)

∫
S
· · ·

∫
S

١A(x١, . . . , x|P |)dµπ(١)(xπ(١)) . . . dµπ(|P |)(xπ(|P |)).

انتگرال پذیر متناهی جمعی احتمالِ اندازه هر به نسبت شمارا، مجموعۀ یک روی کراندار تابع هر چون
احتمال اندازه های به نسبت انتگرال گیری زمینۀ در بیشتر مطالعۀ برای است. موجود بالا انتگرال  پس است،
φ(P, S, ϕ, ν) با را شمارا گروهی بازی مخلوط توسیع کنید. رجوع [٢٩ ،٢٣ ،٢٠ ،٨] به متناهی جمعی،

می دهیم. نمایش

یعنی ،g تزویج ردۀ ،g ∈ G هر برای اگر است FC-گروه یک (G, ∗) شمارای گروه .٣ . ١ تعریف
باشد. متناهی {h ∗ g ∗ h−١ : h ∈ G} مجموعۀ

آن گاه ،g ∈ G و A ⊆ G باشد، شمارا گروه یک (G, ∗) اگر که می کنیم یادآوری
g ∗A := {g ∗ a : a ∈ A}, A ∗ g := {a ∗ g : a ∈ A}.

(G, ∗) شمارای گروه توانی مجموعۀ روی µ متناهی جمعی احتمال اندازۀ .٣ . ٢ تعریف
اگر دارد نام چپ-ناوردا میانگین •

∀g ∈ G, ∀A ⊆ G : µ(A) = µ(g ∗A)
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اگر دارد نام راست-ناوردا میانگین •

∀g ∈ G, ∀A ⊆ G : µ(A) = µ(A ∗ g)

باشد. راست-ناوردا میانگین و چپ-ناوردا میانگین اگر دارد نام میانگین-ناوردا •

می دهیم. نمایش τ(G) با را G روی ناوردا میانگین های ردۀ
داشته ناوردا چپ میانگین یک اگر می شود خوانده میانگین پذیر١ (G, ∗) شمارای گروه .٣ . ٣ تعریف

باشد.
و [٣] بِیر٢ توسط آبلی گروه های کرد. اشاره آبلی گروه های به می توان تابعی FC-گروه های جمله از

شدند. معرفی [٣٩] نیومن٣
مخلوط نش تعادل وجود جبری، کاملا شرایط تحت آن در که می پردازیم اصلی قضیۀ بیان به حال

می شود. ثابت شمارا گروهی بازی های برای
نش تعادل یک (λ١, . . . , λ|P |) آن گاه باشد، شمارا تابعی FC-گروه یک G اگر .([١٢]) ۴ . ٣ قضیه

و ϕi : G→ [٠, ١] آن، در که است φ(P,G, ϕ, ν) ∫بازی
ϕidλi = I(ϕi)

+ = max
{∫

ϕi(x)dα(x) : α ∈ τ(G)
}

.λi ∈ τ(G) ،i ∈ P هر به ازای که به طوری 
η = (η١, . . . , η|P |) کمکی تابع های از می توان گروه عملگر به سود تابع های عملگر تبدیل برای
داده نشان φ(P,G, ϕ, η, ν) به صورت شمارا گروهی بازی مخلوط توسیع صورت این در جست. بهره
خواهد برقرار ۴ . ٣ قضیۀ همچنان حالت این در می شود. محاسبه (٣ . ١) از بازیکنان سود آن، در که می شود

بود:
یک φ(P,G, ϕ, η, ν) بازی آن گاه باشد، شمارا تابعی FC-گروه یک G اگر .([١٢]) ۵ . ٣ قضیه

دارد. نش تعادل
است شمارا آبلی گروه یک (Z,+) گروه یعنی بازیکنان، راهبرد های والد، بازی شمارای حالت در
را سود تابع کمکی، تابع های توسط می توان بازی این در است. شمارا تابعی FC-گروه یک نتیجه در و
بازی این برای مخلوط نش تعادل یک ،۵ . ٣ قضیۀ بنابر نتیجه در و کرد بازنویسی گروه عملگر اساس بر

کنید. رجوع [١٢] به زمینه، این در بیشتر مثال های مشاهدۀ برای است. موجود
١Amenable ٢Reinhold Baer ٣Bernard Hermann Neumann
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ناشمارا و نامتناهی غیرهمکارانۀ بازی های برای را ۴ . ٣ قضیۀ می توان که می کنیم اشاره پایان، در
مطالعۀ برای می رسد. اثبات به نیز والد بازی ناشمارای حالت در تعادل وجود صورت این در داد. تعمیم

بخوانید. را [١٢] زمینه، این در بیشتر
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