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همکاری با که کتاب این است. دنیا در براونی حرکت دربارۀ پژوهش پیشگامان از یکی یور١ مارک
سال به این از پیش که است درس نوشتارهایی مجدد چاپ است، شده ویرایش مانسوی٢، روژه شاگردش،
فراهم را فرصتی کتاب این بازبینی بود. کرده ایراد زوریخ در سوئیس٣ فدرال فناوری مؤسسۀ در ١٩٩٢
آنالیز حوزه های دیگر با چقدر و است ریاضیات در مهمی موجود چه براونی حرکت بدانند همگان تا می کند

دارد. اشتراک ریاضی
دهیم، شرح است، نخوانده آن دربارۀ چیزی اصلا که ریاضیدانی برای را براونی حرکت بخواهیم اگر
فرآیند، این می شود. خوانده ساده تصادفی زدنِ قدم که کنیم آغاز دیگری تصادفی فرآیند با را بحث می توانیم
است صفر با برابر صفر در کدام هر مقدار که است [٠,+∞) بازۀ بر حقیقی مقدار تابع های از گردایه ای
به واحد یک یکسان شانس با مثبت، صحیح اعداد در اینکه بجز است xها محور موازی آنها نمودار و
و می پرد بالا به واحد یک تابع آمد، شیر اگر کنید. پرتاب را (سکه ای می پرد پایین به واحد یک یا بالا
مسیر احتمال دانان، به قولِ یا ممکن تابع ٢mتا ،x = m نقطۀ تا پایین). به واحد یک آمد، خط اگر
روشن باشد. مسیری چنین نمایش Sm کنیم فرض می دهند. رخ یکسان شانس با همگی که دارد وجود
وجود کمی خیلی شانس باشد، بزرگ خیلی m اگر که می شود ثابت .−m ≤ Sm ≤ m که است
که می گوید مرکزی حد قضیۀ به نام احتمال نظریۀ در بنیادی نتیجه ای واقع در .Sm = ±m که دارد
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واریانس و صفر میانگین با نرمال احتمال توزیع دارای Sm/√m تصادفی متغیر ،m −→ ∞ وقتی
عدد n که k/n نقاط در پرش ها که دهیم تعمیم طوری را فرآیند این بخواهیم اگر بنابراین است. یک
بلادرنگ حاصل فرآیند ،n → ∞ وقتی و دهد رخ نیز است نامنفی صحیح عدد k و بزرگ صحیح
{Xn} با را تعمیم یافته فرآیند این بگیریم. ١/√n را پرش ها اندازۀ باید نشود، صفر با متحد یا بی کران
و کنیم حساب را limn→∞Xn حد می توانیم مناسب، توپولوژی یک داشتن اختیار در با می دهیم. نشان
با را آن و است براونی حرکت حدی، فرآیند این پیوسته اند. R+ روی که آوریم به دست مسیرها از گردایه ای
{Bt(ω) : ω ∈ Ω, t ∈ R+} بنویسیم که است این درست تر (البته می دهیم نشان {Bt : t ∈ R+}

است). تابع ها از گردایه ای واقع در B زیرا است، احتمال فضای یک Ω اینجا در که
است. مانا مستقل نموهای دارای B به علاوه و B٠ = ٠ که دید می توان به سادگی شهودی، به لحاظ
بر افزون دارند. یکسان احتمال توزیع زمانی]، [به لحاظ هم طول نموهای همۀ که است این مانایی از منظور
می یابند، کاهش یا افزایش ١/√n به اندازۀ ،n طول به بازه  یک در که است فرآیندهایی حد B چون این،
چنین وجود ١٩٢٣ سال در وینر١ ربِرت نُ بار نخستین است. √t مرتبۀ از B مسیرهای پیوستگی مدول
قابل و بارز بسیار نتیجه ای خودش، زمان در که کرد ثابت را مشتق ناپذیر پیوستۀ تابع های از بزرگی گردایۀ

بود. ملاحظه
،A ⊆ R مانند اندازه پذیر مجموعۀ هر به ازای

µt(A) =

∫ t

٠
χ{B(s)∈A}ds

مجموعۀ در t لحظۀ فرارسیدنِ از پیش مبدأ، از شروع با براونی حرکت مسیر که می دهد نشان را زمانی مدت
است. مطلق پیوستۀ لبگ اندازۀ به نسبت µt ثابت، t هر برای که است این جالب نکتۀ می گذراند. A
است، تصادفی متغیر یک این البته می دهیم. نشان ℓxt با لبگ اندازۀ به نسبت را آن رادن-نیکودیم مشتق
متغیرهای گردایۀ یعنی می دهیم، تشکیل تصادفی فرآیند یک ℓxtها با است. وابسته B مسیرهای به زیرا
R× R+ روی ℓ که ساخت می توان طوری را فرآیند این .ℓ = {ℓxt : (x, t) ∈ R× R+} تصادفی
نامیده براونی حرکت موضعی زمان های ℓ تصادفی فرآیند شود. پیوسته» «توأماً عام، به اصطلاح یا پیوسته

می شود.
زمان های و براونی حرکت با نزدیک پیوندی که دارد وجود تصادفی فرآیندهای از دیگر خانواده ای
وقتی بجز ساده زبان به فرآیند این توصیف .δ ≥ ٠ به ازای δبعدی ٢مربعی بِسل فرآیند دارد: آن موضعی
kبعدی مربعی بِسل فرآیند یک است. مشکل کاری باشد، یک با مساوی یا بزرگتر صحیح عدد یک δ که
حرکت های j = ١, ٢, . . . , k j(Bt)ها، آن، در که {∑k

j=١(B٢
t )j : t ∈ R+} از است عبارت

١Norbert Wiener ٢squared Bessel process
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زمان های براونی، حرکت میان متقابل نقش آفرینی به کتاب این از عمده ای بخش هستند. مستقل براونی
تبدیل های محاسبۀ با و هستند توزیعی نوع از نتایج بیشترِ دارد. اختصاص بِسل فرآیندهای و آن موضعی
ثابت آنها درستی و آشکار شگفت آوری پیوندهای نتایج، این به کمک می آیند. به دست لاپلاس و فوریه
ماهیت پایۀ بر شبه فیزیکی تعبیری یعنی احتمالاتی، تعبیر زیرا می رسند، نظر به اسرارآمیز غالباً که می شود
هنوز البته می کنند. تأسف ابرازِ بابت این از مرتب نویسندگان دلیل، این به و ندارند بررسی، مورد فرآیند

شود. کار گیرا، پیوندهای این از مبسوط شرحی ارائۀ موضوع روی دارد جا
دیگر با آن اندرکنش های است، شده روشن کتاب این در که براونی حرکت از دیگری فریبندۀ جنبۀ
کتاب مطالب که ادامه در می رسند. نظر به احتمال از دور نخست، نگاه در که است ریاضی آنالیز حوزه های

کرد. خواهیم اشاره مطلب این به می کنیم، مرور فصل به فصل را
است.١ یور مارک درس نوشتار های نخستِ فصل یازده مجدد چاپ کتاب این گفتیم، اول بند در چنان که
نویسندگان کتاب، مقدمۀ در است.٢ شده بازنشر دیگر اثری در مجموعه، این دوم بخش باقیماندۀ فصل های
افزایش عمدتاً که داد ه ایم انجام قدیمی ویرایش فصل یازده نخستین در کمی بسیار «اصلاحات می گویند:
١٠ فصل های مرور است.۴ کرده مرور بس٣ ریچارد را درس نوشتار ها این دوم بخش است.» مراجع شمار

است. آمده کرده، مرور بس ریچارد که هم نسخه ای آن در هستند کتاب این پایانی فصل دو که ١١ و
زمان های براونی، حرکت میان پیوند بر که است کتاب فصل های از منتخبی گفت، خواهیم ادامه در آنچه
در که است متمرکز ریاضی آنالیز از جنبه هایی با براونی حرکت اندرکنش و بِسل فرآیندهای و آن موضعی

نمی آیند. دید به احتمال نظریۀ با مرتبط چندان نخست، نگاه
مطالعه یک بعدی براونی حرکت توسط تولیدشده گاوسی فضای از خاصی زیرفضاهای ،١ فصل در
بررسی مورد L٢ فضای در هاردی نامساوی و براونی حرکت بین رابطۀ و براونی۵ پل نتیجه، در و می شود

به صورت که اندازه فوریۀ تبدیل می گیرد. قرار
∫
λω,t(dx)f(x) =

∫ t

٠
f(Bs(ω))ds

پیوستۀ λω,t(dx) بنابراین است. L٢ در قریب به یقین است، براونی حرکت B آن، در و می شود تعریف
به مربوط فرمول در و هستند t لحظۀ تا B موضعی زمان های ،ℓxt آن، چگالی های خانوادۀ و است مطلق
١Some Aspects of BrownianMotion, Part I: Some Special Functionals (Lectures inMathematics ETH

Zürich, Birkhäuser-Verlag, Basel, 1992), and Part II: Some Recent Martingale Problems (Lectures

in Mathematics ETH Zürich, Birkhäuser-Verlag, Basel, 1997). ٢Random Times and Enlargements

of Filtrations in a Brownian Setting, Lecture Notes in Mathematics (1873), Springer-Verlag, Berlin,

2006. ٣Richard F. Bass ۴Metrica, 49 (1999), 164–165. ۵Brownian bridge
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یعنی اشغال١، ∫زمان های t

٠
f(Bs)ds =

∫
f(y)ℓyt dy

جنبه های هیجان انگیزترین از یکی آن، موضعی زمان های و براونی حرکت بین عمیق ارتباط می کنند. صدق
است. کتاب این خودِ و براونی حرکت

انتگرالی تابعک های لاپلاس تبدیل های و فوریه تبدیل های دربارۀ متعدد فرمول های حاوی ٢ فصل
می دهند. به دست را براونی حرکت تصادفی مساحت برای لوی فرمول از متعدد بیان هایی که است براونی
در براونی حرکت فرآیند {Bt : t ≥ ٠} کنیم فرض می شود. معرفی هم مربعی بِسل فرآیند فصل این در
Xt = |Bt|٢ صورت این در باشند. مستقل یک بعدی براونی حرکت های آن مؤلفه های یعنی باشد، Rn
تصادفی انتگرال یک به صورت را Xt اگر می شود. آغاز صفر از که است nبعدی مربعی بِسل فرآیند
نقطۀ از که ،δ ≥ ٠ δبعدی، مربعی بِسل فرآیندهای به را تعریف این می توان که دید خواهیم بنویسیم،
و می دهیم نشان {Qδx : x ≥ ٠, δ ≥ ٠} با را فرآیندها این داد. گسترش می شوند، آغاز x ∈ R
پیچش ∗ عملگر آن، در که Qδx ∗Qδ′x′ = Qδ+δ

′

x+x′ داریم δ, δ′, x, x′ ≥ ٠ هر برای که می کنیم مشاهده
.δ′ = ٠ که می شود جالب وقتی به ویژه رابطه این می دهد. نشان را احتمال اندازۀ دو بین

توصیف معین توقف زمان یک تا را براونی حرکت کلی موضعی زمان صفر، مرتبۀ مربعی بِسل فرآیند
است. ٣ فصل در نتیجه نخستین است، رِی-نایت٢ کلاسیک قضیه های از یکی که مطلب این می کند.
با براونی حرکت موضعی زمان های متضمن که دارد وجود یکریختی قضیه های این از زیادی صورت های
مطالعۀ هنگام که ویژگی یک هستند. مختلف ابعاد با مربعی بِسل فرآیندهای و گوناگون توقف قوانین
حرکت مورد در ولی دینکین٣) یکریختی قضیۀ محتوای (مثل می رسد نظر به بدیهی کلی، مارکف فرآیندهای
گذرا متقارن مارکف فرآیندهای موضعی زمان های بین کلی رابطۀ یک که است این است، غامض براونی،
چشلسکی- اتحادهای دارد. وجود مارکف فرآیندهای آن به مربوط مستقل گاوسی فرآیندهای مربع های و
رِی-نایت قضیۀ نخستین از پیش سال یک ،١٩۶٢ سال در بِسل فرآیندهای ویژگی های دربارۀ تیلور۴
ادامه براونی حرکت موضعی زمان های و مربعی بِسل فرآیندهای بین رابطۀ بیان با ۴ فصل شد. منتشر

شوند. داده تعمیم و بیان اتحادها این تا می یابد
کنیم فرض می شود. مطالعه مسطح براونی حرکت چرخش های ٧ و ۵ فصل های در

Zt = Xt + iYt, t ≥ ٠, Z٠ = z٠ ̸= ٠
یک {θt(ω) : t ≥ ٠} گیریم هستند. مستقل براونی حرکت های Yt − Y٠ و Xt − X٠ آن، در که
منسوب کلاسیک نتیجۀ ،۵ فصل در باشد. ٠ حول {Zu(ω) : u ≤ t} آرگومان های از پیوسته تحقق
١occupation times ٢Ray-Knight theorems ٣Dynkin isomorphism theorem ۴Ciesielski-Taylor
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می گوید که اسپیتزر١ به
lim
t→∞

٢θt
log t

law
= C١

آن احتمال چگالی تابع که است کُشی توزیع با تصادفی متغیر یک C١ اینجا در می شود. داده تعمیم و ثابت
عددهای از استفاده مسئله، این حل رویکرد .−∞ < x < +∞ برای ١/π(١+ x٢) از است عبارت
حالت به اسپیتزر به منسوب نتیجۀ ،٧ فصل در است. مختلط براونی پل یعنی براونی»٢، «توری چرخشی
در می یابد. گسترش نقطه n حول مسطح براونی حرکت (θ١

t , . . . , θ
n
t ) چرخشی عددهای برای چندبعدی

چرخشی عددهای به مربوط مجانبی قوانین و می شود گرفته نظر در R٣ در براونی حرکت دیگر، گسترشی
خم دو ٣ پیوندیِ عدد می آید. به دست معین، بی کران خم های و جهتدار پاره خط متناهی تعدادی حول آن
مورد در عدد این اصلاحاتی، با اینجا در شد. معرفی گاوس توسط نمی کنند، قطع را یکدیگر که R٣ در بسته
قریب به یقین R٣ در مستقل براونی حرکت دو زیرا است، لازم اصلاحات می شود. تعریف براونی خم دو

می کنند. قطع را یکدیگر
می گیرد. قرار مطالعه مورد زمانی بازه های روی رانش، با نمایی براونی حرکت انتگرال ،۶ فصل در
اثبات ها در رفته به کار روش های برخی در مشابهت هایی زیرا دانست، ۵ فصل ادامۀ می توان را فصل این
گسترش لوی، فرآیندهای به ویژه و کلی تر مارکف فرآیندهای به فصل، این در آمده به دست نتایج دارد. وجود

می یابد.
تصادفی متغیر دو که داد نشان ١٩٣٩ سال به مقاله ای در ∫لوی ١

٠
dsχ{Bs>٠} و sup{٠ ≤ t < ١ : Bt = ٠}

فصل در است. شده داده تعمیم بسیاری جهت های در نتیجه این تاکنون هستند. آرک سینوس توزیع دارای
قرار زیر موارد از یکی {Bs : s ≥ ٠} به جای آنها در که می شود داده تعمیم جهت سه در نتیجه این ،٨
براونی حرکت سوم، و والش۴ براونی حرکت دوم، .٠ < δ < ٢ بعد با متقارن بِسل فرآیند اول، می گیرد:
موضعی زمان {ℓ٠

s : s ≥ ٠} آن، در که {|Bs|−µℓ٠
s : s ≥ ٠} فرآیند یعنی تکین۵، اختلالِ با بازتابی

سه هر در کلیدی نقشی {ℓ٠
s : s ≥ ٠} که داشت به یاد باید .µ > ٠ و است ٠ در {Bs : s ≥ ٠}

دارد. تعمیم
رِی-نایت از دیگری قضیۀ و می یابد ادامه نیز ٩ فصل در {|Bs| − µℓ٠

s : s ≥ ٠} فرآیند مطالعۀ
مربع های به را {ℓ−x

τµs
(X) : x ≥ ٠} و {ℓx

τµs
(X) : x ≥ ٠} توأم توزیع بار، این که می شود ثابت

١Spitzer ٢Brownian lace ٣linking number ۴Walsh Brownian motion ۵singularly perturbed

reflecting Brownian motion
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وابسته {ℓµs : s ≥ ٠} موضعی زمان وارون {τµs : s ≥ ٠} اینجا در و می دهد پیوند بِسل فرآیندهای
می آید. به دست متعددی نتایج هم قضیه این از است. µ در X فرآیند به

این واقع در دارد. پیوسته برگردانی ،{ℓxt : (x, t) ∈ R × R+} براونی، حرکت موضعی زمان
نقطۀ در را ℓxt هیلبرت تبدیل می توانیم بنابراین است. هلدر-پیوسته t و x دوی هر به نسبت برگردان

توزیع آوردنِ به دست و تعریف برای مطلب این از ١٠ فصل در بیابیم. x ∈ R

lim
ε→٠

∫ t

٠
χ{|Bs−a|≥ε}

Bs − a
ds

فرآیندهای مسیر های مطالعۀ در جمله از کاربردها برخی می شود. استفاده آن، به وابسته تصادفی متغیرهای و
می شوند. ارائه بِسل

برخی و ریمان زتای تابع احتمالاتی «نمایش های دارد: فریبنده عنوانی ١١ فصل یعنی پایانی، فصل
تشریح فصل، این «هدف که می دهند توضیح بلادرنگ نویسندگان بِسل.» فرآیندهای به وابسته تعمیم های
است.» براونی حرکت و ... ریمان زتای تابع ... بین روابط ... برخی ارائۀ ... بلکه نیست! ریمان فرضیۀ
مجموع به صورت ١ به برخورد زمان نخستین برحسب می توان را ریمان زتای تابع که می دهند نشان آنها
به دست نیز دیگری جالب اتحادهای آن گاه و نوشت می شوند، آغاز صفر از که سه بعدی بِسل فرآیند دو

می آورند.
آن به قبلا و است نگاشته یادداشت ها این ١٨ تا ١٠ فصل های بر مروری در که بس جمع بندی با من
پیوندهای هم باز می اندازد؛ رامانوجان نوشتجات یاد به مرا است. شعف انگیز «کتابی موافقم: کردم، اشاره
نویسندگان کاربلدیِ و دانش از خواننده این، وجود با بی ربط.» به ظاهر اشیاء بین بسیار غیرمنتظرۀ و زیبا
سال یک صد براونی حرکت مطالعۀ هرچند که می شود آشکار کتاب این در به علاوه می شود. شگفت زده

است. بی پایان همچنان باره این در جدید پژوهش های و مطالعه ادامۀ هادیِ خط دارد، قدمت

ریاضی علوم دانشکدۀ کاشان، دانشگاه جهانی پور: روح اله
jahanipu@kashanu.ac.ir رایانامه:




