
ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
٣٩ تا ١٧ صص. (١٣٩٨ تابستان و (بهار ۶۴ شمارۀ ،٣٨ سال

عددی∗ آنالیز
ترِفتن نیکلاس لوید

اسماعیلی شاهرخ مترجم:

چکیده
حقیقی متغیرهای به مربوط پیوسته ریاضیات مسائل حل الگوریتم های مطالعۀ عددی آنالیز
دستاوردهای عددی، آنالیز اصلی شاخه های از برخی بررسی به مقاله، این در است. مختلط یا

می پردازیم. آینده در آن احتمالی روند و گذشته

عددی محاسبات به نیاز .١
رایانه  به دارند، نیاز ریاضی مسائل عددی پاسخ های به مهندسان و دانشمندان که هنگامی می دانند همه
خارق العاده اعداد، قدرت است. رایج فرآیند، این مورد در نادرست تصوری این، وجود با می آورند. روی
که نهادند بنا را اصلی دیگران و گالیله که پیوست وقوع به زمانی علمی انقلاب که شنیده ایم بسیار است. بوده
فرمول های با فیزیکی قوانین بیان به منجر عددی اندازه گیری های شود. اندازه گیری باید چیز همه آن، پایۀ بر
تصحیح به دقیق تر اندازه گیری های است، رسیده نیز ما به فوایدش که توجه جالب چرخه ای در و شد ریاضی
به آن زمان است. شده منجر دقیق تر هم باز اندازه گیری های و بهتر فناوری به خود، این که انجامید قوانین
مهندسی محصول یا و باشد دستیابی قابل فیزیکی علوم در پیشرفتی عددی، ریاضیاتِ بدون که آمده سر

شود. ارائه بااهمیتی
پایداریِ عددی؛ بهینه سازی دیفرانسیل؛ معادلات عددیِ حل گاوس؛ حذفی روش عددی؛ آنالیز کلیدی. کلمات و عبارات

عددی. روش های
است: قرار این از اصلی زبان به مقاله نشان و نام ∗
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بسیاری دارد. وجود آنها نقش دربارۀ سوء تفاهمی هنوز اما دارند نقش موضوع این در قطعاً رایانه ها
در اعداد دادن قرار با سپس و می کنند تولید را فرمول ها ریاضیدانان و دانشمندان که می کنند تصور مردم از
به راستی ندارد. واقعیت به شباهتی هیچ تصور این می آورند. به دست را لازم نتایج رایانه ها فرمول  ها، این
حتی کار این موارد، اغلب در است. الگوریتم ها اجرای از جالب تر به مراتب فرآیندی می دهد، روی آنچه
مقدماتی عملیات از متناهی دنباله ای با ریاضی مسائل از بسیاری زیرا شود، انجام نمی تواند فرمول ها با
تا که «تقریبی» جواب های به سریع الگوریتم های که است این می افتد اتفاق آنچه واقع، در نمی شوند. حل
جوابی چنین مهندسی، یا علمی کاربردی برای می شوند. همگرا به سرعت دارند، دقت رقم صد یا ده، سه،

باشد. دقیق جوابِ به خوبی است ممکن
کنیم فرض داد. نشان تقریبی جواب برابر در را دقیق جواب  پیچیدگی های می توان مقدماتی مثالی با

درجه چهارِ چندجمله ای
p(z) ≡ c٠ + c١z + c٢z٢ + c٣z٣ + c۴z۴

درجه پنج چندجمله ای و
q(z) ≡ d٠ + d١z + d٢z٢ + d٣z٣ + d۴z۴ + d۵z۵

دارد وجود رادیکال ها برحسب p ریشه های بیان برای صریح فرمولی که می دانیم به خوبی باشند. شده داده
(برای ندارد وجود q ریشه های برای فرمولی چنین کردند، ثابت ٣[VI.33] آبل٢ و روفینی١ چنان که اما
چارچوب در بنابراین کنید). مطالعه را [V.21] درجه پنج، معادلۀ حل ناپذیری دربارۀ بیشتر جزئیات مطالعۀ
چندانی تفاوت عمل در گرچه هستند متفاوت به کلی q و p ریشه یابی مسائل خاص، فلسفی برداشت یک
یک هزارم از کمتر در رایانه با بداند، را اینها از یکی ریشه های بخواهد ریاضیدانی یا دانشمندی اگر ندارند.
مورد در می کنند؟ استفاده صریح فرمولی از رایانه ها آیا می آورد. به دست دقت رقم شانزده با جوابی ثانیه
نه و می داند نه کاربر معمولا خیر! هم شاید شاید؛ بلی! چطور؟ p مورد در اما است منفی پاسخ قطعاً q
حفظ از را p ریشه های فرمول نتواند) نفر یک حتی ریاضیدان یک صد بین از شاید و ) که است مهم برایش

بنویسد.
عملیات از متناهی دنباله ای با را آنها می توان اصل در که می کنیم ذکر را مسائلی از نمونه سه اینجا در

کرد. حل ،p ریشه های یافتن مانند مقدماتی،
مجهول؛ n و خطی معادلۀ n با دستگاهی حل خطی: معادله های (١)

The Princeton Companion to Mathematics, 2008 کتاب فصل و قسمت به متن، این در اینچنین ارجاع هایی ٣
است-م. مذکور کتاب ششم قسمت از ٣٣ فصل به ارجاع ،[VI.33] از منظور مثال، برای دارند. اشاره

١Paolo Ruffini ٢Niels Henrik Abel
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خطی؛ قید m و متغیر n با خطی تابعی کردن کمینه خطی: برنامه ریزی (٢)

شهر n بین گشت کوتاهترین یافتن دوره گرد: فروشندۀ مسئلۀ (٣)
کرد. حل را آنها شکل این به نمی توان کلی حالت در ،q ریشه های یافتن مانند که مسئله پنج و

×n؛ n ماتریسی از [I.3§4.3] ویژه مقداری یافتن (۴)
چندمتغیره؛ تابعی کردن کمینه (۵)

انتگرال؛ یک مقدار یافتن (۶)
معمولی؛ دیفرانسیل معادلۀ یک حل (٧)

جزئی. مشتقات با دیفرانسیل معادلۀ یک حل (٨)
چندصد مثلا n اگر واقع در نه. قطعاً است؟ (٨)–(۴) از آسان تر (٣)–(١) که گرفت نتیجه می توان آیا
اگر دست کم هستند؛ آسان نسبتاً (٧) و (۶) مسائل است. دشوار بسیار (٣) مسئلۀ باشد، چندهزار یا
که هنگامی هستند: دشوار اندازه یک به تقریباً (۴) و (١) مسائل باشد. یک بعدی فضای در انتگرال
دشوار بسیار اغلب ،١, ٠٠٠, ٠٠٠ مانند است، بزرگ n که هنگامی و آسان ،١٠٠ مانند است، کوچک n
مسئلۀ سه هر برای چنان که است عمل برای ضعیف راهنمایی اندیشه، مواردی چنین در واقع در هستند.
روش های از عوض، در و می شود چشم پوشی دقیق جواب از اغلب باشند، بزرگ m و n وقتی ،(٣)-(١)

می شود. استفاده سریع!) (اما تقریبی
حقیقی متغیرهای به مربوط است پیوسته ریاضیات مسائل حل الگوریتم های مطالعۀ عددی آنالیز
که است دوره گرد فروشندۀ مسئلۀ و خطی برنامه ریزی مانند مسائلی شامل تعریف (این است مختلط یا
به مقاله، این ادامۀ در نمی شود). متناظرشان گسسته مسائل شامل اما می شوند مطرح حقیقی اعداد روی
می پردازیم. آینده در آن احتمالی روند و گذشته دستاوردهای عددی، آنالیز اصلی شاخه های از برخی بررسی

تاریخچه .٢
موارد از بسیاری در این و داشته اند سروکار علمی کاربردهای با پیشرو ریاضیدانان تاریخ، طول در
گاوس١ معمول، مطابق می شوند. استفاده امروز به تا که است شده منجر عددی الگوریتم هایی کشف به
در تعیین کننده ای پیشرفت های گاوس او، دیگر کارهای از بسیاری بین از است. برجسته نمونه ای [VI.26]
انتگرال گیری و (١٨٠٩) خطی معادله های دستگاه های ،(١٧٩۵) مربعات کمترین روش به داده ها برازش
هرچند (١٨٠۵) [III.26]است کرده ابداع را فوریه سریع تبدیل همچنین است. آورده پدید (١٨١۴) عددی

نبود. شده شناخته چندان ،١٩۶۵ سال در توکی٣ و کولی٢ توسط آن دوبارۀ کشف تا آخر مورد این
١Carl Friedrich Gauss ٢James William Cooley ٣John Tukey



ترِفتن نیکلاس لوید ترِفتن٢٠ نیکلاس لوید ترِفتن٢٠ نیکلاس لوید ٢٠

به رو ریاضیدانان پژوهشی فعالیت های در ریاضیات عددی جنبۀ خودنمایی ،١٩٠٠ سال حدود در
به که بود زمینه هایی در بزرگ پیشرفت های و کلی به طور ریاضیات رشد از پیامدی این گرایید. کاهش
اوایل در بسیار پیشرفت های مثال، برای گیرد. قرار توجه مرکز در ریاضی زیاد دقت بود لازم فنی، دلایل
موضوع، این و برمی خواست بی نهایت مورد در دقیق استدلال در ریاضیدانان جدید توانایی از بیستم قرن
آن، از پس شد. اختراع رایانه ١٩۴٠ دهۀ در و گذشت نسل یک است. دور نسبتاً عددی محاسبات از
ریاضیات مانند جدید مجله های کرد. گسترش به شروع متخصصان به دست عمدتاً بار این عددی ریاضیات
زده سخت افزار از استفاده با انقلاب جرقۀ شدند. منتشر (١٩۵٩) عددی٢ ریاضیات و (١٩۴٣) محاسبه١
قرن دوم نیمۀ در نداشتند. سخت افزار با پیوندی هیچ که بود الگوریتمی و ریاضی توسعه های شامل اما شد
مورد در پدیده این اما یافت افزایش ١٠٩ حدود در ضریبی با ماشین ها سرعت شد، آغاز ١٩۵٠ دهۀ از که
سرعت افزایش به منجر هم، با دو این و داد رخ نیز مسائل برخی برای شناخته شده الگوریتم های بهترین

شد. تصور غیرقابل تقریباً مقیاسی در
پژوهشگر هزاران با ریاضیات شاخه های بزرگترین از یکی به عددی آنالیز سو، این به پیش قرن نیم از
علوم در کاربردی مجله های نیز و ریاضیات مجله های از زیادی تعداد در که است شده بدل اختصاصی
رایانه های و قبل دهۀ  چندین در افرادی چنین تلاش های به لطفِ می کنند. منتشر را خود آثار مهندسی و
عددی به صورت می توان را فیزیکی علوم در ریاضی کلاسیک مسائل بیشترین که رسیده ایم به جایی قوی تر ،
١٩۵٠ سال از پس می کنند، فراهم را امکان این که الگوریتم هایی از بسیاری کرد. حل بالایی دقت با

شدند. اختراع
این است. تقریب نظریۀ ریاضی مبحث همان که است شده ساخته قوی پایه ای بر عددی آنالیز
به منسوب [IV.11] همساز آنالیز و سری بسط  های درونیابی، جمله از کلاسیک مسائل شامل زمینه
تقریب و چندجمله ای ها قبیل از نیمه کلاسیک مسائل دیگران؛ و گاوس [VI.25] فوریه [VI.14] نیوتن
توابع اسپلاین ها، شامل نوین مهم مباحث و برنشتاین۴؛ و [VI.45] چبیشف٣ به منسوب گویا مینیماکس
واقعیت اما نداریم را مباحث این به پرداختن مجال اینجا در ما است. [VII.3] موجک ها و شعاعی پایه ای

می شود. کشیده تقریب نظریۀ به بحث زود، یا دیر عددی، آنالیز از حوزه هر در تقریباً که است این

گردکردن خطاهای و ماشینی حساب .٣
مثال، برای دهند. نمایش دقیقاً را مختلط یا حقیقی اعداد نمی توانند رایانه ها که می دانیم به خوبی
ماشین هایی (اگر می شود. غیردقیق نتیجه ای به منجر معمولا رایانه، با ١٧ همچون کسری مقدار یافتن
دستگاه یک با را حقیقی اعداد رایانه ها بود!) خواهد متفاوت اوضاع کنند، کار ٧ پایۀ در که کنیم طراحی
١Mathematics of Computation ٢Numerische Mathematik ٣Pafnuty L. Chebyshev ۴Sergei N.

Bernstein
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می شود داده نمایش علمی نماد از رقمی معادل یک با عدد هر آن، در که می زنند تقریب شناور ممیز حساب
پی ریز یا سرریز سبب که باشد کوچک یا بزرگ چنان عدد اینکه مگر نیست مهم چندان مقیاس که طوری
در ١٩۵٠ دهۀ پایان تا و اختراع برلین در تسوزه١ کنراد توسط ١٩٣٠ دهۀ در شناور ممیز حساب شود.

شد. استاندارد رایانه صنعت سراسر
پس ١٩٨۵ سال در داشتند. متفاوتی بسیار حسابی ویژگی های متفاوت، رایانه های ١٩٨٠ دهۀ تا
ممیز حساب برای الکترونیک) و برق مهندسان (انجمن IEEE استاندارد گفتگو، و بحث سال ها از
انواع از بسیاری روی استاندارد این آن، از پس شد. پذیرفته IEEE حساب اختصار به یا دودویی شناور
است بیتی ۶۴ کلمه ای شامل برابر) دو دقت (در IEEE حقیقی عدد یک شد. فراگیر حدی تا پردازنده ها
چون است. شده تقسیم علامتدار نمای برای بیت ١١ و ٢ پایۀ در علامتدار کسری جزء برای بیت ۵٣ به که
نمایش را حقیقی خط اعداد ١−١٠۶ حدود در نسبی دقتی با IEEE اعداد ،٢−۵٣ ≈ ١٫١ × ١−١٠۶

استفاده ١٠٣٠٨ تا ٣٠٨−١٠ محدودۀ در اعدادی برای دستگاه این ،٢١٠±٢ ≈ ٣٠٨±١٠ چون می دهند.
می شود.

روی را تقسیم و ضرب تفریق، جمع، مانند عملیاتی آنها نمی دهند، نمایش را اعداد تنها رایانه ها البته
حساب در می آورند. به دست را مقدماتی عملیات این از دنباله هایی پیچیده ترِ نتایج و می دهند انجام اعداد
«∗» اگر که مفهوم این به است درست کامل به  طور تقریباً مقدماتی عمل هر از حاصل نتیجۀ شناور، ممیز
شناور ممیز اعداد برای آن گاه باشد، آن رایانه ای شکل «⊛» و عمل چهار این از یکی واقعى نمونۀ مطابق

ندارند، سرریزی یا پی ریز هیچ که دلخواه y و x
x⊛ y = (x ∗ y)(١ + ε).

را رایانه دقت که ماشین اپسیلون به موسوم عددی از آن قدرمطلق و است کوچک بسیار کمیتی ε اینجا در
،IEEE دستگاه در نیست. بزرگتر می شود، مشخص εmach با و می گیرد اندازه

εmach = ٢−۵٣ ≈ ١٫١× ١−١٠۶.

بودنِ کوچک مقایسۀ می شود. داده نمایش عدد ١٠١۶ با تقریباً [١, ٢] بازۀ رایانه در مثال، برای بنابراین
مایع یا جامد مواد از انگشت شمار تعدادی در است. جالب فیزیک گسسته سازی های با گسسته سازی این
مرتبۀ از دیگر نقطه ای تا نقطه  ای از مستقیم مسیری در ملکول ها یا اتم ها تعداد گاز، از پر بادکنکی در یا
تا می کند رفتار پیوستار یک مانند کافی به اندازۀ دستگاهی چنین آووگادرو). عدد سوم (ریشۀ است ١٠٨

همه، این با شوند. توجیه دما و کرنش تنش، فشار، چگالی، مانند فیزیکی کمیت های از ما تعریف های
ثابت های دقت به فیزیک با دیگر مقایسۀ است. این از ریزتر برابر میلیون یک از بیش رایانه ای، حساب
١Konrad Zuse
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پلانک ثابت برای رقم ٧ ،G گرانشی ثابت برای رقم ۴ (تقریباً) مانند می شود؛ مربوط شناخته شده اساسی
حال در بور. مگنتون بر الکترون مغناطیسی گشتاور µe/µB نسبت برای رقم ١٢ و e بنیادی بار و h
اعداد بنابراین نیست. شناخته شده دقت رقم ١٣ یا ١٢ از بیش با فیزیک در چیزی هیچ تقریباً حاضر،
موضوع ،π مانند ریاضی کاملا کمیت های (البته هستند دقیق تر علوم، در عددی هر از مرتبه چندین IEEE

است). دیگری
است. نزدیک تر بسیار آرمانی  حالت به جهت دو از فیزیک، با مقایسه در شناور ممیز حساب بنابراین
گسترده ای به طور شناور ممیز حساب فیزیک، قوانین به جای این، وجود با که است غریبی و عجیب پدیدۀ
این مورد در را خودشان حدی تا عددی آنالیزدان های است. شده تلقی خطرناک و زشت توافقی به عنوان
نادقیق محاسبۀ که بردند پی رشته این بنیانگذاران ١٩۶٠ و ١٩۵٠ دهه های در می دانند. مقصر وضعیت
مشکلاتی چنین منبع باشند. درست «بایستی» که می شود نتایجی در خطا سبب و باشد خطر منبع می تواند
از مشخصی سبک با درشت به ریز مقیاس از گردکردن خطاهای تقویت به معنای است؛ عددی ناپایداریِ
فراوانی دردسرهای هنریتسی۴ و فورسایت٣ ویلکینسن٢، ،[VI.91] فون نویمان١ مانند کسانی محاسبات.
واقعی بسیار خطرها این بفهمانند. همه به را ماشین حساب به بی پروا اتکای خطرهای تا شدند متحمل را
اصلی وظیفۀ که کرد شایع را تصور این معاصر دورۀ در که بود موفقیت  آمیز چنان پیام این انتقال اما هستند
الگوریتم هایی طراحی عددی آنالیز اصلی وظیفۀ واقع در است. گردکردن خطاهای با مقابله عددی آنالیز
به ندرت و بحث این از بخشی اغلب گردکردن، خطای تحلیل که حالی در شوند؛ همگرا به سرعت که است
ماند. خواهد باقی عددی آنالیز درصد ٩٠ هم باز شود، صفر گردکردن خطاهای اگر است. اساسی موضوع

عددی جبرخطی .۴
بدل ریاضی کارشناسی آموزشی برنامه در متعارف موضوعی به جبرخطی ١٩۶٠ و ١٩۵٠ دهه های در
اما دارد وجود رخداد این برای متعددی دلایل است. مانده باقی صورت همان به تاکنون زمان آن از و شد

است. شده بیشتر بسیار رایانه ها ورود زمان از جبرخطی اهمیت که است این اصلی دلیل می کنم فکر
خطی معادلۀ n می توان آن به کمک که شیوه ای است؛ گاوس حذفی روش موضوع، این آغاز نقطۀ
معادله هایی گاوس حذفی روش در دیگر، عبارت به کرد. حل حسابی عمل n٣ مرتبۀ با را مجهول n با
n اندازۀ با ستونی بردارهایی b و x و n × n ماتریسی A آن، در که می شود حل Ax = b به شکل
روش شود، حل رایانه ها در خطی معادله های از دستگاهی که زمان هر در تقریباً و جهان سراسر در هستند.
محاسباتی ماشین یک از استفاده با باشد، ١٠٠٠ با برابر n اگر حتی می شود. گرفته به کار گاوس حذفی
چینی پژوهشگران بار اولین را حذف ایدۀ است. کمتر هم ثانیه یک از نیاز مورد زمان ،٢٠٠٨ سال رومیزی
١John von Neumann ٢James H. Wilkinson ٣Peter Forsyth ۴Peter Henrici
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کشف [VI.35] ژاکوبی٢ و گاوس ،[VI.22] لاگرانژ١ مانند جدید نویسندگان و پیش سال ٢٠٠٠ حدود در
فرض شد. معرفی ١٩٣٠ دهۀ اواخر در ظاهراً الگوریتم هایی چنین توصیف نوین روش این، وجود با کردند.
ماتریس در چپ از A ضرب می توان را عمل این شود. کم دوم سطر از A نخست سطر برابرِ α مثلا کنیم
سایر نمود. تعبیر (m٢١ = −α ناصفر درایۀ با بجز همانی ماتریس مشابه (ماتریسی M١ مثلثی پایین
در اگر هستند. متناظر Mj مثلثی پایین ماتریس های در چپ از ضرب ها سایر با مشابه، سطری عملیات
داریم M = Mk · · ·M٢M١ فرض با آن گاه شود، تبدیل U مثلثی بالا ماتریس به A ماتریس مرحله k
ماتریسی یعنی است، یکه مثلثی بالا L اینجا در .A = LU داریم L = M−١ فرض با و MA = U

عملیات L و می دهد نشان را هدف ساختار U چون است. ١ با برابر آن قطری درایه های همۀ که مثلثی بالا
بالا را مثلثی پایین که است فرآیندی گاوس حذفی روش که گفت می توان می کند، کدگذاری را آن به رسیدن

می  سازد. مثلثی
حاصل ضرب به صورت ماتریسی نوشتن اساس بر نیز عددی جبرخطی دیگر الگوریتم های از بسیاری
گفت می توان زیست شناسی، در تعبیری از اقتباس با دارند. خاصی ویژگی های که است شده بنا ماتریس ها

محوریِ اندیشۀ حول زمینه این

ماتریسی →←تجزیه های الگوریتم ها

توصیف به سرعت شود، بررسی باید که را بعدی الگوریتم می توانیم چارچوب این در است. گرفته شکل
×٢ی ٢ ماتریس نقض، مثالی ندارد؛ LU تجزیۀ ماتریسی هر کنیم.

A =

(٠ ١
١ ٠

)
LU تجزیۀ که ماتریس هایی برای حتی که دریافتند نکشید طولی رایانه ها، به کارگیری از پس است.
تقویت زیادی مقدار به بالقوه گردکردن خطاهای زیرا است، ناپایدار گاوس حذفی روش اولیۀ شکل دارند،
روی بیشینه درایه های آوردن به منظور حذف خلال در سطرها تعویض با است ممکن پایداری می شدند.
می شود، اعمال سطرها روی محورگیری چون است. معروف محورگیری به که فرآیندی آید؛ به دست قطر
با گاوس حذفی روش متناظر ماتریسی تجزیۀ است. متناظر ،A در چپ از دیگری ماتریس های ضرب با
جایگشت، ماتریس یک P و یکه مثلثی پایین L مثلثی، بالا U آن، در که است PA = LU محورگیری،
طوری جایگشت ها حذف، فرآیند امk مرحلۀ در اگر است. شده جابه جا سطرهای با همانی ماتریس یعنی
هر برای L آن گاه باشد، گرفته جای (k, k) موضع در k ستون در قطر زیر درایه بزرگترین که شوند انتخاب

بود. خواهد |ℓij | ⩽ ١ اضافی ویژگی دارای j و i
١Joseph-Louis Lagrange ٢Carl Gustav Jacob Jacobi
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محورگیری شد. انجام زیادی دشواری با آن نظریِ تحلیل و تجزیه اما داد رخ به سرعت محورگیری کشف
رایانه ای برنامه های همۀ در بیش و کم این و می کند پایدار کامل به طور تقریباً را گاوس حذفی روش عمل، در
حال، این با است. درآمده روال یک به صورت هستند، نیاز مورد خطی معادله های دستگاه های حل برای که
حذفی روش استثنایی، ماتریس های بعضی برای که شدند متوجه دیگران و ویلکینسن ١٩۶٠ سال حدود در
باطن در ناخواسته شکافی ویژگی، این برای توضیحی نبودِ است. ناپایدار هم محورگیری با حتی گاوس
مثال، (برای ماتریس ها از بخش آن که می دهند نشان عددی آزمایش های می شود. محسوب عددی آنالیز
خطاهای گاوس، حذفی روش که نرمال) مستقل توزیع دارای درایه های با تصادفی ماتریس های بین از
ρ از تابعی به عنوان مشخصی معنای به می دهد، افزایش ρn ١

٢ از بزرگتر عاملی با آنها برای را گردکردن
با قضیه ای هنوز حال، این با است. بعد n اینجا در که می شود کوچک نمایی به صورت ،ρ → ∞ وقتی

است. نشده ثابت مضمون این
بر که یافت توسعه دیگری جهت های در عددی جبرخطی زمینۀ ١٩۵٠ دهۀ اواخر از حال، همین در
ماتریس های یعنی بودند، استوار [III.50] یکانی یا متعامد ماتریس های بر مبتنی الگوریتم های از استفاده
است. مزدوج ترانهادۀ Q∗ آن، در که Q−١ = Q∗ با مختلط ماتریس های یا و Q−١ = QT با حقیقی
تجزیۀ باشد، m ⩾ n با m × n ماتریسی A اگر است. تحولاتی چنین آغاز نقطۀ QR تجزیۀ اندیشۀ
مثلثی بالا R و یکامتعامد ستون های دارای Q آن، در که A = QR از است عبارت A ماتریس QR
که کرد تعبیر گرم-اشمیت متعامدسازی آشنای ایدۀ از ماتریسی حالت یک می توان را فرمول این است.
با متناظر ستونی عملیات این می شوند. تعیین دیگری از پس یکی Q از ... ،q٢ ،q١ ستون های آن، در
برای گرم-اشمیت الگوریتم که گفت می توان است. مقدماتی مثلثی بالا ماتریس های در راست از A ضرب
مثلثی متعامدسازی فرآیند یک بنابراین و می آید به دست جانبی پیامدی به عنوان R و است Q به رسیدن
مثلثی سازی از دوگان راهبرد یک داد نشان ١٩۵٨ سال در هوسهلدر١ که داد رخ زمانی بزرگ پیشامد است.
مقدماتی ماتریسی عملیات از استفاده با رویکرد، این در است. مؤثر مسائل، از بسیاری حل برای متعامد
متعامد عملیات با را A می توان می آورد، به دست ابرصفحه ای به نسبت را Rm قرینۀ کدام، هر که پی درپی
روش می آید. به دست جانبی پیامدی به عنوان Q و است R به رسیدن هدف، کرد: ساده مثلثی بالا شکل به
بنابراین و می کند حفظ را نُرم ها متعامد، عملیات زیرا می کند، عمل پایدارتر عددی، به لحاظ هوسهلدر

نمی کند. تقویت می شوند، وارد مرحله هر در که را گردکردن خطاهای
را QR تجزیۀ آمد. وجود به جبرخطی الگوریتم های از پربار مجموعه ای ،١٩۶٠ دهۀ در QR تجزیۀ از
بیشتر گرفت. به کار یکامتعامد پایه های ساختن و مربعات کمترین مسائل حل برای خود به خودیِ می توان
جبرخطی در اساسی مسائل از یکی به ویژه است. دیگر الگوریتم های میانی مراحل در استفاده آن کاربرد
١Alston Scott Hauseholder
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از کامل مجموعه ای دارای A اگر است. A مربعی ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقدارها تعیین عددی
D قطری ماتریس و ویژه بردارها این آن، ستون های که X ماتریس تشکیل با آن گاه باشد، ویژه بردارها
X چون بنابراین و AX = XD داشت خواهیم هستند، متناظر ویژه مقدارهای آن قطری درایه های که
[III.50] ارمیتی١ A که خاصی حالت در دارد. نام ویژه مقداری تجزیۀ که A = XDX−١ است، ناتکین
Q آن، در که A = QDQ∗ و دارد وجود یکامتعامد ویژه بردارهای از کامل مجموعه ای همیشه است،
ویلکینسن و کوبلانوفسکایا٣ فرانسیس٢، ١٩۶٠ دهۀ اوایل در تجزیه ها، این کردنِ پیدا برای است. یکانی
بیشتر و پنج درجۀ از چندجمله ای  معادله های چون کردند. ابداع QR الگوریتم به نام استاندارد الگوریتمی
را ویژه مقدارها کلی حالت در که می شود معلوم کرد، حل رادیکال ها شامل فرمول یک با نمی توان را آن از
تجزیه های از دنباله ای شامل و تکراری لزوماً QR الگوریتم بنابراین کرد. محاسبه بسته به شکل نمی توان
در است. سریع فوق العاده آن همگرایی این، وجود با است. جمله بی نهایت شامل واقع در و است QR
مرحله هر در که معنی این به است، مرتبه سه همگرای QR الگوریتم ،A نوعی ماتریس برای متقارن حالت

می شود. برابر سه تقریباً ویژه مقدار-ویژه بردار، جفت یک در درست ارقام تعداد
محصولات بر زیادی بسیار تأثیر و است عددی آنالیز دستاوردهای بزرگترین از یکی QR الگوریتم
کدهای به ١٩۶٠ دهۀ در آن اساس بر تحلیل و تجزیه و الگوریتم ها است. داشته پرکاربرد نرم افزاریِ
نسل و ویژه دستگاه۵) (بستۀ EISPACK نرم افزاریِ کتابخانۀ به بعداً و فورترن و الگول۴ در رایانه ای
،NAG مانند همه منظوره عددی کتابخانه های در نیز روش ها همان شد. منجر LAPACK آن، بعدی
مورد متمتیکا و میپل متلب، مانند مسئله حل محیط های در و عددی دستورالعمل های مجموعۀ و IMSL
مدت ها از ماتریس ویژه مقدارهای محاسبۀ که بوده اند موفق چنان پیشرفت ها این گرفته اند. قرار استفاده
هیچ کس متخصص چند جز که است شده تبدیل «جعبه سیاه» عمل یک به دانشمندی هر برای تقریباً پیش
دارد، EISPACK با نزدیکی نسبت که LAPACK صورت همین به است. چگونه آن جزئیات نمی داند
تمام معیارهای اصلی مبنای به و پذیرفته  را غیرمنتظره عملکردی خطی، معادله های دستگاه های حل برای
خو ش شانس آنقدر ابررایانه ای اگر است. شده تبدیل رایانه هایشان سرعت آزمودن برای رایانه تولیدکنندگان
در توانش به دلیل می شود، به روز  دوبار سالی تاکنون ١٩٩٣ از که گیرد قرار TOP500 فهرست در که باشد

است. بوده میلیون  چند تا ١٠٠ از متغیر بعدهایی با Ax = b ماتریسی مشخص مسائل حل
جوانش خویشاوند نیز عددی جبرخطی پیشرفت اما هستند آشنا ویژه مقداری تجزیۀ با ریاضیدانان همۀ
ژوردان٧ بلترامی۶، نوزدهم، قرن اواخر در است. آورده صحنه روی به را (SVD) تکین مقدار تجزیۀ
گالوب٩ کارهای با ١٩۶۵ سال حدود که کردند کشف را تکین مقدار تجزیۀ [VI.42] سیلوستر٨ و [VI.52]
١Hermitian ٢John G. F. Francis ٣Vera N. Kublanovskaya ۴Algol ۵eigensystem package
۶Eugenio Beltrami ٧Camille Jordan ٨James Joseph Sylvester ٩Gene H. Golub
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تکین مقدار تجزیۀ باشد، m ⩾ n با m×n ماتریسی A اگر رسید. شهرت به دیگر عددی آنالیزدان های و
V یکامتعامد، ستون های با m× n ماتریسی U آن، در که است A = UΣV ∗ عامل های به تجزیه A
تجزیۀ است. σ١ ⩾ σ٢ ⩾ · · · ⩾ σn ⩾ ٠ قطری درایه های با قطری Σ و یکانی و n× n ماتریسی
این اما کرد محاسبه A∗A و AA∗ برای ویژه مقدار مسائل به آن ساختن مربوط با می توان را تکین مقدار
A که است QR الگوریتم از دیگری صورت به کارگیریِ بهتر، روش یک است. ناپایدار عددی به لحاظ کار
متعارف مسیری تکین، مقدار تجزیۀ کردنِ پیدا باشد، ناتکین و مربعی A که حالتی در نمی کند. مجذور را
یا [III.37] هیلبرت فضای نُرم ∥ · ∥ اینجا (در ∥A∥ = σ١ به صورت [III.62] ماتریس نُرم تعیین برای
وضعیت١ (ضریبِ) عدد به معروف آنها حاصل ضرب یا ∥A−١∥ = ١/σn آن وارون نرم است)، ٢ نُرم

است
κ(A) = ∥A∥∥A−١∥ = σ١/σn.

مربعات کمترین قبیل از گوناگونی محاسباتی مسائل حل در میانی مرحله ای همچنین تکین مقدار تجزیۀ
تعیین و کم-رتبه تقریب تام»، مربعات «کمترین رتبه ها، تعیین پوچ، فضاهای و بردها محاسبۀ ناقص، رتبۀ

است. زیرفضاها بین زاویه های
شد. متولد ١٩٧۵-١٩۵٠ دورۀ در که می شود مربوط «کلاسیک» عددی جبرخطی به بالا بحث کل
مسائل بررسی برای روش هایی عنوان با ابزار ها از جدید کاملا دسته ای ابداع شاهد قرن، پایانی ربع در
فرض است. شرح این به تکرارها این ایدۀ هستیم. ٢ کریلف زیرفضای تکرارهای اساس بر بزرگ-مقیاس
جواب است. n≫ ١٠٠٠ مثلا بالا، ابعاد با ماتریسی شامل که است شده داده جبرخطی در مسئله ای کنیم
کمینه کردنِ مانند مشخص وردشی ویژگی یک در که کرد توصیف x ∈ Rn بردار با می توان را مسئله
از بودن ایستا نقطه ای یا باشد) مثبت معین و متقارن A اگر Ax = b حل (برای ١٢xTAx − xT b

زیرفضایی Kk اگر اکنون می کند. صدق باشد) Aمتقارن اگر Ax = λx حل (برای (xTAx)/(xTx)

خیلی زیرفضا این در را وردشی مسئلۀ همان بتوان است ممکن آن گاه باشد، k ≪ n با Rn از kبعدی
، کریلف زیرفضای Kk برای خوب خیلی انتخابی کرد. حل سریع تر

Kk(A, q) = span(q, Aq, . . . , Ak−١q)

به صورت A ویژه مقدارهای اگر دارد، تقریب نظریۀ با جذاب پیوندی که دلایلی به است. q اولیۀ بردار با
به سریع خیلی اغلب می یابد، افزایش k که هنگامی زیرفضا این در جواب ها باشند، شده توزیع مطلوبی
ده با را مجهول ١٠۵ شامل ماتریسی مسئله ای می توان مثال، برای می شوند. همگرا Rn در دقیق جواب
١condition number ٢Krylov subspace iterations



٢٧ عددی ٢٧آنالیز عددی ٢٧آنالیز عددی آنالیز
کلاسیک، الگوریتم های با مقایسه در روش این در سرعت افزایش کرد. حل تکرار چندصد در تنها دقت رقم

باشد. برابر هزارها است ممکن
و پایه گذاری لنتسوش١ تکرارهای و مزدوج گرادیان با کریلف زیرفضای تکرارهای ١٩۵٢ سال در
این برای بزرگ نسبتاً مقیاس با مسائل حل توانایی کافی به اندازۀ رایانه ها سال ها آن در اما شد منتشر
به ویژه و پیج و رید کارهای با روش ها این ١٩٧٠ دهۀ در کنند. رقابت عملا بتوانند تا نداشتند را روش ها
پیش شرط گذاری، در آوردند. بر سر کردند، مطرح را پیش شرط گذاری ایدۀ که میرینک٣ و فورست٢ دِر فَن
MAx = Mb به صورت معادل دستگاه یک با Ax = b دستگاه ،M همچون ناتکین ماتریسی برای
با ویژه مقدارهایی دارای MA شامل جدید مسئلۀ باشد، شده انتخاب به خوبی M اگر می شود. جایگزین

کند. حل به سرعت را آن می تواند کریلف زیرفضای تکرار و است مناسب توزیع
محاسباتی علوم در ضروری ابزاری به عنوان پیش شرط گذاری شده ماتریسی تکرارهای ١٩٧٠ دهۀ از
مقاله ای ١٩٩٠ دهۀ در که شد معلوم ٢٠٠١ سال در که است این آنها برتری از نشانه ای شده اند. ظاهر
روش آن، در که است بوده ١٩٨٩ سال در فورست دِر فَن مقالۀ ریاضیات، کل در ارجاع بیشترین با

است. شده معرفی نامتقارن، ماتریس های برای مزدوج گرادیان از تعمیمی ،Bi-CGStab
n× n ماتریس می توان آیا می کنیم. یادآوری را عددی آنالیز در حل نشده مسئلۀ بزرگترین سرانجام،
محاسبه یا Ax = b دستگاه حل (مسائل کرد؟ معکوس α > ٢ هر برای عمل O(nα) با را A دلخواه
الگوریتم های برخی در و α = ٣ گاوس، حذفی روش در هستند.) این مشابه AB ماتریسی حاصل ضرب
٢٫٣٧۶ تا نما شد، منتشر وینوگراد۵ و کوپرسمیت۴ کارهای با ١٩٩٠ سال در که بازگشتی (غیرعملی (هرچند

داشت؟ خواهیم ماتریسی» سریع «وارون گیریِ یک آینده در آیا است. شده کوچک

دیفرانسیل معادله های عددی حل .۵
را آنالیز مسائل حل برای عددی روش های ریاضیدانان شود، زیادی توجه جبرخطی به آنکه از پیش
ارشمیدس به حتی و [VI.14] نیوتن و گاوس به کوادراتور یا عددی انتگرال گیری مسئلۀ بودند. کرده ابداع
نقطه n+١ در داده ها درونیابی اندیشۀ از کلاسیک عددی انتگرال گیری فرمول های است. منسوب [VI.3]
درونیابی نقاط می گیرد. نشأت چندجمله ای آن از دقیق انتگرال گیری سپس و n درجۀ از چندجمله ای یک با
هستند استفاده قابل کوچک درجه های برای که می دهند به دست را ۶ نیوتن-کوتس فرمول های هم فاصله،
می شود. خوانده رونگه٧ پدیدۀ که موضوعی می شوند: واگرا ٢n بزرگی به نرخی با ،n→∞ که هنگامی اما
لنچاس و لنشوس به صورت های او نام بود. مجارستانی فیزیکدان و ریاضیدان (Cornelius Lanczos) لنتسوش کورنلیوس ١

می شود-م. تلفظ نیز
٢Hendrik van der Vorst ٣J. A.Meijerink ۴Don Coppersmith ۵ShmuelWinograd ۶Newton-Cotes

formulas ٧Runge’s phenomenon



ترِفتن نیکلاس لوید ترِفتن٢٨ نیکلاس لوید ترِفتن٢٨ نیکلاس لوید ٢٨

می شود همگرا به سرعت که است گاوس عددی انتگرال گیری نتیجه شوند، انتخاب بهینه به طور نقاط اگر
لژاندر چندجمله ای های ریشه های بهینه، نقاط این که شد مشخص سرانجام است. پایدار عددی به طور و
است). آمده [III.85] خاص توابع در اثبات کلی (طرح می شوند انباشته انتهایی نقاط حوالی که هستند
٠ ⩽ j ⩽ n ،cos(jπ/n) درونیابی نقاط با ١ کلینشا-کرتیس عددی انتگرال گیری اهداف، بیشتر برای
برخلافِ و است همگرا سریعاً و پایدار همچنین عددی انتگرال گیری روش این می کند. عمل خوبی همان به
دلیل کرد. اجرا عمل O(n log n) و فوریه سریع تبدیل با را آن می توان گاوس، عددی انتگرال گیری

است. نهفته پتانسیل نظریۀ در کارا عددی انتگرال گیری قواعد برای انباشته شده نقاط بودنِ ضروری
دیفرانسیل معادله های حل همان که کرد توجه جلب آنالیز در دیگری مسئلۀ ١٨۵٠ سال حدود در
معمولا عمل در که هستند هم فاصله نقاط در چندجمله ای درونیابی اساس بر آدامز فرمول های بود. معمولی
حل برای چندگامی روش های امروزه که بودند فرمول هایی نخستین اینها است. ده از کمتر آنها تعداد
u′ = f(t, u) اولیۀ مقدار مسئلۀ برای اینجا در کار روش می شوند. نامیده معمولی دیفرانسیل معادله های
زمانی مقادیر از متناهی مجموعه ای و برمی گزینیم را ∆t > ٠ کوچک زمانی گام که است صورت این به

می گیریم: نظر در را
tn = n∆t, n ⩾ ٠.

پیاپی تقریبی مقادیر محاسبۀ که می کنیم جایگزین جبری تقریبی با را معمولی دیفرانسیل معادلۀ سپس
vn ≈ u(tn), n ⩾ ٠

اویلر به منسوب نوع، این از تقریبی فرمول ساده ترین نیست). توان بالانویس، اینجا (در می کند ممکن را
به صورت و [VI.19]

vn+١ = vn +∆tf(tn, v
n)

به صورت ،fn = f(tn, v
n) دهیم قرار اگر یا

vn+١ = vn +∆tfn

باشند معادله چند یا یک شامل آن، عددیِ تقریب هم و معمولی دیفرانسیل معادلۀ هم است ممکن است.
آدامز، فرمول های باشند. مناسب بعد با بردارهایی vn و u(x, t) که می دهد رخ وقتی دومی این که
فرمول مثال، برای هستند. کاراتر بسیار دقیق، جواب های تولید در و اویلر فرمول از مرتبه بالاتر تعمیم هایی
١Clenshaw-Curtis



٢٩ عددی ٢٩آنالیز عددی ٢٩آنالیز عددی آنالیز
به صورت آدامز-بشفورت١ مرتبه چهارِ

vn+١ = vn +
١

٢۴∆t(۵۵fn − ۵٩fn−١ + ٣٧fn−٢ − ٩fn−٣).

پرسش هایی پیدایش همان که است عددی آنالیز مباحث در جدید عنصری مبین «مرتبه چهار» اصطلاح است.
با معمولا که معنی این به است چهارم مرتبۀ از بالا فرمول .∆t → ٠ که وقتی است همگرایی مورد در
۶ تا ٣ محدودۀ در اغلب می شوند، گرفته به کار عمل در که مرتبه هایی می شود. همگرا O((∆t)۴) نرخ
که هنگامی می آورند. پدید رقم ١٠ تا ٣ محدودۀ در معمولا عالی دقتی محاسبات، انواع برای و دارند قرار

می شوند. استفاده نیز بالاتر مرتبۀ از فرمول های باشد، نیاز مورد این از بیش دقتِ
کارای روش های این همگرایی دربارۀ که است چنان عددی آنالیز متون در جاری عرف متأسفانه
از متمایز آنها، برشی ِخطای یا گسسته سازی دقیق تر، به طور یا آنها خطای بلکه نمی شود، صحبت باشکوه
می رسد نظر به و دارد مأیوس کننده  لحنی خطا، تحلیل در مرسوم زبان این می شود. بررسی گردکردن خطای

داد. تغییر را آن نتوان
دیفرانسیل معادله های الگوریتم های از بزرگ ردۀ دومین کوتا و هین٢ رونگه، بیستم، قرن آغاز با
از فرمول هایی اینجا در مثال، برای کردند. ارائه را تک گامی یا ٣ رونگه-کوتا روش های به مشهور معمولی
تا tn زمانی گام از دستگاه) یا (اسکالر عددی جوابی که می شود ارائه رونگه-کوتا مرتبه چهار معروف روش

می آورد: به دست f تابع از مقدار چهار به کمک را tn+١

a = ∆tf(tn, v
n),

b = ∆tf(tn +
١
٢∆t, vn +

١
٢a),

c = ∆tf(tn +
١
٢∆t, vn +

١
٢b),

d = ∆tf(tn +∆t, vn + c),

vn+١ = vn +
١
۶(a+ ٢b+ ٢c+ d).

آنها تحلیل و تجزیه اما می شوند اجرا آسان تر چندگامی، فرمول های با مقایسه در رونگه-کوتا روش های
که آدامز-بشفورت گامی-s فرمول ضرایب آوردنِ به دست s هر برای مثال، برای است. مشکل تر گاهی
رونگه-کوتا روش های برای به عکس، است. افتاده  پا پیش و بدیهی موضوعی دارد، p = s دقت مرتبۀ
ندارد. وجود ساده  پیوندی حاصل، دقت مرتبۀ و گام) هر در تابع مقداریابی های (یعنی «مراحل» تعداد بین
١Adams-Bashforth ٢Karl Heun ٣Runge-Kutta methods



ترِفتن نیکلاس لوید ترِفتن٣٠ نیکلاس لوید ترِفتن٣٠ نیکلاس لوید ٣٠

p = s دقت مرتبۀ بودند، شده شناخته کوتا برای ١٩٠١ سال در که s = ١, ٢, ٣, ۴ با کلاسیک روش های
s-مرحله ای = ۶ روش ،p = ۵ مرتبۀ از دقتی به رسیدن برای که بود نشده ثابت ١٩۶٣ سال تا اما دارند
می شود شامل را حوزه ها سایر و گراف نظریۀ از زیبایی ریاضیات مسائلی، چنین تحلیل و تجزیه است. لازم
،p = ۶, ٧, ٨ مرتبه های برای است. بوده بوچر١ جان حوزه، این در کلیدی افراد از یکی ١٩۶٠ دهۀ از و
است. نامعلوم مراحل دقیق حداقل p > ٨ برای که حالی در است s = ٧, ٩, ١١ مراحل، تعداد حداقل

هستند. نیاز مورد به ندرت مرتبه بالاتر روش های این عملی منظورهای برای خوشبختانه
یک کردند، به کار آغاز دیفرانسیل معادله های حل برای رایانه ها که هنگامی دوم، جهانی جنگ از پس
به عبارت این قبل، مانند شد. ظاهر عملی بااهمیتِ پدیدۀ بزرگترین به عنوان عددی ناپایداری دیگر بارِ
موضعی خطاهای بار، این اما دارد اشاره محاسباتی فرآیندی توسط موضعی خطاهای نامحدود افزایش
خطایی به صورت را خودش معمولا ناپایداری هستند. گسسته سازی به مربوط معمولا گردکردن، به جای غالب
افزایش نمایی به صورت بیشتر، عددیِ گام های انجام با که می سازد آشکار محاسبه شده جواب در نوسانی
دید دال کوییست بود. دال کوییست٢ یرموند داشت، سروکار مفهوم این با که ریاضیدانان از یکی می یابد.
سال در او مقالۀ پیدایش افراد برخی کرد. تحلیل و تجزیه اقتدار، و عمومیت با می توان را پدیده این که
می توان که کرد معرفی را چیزی آن برجسته مقالۀ این می دانند. نوین عددی آنالیز تولد نشانۀ را ١٩۵۶

نامید: عددی آنالیز اساسی قضیۀ
سازگاری. + پایداری = همگرایی

ویژگی در آمد. خواهد ادامه در اجمالا که است مفهوم سه این دقیق تعریف اساس بر مربوط، نظریۀ
را معمولی دیفرانسیل معادلۀ بنابراین و است مثبت موضعاً دقت مرتبۀ دارای گسسته فرمول سازگاری،
به طور نمی تواند زمانی گام یک در شده تولید خطاهای پایداری، ویژگی در می کند. مدل سازی به درستی
،∆t→ ٠ که وقتی گردکردن خطاهای نبودِ در همگرایی، ویژگی در کند. رشد بعدی زمان های در بیکران
پایداری بین هم ارزی نوعی ایدۀ نیز دال کوییست مقالۀ از قبل می شود. همگرا دقیق نتیجۀ به عددی جواب
به آن گاه نباشد، ناپایدار عددی طرحی اگر شدند متوجه پژوهشگران که بود مرسوم نظر این از همگرایی و
برای را اندیشه آن از موشکافانه شکلی او نظریۀ می کند. ارائه درست جوابِ از خوبی تقریب زیاد، احتمال

کرد. ارائه عددی روش های از وسیع رده ای
اتفاق این می یافت، توسعه معمولی دیفرانسیل معادله های برای رایانه ای روش های که همان طور
١٩١٠ سال حدود در آمد. پیش نیز جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله های بزرگتر خیلی موضوع برای
کاربرد به منظور جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله های حل برای را گسسته عددی روش های ریچاردسن٣
١John Butcher ٢Germund Dahlquist ٣Lewis Fry Richardson



٣١ عددی ٣١آنالیز عددی ٣١آنالیز عددی آنالیز
همچنین داد. توسعه بیشتر را روش ها این سوث ول١ و کرد ابداع هواشناسی علم و تنش تحلیل و تجزیه در
منتشر متناهی تفاضل روش های دربارۀ نظری مقاله ای لوی و فردریش ،[VI.83] کورانت ١٩٢٨ سال در
رایانه ها پیشرفت از قبل ایده ها این تأثیر یافت، شهرت بعداً کورانت-فردریش-لوی٢ مقالۀ گرچه کردند.
ویژه ای به طور که گروه هایی جمله از کرد. پیشرفت به سرعت موضوع این مرحله، آن از پس بود. محدود
لوس آزمایشگاه در فون نویمان گرداگرد پژوهشگران از دسته ای بودند، تاثیرگذار نخست سال های آن در

بود. جوان لکس٣ پیتر شامل آلاموس
روش های برخی که کردند کشف همکارانش و فون نویمان معمولی، دیفرانسیل معادله های همانند درست
برای می شوند. منجر مصیبت بار ناپایداری های به نیز جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله های برای عددی
منظم شبکۀ برای ∆t زمانی گام و ∆x مکانی گام ut = ux موج خطی معادلۀ عددی حل برای مثال،

می شود: انتخاب زیر
xj = j∆x, tn = n∆t, j, n ⩾ ٠.

پیاپی تقریبی مقادیر تا می شود جایگزین جبری فرمول های با جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلۀ سپس
شود: محاسبه زیر

vnj ≈ u(tn, xj), j, n ⩾ ٠.
است: لکس-وندروف۴ فرمول ،λ = ∆t/∆x فرض با منظور، این برای شناخته شده گسسته سازی یک

vn+١
j = vnj +

١
٢λ(v

n
j+١ − vnj−١) +

١
٢λ

٢(vnj+١ − ٢vnj + vnj−١).

داد. تعمیم یک بعدی هذلولوی پایستگی قوانین به مربوط غیرخطی دستگاه های به می توان را فرمول این
خطاهای از صرفنظر با روش این شود، داشته نگه ثابت ١ با برابر یا کمتر مقداری در λ اگر ut = ux برای
١ از بزرگتر λ اگر دیگر، سوی از شد. خواهد همگرا درست جواب به ∆x,∆t→ ٠ که وقتی گردکردن،
را ناپایداری هایی چنین نبودِ یا بود که بردند پی دیگران و فون نویمان می پاشد. هم از عددی جواب باشد،
موسوم ،x برحسب [III.27] فوریه گسستۀ آنالیز با خطی، ثابت ضرایب با مسائل برای دست کم می توان
موفق روشی نباشد، ناپایدار روشی اگر که داد نشان تجربه داد. قرار آزمایش مورد فون نویمان»، «آنالیز به
قضیۀ نظریه، این داد. سامان و سر را تجربی مشاهده های این و شد ظاهر نظریه ای به زودی بود. خواهد
را آن دال کوییست، مقالۀ چاپ با همزمان یعنی ،١٩۵۶ سال در ریکتمایر۵ و لکس که است لکس هم ارزی
که حالی در بود محدود خطی معادله های به نظریه این بودند. متفاوت جزئیات از بسیاری کردند. منتشر
به طور اما بود. استفاده قابل نیز غیرخطی موارد در معمولی دیفرانسیل معادله های برای دال کوییست نظریۀ
١Richard Vynne Southwell ٢Courant-Friedrichs-Lewy ٣Peter Lax ۴Lax-Wendorff formula
۵Robert D. Richtmyer
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می شد. دنبال پایداری اضافۀ به سازگاری با همگرایی گرفتن برابر الگوی همان جدید دستاورد این در کلی
بود. یکنواخت کرانداری اصل کلیدی، نکتۀ ریاضی، دیدگاه از

موضوع به می شد، مربوط آن به آنچه و لکس-وندروف فرمول فون نویمان، درگذشت از پس نیم قرن
از اولیه برداشت های که نکشید طولی شد. تبدیل محاسباتی سیالات دینامیک به مشهور مهیجی توانمند
یافتند. تعمیم سه بعدی سرانجام و بعدی دو فضای به یک بعدی فضای در غیرخطی و خطی معادله های
جهت، سه از یک هر در نقطه صدها با محاسباتی شبکه های در متغیر میلیون ها شامل مسائلی حل اکنون
یکنواخت شبکه ها و غیرخطی یا باشند خطی معادله ها می شوند: یافت جا همه کاربردها است. عادی امری
جنبه های دیگر و مرزی لایه های به تا می شوند اصلاح تطبیقی به صورت اغلب غیریکنواخت، یا باشند
کل بال ها سپس هوابرها١، طراحی در بار نخستین عددی روش های شود. ویژه ای توجه سریعاً-متغیر،
به بیشتر اما می کنند استفاده باد تونل های از هنوز مهندسان شدند. استفاده هواپیما کل در آن، از بعد و

هستند. متکی محاسبات
با دیفرانسیل معادله های حل برای دیگری عددی روش از استفاده با موفقیت ها این از بسیاری
مهندسی متنوع بنیان های با روش این دارد. نام متناهی عناصر که است شده امکان پذیر جزئی مشتقات
روش های خارج قسمتی، تفاضل با دیفرانسیلی عملگر تقریب به جای شد. پدیدار ١٩۶٠ دهۀ در ریاضی و
می زنند. تقریب شوند، شکسته ساده  تکه های به می توانند که f چون توابعی با را جواب خودِ متناهی عنصر
أکید ت و کرد افراز چهاروجهی ها یا مثلث ها مانند مقدماتی مجموعه های به می توان را f دامنۀ نمونه، برای
وردشی صورت یک حل با جواب این باشد. کوچک درجۀ از چندجمله ای یک تکه،  هر به f تحدید که نمود
تضمینی اغلب و می آید به دست متناظر متناهی-بعد زیرفضای در جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلۀ از
آنالیز ابزارهای از متناهی عنصر روش های در است. بهینه زیرفضا، آن در محاسبه شده جواب که دارد وجود
برخورد در انعطاف پذیری  به دلیل روش ها این می شود. استفاده تکامل یافته وضعیتی به رسیدن برای تابعی
کاملی برتری کاربردی عمران مهندسی و ساختاری مکانیک در به ویژه هستند. مشهور پیچیده هندسه های با
١٠٠٠٠ از بیش است، شده منتشر متناهی عنصر روش های دربارۀ که مقاله هایی و کتاب ها تعداد دارند.

است. جلد
جزئی، مشتقات با دیفرانسیل معادله های عددی حل بالغ و وسیع حوزۀ در مطرح نوین جنبۀ کدام
وابستگی پاسخ، می کنم فکر کرد؟ خواهد شگفت زده بیشتر را لوی یا و فردریش کورانت، ریچاردسن،
جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلۀ مسئلۀ یک جواب باشد. جبرخطی نامتعارف الگوریتم های به فراگیر
معادله میلیون یک با دستگاهی حل به زمانی، گام هر در است ممکن سه بعدی، فضای در بزرگ-مقیاس
تفاضل یک پیش شرط ساز از که GMRES ماتریسی تکرار با است ممکن جواب این باشد. داشته نیاز
چندشبکه ای پیش شرط ساز بر خود به نوبۀ Bi-CGStabکه تکرار یک با آن پیاده سازی و می  برد بهره متناهی
١airfoils
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نبوده متصور رایانه اولیۀ پیشگامانِ برای قطعاً ابزارها از انباشتی چنین آید. به دست است، متکی دیگری
نیکلسن٢ و کرنک١ که همان طور زیرا می گردد، باز عددی ناپایداری به سرانجام انباشت، این به نیاز است.
فرمول های از استفاده ناپایداری، با مقابله برای حیاتی راهکار کردند، اشاره ١٩۴٧ سال در بار اولین
همین پیاده سازیِ و کرده چفت هم به tn+١ جدید زمانی گام در را مجهول ها که فرمول هایی است؛ ضمنی

است. معادله ها دستگاه های حل نیازمند که است چفت شدگی
عددی حل به را امروزی مهندسی و علوم موفقیت آمیز اتکای که می شود ارائه مثال هایی اینجا در
مکانیک ،([III.83] شرودینگر (معادلۀ شیمی می دهند: نشان جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله های
(معادله های توربین طراحی زمین  گرد٣)، (معادلۀ هوا و آب پیش بینی کشسانی)، (معادله های ساختاری
،([IV.13] ماکسول (معادله های مخابرات هلمهلتس)، (معادلۀ صوت شناسی ،([III.23] نَویه-استوکس
زیرزمینی آب های تصفیه مکان)، نقل (معادله های نفت اکتشاف اینشتین)، (معادله های کیهان شناسی
(معادله های سونامی مدل سازی رانش-پخش)، (معادله های یکپارچه شده مدار طراحی دارسی)، (قانون
پرونا- (معادلۀ تصویر بهسازی ،([III.49] موج غیرخطی (معادله های نوری فیبرهای کم عمق)، آب  های
.([VII.9] بلک-شولز (معادلۀ معامله اختیار قیمت گذاری کان-هیلیارد)، (معادلۀ فلزها با کار علم مالیک)،

عددی بهینه سازی .۶
مسئلۀ و چندمتغیره توابع کمینه کردنِ معنی به که است بهینه سازی عددی، آنالیز بزرگ بخش سومین
بخش های بقیۀ از حدی تا بهینه سازی پیشرفت است. آن با مرتبط غیرخطی معادله های دستگاه های حل
با را آن اقتصاد، و عملیات در تحقیق به نزدیک پژوهشگران از گروهی و است بوده مستقل عددی آنالیز
نقطه ای در است ممکن هموار تابع یک که می گیرند یاد حسابان در دانشجویان رانده اند. پیش به موفقیت
حوزۀ از بزرگ کرانۀ دو احتمال، دو همین باشد. داشته فرینه مقدار مرزی، نقطه ای در یا صفر مشتق با
غیرخطی توابع کمینه های و درونی صفرهای یافتن مسائل سو، یک در می کنند. مشخص را بهینه سازی
خطی برنامه ریزی از مسائلی دیگر، سوی در دارد. وجود چندمتغیره حسابان به مربوط روش هایی با نامقید
چالش همۀ و است آسان مسائل این فهم است. خطی شود، کمینه می بایست که تابعی آنها در که دارند قرار

است. مرزی قیدهای در
آن از اول جملۀ چند با توابع تقریب ایدۀ نیوتن است. قدیمی موضوعی نامقید غیرخطی بهینه سازی
سری های که است این آرنولد۴ استدلال واقع در کرد. معرفی می نامیم، آنها تیلر سری امروزه که را چیزی
حقیقی متغیر با F تابع x∗ صفر یافتن برای که می دانند همه است. بوده نیوتن اصلی» ریاضی «کشف تیلر

بود-م. کُلموگروف شاگردان از و روسی ریاضیدان آرنولد ولادیمیر ۴

١John Crank ٢Phyllis Nicolson ٣geostrophic
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F ′(x(k)) مشتق از ،x(k) ≈ x∗ برآوردِ بودن معلوم با kام گام در است: چنین نیوتن روش ایدۀ ،x
می آوریم: به دست را x(k+١) بهترِ برآورد و می کنیم استفاده خطی تقریبی یافتن برای

x(k+١) = x(k) − F (x(k))/F ′(x(k)).

را آن (١٧۴٠) سیمسن٢ و بردند به کار چندجمله ای ها برای را روش این (١۶٩٠) رفسن١ و (١۶۶٩) نیوتن
معادله n با دستگاهی برای امروزی، زبان به داد. تعمیم معادله دو با دستگاه هایی و F دیگر توابع برای
n × n ماتریس x(k) ∈ Rn نقطۀ در آن مشتق که می گیریم نظر در n-بردار یک را F مجهول، n و

است: زیر درایه های با ژاکوبی
Jij(x

(k)) =
∂Fi

∂xj
(x(k)), ١ ⩽ i, j ⩽ n.

صورت اکنون است. دقیق x ≈ x(k) به ازای که می کند تعریف F (x) برای خطی تقریبی ماتریس، این
است: چنین نیوتن روش ماتریسی

x(k+١) = x(k) − (J(x(k)))−١F (x(k))

را زیر خطی معادله های دستگاه ،x(k) از x(k+١) آوردن به دست برای که است معنی این به عمل در و
می کنیم: حل

J(x(k))(x(k+١) − x(k)) = −F (x(k)).

این شود، انتخاب خوب کافی به اندازۀ اولیه حدس و باشد ناتکین و لیپشیتس-پیوسته x∗ در J که مادام
است: مرتبه دو همگرای تکراری روش

∥x(k+١) − x∗∥ = O(∥x(k) − x∗∥٢).

خوبی فکر ۴ یا ٣ به برآورد این در نما بردن بالا به منظور فرمول هایی ایجاد که می کنند فکر اغلب دانشجویان
الگوریتم گام یک مرتبه دو، همگرای الگوریتم یک از همزمان گام دو است. باطل خیالی این، اما است
در حداکثر ۴ مرتبۀ و ٢ مرتبۀ بین تفاوت کارایی، نظر از بنابراین می دهد. نتیجه را مرتبه چهار همگرای
همین وضعیت شود، جایگزین ١ از بزرگتر دیگری عدد هر با ۴ یا ،٣ ،٢ نمای اگر است. ثابت عامل یک
زبرخطی همگرایی نیوتن، روش مانند برخی که است این الگوریتم ها این بین واقعی تمایز بود. خواهد  طور

است. ١ فقط نما که دارند هندسی یا خطی همگرایی برخی و دارند
١Joseph Raphson ٢Thomas Simpson
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از دستگاهی حل و x ∈ Rn متغیر از f عددی تابع کمینه سازی چندمتغیره، حسابان منظر از
گرادیان از صفری باید ،f برای (موضعی) کمینه ای یافتن برای هستند: هم به نزدیک مسئلۀ دو معادله ها،
به و است آن ژاکوبی ماتریس g مشتق است. n-بردار یک که کنیم جستجو را ،g(x) = ∇f(x) آن،

است: معروف زیر درایه های با f هسه ای

Hij(x
(k)) =

∂٢f
∂xi∂xj

(x(k)), ١ ⩽ i, j ⩽ n.

برد. به کار g(x) از صفری یافتن برای نیوتن تکرار فرآیند در قبل مانند درست می توان را ماتریس این
است. متقارن همیشه هسه ای که است این جدید ویژگی

حوزه ای رایانه ها ورود بود، شده معرفی قبلا صفرها یافتن و کمینه سازی برای نیوتن فرمول های اگرچه
روش که بود این شدند مواجه آن با به زودی که موانعی از یکی کرد. ایجاد را عددی بهینه سازی از جدید
هم و عملی به صورت هم مسئله این نیست. موفق اغلب نباشد، خوب که اولیه حدس یک برای نیوتن
مورد کامل به طور اطمینان١ نواحی و خط جستجوهای به مشهور الگوریتمی فناوری های با نظری به صورت

است. گرفته قرار توجه
هسه ای ها و ژاکوبی ها مقداریابی هزینۀ که شد مشخص به سرعت نیز متغیر چند از بیش با مسائلی برای
یا ژاکوبی ها از شاید که بود نیاز مورد سریع تر روش های باشد. زیاد خیلی است ممکن مرحله هر در
همگرایی که به طوری کند استفاده متناظر خطی معادله های نادقیق جواب های یا و نادقیق هسه ای های
از موفقیت نخستین پاوئل٢ و فلچر دیویدسن، برویدن، ١٩۶٠ دهۀ در باشد. دستیابی قابل هنوز زبرخطی
مداوم بهبود برای جزئی اطلاعات از روش ها این در کردند. کشف شبه نیوتنی٣ روش های نام به را نوع این
نیاز شدت برای توضیحی می شد. استفاده آنها ماتریسی عامل های یا واقعی هسه ای یا ژاکوبی برآوردهای
متقارن مثبت معین شبه نیوتنی رسانی به روز فرمول ١٩٧٠ سال در که است این زمان، آن در موضوع این به
شانو۵ و گلدفارب۴ فلچر، برویدن، نام های به پژوهشگر چهار حداقل توسط مستقل به طور بهینه، رتبه دوی
همچنان بعد، سال های در می شود. خوانده BFGS فرمول تاکنون زمان آن از آنها کشف شد. منتشر
نیز خودکار۶ مشتق گیریِ مانند جدید ایده هایی می یافت، افزایش نمایی به طور حل شدنی مسائل اندازۀ که
خودِ از کند: تعیین خودکار به طور را شده محاسبه توابع مشتق های می تواند فناوری این یافتند. اهمیت
عددی خروجی های خوبی، همان به نیز را آنها مشتق های که طوری می شود» گرفته «مشتق رایانه ای برنامۀ
در پیشرفت ها به حدی تا که گوناگون دلایل به اما است قدیمی خودکار مشتق گیریِ فکر می کند. تولید
١trust regions ٢Broyden-Davidson-Fletcher-Powell ٣quasi-Newton methods ۴Donald Goldfarb
۵David Shanno ۶automatic differentiation
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و کارل بیشوف، کار ارائۀ تا می شود، مربوط معکوس» «حالت فرمولبندی های تحول و تُنک جبرخطی
نشد. عملیاتی کامل به طور ١٩٩٠ دهۀ در گریوانک١

مطالعۀ با حوزه این واقعی عمق نیستند. شاخص اما هستند آسان نسبتاً نامقید بهینه سازی مسائل
f : Rn → R تابع باشد قرار گیریم شده اند. ارائه قید ها به پرداختن برای که می شود آشکار روش هایی
dj و cj آن، در که شود کمینه dj(x) ⩾ ٠ نابرابریِ قیدهای و cj(x) = ٠ برابریِ قیدهای رعایت با
مسائلی، چنین جواب های برای موضعی بهینگی شرایط بیان مسئلۀ حتی هستند. R به Rn از توابعی نیز
می شود. مربوط غیرمؤثر و مؤثر قید های بین تمایز و [III.64] لاگرانژ ضرایب به موضوع نیست. بدیهی
و کیون ١٩۵١ سال در شد. حل است، معروف ٢KKT شرایط به اکنون که آنچه از استفاده با مسئله این
امروزه بود. برده پی شرایط آن به کاروش نیز، آن از پیش سال دوازده و کردند معرفی را شرایط این تاکر

است. فعال پژوهشی موضوع یک همچنان مقید، غیرخطی بهینه سازی الگوریتم های توسعۀ
موضوع این می رساند. خطی برنامه ریزی به نام عددی بهینه سازی از دیگر بخشی به را ما قیدها مسئلۀ
متحده ایالات در دانتسیگ۴ و شوروی جماهیر اتحاد در کانتوروویچ٣ کارهای با ١٩۴٠ و ١٩٣٠ دهه های در
ابداع خطی برنامه های حل برای را [III.84] سادکی مشهور الگوریتم ١٩۴٧ سال در دانتسیگ شد. متولد
خطی برنامه ای بود. جنگ زمان در متحده ایالات هوایی نیروی برای او پژوهش های از نتیجه ای که کرد
برابری به صورت که خطی قید m رعایت با متغیر n از خطی تابعی کمینه سازی مسئلۀ جز نیست چیزی
n و m که است این پاسخ یک باشد؟ چالش برانگیز می تواند چگونه مسئله این باشند. نابرابری یا و
به همچنین و پیوسته مسائل گسسته سازی طریق از است ممکن بزرگ-مقیاس مسائل باشند. بزرگ شاید
بود اقتصاد در لئونتیف ورودی-خروجی مدل های نظریۀ مشهور، مثال نخستین شوند. ایجاد خود خودیِ
رایانه ای مدل یک از شوروی جماهیر اتحاد ١٩٧٠ دهۀ در حتی برد. را ١٩٧٣ سال نوبل جایزه آن برای که

بود. متغیر هزاران شامل که کرد استفاده اقتصاد برنامه ریزی برای ابزاری به عنوان ورودی-خروجی
چنین ساخت. حل قابل را بزرگ و متوسط مقیاس با خطی برنامه ریزی مسائل سادکی، الگوریتم
از مجموعه ای یعنی آن، شدنی ناحیۀ و می شود کمینه که f(x) تابع یعنی آن هدف تابع با مسئله ای
شدنی ناحیۀ خطی، برنامه ای برای می شود. تعریف می کنند، صدق قیدها همۀ در که x ∈ Rn بردارهای
نقاط از یکی تضمینی به طور f بهینۀ مقدار و است ابرصفحه ها) به کراندار و بسته (حوزه ای چندوجهی یک
معرف که باشد معادله ها از زیرمجموعه ای یکتای جواب اگر می شود خوانده رأسی نقطه، (یک است. رأسی
می کند عمل دیگر رأسی به رأسی از پایین سمت به منظم به طور حرکت با سادکی الگوریتم هستند). قیدها

دارند. قرار شدنی ناحیۀ مرز روی الگوریتم این در تکرارها همۀ آید. به دست بهینه نقطۀ که زمانی تا
١Bischoff-Carl-Griewank ٢Karush-Kuhn-Tucker conditions ٣Leonid Kantorovich ۴George

Dantzig
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بِل٢ آزمایشگاه های در کارمارکار١ نَرِندرا را آن جرقۀ که داد رخ انقلابی حوزه این در ١٩٨۴ سال در
سادکی الگوریتم از بهتر خیلی شدنی، ناحیۀ درون در کردن کار با می توان گاهی که داد نشان کارمارکار زد.
مک کورمیک٣ و فیاکو که لگاریتمی مانع روش های و کارمارکار روش بین پیوند که هنگامی  کرد. عمل
به کارگیری با خطی برنامه ریزی برای نوین درونی روش های شد، معلوم کردند، رایج ١٩۶٠ دهۀ در را آنها
کار مهم ایده می آمد. به نظر مناسب غیرخطی مسائل برای تنها آن از پیش که شدند طراحی شگردهایی
که شد منجر اولیه-دوگان امروزیِ توانمند روش های به هم، کنار در دوگان و اولیه مسائل از جفت یک با
نه تنها کارمارکار، پژوهش آغاز با کنند. حل را قید و متغیر میلیون ها با پیوسته بهینه سازی مسائل می توانند
بیش امروزه بهینه سازی، غیرخطی و خطی جنبه های بلکه کرد، تغییر کامل به طور خطی برنامه ریزی حوزۀ

می شوند. گرفته نظر در هم با پیوند در شوند، دیده متفاوت اساساً آنکه از

آینده .٧
دانشگاه ها که هنگامی گرفت. نشأت رایانه علوم حوزۀ آن، از و آمد پدید ریاضیات از عددی آنالیز
بودند بخش ها آن مدیر اغلب عددی آنالیزدان های کردند، تأسیس را رایانه علوم بخش های ١٩۶٠ دهۀ در
پاسخ یک افتاد؟ اتفاقی چه دارند. حضور ریاضی بخش های در آنها بیشتر نسل، دو از پس اکنون اما
علوم دانشمندان که حالی در دارند، کار سرو پیوسته ریاضی مسائل با عددی آنالیزدان های که است این
علوم جنبۀ این، وجود با است. توجه قابل بسیار اختلاف، این و می دهند ترجیح را گسسته مسائل رایانه
موضوع از جنبه این روی که پیش بینی یک با می خواهم من و دارد اساسی اهمیت عددی آنالیز رایانه ایِ
رفته و شسته روندی مانند عددی الگوریتمی است ممکن سنتی به طور دهم. پایان بحث به دارد، أکید ت
می شود. اجرا پایانی، خوش تعریف معیار شدن برآورده زمان تا که دستور چندین از حلقه ای شود؛ تصور
کمتر عددی محاسبۀ نوعی ١٩۶٠ دهۀ در دیگر، سویی از است. درست تصور این محاسبات از برخی برای
دو تطبیقی، عددی انتگرال گیری برنامۀ نوع، ساده ترین در کرد. ظهور تطبیقی الگوریتم های به نام قطعی
موضعی خطای از برآوردی تولید برای سپس و محاسبه معلوم، شبکه ای از بخش هر روی انتگرال از برآورد
اصلاح موضعی به طور درستی، میزان بهبود برای می توان را شبکه برآورد، این اساس بر می شوند. مقایسه
تعیین شده پیش از آستانۀ تا نهایی جواب که می گیرد انجام زمانی تا تکراری گونه ای به فرآیند این کرد.
مداوم پیشرفت یک اما ندارند درستی برای تضمینی هیچ محاسبات این بیشترِ باشد. درست کاربر، توسط
می سازد. میسر را حتمی تضمین هایی گاهی که است خطا پسین پایش پیچیدۀ شگردهای رشد هیجان انگیز،
خطای احتساب با درستی تضمین امید شوند، ترکیب بازه ای حساب شگردهای با تطبیقی الگوریتم های اگر

دارد. وجود گسسته سازی خطای همچنین و گردکردن
١Narendra Karmarkar ٢Bell Laboratories ٣Phiaco-Mccormick
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دیفرانسیل معادله های برای آن از پس و عددی انتگرال گیری برای نخست رایانه ای، برنامه های
زمانی دورۀ در جزئی دیفرانسیل معادله های حل برای تطبیقی برنامه های به گذار شد. تطبیقی معمولی،
جبرخطی و بهینه سازی فوریه، تبدیل های محاسبۀ در پیشرفت هایی اخیراً است. رخ دادن حال در طولانی تری
با همچنین و رایانه ای معماری با جدید الگوریتم های برخی و است شده حاصل بزرگ-مقیاس عددیِ
دارد، وجود شناخته شده الگوریتم چندین مسئله ای هر حل برای که دنیایی در دارند. تطبیق ریاضی مسائل
دارد اختیار در گوناگونی قابلیت های که است آن رایانه ای برنامۀ قوی ترین که درمی یابیم فزاینده ای به طور
در فزاینده ای به طور عددی محاسبات دیگر، عبارت به می گیرد. به کار ارائه برای تطبیقی به طور را آنها و
جزئیات از دانشمندان بیشترِ هرچه کردنِ دور فرآیند من، باور به است. شده تعبیه هوشمند کنترل حلقه های
در که همان طور یافت؛ خواهد ادامه محاسباتی، رشد به رو توان مداوم ارائۀ عوض، در و محاسبات شان
رایانه ای برنامه های اغلب که دارم انتظار من است. افتاده اتفاق نیز فناوری عرصه  های از دیگر بسیاری
خواهند واقعی «الگوریتم» درصد، ١ تنها و هوشمند «بسته بندی» درصد، ٩٩ حدود ٢٠۵٠ سال در عددی
بسیار اما می کنند کار چگونه آنها که دریافت می توان به سختی باشد. بامعنی تمایزی چنین اگر البته بود؛

داد. خواهند ارائه تضمین شده درستی با نتایجی اغلب و بود خواهند اعتماد قابل و قدرتمند
که خطی مسائل بین ریاضیات، در اساسی تفاوت های از یکی دارد. ریاضی پیامدی گزارش این
مرتبط تمایزی است. دارند، نیاز تکرار به معمولا که غیرخطی مسائل و شوند حل مرحله یک در می توانند
عددی الگوریتم های که همچنان است. (تکراری) معکوس مسائل و مرحله ای) (یک پیشرو مسائل بین
گرفتن نظر در بدون مسئله ای هر تقریباً می شوند، تعبیه هوشمند پایش حلقه های در فزاینده ای به طور
و خطی بین تمایز و شده حل آنالیز روش های با جبر مسائل شد. خواهد حل تکرار با آن، فلسفی موقعیت

شد. خواهد محو معکوس و پیشرو یا غیرخطی
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