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چیست؟ پروکسیمال نقطۀ الگوریتم
خطیب زاده هادی

چکیده
محدب تابع یک بهینۀ نقاط تقریب برای متعددی الگوریتم های محدب، بهینه سازیِ حوزۀ در
بنیان دارای الگوریتم این چون است. پروکسیمال نقطۀ الگوریتم آنها از یکی که دارد وجود
بهینه سازی در به ویژه متعدد کاربردهای با مجرد فضاهای به تعمیم قابلیت و زیبا و ژرف نظری
مقاله، این در است. شده مطالعه گسترده ای به طور است، بزرگ-مقیاس و مقید غیرهموار،
می دهند، تشکیل را الگوریتم این زیربنای که اساسی مفاهیم با را خواننده که است این ما هدف

کنیم. آشنا

سرآغاز .١
محدب تابع یک کمینۀ آوردنِ به دست آن هدف که است بهینه سازی از زیرشاخه ای محدب، کمینه سازیِ

مسئلۀ محدب، کمینه سازیِ در اصلی مسئلۀ است. زمینه فضای در محدب دامنۀ یک بر تعریف شده

Minx∈Cf(x) (١ . ١)

است. مسئله١ قیدهای از متشکل محدب مجموعه ای C و محدب تابعی f : C → R آن، در که است
در بار نخستین که است پروکسیمال نقطۀ الگوریتم به موسوم روش محدب، کمینه سازیِ روش های از یکی

حّل. عملگر ماکسیمال؛ یکنوای عملگر محدب؛ بهینه سازی محدب؛ تابع پروکسیمال؛ نقطۀ الگوریتم کلیدی. کلمات و عبارات
١constraint set
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بررسی یافته تر سازمان به طور ١٩٧۶ سال در را آن راکفلر٢ بعدها و شد ارائه مارتینه١ توسط ١٩٧٠ سال
داد. تعمیم و کرد

و یکنوا عملگرهای نظریۀ محدب، بهینه سازی در پروکسیمال نقطۀ الگوریتم معرفی به مقاله، این در
که را محدب آنالیز از پیشنیازهایی ،٢ بخش در اصلی، بحث به ورود از پیش می پردازیم. ثابت نقطۀ نظریۀ
و پروکسیمال نگاشت معرفی با ٣ بخش از اصلی بحث می کنیم. معرفی هستند، ضروری بحث ادامۀ برای
تقریب در الگوریتم این بردن به کار چگونگی دربارۀ بخش، این در می شود. آغاز پروکسیمال نقطۀ الگوریتم
پروکسیمال، نقطۀ الگوریتم به دیگری رهیافت می شود. صحبت آن همگرایی دلیل و محدب تابع کمینۀ نقطۀ
از تعمیم هایی ۶ و ۵ بخش های در است. ۴ بخش موضوع که است گرادیان دستگاه های گسستۀ شکل
بیان محدب تابع دو مشترک کمینۀ نقطۀ و محدب تابع دو مجموع کمینۀ نقطۀ تقریب برای الگوریتم این
است. ٧ بخش موضوع یکنوا، عملگر های صفرهای تقریب در پروکسیمال نقطۀ الگوریتم کاربرد می شود.

می پردازیم. انقباضی نگاشت یک ثابت نقطۀ تقریب در الگوریتم این به کاربرد ،٨ بخش در
با که خواننده ای است. ∥ · ∥ نرم و ⟨·, ·⟩ داخلی ضرب با هیلبرت فضای یک H مقاله، سراسر در
مثلا) متناهی-بعد را هیلبرت متناهی-بعد لزوماً نه فضاهای همه جا می تواند ندارد، آشنایی تابعی آنالیز
آن به بعدی بخش های در (که ضعیف همگرایی حالت، این در که کند فرض متداول) داخلی ضرب با Rn

خواننده ای برای مقاله مطالب سایر این، از گذشته بود. خواهد یکسان قوی همگرایی با شد) خواهد اشاره
است. درک قابل باشد، داشته ریاضی آنالیز با مقدماتی آشنایی که

محدب آنالیز از مختصری .٢
می پردازد محدب تابع های و مجموعه ها مطالعۀ به که است ریاضی آنالیز از شاخه ای محدب، آنالیز
تابع های زیبای ویژگی های دارد. کاربرد است، بهینه سازی نظریۀ از شاخه ای که محدب کمینه سازیِ در و
را محدب آنالیز از مقدماتی بخش، این در است. بخشیده بهینه سازی در ویژه جایگاهی آنها به محدب
مناسب مرجعی [۴] کامبته و باوشکه کتاب است. ضروری مقاله، بقیۀ مطالعۀ برای که می کنیم یادآوری

است. بخش این در بیان شده مطالب دورۀ برای
C در نیز آنها واصل پاره خط x, y ∈ C نقطۀ دو هر برای اگر خوانیم محدب را C ⊆ H مجموعۀ
یکتا نقطه ای x ∈ H هر برای صورت این در باشد. محدب و بسته ناتهی، C ⊆ H کنیم فرض باشد.
که مقاله ای هستند. فرانسوی زبان به همگی و است رسیده ثبت به او از مقاله ١٠ فقط که فرانسوی ریاضیدان B. Martinet١

است. او مقالۀ ارجاع ترین پر کرده معرفی را الگوریتم این آن، در
استاد او است. محدب آنالیز و بهینه سازی نظریۀ پیشگامان از یکی ،١٩٣۵ سال فوریۀ دهم متولد R. T. Rockafellar٢
یکی محدب، آنالیز زمینۀ در او کتاب است. سیاتل و واشینگتن دانشگاه کاربردی ریاضی و ریاضی دانشکده های در بازنشسته

است. ارجاع پر کتاب های از
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،y ∈ C هر به ازای به طوری که می دهیم نشان ProjCx با را آن که دارد وجود C در
∥x− ProjCx∥ ≤ ∥x− y∥.

می نامیم. C روی x تصویر را ProjCx نقطۀ
نامیم محدب تابع را f : C →] −∞,+∞] تابع باشد. محدب C ⊆ H کنیم فرض .٢ . ١ تعریف

باشیم داشته λ ∈ [٠, ١] هر و x, y ∈ C هر برای اگر
f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y).

باشیم داشته λ ∈]٠, ١[ هر و x ̸= y که x, y ∈ C هر برای اگر دارد نام محدب اکیداً f تابع
f(λx+ (١− λ)y) < λf(x) + (١− λ)f(y).

،λ ∈ [٠, ١] هر و x, y ∈ C هر برای که باشد موجود α > ٠ عدد اگر می گوییم محدب قویاً را f
f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y)− αλ(١− λ)∥x− y∥٢.

محدب محدب، اکیداً تابع هر و محدب اکیداً محدب، قویاً تابع هر که است روشن تعریف ها این از
محدب، اکیداً تابع یک برای می دهیم. نشان Argminf با را f تابع کمینۀ نقاط مجموعۀ است.
برابر C محدب مجموعۀ خارج در را f محدب تابع مقدار می توانیم دارد. نقطۀ یک حداکثر Argminf

شد. خواهد محدب H هیلبرت فضای روی حاصل تابع صورت، این در که کنیم تعریف +∞ با
که به طوری باشد موجود x ∈ H اگر سره١ گوییم را f : H →] − ∞,+∞] تابع .٢ . ٢ تعریف
f مؤثر) (دامنۀ دامنۀ را D(f) := {x ∈ H : f(x) < +∞} مجموعۀ .f(x) < +∞
x ∈ H مانند نقطه هر در اگر می گوییم پایینی٢ نیم پیوستۀ را f : H →]−∞,+∞] تابع می خوانیم.

باشیم داشته
lim inf
y→x

f(y) = sup
r>٠

inf
y∈B̂r(x)

f(y) ≥ f(x)

.B̂r(x) = {y ∈ H : ٠ < ∥y − x∥ < r} آن، در که
می کنیم تعریف H هیلبرت فضای در C مجموعۀ برای

IC(x) =

٠ x ∈ C

+∞ x /∈ C

١proper ٢lower semi-continuous
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محدب و بسته ناتهی، C اگر می نامیم. C مجموعۀ نشانگر تابع را IC : H →] −∞,+∞] تابع
است. پایینی نیم پیوستۀ و سره محدب، IC آن گاه باشد،

است. پایینی نیم پیوستۀ و سره محدب، تابع های برای کمینه وجود دربارۀ مهم نتیجه ای زیر، قضیۀ
بخوانید. را [٩] ٣ی فصل از ٢٣ نتیجۀ می توانید آن، اثبات دیدن برای

محدب، f : C →] −∞,+∞] تابع و محدب و بسته C ⊆ H مجموعۀ کنیم فرض .٢ . ٣ قضیه
یا و است کراندار C یا که به طوری باشد پایینی نیم پیوستۀ و سره
lim

∥x∥→+∞, x∈C
f(x) = +∞.

،x ∈ C هر به ازای که دارد وجود x٠ ∈ C یعنی می کند؛ اختیار C روی را خود کمینۀ f صورت این در
.f(x٠) ≤ f(x)

خطی تابع اگر می گوییم مشتق پذیر x ∈ D(f) نقطۀ در را f : H →] − ∞,+∞] تابع
که باشد موجود L : H → R

lim
h→٠
|f(x+ h)− f(x)− L(h)|

∥h∥
= ٠.

را f می نامیم. x در f گرادیان می دهیم، نشان ∇f(x) با که را خطی نگاشت این صورت، این در
بیان محدب آنالیز در ساده گزاره ای باشد. مشتق پذیر دامنه اش از نقطه هر در اگر می نامیم مشتق پذیر

اگر تنها و اگر است محدب f : H →]−∞,+∞] مشتق پذیر تابع که می کند
f(x)− f(y) ≤ ⟨∇f(x), x− y⟩, ∀x, y ∈ D(f).

است. (مشتق ناپذیر) غیر هموار تابع کمینه سازیِ مسئلۀ در پروکسیمال نقطۀ الگوریتم کاربردهای از یکی

می گوییم. زیردیفرانسیل آن، به که داریم مشتق برای مناسب جایگزینی به نیاز تابع ها، این با کار برای
داده نشان ∂f(x) با که x نقطۀ در f زیردیفرانسیل ،f مانند مشتق پذیر لزوماً نه محدب تابع یک برای
دیگر، عبارت به گیرند. قرار می توانند بالا رابطۀ f(x)∇در به جای که است v بردارهای مجموعۀ می شود،

∂f(x) = {v ∈ H : f(x)− f(y) ≤ ⟨v, x− y⟩, ∀y ∈ H}.

نقطه یک از بیش ∂f(x) مشتق ناپذیر، نقاط در و ∂f(x) = {∇f(x)} باشد، مشتق پذیر x در f اگر
از نقطه هر به یعنی است؛ مجموعه مقدار١ نگاشت یک ∂f : H → ٢H کلی، حالت در بنابراین دارد.
١set-valued
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می زنیم. ساده مثالی زیردیفرانسیل، مفهوم بهتر درک برای می دهد. نسبت را H از زیرمجموعه یک H
که می دهد نشان ساده محاسبۀ یک بگیرید. نظر در را g(x) = |x| ضابطۀ با g : R→ R تابع

∂g(x) =


١ x > ٠
[−١, ١] x = ٠
−١ x < ٠

مشتق ناپذیرِ نقطۀ در و مشتق مقدار همان مشتق پذیر، نقاط در زیردیفرانسیل مقدار که می بینیم مثال این در
فضای نرم تابع است. صفر نقطۀ در تابع نمودار زیرِ خط های همۀ شیب واقع در که است مجموعه یک ،٠
بررسی یک است. محدب اکیداً نتیجه در و محدب قویاً که است محدب تابع های از دیگر مثالی هیلبرت،

داریم ٠ ̸= x ∈ H هر برای که می دهد نشان ساده 
∂

١
٢∥ · ∥

٢(x) = ∇ ١
٢∥ · ∥

٢(x) = {x}. (٢ . ١)
که می شود نتیجه زیردیفرانسیل تعریف از به راحتی همچنین

x∗ ∈ Argminf ⇔ ٠ ∈ ∂f(x∗). (٢ . ٢)
دید. می توان هم قدرمطلق زیردیفرانسیل سادۀ مثال در را واقعیت این

نگاشت آن گاه باشد، پایینی نیم پیوستۀ و سره محدب، f اگر که می شود ثابت
(I + λ∂f)−١ : H → H

عملگر را (I + λ∂f)−١ عملگر است. H هیلبرت فضای کل آن دامنۀ و تک مقداری λ > ٠ هر برای
که دید می توان بالا، در قدرمطلق مثال مورد در می نامند. ∂f نگاشت حّل

(I + λ∂g)−١(x) =


x− λ x > λ

٠ x ∈ [−λ, λ]

x+ λ x < −λ

∥xn − x∥ → ٠ اگر است x ∈ H به قوی همگرای H هیلبرت فضای در {xn} دنبالۀ می گوییم
.limn→+∞⟨xn − x, y⟩ = ٠ باشیم داشته y ∈ H هر برای اگر است x به ضعیف همگرای و
متناهی-بعد را هیلبرت فضای می تواند نیست، آشنا ضعیف همگرایی و تابعی آنالیز با که خواننده ای
قوی، همگرایی کلی، حالت در اما بود. خواهند یکسان قوی و ضعیف همگرایی حالت، این در که بگیرد

می دهد. نتیجه را ضعیف همگرایی



خطیب زاده هادی خطیب زاده۴۶ هادی خطیب زاده۴۶ هادی ۴۶

پروکسیمال نقطۀ الگوریتم .٣
به جای که معنی این به است شده بنا (١ . ١) اصلی مسئلۀ منظم سازیِ بر اساس پروکسیمال نقطۀ روش
کمینه سازی مسائل از دنباله ای به می کنیم معطوف را خود توجه ،f محدب تابع یک برای (١ . ١) مسئلۀ
کنیم فرض هستند. فضا نرم از تابعی با اصلی هدف تابع از اغتشاشی حاصل که هدفی تابع های برای

کمینه سازیِ مسئلۀ جواب xn ،λ > ٠ برای باشد، شده داده xn−١ اگر باشد. شروع نقطۀ x٠ ∈ H

Minx∈H{f(x) +
١

٢λ∥x− xn−٢∥١} (٣ . ١)
دیگر، به عبارت است.

xn = Argmin{f(x) + ١
٢λ∥x− xn−٢∥١ : x ∈ H}. (٣ . ٢)

ضعیف همگرایِ (٣ . ٢) توسط تولیدشده {xn} دنبالۀ آن گاه ،Argminf ̸= ∅ اگر که کرد ثابت مارتینه
از نتیجه ای هستند، یکتا جواب دارای (٣ . ١) زیرمسئله های چرا اینکه است. f تابع کمینۀ نقطۀ یک به
با x 7→ f(x)+ ١٢λ∥x−xn−٢∥١ تابع واقع در است. هیلبرت فضای نرم ویژگی و ٢ . ٣ قضیۀ کاربرد
نرم زیرا است، یکتا کمینۀ دارای لذا و می کند صدق ٢ . ٣ قضیۀ شرایط در Argminf ̸= ∅ اینکه به توجه
غیرخطی عملگر ناتهی، کمینۀ نقاط مجموعۀ با f محدب تابع برای است. محدب اکیداً هیلبرت فضای

می گوییم: پروکسیمال نگاشت آن به و می کنیم تعریف زیر به صورت را Proxf : H → H

Proxf (v) := Argmin{f(x) + ١
٢∥x− v∥٢ : x ∈ H}. (٣ . ٣)

می شود: بازنویسی زیر به صورت مارتینه الگوریتم پروکسیمال، نگاشت از استفاده با
xn = Proxλfxn−١ (۴ . ٣)

که دید می توان به راحتی واقع در دارد. وجود ∂f حّل عملگر برحسب Proxf نگاشت از زیبا تعبیری
Proxλf (x) = (I + λ∂f)−١(x), (۵ . ٣)

داریم ،(٢ . ٢) و (٢ . ١) حّل، عملگر تعریف بنابر زیرا
z = (I + λ∂f)−١(x)⇔ x ∈ (I + λ∂f)(z) = z + λ∂f(z)

⇔ ٠ ∈ ∂f(z) +
١
λ
(z − x)

⇔ ٠ ∈ ∂(f(z) +
١

٢λ∥z − x∥٢).
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داریم ،(۵ . ٣) و زیردیفرانسیل تعریفِ به توجه با همچنین
x ∈ Argminf ⇔ ٠ ∈ ∂f(x)

⇔ x ∈ x+ λ∂f(x)

⇔ x = (I + λ∂f)−١(x).

همچنین به عکس. و است (٣ . ٣) پروکسیمال نگاشت ثابت نقطۀ وجود، صورت در f کمینۀ نقطۀ بنابراین
،x, yH هر به ازای که دید می توان

⟨Proxfx− Proxfy, x− y⟩ ≥ ∥Proxfx− Proxfy∥٢.

می شود ثابت غیرخطی عملگرهای نظریۀ در .[۴] می گوییم غیرانبساطی١ قویاً را ویژگی این با نگاشتی
نقاط مجموعۀ با هیلبرت فضای یک بر تعریف شده غیرانبساطی قویاً نگاشت یک تکرارهای دنبالۀ که
،Argminf ̸= ∅ اگر بنابراین .[۴] است نگاشت این ثابت نقطۀ یک به ضعیف همگرایِ ناتهی، ثابت
ثابت f برای کمینه نقطۀ یک یا Proxλf ثابت نقطۀ یک به (۴ . ٣) در تولیدشده دنبالۀ ضعیفِ همگرایی
ثابت می توان الگوریتم این برای نیز را قوی همگرایی آیا که می آید پیش پرسش این طبیعی به طور می شود.
یکنوا عملگرهای برای را الگوریتم این آنجا در که می کنیم موکول ٧ بخش به را پرسش این پاسخ ما کرد؟

کرد. خواهیم مطالعه
حل را کمینه سازی مسئلۀ یک باید مرحله هر در ،xn آوردنِ به دست و (۴ . ٣) الگوریتم اجرای برای
از خانواده ای به کمینه سازی مسئلۀ یک تبدیل که بیاید پیش پرسش این خواننده برای است ممکن کنیم.
را اول مسئلۀ حل کار می تواند چگونه و باشد داشته می تواند مزیتی چه پیچیده تر حتی ظاهری با مسائل
در بیندازیم. پروکسیمال نگاشت عملکرد چگونگی به نگاهی باید پرسش، این به پاسخ برای کند؟ ساده تر
به دلیل همین به دارد. v بردار تا را فاصله کمترین f تابع به نسبت که است نقطه ای Proxf (v) واقع
عدد (۴ . ٣) در است. v و f کمینۀ بین نقطه ای Proxf (v) بنابراین می گویند.٢ پروکسیمال نگاشت آن
کمینۀ به xn می شود، کوچکتر ١٢λ∥xn−١ − v∥٢ جملۀ چون بزرگ، λی برای است. کنترل پارامتر λ
بزرگتر ١٢λ∥xn−١ − v∥٢ جملۀ چون کوچک، λی برای به عکس، است. دورتر xn−١ از و نزدیک تر f

است. دورتر f کمینۀ از و نزدیک تر xn−١ به xn می شود،
در کمینه نقطۀ تقریب برای صریح روش های از یکی از و باشد (مشتق پذیر) هموار f کنیم فرض
بهینه سازی در متداول روشی که کاهشی گرادیانِ روش از مثلا کنیم؛ استفاده (٣ . ٢) معادلا یا (٣ . ١) زیرمسئلۀ

است. مبدأ به نزدیکی معنی به لغت در proximal٢
١firmly nonexpansive
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تأثیر و می شود بزرگتر ١٢λ∥xn−١−v∥٢ جملۀ ،λ پارامتر گرفتن کوچکتر با این صورت در است. محدب
١٢λ∥xn−١−v∥٢ جملۀ چون شد. خواهد بیشتر f(x)+ ١٢λ∥x−xn−٢∥١ تابع کمینۀ تعیین در جمله این

معادلا یا (٣ . ١) زیر مسئلۀ برای بهتری جواب باشد، بزرگتر ١
λ ضریب هرچه است، محدب قویاً تابع یک

اگر بنابراین می آید. به دست بهتر، همگرایی نرخ یا کمتر گام های تعداد با گرادیان روش از استفاده با (٣ . ٢)
زیرمسئله های بگیریم، کوچک است ممکن که جایی تا بتوانیم را λ پارامتر پروکسیمال، نقطۀ الگوریتم در
آهنگ هرچند می آید؛ به دست بهتری همگرایی نرخ با آنها جواب و می شوند حل آسان تر آمده به دست
با پروکسیمال نقطۀ الگوریتم منظور، این به می شود. کندتر اصلی، هدفِ تابع کمینۀ نقطۀ به همگرایی

به صورت حّل عملگر از استفاده با و λn پارامتر های از دنباله ای با λ پارامتر جایگزینی
xn+١ = (I + λn∂f)

−١(xn) (۶ . ٣)
هم باز آن گاه ،lim infn→+∞ λn > ٠ اگر که است شده داده نشان و مطالعه [٢٢] در می شود. تبدیل
هر در را کنترلی دنبالۀ جمله های واقع در می آید. به دست f تابع کمینۀ نقطۀ یک به دنباله ضعیف همگرایی
نشوند. نزدیک تر صفر به کوچک، مثبت مقدار یک از که شرط این به گرفت کوچکتر می توان تکرار از ∞+∑مرحله

n=١ λn = +∞ شرط که دادند نشان آنها و شد بهتر [١٠] لیونز و برزیس توسط بعدها شرط این
{λn} دنبالۀ دربارۀ راکفلر شرط از بهتر به روشنی شرط این است. کافی (۶ . ٣) الگوریتم همگرایی برای
نیست. صادق راکفلر شرط در اما می کند صدق لیونز و برزیس شرط در { ١

n} دنبالۀ مثال، برای است.
به همگرا می تواند حتی و شود انتخاب کوچک خیلی می تواند {λn} دنبالۀ جمله های شرط، این در به ویژه

باشد. صفر

گرادیان دستگاه و پروکسیمال نقطۀ الگوریتم .۴
گرادیان دستگاه گسستۀ شکل می توان را پروکسیمال نقطۀ الگوریتم که می دهیم نشان بخش، این در

اولیۀ مقدار مسئلۀ کرد. −x′(t)تعبیر = ∇f(x(t))x(٠) = x٠
(١ . ۴)

را (١ . ۴) است. H هیلبرت فضای روی پیوسته مشتق با مشتق پذیر تابعی f آن، در که بگیرید نظر در را
است نقطه هر در f گرادیان جهت خلاف x(t) خم حرکت جهت زیرا می نامیم، کاهشی گرادیان دستگاه
کمینۀ نقاط مجموعۀ و محدب f تابع اگر می دهد. نشان را نقطه آن در f مقدار کاهش بیشترین جهت که
f کمینۀ نقطۀ یک به ضعیف همگرایِ (١ . ۴) جواب خم که است حاکی کلاسیک نتیجه ای باشد، ناتهی آن

کرد. استفاده محدب تابع های کمینه سازیِ برای ویژگی این از می توان بنابراین است.
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است. شده مطالعه و داده تعمیم نیز نیست مشتق پذیر لزوماً f که حالتی برای (١ . ۴) دینامیکی دستگاه
کنیم فرض کنیم. عوض ٢ بخش در معرفی شده زیردیفرانسیل با را محدب تابع گرادیان باید حالت، این در
شمول که می شود ثابت باشد. پایینی نیم پیوستۀ و سره محدب، تابع یک f : H →] − ∞,+∞]

−x′(t)دیفرانسیلی١ ∈ ∂f(x(t))

x(٠) = x٠
(٢ . ۴)

کمینۀ نقاط مجموعۀ اگر که کرد ثابت [١١] براک .[١٩ ،١١] است [٠,+∞[ بازۀ در یکتا جواب دارای
تعمیم که ویژگی این از است. f کمینۀ نقطۀ یک به ضعیف همگرایِ (٢ . ۴) جواب آن گاه باشد، ناتهی f
رایانه چون اما کرد. استفاده غیرهموار کمینه سازیِ مسئلۀ جواب تقریب برای می توان است، هموار حالت
به ناچار کمینه، نقطۀ تقریب برای الگوریتمی آوردن به دست برای نیست، پیوسته خم های درک به قادر

هستیم. (٢ . ۴) گسسته سازی
روش و پیشرو٢ گسسته سازی روش کرد. گسسته سازی را (٢ . ۴) می توان متفاوت روش دو به

شمول به پسرو گسسته سازی پسرو٣. گسسته سازی
xk−١ − xk ∈ λk∂f(xk)

به صورت را آن حّل، عملگر از استفاده با می توان که می شود منجر
xk = (I + λk∂f)

−١(xk−١)

دیگر، تعبیر به پروکسیمال نقطۀ الگوریتم بنابراین است. پروکسیمال نقطۀ الگوریتم همان که نوشت
همگرایی ویژگی است. پسرو گسسته سازی روش با غیرهموار کاهشی گرادیان دستگاه گسستۀ شکل
انتخاب هر به ازای پروکسیمال) نقطۀ (الگوریتم گسسته شکل به دیدیم، که همان طور (٢ . ۴) گرادیان دستگاه

می شود. منتقل کند، ∞+∑صدق
k=١ λk = +∞ شرط در که λk پارامتر های

پروکسیمال گرادیان الگوریتم .۵
کمینه سازیِ مسئلۀ

Min{f(x) + g(x) : x ∈ H} (١ . ۵)
دیفرانسیلی شمول یک اینجا در بنابراین است. چندمقداری احتمالا ∂f ،٢ بخش مطالب به توجه با differential inclusion١

دیفرانسیلی. معادلۀ یک لزوماً نه و داریم
٢forward discretization ٣backward discretization
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g : H →] −∞,+∞] تابع و مشتق پذیر و محدب f : H → R تابع آن، در که بگیرید نظر در را
به بتوان را هدف١ تابع که می دهد رخ وقتی مسائل این از نمونه ای است. پایینی نیم پیوستۀ و سره محدب،
کمینه سازی مسئلۀ مثال، برای کرد. تجزیه (f اینجا (در است مشتق پذیر آنها از یکی که تابع دو مجموع

مقید
Min{f(x) : x ∈ C} (٢ . ۵)

نامقید کمینه سازیِ مسئلۀ با معادل باشد، محدب و بسته C مجموعۀ اگر
Min{f(x) + IC(x) : x ∈ H} (٣ . ۵)

از که (١ . ۵) مسئلۀ برای پروکسیمال گرادیان الگوریتم است. C مجموعۀ نشانگر تابع IC آن، در که است
به صورت می شود، حاصل g و f برای به ترتیب، پروکسیمال و کاهش٢ تندترین الگوریتم های ترکیب

xk+١ = Proxλkg(xk − λk∇f(xk)) (۴ . ۵)
به λk پارامترهای مناسب انتخاب می دهد. نشان را الگوریتم این گام طول λk > ٠ آن، در که است
که دید می توان به سادگی .[٢٠] می شود منتهی ،f + g کمینۀ نقطۀ یک به حاصل دنبالۀ ضعیف همگرایی

ProxIC (x) = ProjCx. (۵ . ۵)
به شکل (٣ . ۵) مسئلۀ برای پروکسیمال گرادیان الگوریتم بنابراین

xk+١ = ProjC(xk − λk∇f(xk)) (۶ . ۵)
الگوریتم می شود، نوشته محدب تابع دو جمع به صورت هدف تابع که نظر این از را (۴ . ۵) الگوریتم است.

می نامند. هم شکافت٣
دانست. نیز ثابت نقطۀ یک تقریب برای تکراری روش یک می توان را پروکسیمال گرادیان الگوریتم

عملگر ثابت نقطۀ اگر تنها و اگر است (١ . ۵) مسئلۀ جواب x∗ واقع در
Proxλg(I − λ∇f)

عملگر تکرار با پروکسیمال گرادیان روش .[٢٠] است همانی عملگر I آن، در که باشد
(I + λ∂g)−١(I − λ∇f),

واقع در و است شده بنا xk+١ = xk − λk∇f(xk) تکراری الگوریتم اساس بر که محدب بهینه سازی در معمول ٢روشی
است. ١ . ۴ گرادیان دستگاه در پیشرو گسسته سازی

١objective function ٣splitting algorithm
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می زند. تقریب را (١ . ۵) مسئلۀ جواب یک بنابراین و عملگر این ثابت نقطۀ یک

پروکسیمال نگاشت های ترکیب .۶
مجموعۀ دو مشترک نقاط زدنِ تقریب مسئلۀ بهینه سازی، حوزۀ در غیرخطی آنالیز مسائل از یکی
که حالتی در مسئله این به ١٩٣٣ سال در [٢۴] فون نویمان است. ناتهی اشتراک با دلخواه بستۀ و محدب
تصویر با که داد نشان و کرد توجه باشند، H هیلبرت فضای از بسته  زیرفضاهایی C٢ و C١ مجموعۀ دو
این در نقطه ای به قوی همگرای که می آید به دست دنباله ای زیرفضاها، این روی دلخواه نقطۀ یک متوالی
و بسته مجموعه های به [٨] برگمن را نتیجه این است. اولیه نقطۀ به نقطه نزدیکترین که است مجموعه
فقط محدب، و بسته مجموعه های با بسته زیرفضاهای جایگزینی با حالت این در البته داد. تعمیم محدب
روش این با کلی حالت در قوی همگرایی که کرد ثابت [١۴] هاندال می آید. به دست ضعیف همگرایی

نمی آید. به دست
C٢ و C١ اگر گفتیم، قبلا چنان که دهیم. تعمیم دیگر شکلی به را نتیجه این می خواهیم اینجا در
قبلا هستند. پایینی نیم پیوستۀ و محدب تابع های آنها نشانگر تابع های باشند، بسته و محدب مجموعه های
بنابر C٢ و C١ نشانگر تابع های برای حّل عملگر واقع در کردیم. محاسبه آنها برای را حّل عملگر
در فون نویمان روش بنابراین است. بسته و محدب مجموعه های این روی تصویر عملگر همان ،(۵ . ۵)
یک روی نشانگر تابع زیردیفرانسیل حّل نگاشت اثر محدب، و بسته مجموعه های روی متوالی تصویر
محدب تابع دو برای متناظر حّل نگاشت های خاص، حّل نگاشت این به جای حال است. دلخواه نقطۀ
بافرض و {µn} و {λn} پارامترهای دنبالۀ روی مناسب فرض های با [۵] در می بریم. به کار را g و f
تکراریِ روش از حاصل دنبالۀ که است شده داده نشان ProxfProxg ثابت نقاط مجموعۀ بودنِ ناتهی

xn+١ = ProxµngProxλnf (xn)

می شود. ،ProxfProxg ثابت نقطۀ یک به ضعیف همگرایِ
مسئلۀ جواب مجموعۀ که فرض این با (١ . ۵) مسئلۀ حل برای پروکسیمال نگاشت های ترکیب از
دنباله های روی مناسب فرض دادنِ قرار با که داد نشان [٢١] در پستی١ می شود. استفاده باشد، ناتهی
روش این شد. خواهد همگرا f + g کمینۀ نقطۀ به تولیدشده، دنبالۀ از وزنداری میانگین ،{µn} و {λn}
آسان غالباً (f + g اینجا (در محدب تابع یک حّل آوردنِ به دست که می شود گرفته کار به دلیل این به
صورت در اما است. دیگر بهینه سازی مسئلۀ یک حل آن، لازمۀ گفتیم، ٣ بخش در که همان طور و نیست
این باشد. آسان تر آنها تک تک حّل آوردن به دست است ممکن محدب، تابع دو مجموع به تابع شکافتن
١Passty
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دلخواه نقاط مجموعۀ برای میانه و میانگین نقاط آوردن به دست در اخیراً متعدد، کاربردهای بر علاوه روش
.[٢] است رفته به کار موفقیت آمیزی به طور ١ آدامار فضاهای به موسوم خاصی متری فضاهای در

یکنوا عملگرهای و پروکسیمال نقطۀ الگوریتم .٧
توسط ابتدا که عملگرها این است. یکنوا عملگر محدب، تابع های زیردیفرانسیل از سودمند تعمیمی
عملگرهای نظریۀ در مثبت عملگرهای غیرخطی تعمیم شدند، غیرخطی آنالیز وارد و معرفی [١٨] مینتی
فضای از نقاطی مجموعۀ A دامنۀ بگیرید. نظر در را A : H → ٢H مجموعه مقدار عملگر هستند. خطی

بنابراین نمی شود. منسوب آنها به تهی مجموعۀ که است H
D(A) := {x ∈ H : A(x) ̸= ∅}.

به صورت به ترتیب، را A غیرخطی عملگر نمودار و برد
R(A) :=

∪
x∈D(A)

A(x)

و
G(A) := {(x, y) : x ∈ D(A), y ∈ A(x)}

زیرمجموعه هایی که آنها نمودار و غیرخطی عملگرهای بین یک به یک تناظر یک به روشنی می کنیم. تعریف
H × H از زیرمجموعه ای را غیرخطی عملگر یک می توان بنابراین دارد. وجود هستند، H × H از

دانست.
y∗ ∈ A(y) هر و x∗ ∈ A(x) هر ،x, y ∈ D(A) هر به ازای اگر می نامیم یکنوا را A عملگر
به عنوان اگر می نامیم ماکسیمال یکنوای را A یکنوای عملگر .⟨x∗ − y∗, x − y⟩ ≥ ٠ باشیم داشته
سره به طور آن نمودار که دیگری غیرخطی عملگر هر یعنی باشد، ماکسیمال H × H از زیرمجموعه ای
که R(I +A) = H اینکه با است معادل این، هیلبرت فضای در نباشد. یکنوا باشد، A نمودار شامل
یکنوای عملگر دیگر، عبارت به است. همانی نگاشت I : H → H و A عملگر برد R(A) اینجا در
چنان که .y ∈ x+A(x) که باشد داشته وجود x ∈ D(A) ،y ∈ H هر برای اگر است ماکسیمال A
متناهی-بعد، فضای در که است مثبت عملگر همان یکنوا عملگر باشد، خطی و تک مقداری A اگر گفتیم،
تصویر نگاشت و محدب تابع یک زیردیفرانسیل هستند. مثبت نیم معین و مثبت معین ماتریس های همان
ثابت کردیم. اشاره آنها به قبلا که هستند یکنوا عملگر های از نمونه هایی بسته، و محدب مجموعۀ یک روی

هستند. ماکسیمال یکنوای واقع در عملگرها این که می شود
١Hadamard spaces
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در یکی کرده اند: پیدا بسیار اهمیت کاربردی ریاضیات از متفاوت زمینۀ دو در یکنوا عملگرهای
معادلات برای غیرخطی٢ نیمگروه های نظریۀ در دیگری و تغییراتی١ نامساوی های و بهینه سازی نظریۀ
در جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از بسیاری جزئی. مشتقات با دیفرانسیل معادلات و تحولی٣
تحولی معادلات از ملموس مثال هایی شرودینگر معادلۀ و حرارت معادلۀ موج، معادلۀ مانند ریاضی-فیزیک
محدب تابع برای مقید کمینه سازی مسئلۀ نمونه، برای هستند. یکنوا عملگرهای شامل زمان) به (وابسته
با .b ∈ Rm و است m × n ماتریسی A که بگیرید نظر در را Ax = b قید با f : Rn → R
می شود ثابت است، غیرخطی و مقید بهینه سازی در متداول روش های از یکی که ۴KKT روش از استفاده

یکنوای عملگر صفرِ مقید، کمینه سازیِ مسئلۀ این جواب که

F (x, y) =

[
∂f(x) +AT y

b−Ax

]

است.
یکنوا عملگر یک صفر (تقریب زدنِ) کردنِ پیدا یکنوا، عملگر های نظریۀ در مهم مسائل از یکی
یکنوا، عملگر اگر می کند. روشن را بهینه سازی در یکنوا عملگر صفرِ کردن پیدا اهمیتِ بالا مثال است.
بود. خواهد محدب تابع کمینۀ نقطۀ وجود، صورت در عملگر صفرِ باشد، محدب تابع یک زیردیفرانسیل
نظریۀ در بحث ها مهم ترین از یکی بنابراین می آید. به دست زیردیفرانسیل نامساوی از به راحتی نتیجه این
عملگر یک صفرِ آوردن به دست برای است. آن تقریب و عملگرها این صفرِ کردن پیدا یکنوا، عملگرهای
این از باید حالت این در است. پروکسیمال نقطۀ الگوریتم از استفاده روش ها مهم ترین از یکی یکنوا،
کرد. استفاده یکنوا، عملگر یک با f محدب تابع زیردیفرانسیل جایگزینی با البته (۶ . ٣) قالب در الگوریتم
محاسبۀ خطای کردنِ لحاظ با A ماکسیمال یکنوای عملگر برای پروکسیمال نقطۀ الگوریتم ترتیب، این به

به صورت گام، هر در حّل عملگر

xn = (I + λnA)
−١xn−١ + en (٧ . ١)

مطالعه یکنوا عملگرهای برای را الگوریتم این که کسی نخستین است. خطاها دنبالۀ {en} که درمی آید
و lim infn→+∞ λn > ٠ شرط با λn پارامترهای برای (٧ . ١) که داد نشان او بود. [٢٢] راکفلر کرد،
را مهم پرسش دو راکفلر است. ضعیف ∞∑همگرای

n=١ ∥en∥ < +∞ شرط با {en} خطاهای دنبالۀ
جمع پذیری۵ شرط آیا اینکه دوم و می آید؟ به دست نیز قوی همگرایی (٧ . ١) در آیا اینکه یکی کرد: مطرح نیز

Karush-Kuhn-Tucker ۴مخفف

١variational inequalities ٢nonlinear semigroups ٣evolution equations ۵summability
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جایگزین ضعیف تر شرطی با یا کرد حذف می توان را (∑∞
n=١ ∥en∥ < +∞ (یعنی خطاها دنبالۀ روی

کرد؟
داده نشان l٢ فضای در نقض مثال یک با و شد داده منفی پاسخ راکفلر اول سؤال به ١٩٩١ سال در
محدب تابع یک زیردیفرانسیل یکنوا، عملگر که خاصی حالت در حتی پروکسیمال نقطۀ الگوریتم که شد
بسیار عددی نظر از البته که قوی همگرایی به رسیدن برای بنابراین .[١٢] نیست قوی همگرای نیز باشد
راکفلر پروکسیمال نقطۀ الگوریتم اصلاح برای اصلی روش دو اندیشید. دیگر چاره ای باید است،١ مهم
کاری این است. مناسب منظم سازی یک از استفاده اولی است. متداول قوی، همگرایی به رسیدن به منظور
انجام غیرانبساطی نگاشت یک تکرارهای دنبالۀ قویِ همگرایی اثبات برای ثابت نقطۀ نظریۀ در قبلا که بود
غیرانبساطی، نگاشت یک ثابت نقطۀ به قوی همگرایی آوردن به دست برای طرحی آنجا در .[١٣] بود شده
در قوی همگرایی آوردن به دست برای و شد بیان کلی تر به صورت [٢٧ ،٢۶] در بعداً که بود شده پیشنهاد
در موجود مراجع و [٢۵ ،١۶] زمینه، این در بیشتر مطالعۀ برای رفت. به کار پروکسیمال نقطۀ الگوریتم
جمله تصویر اساس بر قوی، همگرایی به یافتن دست برای راکفلر الگوریتم اصلاح دوم روش ببیند. را آنها

یافت. سازمان [٢٣] در که است مناسب مجموعه های روی مرحله هر در آمده به دست
است. گرفته قرار توجه مورد [١۵ ،۶] در نیز خطاها روی شرط کردن بهینه یعنی راکفلر دوم مسئلۀ

ثابت نقطۀ نظریۀ در کاربرد .٨
قرار توجه مورد ثابت نقطۀ نظریۀ در را پروکسیمال نقطۀ الگوریتم از کاربردی پایانی، بخش این در
مشهور قضیۀ با که است غیرخطی آنالیز در فعال شاخه های از یکی متری، ثابت نقطۀ نظریۀ می دهیم.
و ریاضی آنالیز در وجودی قضیه های اثبات در به ویژه فراوان کاربردهایی و شد آغاز باناخ ثابت نقطۀ
ثابت نقطۀ یافتن به دنبال ریاضی، آنالیز از شاخه این در کرد. پیدا انتگرال معادلات و دیفرانسیل معادلات

هستند. انقباض ها از تعمیم هایی غالباً که هستیم غیرخطی نگاشت های
نقاط مجموعۀ .Tx = x اگر می نامیم T : H → H نگاشت ثابت نقطۀ را x ∈ H نقطۀ
مانند عددی اگر می خوانیم انقباضی را T : H → Hعملگر می دهیم. نشان Fix(T ) با را T ثابت

،x, y ∈ H هر به ازای که باشد موجود ٠ < k < ١

∥Tx− Ty∥ ≤ k∥x− y∥

در بنابراین نیستند. کراندار نامتناهی-بعد، فضای یک در ضعیف توپولوژی در باز مجموعه های که می شود ثابت تابعی آنالیز ١در
می گیرد قرار حدی نقطۀ ضعیف بازِ همسایگی در بعد به جایی از دنباله آن چون نقطه، یک به دنباله یک ضعیف همگرایی صورت

نباشد. کمینه نقطۀ برای خوبی تقریب است ممکن دنباله این هستند، بی کران همسایگی ها و
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،x, y ∈ H هر به ازای اگر می نامیم غیرانبساطی١ را آن و

∥Tx− Ty∥ ≤ ∥x− y∥.

غیرانبساطی (غالبا غیر خطی نگاشت یک برای ثابت نقطۀ وجود مسئلۀ کنار در توجه مورد مسائل از یکی
نگاشت هر باناخ، ثابت نقطۀ مشهور قضیۀ بنابر است. ثابت نقطۀ این تقریب مسئلۀ آن)، از تعمیم هایی یا
نگاشت آن اثر تکرارهای واقع در است. یکتا ثابت نقطۀ دارای کامل، متری فضای یک روی انقباضی
یکتای ثابت نقطۀ به که می دهد تشکیل دنباله ای کامل، متری فضای از دلخواه نقطۀ یک روی انقباضی
تابع ساده، مثالی نیست. صادق مطلب این غیرانبساطی، نگاشت های مورد در اما است. همگرا آن
یک تکرار های میانگین که است شده داده نشان [٣] در است. Tx = −x ضابطه با T : H → H

نقطۀ یک به ضعیف همگرایِ هیلبرت، فضای یک در ناتهی ثابت نقاط مجموعۀ با T غیرانبساطی نگاشت
به ضعیف همگرایِ ١

n

∑n−١
i=٠ T ix ،x ∈ H هر برای آن گاه ،Fix(T ) ̸= ∅ اگر یعنی است؛ آن ثابت

یک تکرارهای قویِ و ضعیف همگرایی آوردن به دست برای متعددی روش های است. T ثابت نقطۀ یک
تقریب برای پروکسیمال نقطۀ الگوریتم کاربرد به می خواهیم اینجا در دارد. وجود غیرانبساطی نگاشت

کنیم. اشاره غیرانبساطی نگاشت یک ثابت نقطۀ
H هیلبرت فضای روی غیرانبساطی نگاشت یک T اگر که کند بررسی به راحتی می تواند خواننده
یکنوای عملگر صفرهای ،T ثابت نقاط که است بدیهی و بود خواهد یکنوا عملگر یک I − T باشد،
یکنوای عملگر برای پروکسیمال نقطۀ الگوریتم بردنِ به کار با قبل، بخش مطالب بنابر است. حاصل
می آید، وجود به الگوریتم این از استفاده هنگام که مشکلی اما زد تقریب را T ثابت نقطۀ می توان ،I −T

می توان en = ٠ که حالتی در A یکنوای عملگر برای را (٧ . ١) الگوریتم است. یکنوا عملگر حّل محاسبه
به صورت

xn−١ − xn ∈ λnAxn

معادلۀ به صورت ،T بودنِ غیرانبساطی و A = I − T فرض با که نوشت نیز

xn =
١

١ + λn
xn−١ +

λn

١ + λn
Txn

نگاشت ثابت نقطۀ xn نقطۀ ،xn−١ و λn داشتن اختیار در فرض با بنابراین درمی آید.

x 7→ ١
١ + λn

xn−١ +
λn

١ + λn
Tx

١nonexpansive
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و است λn١+λn
انقباض ثابت با انقباضی نگاشت یک نگاشت این است، غیرانبساطی T چون است.

نقطۀ الگوریتم در بعدی گام یعنی ،xn همان که دارد یکتا ثابت نقطۀ یک باناخ، ثابت نقطۀ قضیۀ بنابر
داریم است، I − T به شکل A یکنوای عملگر که حالتی در بنابراین است. پروکسیمال

(I + λA)−١x = Fix(T λ
x )

آن، در که
T λ
x u =

١
١ + λ

x+
λ

١ + λ
Tu

بنابراین است. تک عضوی مجموعۀ یک Fix(T λ
x ) و است λ١+λ انقباض ثابت با انقباضی نگاشت یک

است. نقطه آن به وابسته انقباض یک ثابت نقطۀ نقطه، هر در حّل نگاشت حالت، این در
یک باید ،T نگاشت ثابت نقطۀ یک تقریب برای پروکسیمال نقطۀ الگوریتم از گام هر محاسبۀ برای
با می توان است، انقباضی نگاشت، این چون اما کرد. حل T λn

xn−١ نگاشت برای را ثابت نقطۀ مسئلۀ
برهان به نگاهی آورد. به دست xn برای خوبی تقریب دلخواه، نقطۀ یک روی نگاشت این تکرار بار چند
کوچکتر λn١+λn

یعنی انقباض، ثابت هرچه که می دهد نشان باناخ، ثابت نقطۀ قضیۀ در تکرارها همگرایی
،T λn

xn−١ ثابت نقطۀ برای بهتر تقریبی می توانیم بالاتر، همگرایی آهنگ با و کمتر تکرارهای تعداد با باشد،
پارامترهای برای پروکسیمال نقطۀ الگوریتم همگرایی اثبات اهمیت مجدداً این آوریم. به دست xn یعنی

می دهد. نشان را λn کوچکتر
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