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تابعی آناليز دیدگاه از ديناميکی دستگاه های ارگوديک: نظریۀ
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چکیده
علوم در ريشه هم که است رياضيات کاربردی و مهم شاخه  های از يکی ديناميکی دستگاه های
دستگاه های نظريۀ گر چه علوم. اين در فراوانی کاربردهای هم و دارد فيزيک مانند ديگر
بهره تابعی آناليز ابزار های از خود تحول مسير در است، داشته هندسی خاستگاه ديناميکی
را آنها می توان به سختی که آمیخته هم در رياضيات از شاخه اين با آن چنان و است گرفته
مطالعۀ به که است ديناميکی دستگاه های از بخشی ارگودیک نظریۀ دانست. جدا يکديگر از
ريشه های به اشاره ضمن مقاله، اين در می پردازد. احتمال فضاهای بر اندازه حافظ تابع های
از بخش اين در را تابعی آناليز روش های به کارگيریِ از مواردی ارگوديک، نظريۀ فيزيکی

می گذرانيم. نظر از ديناميکی دستگاه های

سرآغاز .١
بسيار تلاش اتریشی، جوان فیزیکدان ،(١٩٠۶-١٨۴۴) بولتسمان١ لودويگ نوزدهم، قرن اواسط در
ترموديناميک دوم قانون معرفی بر او تمرکز کند. ایجاد وحدت کلاسيک مکانيک و ترموديناميک بين تا کرد
دستگاه يک آنتروپی که می کند بيان ترموديناميک دوم قانون بود. کلاسيک مکانيک اصول از استفاده با
حال، اين با نمی يابد. کاهش هرگز ندارد) انرژی و جرم تبادل خود اطراف محيط با که (دستگاهی بسته
يک از بر گرفته تناقض اين شد. مواجه ١٨٩۶ سال در تسرملو٢ به منسوب تناقضی با بولتسمان تلاش
بولتسمان .[١٢] است معروف پوانکاره بازگشت قضيۀ به که است پوانکاره٣ آنری از عميق اما ساده قضيۀ
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خاص رفتاری که کرد اعمال ترموديناميکی دستگاه های بر را فرضی تسرملو، پارادوکس کردنِ برطرف برای
فرض اين رياضی صورت بندی شد. نامیده ارگوديک فرض بعد ها و می کرد پيش بينی را دستگاه ها اين برای
نظريۀ از بخشی به عنوان رياضيات از شاخه ای تولد به منجر اندازه، فضاهای بر ديناميکی دستگاه های برای
در ريشه ارگوديک نظريۀ اگر چه ترتيب بدين می نامند. ارگوديک نظريۀ را آن که شد ديناميکی دستگاه های
اين در شده است. تبديل رياضيات در غنی شاخه های از يکی به خود تحول مسير در دارد، ترموديناميک
دستگاه های از شاخه اين که جايی تا نموده است ايفا نظريه اين تعميق در مهم نقشی تابعی آناليز ميان،
ديگر و رياضيات در متفاوت گاه و مختلف حوزه های در شگفت انگيزی کاربردهای و نتايج ديناميکی

داشته است. همراه به علوم شاخه های

ديناميکی دستگاه .٢
خاص تر ديگر برخی و کلی بسيار آنها از برخی که دارد وجود ديناميکی دستگاه از گوناگون تعریف هایی
استفاده مورد بيشتر ديگر تعریف های به نسبت ديناميکی دستگاه های از تعريف دو ميان، اين در هستند.
بر که f : X → X مانند است تابعی گسسته ديناميکی دستگاه يک از منظور .[۵ ،۴] می گيرند قرار
X نقاط بر حاکم تحول قانون را f و دستگاه حالت های فضای را X عموماً می کند. عمل X فضای يک
يک گذشت از پس بعدی حالت به عنوان را f(x) ∈ X حالت ،x ∈ X حالت هر به که می گيريم نظر در

مجموعۀ به علاوه است. گسسته پارامتری زمان الگو، اين در می کند. نظير زمانی واحد

Of (x) = {x, f(x), f٢(x), · · · , fn(x), · · · }

x ∈ X مانند نقطه ای ،f ثابت نقطۀ از منظور می نامیم. x مدار را آن  و است f ديناميک تحت x آيندۀ
است. تک عضوی مجموعه ای ثابت، نقطۀ يک مدار ديگر، عبارت به .f(x) = x که است

نيز شار دستگاه ها اين به و می شود فرض پيوسته زمان پارامتر پيوسته، ديناميکی دستگاه  های در
مانند توابع از خانواده ای X فضای بر شار يک ديگر، عبارت به می گویند.

f t : X → X (t ∈ R)

عمدتاً شار ها .f t ◦f s = f t+s داریم s, t ∈ R هر برای و است X بر همانی تابع f ٠ که به طوری است
F : Rn → Rn کنیم فرض پیوند، اين مشاهدۀ برای می شوند. ظاهر ديفرانسيل معادلات با پیوند در

اوليۀ مقدار مسئلۀ ،x ∈ Rn هر برای به طوری که باشد C١ ردۀ از برداری ميدان يک
dy

dt
= F (y(t)), y(٠) = x
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مانند جوابی دارای

ϕ(·, x) : R→ Rn, t 7→ ϕ(t, x)

دستگاه با متناظر شار ،f t(x) := ϕ(t;x) ضابطۀ با f t : Rn → Rn خانوادۀ اين صورت در باشد.
ديفرانسيل معادلات

dy

dt
= F (y(t))

هستند. اندازه پذير f t توابع و f و است σ-جبر يک به مجهز X که می شود فرض معمولا .[١٠] است
را f t و f تابع های و می گیریم نظر در برل σ-جبر به همراه را X باشد، توپولوژيک فضای يک X اگر

می کنیم. فرض پيوسته
می کنیم. ارائه گسسته، زمان با دومی و پیوسته زمان با اولی دینامیکی، دستگاه های از مثال دو ادامه در
باشد. صفحه در واحد دايرۀ S١ کنیم فرض می کنيم. بيان بعدی دو چنبرۀ مورد در را نکاتی آن، از پیش

می کنيم: تعريف زير به صورت را R٢ بر ∼ رابطۀ بگيريد. نظر در را T٢ = S١ × S١ بعدی دو چنبرۀ

(x١, y١) ∼ (x٢, y٢) ⇐⇒ (x١ − x٢, y١ − y٢) ∈ Z٢.

رده های از متشکل مجموعۀ R٢
Z٢ کنیم فرض است. R٢ بر هم ارزی رابطۀ يک ∼ که می شود دیده به سادگی

ضابطۀ با ϕ : R٢
Z٢ → T٢ تابع اين صورت در باشد. خارج قسمتی توپولوژی به مجهز [(x, y)] هم ارزی

تقريب با ديگر، به عبارت است. R٢
Z٢ و T٢ بين همسانریختی يک ϕ([(x, y)]) := (e٢πix, e٢πiy)

.T٢ = R٢
Z٢ نوشت می توان همسانریختی

زوج های کليۀ از متشکل مجموعۀ X و بعدی دو چنبرۀ T٢ = R٢
Z٢ کنیم فرض ([١٧]) .٢ . ١ مثال

يعنی است، p ابتدای با واحد برداری v و p ∈ T٢ که به طوری باشد x = (p, v)

X = {(p, v) : p ∈ T٢, ∥v∥ = ١}.

بردار امتداد در و می گذرد p نقطۀ از که است موجود T٢ در يکتا راست خط ،(p, v) ∈ X هر با متناظر
اگر می کنيم: تعريف این صورت به را f t : X → X (شار) پيوستۀ ديناميکی دستگاه دارد. قرار v
X از نقطه ای f t(p, v) آن گاه بگيريم، نظر در را v راستای در p از گذرنده يکتای خط و (p, v) ∈ X

است t زمان گذشت از پس ١ ثابت سرعت با راست خط اين امتداد در p نقطۀ از حرکت حاصل که است
.(١ (شکل
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١ شکل
آن يعنی است؛ متناهی ديناميک، این تحت X نقاط از برخی مدار که است این مثال اين در جالب نکتۀ
است. چگال X در واقع در و نامتناهی ديناميک اين تحت نقاط برخی مدار حالی که در است تناوبی نقطه
است. شده داده نشان چگال مدار با نقطه ای (ii) ٢ شکل در و تناوبی نقطه ای (i) ٢ شکل در مثال، برای

٢ شکل

به صورت را f : R٢
Z٢ → R٢

Z٢ گسستۀ ديناميکی دستگاه ([١٧]) .٢ . ٢ مثال

f(x١, x٢) = A(x١, x٢)t mod ١

آن، در که می کنیم تعریف

A =

( ١ ٢
١ ١

)

ديگر، به عبارت

f(x١, x٢) = (٢x١ + x٢ mod ١ , x١ + x٢ mod ١).
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زير شکل است١. معروف آرنولد گربۀ نگاشت به که است چنبره بر خطی همريختی يک f در اين صورت
می دهد. نمايش را آرنولد نگاشت تحت گربه يک تصوير يافتۀ تبديل

٣ شکل

پايا اندازه های .٣
باشد. (X,B, µ) احتمال فضای بر اندازه  پذير ديناميکی دستگاه يک f : X → X کنیم فرض

اگر نامیم f-پايا را µ احتمال اندازۀ

∀B ∈ B µ(f−١(B)) = µ(B).

احتمال توزيع يک به عنوان µ به اگر .[١٨ ،١۶] است اندازه حافظ µ به نسبت f گوييم اين صورت در
اندازه پذير مجموعۀ هر در نقطه يک حضور احتمال که کرد تفسير چنين می توان را µ بودنِ f-پايا بنگريم،
f-پايا احتمال اندازه های همۀ مجموعۀ است. يکسان B در f تحت نقطه آن تصوير حضور احتمال با B

می  دهيم. ,M(Xنشان f) با را
جنبه های اندازه، حافظ دستگاه های مطالعۀ مهم انگیزه های از یکی رياضيات، شاخه های ديگر همانند
ويژگی های دارای هستند، پايا اندازه های دارای که دستگاه هايی واقع در است. آن زيبايی شناختی و ذاتی
اين به  کار گيریِ به علاوه می شوند. بيان زيبا بسيار نتايج و قضیه ها قالب در که هستند جالبی و عميق
برخی می شود. شاخه ها اين در جالب مسائلی حل به منجر رياضيات ديگر شاخه های در زيبا قضیه های
نظريۀ و ترکيبيات مانند شاخه هايی هستند؛ دور ديناميکی دستگاه های از بسيار نهاد، در شاخه ها اين از
با را آنها می توان که است تجربی علوم در مسائلی وجود پايا، اندازه های اهميت بر دیگر دلیل اعداد.
دستگاه های مثال، برای کرد. مدل سازی می کنند، حفظ را به خصوصی کميت که ديناميکی دستگاه های
می شوند شارهايی به منجر می کنند، توصيف را نيوتنی مکانيک در پايسته دستگاه های تحول که هاميلتونی

است. continuous automorphism of the torus کلمات اول حروف از گرفته بر نامگذاری اين ١
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این پايا اندازه های اهميت دلايل از دیگر يکی می کنند. حفظ را ليوويل١ اندازۀ نام با طبيعی اندازه ای که
رفتار دربارۀ مهم اطلاعاتی به منجر می تواند ديناميکی دستگاه يک برای پايا اندازه های مطالعۀ که است
نمونۀ يک باره، این در است. دشوار بسيار ديگر، راه های از آنها به دستيابی که شود دستگاه آن ديناميکی
اندازه حافظ ديناميکی دستگاه های برای را بازگشت ویژگی نوعی که است پوانکاره بازگشت قضيۀ مهم،
اندازه پذير، ديناميکی دستگاه يک f : X → X اگر می گوید پوانکاره بازگشت قضيۀ می کند. پيش بينی
x ∈ A هر تقريباً آن گاه باشد، مثبت اندازۀ با اندازه پذير مجموعه ای A و متناهی f-پايای اندازۀ يک µ
B ⊆ A مانند اندازه پذير مجموعه ای ديگر، عبارت به می گردد. باز A به بار بی نهايت f ديناميک تحت
موجود n١ < n٢ < n٣ < · · · دنبالۀ x ∈ B هر برای و µ(B) = µ(A) که به گونه ای است موجود
[١٨ ،١۶] پوانکاره، بازگشت قضيۀ دربارۀ بيشتر مطالعۀ برای .fni(x) ∈ A ،i هر به ازای چنان که است

بخوانید. را
است. گرفته قرار استفاده مورد اعداد نظريۀ جنس از نتايج از بسياری در پوانکاره بازگشت قضيۀ

است. مسائل نوع اين از ساده  نمونه ای زير مثال
نشان می خواهيم می گیریم. در نظر آن بر m لبگ اندازۀ به همراه را X = [٠, ١] بازۀ ([١۶]) .٣ . ١ مثال
بی نهايت شامل می شود، شروع ۴ رقم با آن بسط که [٠, ١] بازۀ در عدد هر تقريباً اعشاری بسط که دهيم
تعریف f(x) = ١٠x− [١٠x] ضابطۀ با را f : [٠, ١]→ [٠, ١] تابع منظور، اين برای است. ۴ رقم
لبگ اندازۀ که می شود ديده به سادگی می کند. نظير را ١٠x اعشاری قسمت ،x هر به f واقع در می کنیم.
در x عدد اگر ديگر، طرف از است. برقرار پوانکاره بازگشت قضيۀ شرايط بنابراين f-پاياست. ،µ = m

ai ∈ {٠, ١, ٢, ٣, . . . , ٩} آن، در که باشد x = ٠.a٠a١a٢a٣ · · · اعشاریِ بسط دارای (٠, ١) بازۀ
بنابر اين و f(x) = ٠.a١a٢a٣a۴ · · · آن گاه ،i نامتناهی تعداد برای ai ̸= ٩ و

fn(x) = ٠.anan+١an+٢ · · · (n ≥ ١).
می شود، شروع ۴ رقم با آنها اعشاری بسط که باشد x ∈ (٠, ١) اعداد همۀ مجموعۀ A کنیم فرض اکنون
به بار بی نهايت f ديناميک تحت A عضو هر تقريباً پوانکاره، بازگشت قضيۀ به توجه با .a٠ = ۴ يعنی

می کند. ثابت را حکم اين، که an = ۴ داريم n مقدار بی نهايت به ازای يعنی می گردد؛ باز A
متشکل دلخواه بلوک هر گفت می توان حتی است. برقرار نيز ۴ بجز ديگر رقم هر برای بالا مثال حکم

می شود. تکرار x اعشاری بسط در بار بی نهايت یک، احتمال با نيز متوالی رقم k ≥ ١ از
ويژه ای اهميت از ديناميکی دستگاه های از مهمی رده های برای دست کم پايا اندازه های وجود بنابراین
ثابت نقطۀ وجود کلاسيک مسئلۀ به پايا اندازه های وجود مسئلۀ تبديل کار، اين اصلی ايدۀ است. بر خوردار
١Liouville measure
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مسئلۀ باشد. X فشردۀ متری فضای بر پيوسته تابعی f : X → X کنیم فرض است. تابعی آناليز در
کار، اين برای می شود. تبديل ثابت نقطۀ مسئلۀ يک به به سادگی تابعی چنين برای پايا احتمال اندازۀ وجود

نگاشت باشد. X بر احتمال برل اندازه های همۀ (X)M١مجموعۀ کنیم فرض
f∗ :M١(X)→M١(X)

به صورت را
(f∗µ)(A) := µ(f−١(A)) (A ∈ B)

باشد. f∗ برای ثابت نقطۀ يک µ اگر تنها و اگر است f-پايا اندازۀ يک µ که است روشن می کنیم. تعریف
يک به (X)M١را باید کرد، استفاده تابعی آناليز در ثابت نقطۀ کلاسيک قضیه های از بتوان اينکه برای
فضای بر متری که معنی این به باشد (X)M١مترپذير الف) که به طوری کنیم مجهز مناسب توپولوژی
M١(X) ب) شود؛ فضا اين توپولوژی با برابر آن توسط القایی توپولوژی که باشد موجود M١(X)

چيزی اسرارآميز توپولوژی اين باشد. پيوسته f∗ :M١(X) → M١(X) نگاشت پ) باشد؛ فشرده
مفهوم و ريس١ نمايش (X)M١قضيۀ بر توپولوژی اين تعريف ايدۀ نيست. ضعيف-ستاره توپولوژی جز

است. X بر پيوسته توابع فضای دوگان برای ضعيف-ستاره توپولوژی
توابع همۀ که (X)M١است بر توپولوژی (X)M١کوچکترين بر ضعيف-ستاره توپولوژی .٣ . ٢ تعریف

از عبارت اند توپولوژی این پايۀ عضوهای پيوسته اند. آن به نسبت (ϕ ∈ C(X)) µ 7−→
∫
X ϕdµ

V (µ,Φ; ϵ) := {m ∈M١(X) :

∣∣∣∣∫
X
ϕidm−

∫
X
ϕidµ

∣∣∣∣ < ϵ, i = ١, ٢, . . . , N}

.µ ∈M١(X) و ϕi ∈ C(X) ،Φ = {ϕ١, ϕ٢, . . . , ϕN} ،ϵ > ٠ آن، در که
محدب و فشرده متری فضای يک ضعيف-ستاره، توپولوژی به مجهز M١(X) که می شود ثابت
نقطۀ قضيۀ مستقيم به کار گيریِ .[١۶] است پيوسته f∗ :M١(X) → M١(X) تابع به علاوه است.
به عبارت می کند. تضمين را f برای پايا اندازۀ وجود نتيجه در و f∗ برای ثابت نقطۀ وجود شاودر٢، ثابت
يعنی ،M(X, f) ̸= ∅ آن گاه باشد، X فشردۀ متری فضای بر پيوسته تابعی f : X → X اگر ديگر،

.[١٨] دارد پايا برل اندازۀ يک دست کم f
متری فضاهای بر پيوسته توابع برای پايا اندازه های وجود تابعی آناليز ابزار های از استفاده با گر چه
جالبی بسيار توپولوژيک ويژگی های ,M(Xدارای f) واقع در است. راه آغاز اين می شود، ثابت فشرده
آن گاه باشد، X فشردۀ متری فضای بر پيوسته تابع يک f : X → X اگر دقيق تر، بيان به  است.

.[١٨] (X)M١است از فشرده و محدب زيرمجموعۀ ,M(Xيک f)

١Riesz representation theorem ٢Schauder fixed-point theorem
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اين کند. پيش بينی را پايا اندازه های از خاصی انواع وجود که است کرين-ميلمن١ قضيۀ نوبت اکنون
زيرمجموعۀ يک A اگر که می کنیم يادآوری هستند. پايا اندازه های تشکيل دهندۀ اتم های واقع در اندازه ها،
از گذرنده بازِ پاره خط هيچ اگر ناميم A گوشه ای نقطۀ يک را a ∈ A باشد، Z برداری فضای از محدب
موجود λ ∈ (٠, ١) عدد اگر x, y ∈ A هر برای ديگر، به عبارت نگيرد. قرار A در کامل به طور a نقطۀ
با را A گوشه ای نقاط همۀ مجموعۀ .x = y = a آن گاه ،a = λx + (١ − λ)y که به گونه ای باشد
مجموعۀ کوچکترين باشد، Z توپولوژيک برداری فضای از زير مجموعه ای B اگر می دهيم. نشان ext(A)

می دهيم. نشان co(B) با را آن  و می نامیم B بستۀ٢ محدب پوش را B شامل بستۀ محدب
موضعاً برداری فضای يک از ناتهی محدب و فشرد زيرمجموعۀ يک A اگر کرين-ميلمن، قضيۀ بنا بر
پوش با است برابر A يعنی ،A = co(ext(A)) به علاوه و است ناتهی ext(A) آن گاه باشد، Z محدب
اکنون بازيافت. آن گوشه ای نقاط طريق از را A می توان ديگر، به عبارت آن. گوشه ای نقاط بستۀ محدب
گوشه ای نقاط مجموعۀ که می شود نتيجه گيريم، به کار  A =M(X, f) برای را کرين-ميلمن قضيۀ اگر

داشت خواهیم دهيم، نشان E(X, f) با را مجموعه اين اگر به علاوه است. ,M(Xناتهی f)

M(X, f) = co(E(X, f)).

ارگوديک اندازه ای µ ∈ E(X, f) اگر می ناميم. f به نسبت ارگوديک اندازه های را E(X, f) اعضای
f : X → X دستگاه اگر بنابراین می خوانیم. ارگوديک ديناميکی دستگاه يک را (f, µ) زوج باشد،

باشد: ارگوديک اندازۀ متناهی تعدادی دارای
E(X, f) = {m١,m٢, . . . ,mn},

دیگر، عبارت به نوشت. E(X, f) اعضای از محدب ترکيبی به صورت می توان را f-پايا اندازۀ هر آن گاه

µ ∈M(X, f)⇐⇒ ∃λ١, . . . , λn ∈ [٠, ١] :
n∑
i=١

λi = ١, µ =
n∑
i=١

λimi. (٣ . ١)

ديناميکی رفتار با دستگاه ها که می کنیم آوری ياد زير، قضيۀ و تعريف قالب در بيشتر، مثال های ارائۀ از قبل
هستند. متناظر ارگوديک و پايا اندازه های دارای مشابه،

دستگاه دو g : Y → Y و f : X → X و متری فضای دو Y و X کنیم فرض ([٨]) .٣ . ٣ تعریف
اندازه پذير وارون با h : X → Y اندازه پذير دوسويی نگاشت اگر نامیم مزدوج را g و f باشند. ديناميکی
می دهد نشان زير قضيۀ .f h∼ g می نويسيم اين صورت در .h ◦ f = g ◦ h که به گونه ای باشد موجود

است. برقرار مزدوج دستگاه های ارگوديک و پايا اندازه های بين يک به يک تناظری که
١Krein-Milman ٢closed convex hull



۶٧ ارگوديک ۶٧نظریۀ ارگوديک ۶٧نظریۀ ارگوديک نظریۀ
دستگاه دو g : Y → Y و f : X → X و متری فضای دو Y و X کنیم فرض ([٨]) .۴ . ٣ قضیه

اين صورت در باشند. h : X → Y تزويج تحت مزدوج ديناميکی
باشد؛ g-پايا ،h∗µ اگر تنها و اگر f-پاياست ،µ (١)

باشد. ارگوديک g به نسبت h∗µ اگر تنها و اگر است ارگوديک f به نسبت µ (٢)
.[٨] است ارگوديک اندازۀ متناهی تعداد با دستگاه ها از نمونه ای زير مثال

نقطۀ باشد. (٠, ١) ∈ R٢ مرکز به واحد دايرۀ X کنیم فرض شمال-جنوب) (نگاشت .۵ . ٣ مثال
،x ∈ X \ {N} هر برای می ناميم. X جنوب قطب را S = (٠, ٠) و شمال قطب را N = (٠, ٢)
اکنون می کند. قطع ϕ(x) يکتای نقطۀ در را x ها محور خط اين بگيريد. نظر در را x و N از گذرنده خط

می کنيم: تعريف زير به صورت را T : X → X نگاشت

T (x) =

{
ϕ−١( ١٢ϕ(x)) x ∈ X \ {N}
N x = N

به سادگی .limn→+∞ Tn(x) = S آن گاه ،x ̸= N,S اگر و T (S) = S ،T (N) = N بنابراين
به صورت و است x نقطۀ در ديراک اندازۀ δx آن، در که E(X,T ) = {δN , δS} که می شود ثابت

δx(A) =

{ ١ x ∈ A

٠ x /∈ A

نتيجه در می شود. تعريف
M(X,T ) = {λδN + (١− λ)δS : λ ∈ [٠, ١]}.

.[٨] است ارگوديک اندازۀ ناشمارا) (در واقع بی نهايت با ديناميکی دستگاه يک از نمونه ای زير مثال
ضابطۀ با f : [٠, ١]→ [٠, ١] نگاشت .۶ . ٣ مثال

f(x) =

{ ٢x ٠ ≤ x < ١٢
٢x− ١ ١٢ ≤ x ≤ ١

را fp : I(p) → I(p) تابع .I(p) = [٠, ١] می دهیم قرار p ∈ (٠, ١) هر برای بگيريد. نظر در را
می کنيم: تعريف زير به صورت

fp(x) =

{
x
p x ∈ [٠, p)
x١−p −

p
١−p x ∈ [p, ١]
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تزويج نگاشت دقيق معرفی برای هستند. توپولوژيک مزدوج fp و f دستگاه های p ∈ (٠, ١) هر به ازای
به سادگی می دهیم. نشان D با شده اند، تشکیل ١ و ٠ از آنها جمله های که را دنباله هایی مجموعۀ ،hp

با همراه D که ديد می توان

d((sn)n≥٠, (tn)n≥٠) :=
+∞∑
n=٠
|sn − tn|

٢n

به ازای .I(p)١ = (p, ١] و I(p)٠ = [٠, p) می دهيم قرار p ∈ (٠, ١) برای اکنون است. متری فضای يک
می کنيم: تعريف زير به صورت را (x(p)٠ , x

(p)
١ , . . . , x

(p)
i , . . .) دنبالۀ x ∈ [٠, ١) هر

x
(p)
i =

{ ٠ f i(x) ∈ I
(p)٠

١ f i(x) ∈ I
(p)
١

نتيجه fp بودنِ انبساطی از دنباله اين يکتايی به علاوه است. خوش  تعريف x ̸= p نقطۀ هر در دنباله اين
به ازای fp : I(p) → I(p) خاص حالت (I = [٠, ١)) f : I → I نگاشت که کنيد توجه می شود.
را يکسان متناظرِ دنباله های با نقاط hp : I(p) → I دو سويی نگاشت کنیم فرض حال است. p = ١٢
است همسانریختی يک hp که ديد می توان به سادگی بنگارد. x = ١٢ به را x = p و نگاشته يکديگر به
[٠, ١] بر لبگ اندازۀ m آن، در که µp := (hp)∗m می دهيم قرار p ∈ (٠, ١) برای اکنون .fp hp∼ f و

بود. خواهد f برای متمايز ارگوديک اندازه های از خانواده ای {µp}p∈(٠,١) صورت این در است.
ناشمارا حتی و نامتناهی E(X, f) آنها در که دارند وجود ديناميکی دستگاه هایی قبل، مثال به توجه با
شايسته به نحوی را E(X, f)اعضای محدب ترکيب ,M(Xبه صورت f)اعضای نمايش باید لذا و است
در است. راهگشا شوکه١ قضيۀ نام به تابعی آناليز در ديگری ابزار نيز اينجا در دهیم. تعميم نامتناهی حالت به
می پردازيم. ارگوديک و پايا اندازه های از ما ذهنی تصوير تعميق در تابعی آناليز مهم قضیۀ این نقش به ادامه
همسايگی x ∈ V هر برای اگر می شود نامیده فشرده موضعاً V توپولوژيک فضای که می کنیم یادآوری

باشد. فشرده U بستار که به گونه ای باشد موجود x از U باز
V فشردۀ موضعاً توپولوژیک فضای از فشرده و ناتهی زير مجموعه ای Y کنیم فرض ([١١]) .٣ . ٧ تعریف
به ازای اگر می دهد نمايش را x٠ ∈ V نقطۀ τ احتمال اندازۀ گوييم باشد. Y بر احتمال اندازۀ یک τ و

باشیم داشته Φ ∈ V ∗ هر
Φ(x٠) =

∫
Y
Φdτ.

.[١١] نماييم بيان را شوکه قضيۀ که آماده ايم اکنون
١Choquet’s Theorem
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محدب موضعاً توپولوژیک برداری فضای از فشرده محدب مترپذير زير مجموعۀ يک Y گیریم .٣ . ٨ قضیه
و τ(ext(Y )) = ١ چنان که است موجود Y بر τ احتمال اندازۀ صورت این در .x٠ ∈ Y و باشد V

می دهد. نمايش را x٠ ،τ
اينکه به توجه با باشد. کراندار و اندازه  پذير تابعی ϕ : X → R و µ ∈ M(X, f) کنیم فرض
برل اندازه های فضای ،V =M(X) برای را شوکه قضيۀ می توان ،E(X, f) = ext(M(X, f))

Φ(µ) =
∫
X ϕdµ ضابطۀ با Φ :M(X) → C تابعک و x٠ = µ ،Y =M(X, f) مختلط،

آيد. به دست زير نتيجۀ تا گرفت به کار
در این باشد. X فشردۀ متری فضای بر پيوسته تابعی f : X → X کنیم فرض ([١٨]) .٣ . ٩ نتیجه
M(X, f) فضای برل زير مجموعه های بر τ يکتای احتمال اندازۀ ،µ ∈ M(X, f) هر برای صورت

،ϕ : X → R کراندار اندازه پذير تابع هر برای و τ(E(X, f)) = ١ چنان که است ∫موجود
X
ϕ(x)dµ(x) =

∫
E(X,f)

(∫
X
ϕ(x)dm(x)

)
dτ(m). (٣ . ٢)

نامنفی اندازه پذير تابع هر برای (٣ . ٢) که می شود ثابت به سادگی يکنوا، همگرايی قضيۀ گيریِ به کار با
آن گاه ،ϕ = χA دهيم قرار (٣ . ٢) رابطۀ در اگر همچنین است. برقرار نيز ϕ : X → R

µ(A) =

∫
E(X,f)

m(A)dτ(m). (٣ . ٣)

شرایط، این با باشد. نامتناهی E(X, f) که است حالتی برای (٣ . ١) از تعميمی واقع در (٣ . ٣) نتیجۀ
می ناميم. µ ارگوديک تجزيۀ را آن و µ =

∫
E(X,f)mdτ(m) می نويسيم

می توان موارد از بسياری در چراکه است سودمند بسيار عمل در µ f-پايای اندازۀ ارگوديک تجزيۀ
سپس و کرد ثابت ارگوديک اندازه های برای را آن نخست ،µ f-پايای اندازۀ مورد در حکمی اثبات برای
ارائه ۵ بخش در را روش اين از نمونه ای داد. تعميم نيز µ برای را آن ارگوديک، تجزيۀ نمايش طريق از

داد. خواهيم

بِرکُف و فون نویمان ارگوديک قضیه های .۴
اين اصلی انگيزۀ بيان برای می پردازيم. ارگوديک نظريۀ در بنيادی قضیه های بيان به بخش، اين در
نقطه ای نيز x ∈ X و باشد مثبت اندازۀ با اندازه پذير مجموعه ای A ⊆ X کنیم فرض نخست قضیه ها،
بررسی مورد را A مجموعۀ از f ديناميک تحت x مدار عبور های مجموعۀ می خواهيم باشد. X در دلخواه
ملاقات را A مجموعۀ f ديناميک تحت x که را دفعاتی تعداد می خواهيم ديگر، عبارت به دهيم. قرار
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مثال، برای دهیم. قرار بررسی مورد را {j ≥ ٠ : f j(x) ∈ A} مجموعۀ اعضای تعداد یعنی می کند،
می خواهيم اما است. نامتناهی x ∈ A نقطۀ هر تقريباً برای فوق مجموعۀ پوانکاره، بازگشت قضيۀ بنابر
می کنيم: تعريف را A در x سفر زمان متوسط منظور، این به باشيم. داشته آن دربارۀ دقيق تری اطلاعات

ω(x,A) := lim
n→+∞

١
n
#({٠ ≤ j ≤ n− ١ : f j(x) ∈ A}). (١ . ۴)

شرايطی چه تحت که است این جالب پرسش یک .A اعضای تعداد یعنی #(A) اینجا در که کنید توجه
بنيادی تر سؤالی بايد نخست پرسش، اين به پاسخ از قبل است؟ مثبت عددی A در x سفر زمان متوسط

می شود؟ تضمين حد اين وجود شرايطی چه تحت است؟ موجود لزوماً (١ . ۴) حد آيا کنیم. طرح را
گازها، جنبشی نظريۀ بنيانگذار بولتسمان، لودويگ اتريشی فيزيکدان کارهای در ريشه سؤال ها اين
بسيار تعداد از متشکل گازها نظريه، اين بنابر بود. گازها اتمی نظريۀ طرفداران از يکی بولتسمان دارد.
بتوان بايد اساساً می کنند. برخورد يکديگر با پيوسته به طور که هستند حرکت حال در کوچک ذرات زيادی
کرد. توصيف ذرات اين از يک هر مورد در کلاسيک مکانيک قوانين به کارگيری طريق از را گاز يک رفتار
گازها جنبشی نظريۀ طرح است. زياد بسيار ذرات اين تعداد چراکه است ناممکن کار اين عمل در اما
مولکول های کليۀ حرکات از آماری ترکيبی به عنوان ماکروسکوپی مقياسی در را گازها رفتار که است این
دستگاه بر فرض يک اعمال به مجبور بولتسمان نظريه، اين رياضی صورت بندی برای نماييم. توصيف آن
ارگوديک فرض کنونی، زبان به است. معروف ارگوديک فرض به که شد گاز تشکيل دهندۀ ذرات از متشکل
متوسط هاميلتونی)، (شارهای می کنند توصيف را گاز يک ذرات حرکت که دستگاه هايی برای که می کند ادعا
ديگر، به عبارت است. مجموعه آن اندازۀ با برابر A اندازه پذير مجموعۀ هر در نقطه هر تقريباً سفر زمان

.X بر همه جا تقريباً ω(x,A) = µ(A)

دستگاه های و ارگوديک نظريۀ در مهم پيشرفت هایی به منجر ارگوديک فرض رد يا و تأييد برای تلاش ها
بازمی گرديم. (١ . ۴) به بِرکُف، و فون نویمان ارگوديک قضیه های بيان از قبل شد. آماری مکانيک و ديناميکی

آن گاه ،x ∈ X و باشد اندازه پذير A ⊆ X اگر که ديد می توان به سادگی
ω(x,A) = lim

n→+∞

١
n
#({٠ ≤ j ≤ n− ١ : f j(x) ∈ A})

= lim
n→+∞

١
n

n−١∑
j=٠

χA(f
j(x)). (٢ . ۴)

به صورت را (٢ . ۴) راست سمت عبارت می توان آن گاه ،ϕ = χA دهيم قرار (٢ . ۴) در اگر بنابر اين

lim
n→+∞

١
n

n−١∑
j=٠

ϕ(f j(x)) (٣ . ۴)
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اندازه پذير توابع برای (٣ . ۴) حد آيا می شود: اصلی پرسش از طبيعی تعميمی به منجر که کرد بازنویسی
است؟ موجود ϕ کلی تر

هيلبرت فضاهای بر طولپایی ها برای را زير کلی تر قضيۀ تابعی، آناليز ابزار های به کمک فون نویمان١
خطی نگاشتی (K, ⟨·, ·⟩K) و (H, ⟨·, ·⟩H) هيلبرت فضاهای بين طولپایی یک از منظور کرد. ثابت

.⟨x, y⟩H = ⟨Ux,Uy⟩K ،x, y ∈ H هر به ازای که ویژگی این با است U : H → K مانند
نگاشت P و H هيلبرت فضای بر خطی طولپایی يک U : H → H کنیم فرض ([١۶]) .١ . ۴ قضیه
،x ∈ H هر به ازای صورت این در باشد. I(U) = {x ∈ H : Ux = x}زيرفضای بر متعامد تصوير

lim
n→+∞

١
n

n−١∑
j=٠

U jx = Px.

متناظر ٢ کوپمن عملگر باشد، f-پايا اندازه ای µ و ديناميکی دستگاه يک f : X → X اگر اکنون
می شود: تعريف زير به صورت H = L٢(µ) هيلبرت فضای بر f با

Uf : L٢(µ)→ L٢(µ), Uf (ϕ) := ϕ ◦ f.

L٢(µ) هيلبرت فضای بر طولپایی يک واقع در و کراندار و خطی عملگری Uf که ديد می توان به سادگی
،f با متناظر کوپمن عملگر ،U = Uf و H = L٢(µ) برای فون نویمان قضيۀ گيریِ به کار با است.

:[١۶] می آيد به دست فون نویمان ارگوديک قضيۀ
مانند تابعی به L٢(µ) نُرم در Sn := ١

n

∑n−١
j=٠ ϕ◦f j دنبالۀ ϕ ∈ L٢(µ) تابع هر برای .٢ . ۴ قضیه

زير فضای بر ϕ متعامد تصوير ϕ̃ آن، در که است همگرا ϕ̃ ∈ L٢(µ)

I = {ϕ ∈ L٢(µ) : ϕ ◦ f = ϕ}

است.
که داد نشان او داد. ارتقاء مطلوب نحوی به را فون نویمان ارگوديک قضيۀ بِرکُف٣ ديويد جورج

می دهد. رخ همه جا تقريباً بلکه ،L٢ نرم در نه تنها فون نویمان قضيۀ در Sn دنبالۀ همگرایی
باشد. f-پايا و احتمال اندازه ای µ و اندازه پذير تابعی f : X → X کنیم فرض ([١۶]) .٣ . ۴ قضیه

حد ϕ : X → R انتگرال پذير تابع هر برای

ϕ̃(x) := lim
n→+∞

١
n

n−١∑
j=٠

ϕ(f j(x))

١von Neumann ٢Koopman operator ٣George David Birkhoff
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داريم و است انتگرال پذير نيز ϕ̃ به علاوه است. موجود x ∈ X هر تقريباً برای
∫
X
ϕ̃dµ =

∫
X
ϕdµ.

می کند. تضمين را ϕ̃(x) := limn→+∞
١
n

∑n−١
j=٠ ϕ(f j(x)) حد وجود بِرکُف ارگوديک قضيۀ

است وابسته x نقطۀ به کلی حالت در زمانی ميانگين می ناميم. x نقطۀ در ϕ زمانی ميانگين را کميت اين
از يعنی است؛ ثابت تابعی ϕ̃ و نمی کند پيدا بستگی x به زمانی ميانگين که دارند وجود هم حالاتی اما
دستگاه حالت اين در است. ثابت مقداری x مدار بر ϕ مقادير متوسط کنيم، شروع که x نقطۀ هر تقريباً
برای شرايط اين که می شود ثابت می کند. فراموش را زمانی ميانگين در شروع نقطۀ و است فراموشکار
به سادگی حالت، اين در به علاوه .µ ∈ E(X, f) که زمانی يعنی می دهد، رخ ارگوديک دستگاه های

داریم x ∈ X هر تقريباً برای که ديد می توان

lim
n→+∞

١
n

n−١∑
j=٠

ϕ(f j(x)) =

∫
X
ϕdµ. (۴ . ۴)

برابر فضايی ميانگين با نقاط همۀ تقريباً در زمانی ميانگين ارگوديک، دستگاه های در ديگر، به عبارت
.ω(x,A) = µ(A) داشت خواهيم x هر تقريباً برای ،(۴ . ۴) در ϕ = χA دادنِ قرار با به ویژه است.
A حجم با برابر A مجموعۀ در فضا نقاط همۀ تقريباً سفر زمان متوسط ارگوديک، دستگاه های در بنابراین

می پذيرد. مسافر حجمش اندازۀ به مجموعه هر ديگر، به عبارت است.

آنتروپی .۵
از يکی کلاوسيوس١، رودلف آلمانی فيزيکدان و رياضيدان توسط بار نخستین آنتروپی اصطلاح
آنتروپی ترموديناميکی، تعادل حال در دستگاه های نظريۀ در شد. گرفته به کار ترموديناميک، بنيانگذاران
ترموديناميکی دستگاه يک می گوید ترموديناميک دوم قانون می کند. اندازه گيری را دستگاه بی نظمی ميزان
در آنتروپی مفهوم آن، از پس يابد. افزايش دستگاه (بی نظمی) آنتروپی که می کند تحول جهتی در بسته
کلود نام به آمريکايی الکترونيک مهندس يک بيستم، قرن اواسط در شد. ظاهر گوناگون علمی شاخه های
ياکوف و [٧] کُلموگروف همزمان، تقريباً کرد. وارد اطلاعات نظريۀ در را آنتروپی مفهوم [١۴] شانون٢

کردند. ارائه ارگوديک نظريۀ در ديناميکی دستگاه های برای آنتروپی از تعريفی [١۵] سينایی٣
١Rudolf Clausius ٢Claude Shannon ٣Yakov Sinai
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يا (حروف نمادها از فهرستی Xn ،. . . ،X٢ ،X١ کنیم فرض اطلاعات. نظريۀ در آنتروپی .١ . ۵
يک هر به می توان تجربه اساس بر معمولا می گيرند. قرار استفاده مورد متنی پيام يک در که باشند اعداد)
به طور E حرف که می رسد به نظر انگليسی متن يک در مثال، برای کرد. نظير را احتمالی نماد ها، اين از
Z حرف مشاهدۀ احتمال از E حرف مشاهدۀ احتمال بنابر اين می شود. ظاهر Z حرف از بيشتر معمول
،X١ نمادهای مشاهدۀ احتمال به ترتيب، pn ،. . . ،p٢ ،p١ کنیم فرض است. بيشتر انگليسی متن يک در

باشند: Xn ،. . . ،X٢

pi = Pr(X = Xi) (i = ١, ٢, ٣, . . . , n)

شامل پيام يک اگر که است روشن دهد. رخ X = Xi اينکه احتمال يعنی Pr(X = Xi) آن، در که
شوک بر انگيز تر خبری شامل می تواند پيام خوانندۀ برای است، کمتر آنها مشاهدۀ احتمال که باشد نماد هايی
کمتر، احتمال با رويدادی خبر خواندن ديگر، به عبارت می دهد. خواننده به را بيشتری اطلاعات و باشد
متناظر محتمل) (رويداد بيشتر رويداد احتمال با خبری خواندن و است بيشتر اطلاعات کسب با متناظر
در Xi نماد مشاهدۀ از پس کسب شده اطلاعات ميزان می توان بنابر اين است. کمتری اطلاعات کسب با
آن گاه حتمی)، (خبر pi ≈ ١ اگر که کنيد توجه گرفت. نظر در I(Xi) = log ١

pi
به صورت را متن يک

گرفت بهره ايده اين از [١۴] شانون .I(Xi) ≈ +∞ آن گاه ناممکن)، (خبر pi ≈ ٠ اگر و I(Xi) ≈ ٠
را pi = Pr(X = Xi) احتمال توزيع و Xn ،. . . ،X٢ ،X١ مقادير با X تصادفی متغير آنتروپی و

کرد: تعريف زير به صورت

I(X) :=
n∑
i=١

pi log
١
pi

= −
n∑
i=١

pi log pi.

اين است. Xn ،. . . ،X٢ ،X١ مقادير با X تصادفی متغير با متناظر اطلاعات متوسط I(X) واقع در
می نمايد. ايفا اطلاعات نظريۀ در مهمی بسيار نقش کميت

f : X → X و احتمال فضای يک (X,B, µ) گیریم ديناميکی. سيستم های آنتروپی .٢ . ۵
مفهوم تا گرفتند به کار را شانون ايدۀ سينایی و کُلموگروف باشد. X بر اندازه حافظ ديناميکی دستگاه يک
نظريۀ در که است اينجا در اصلی تفاوت .[١۵ ،٧] کنند تعريف ديناميکی دستگاه يک برای را آنتروپی
در است) منتهاشمارا آن مقدارهای مجموعۀ (یعنی است گسسته معمولا X تصادفی متغير اطلاعات،
است. ناشمارا مهم موارد اکثر در حالت ها) (فضای X دامنۀ ديناميکی، دستگاه های نظريۀ در حالی که
يک را ξ = {A١, A٢, . . . , Am} مجموعۀ شد. X دامنۀ افراز مفهوم از استفاده به منجر موضوع اين
افراز دو تلفيق .∪m

i=١ Ai = X و Ai ∩ Aj = ∅ ،i ̸= j برای اگر می ناميم X اندازۀ فضای افراز
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از است عبارت η = {B١, B٢, . . . , Bk} و ξ = {A١, A٢, . . . , Am}

ξ ∨ η = {Ai ∩Bj : i = ١, ٢, . . . ,m, j = ١, ٢, . . . , k}.

از است عبارت f−kξ افراز ،ξ افراز با متناظر به علاوه

f−kξ = {f−k(A١), f−k(A٢), . . . , f−k(Am)}.

به صورت را ξ = {A١, A٢, . . . , Am} افراز يک آنتروپی نخست کُلموگروف

Hµ(ξ) = −
m∑
i=١

µ(Ai) log µ(Ai)

آنتروپی سپس است. منطبق اطلاعات نظريۀ در شانون آنتروپی بر تعريف اين که است روشن کرد. تعریف
با ξ افراز به نسبت f ديناميکی دستگاه

hµ(f, ξ) := lim
n→+∞

١
n
Hµ

( n−١∨
i=٠

f−iξ
)

است. پياپی مشاهدۀ n پيشامد های توسط شده توليد افراز ∨n−١
i=٠ f−iξ آن، در که می شود تعریف

در که می شود تعریف hµ(f) := supξ hµ(f, ξ) به صورت f ديناميکی دستگاه آنتروپی سرانجام،
شده توليد اطلاعات مقدار hµ(f) گفت می توان می شود. گرفته X فضای افراز های همۀ بر سوپريمم آن،
ناظر يک باشد، پيچيده تر f ديناميکی رفتار هرچه است. µ اندازۀ به نسبت f دینامیکی دستگاه توسط
مشاهدۀ از بيشتری اطلاعات و می شود تعجب دچار بيشتر f ديناميک از ناشی تحولات مشاهدۀ از خارجی
ديناميکی پيچيدگی رشد نرخ ديناميکی، دستگاه يک آنتروپی ديگر، به عبارت می کند. کسب f ديناميک
رفتار با ديناميکی دستگاه های بنابر اين می کند. اندازه گيری می یابد، تحول زمان با دستگاه که وقتی را
همۀ که دستگاه هايی يا و دايره بر دوران ها مثال، برای باشند. صفر آنتروپی دارای باید ساده ديناميکی
پس .[١٨ ،١۶] صفرند آنتروپی دارای می شوند، جذب ثابت نقطۀ يک به آنها ديناميک تحت فضا نقاط
شده است ارائه ديناميکی دستگاه آنتروپی مفهوم به فراوانی متفاوت و متنوع رهيافت های کُلموگروف، از

.[١٣ ،٩ ،۶ ،٣ ،٢ ،١]
از تابعی را f آنتروپی می توان دهيم، تغيير را µ اندازۀ و داریم نگه ثابت را f ديناميکی دستگاه اگر
[٠,+∞] ,M(Xبه f) محدب مجموعۀ از µ 7−→ hµ(f) تابع ديگر، عبارت به گرفت. نظر در µ
،. . . ،µ٢ ،µ١ اگر يعنی ،[١٨] است آفين آنتروپی تابع که می شود ثابت می شود. نامیده آنتروپی تابع که
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،∑n

i=١ λi = ١ که باشند چنان [٠, ١] بازۀ در λn ،. . . ،λ٢ ،λ١ اعداد و باشند f-پايا اندازه هايی µn

داريم µ =
∑n

i=١ λiµi برای آن گاه

hµ(f) =

n∑
i=١

λihµi(f). (١ . ۵)

است. خوش رفتار ارگوديک تجزيۀ به نسبت آنتروپی تابع که می دهد نشان زير قضيۀ
µ ∈ M(X, f) اگر باشد. X فشردۀ متری فضای بر پيوسته تابعی f کنیم فرض ([١٨]) .١ . ۵ قضیه

آن گاه باشد، µ ارگوديک تجزيۀ µ =
∫
E(X,f)mdτ(m) و

hµ(f) =

∫
E(X,f)

hm(f)dτ(m). (٢ . ۵)

می شود. تبديل (١ . ۵) به (٢ . ۵) آن گاه ،#(E(X, f)) = n < +∞ اگر که کنيد توجه
و آنتروپی ديناميکی، دستگاه يک آنتروپی تعريف به توجه با تجربه. و اطلاعات آنتروپی، .٣ . ۵
اطلاعات، روزمره زندگی در دارند. يکديگر با ژرف پیوندی که دانست سکه يک روی دو می توان را اطلاعات
آن دربارۀ او اطلاعات کند، تجربه را ویژه ای وضعيت شخصی اگر که معنی این به است. پیوند در تجربه با
بيشتر خاص، پديدۀ يک مورد در شما تجربۀ هرچه واقع در است. متفاوت تجربه از پس و قبل وضعيت،
خواهید متعجب کمتر پديده آن مشاهدۀ با نتيجه در و داشت خواهيد آن دربارۀ بيشتری اطلاعات باشد،
مفهوم طريق از را ديناميکی دستگاه يک آنتروپی می توان آيا که می شود مطرح سئوال اين اکنون شد.
مجموعۀ در x ∈ X نقطۀ سفر زمان متوسط مفهوم به ديگر بار باید کار، اين  برای آورد؟ به دست تجربه

کميت ۴ بخش در بازگردیم. A

ω(x,A) = lim sup
n→+∞

١
n
#({٠ ≤ j ≤ n− ١ : f j(x) ∈ A})

کنیم فرض می کند. تجربه را A پيشامد f ديناميک تحت x که بود زمانی متوسط که کردیم تعریف را
می دهیم قرار باشد. X احتمال فضای از افرازی ξ = {A١, A٢, . . . , Am}

Ω(x, ξ) := −
m∑
i=١

ω(x,Ai) logω(x,Ai).

به صورت را x نقطۀ در ξ افراز به نسبت f موضعی آنتروپی اکنون

If (x, ξ) := lim sup
n→+∞

١
n
Ω
(
x,

n−١∨
i=٠

f−iξ
)
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از است عبارت x نقطۀ در f موضعی آنتروپی می کنیم. تعریف
If (x) := lim

k→∞
If (x, ξk)

در که کنيد توجه می کند. میل صفر به آنها قطر که است افرازها از صعودی دنباله ای {ξk}k≥١ آن، در که
ماهيت دارای If به علاوه و است شده استفاده مجموعه يک از نقطه يک گذر متوسط ايدۀ از If تابع تعريف
µ f-پايای اندازۀ به کُلموگروف، تعريف برخلاف و می شود تعريف نقطه هر در If يعنی است، موضعی

ندارد. بستگی
آنتروپی به منجر X فضای کل بر آن متوسط باید بدانیم، موضعی آنتروپی نوعی را If باشد قرار اگر

باشيم داشته بايد آن گاه باشد، f-پايا اندازه ای µ اگر ديگر، به عبارت شود. f کُلموگروف

< If >µ:=

∫
X
If (x)dµ(x) = hµ(f). (٣ . ۵)

اندازه های برای را حکم نخست که معنی این به می گيريم، کمک ارگوديک تجزيۀ از ،(٣ . ۵) اثبات برای
می دهيم. تعميم µ f-پايای دلخواه اندازۀ به را آن ارگوديک، تجزيۀ کمک به سپس و می کنیم ثابت ارگوديک
برای بِرکُف، ارگوديک قضيۀ بنابر باشد. ارگوديک اندازه ای m ∈ E(X, f) کنیم فرض ابتدا :١ حالت

داريم اندازه پذير A ⊆ X هر و x ∈ X هر تقريباً

ω(x,A) = lim sup
n→+∞

١
n

n−١∑
j=٠

χA(f
j(x)) =

∫
X
χAdm = m(A).

داريم x ∈ X هر تقريباً برای آن گاه باشد، X از افرازی ξ = {A١, A٢, . . . , Ak} اگر بنابر اين

Ω(x, ξ) = −
k∑

i=١
ω(x,Ai) logω(x,Ai) = −

m∑
i=١

m(Ai) logm(Ai) = Hm(ξ).

،x ∈ X هر تقريباً برای نتيجه در
If (x, ξ) = hm(f, ξ).

خواهيم بی نهایت، به k دادنِ میل و ξ به جای ξk دادنِ قرار سپس و اخیر رابطۀ طرفين از انتگرال گيری با
∫داشت

X
If (x)dm(x) = hm(f).

است. برقرار ارگوديک اندازه های برای (٣ . ۵) پس
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به صورت را µ ارگوديک تجزيۀ می توان آن گاه باشد، پايا اندازه ای µ ∈M(X, f) اگر :٢ حالت

µ =

∫
E(X,f)

mdτ(m)

بنابراين گرفت. نظر ∫در
X
If (x)dµ(x) =

∫
E(X,f)

(∫
X
If (x)dm(x)

)
dτ(m)

=

∫
E(X,f)

hm(f)dτ(m) = hµ(f)

می شود. ثابت µ f-پايای اندازۀ هر برای (٣ . ۵) لذا و
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