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چکیده
پژوهش های نتایج یک، همگنی نقص با عمل های از تاریخچه ای ارائۀ از پس مقاله، این در
شبه ریمانی و ریمانی خمینه های بر یک همگنی نقص با عمل های رده بندی زمینۀ در انجام شده
این در موجود پژوهشی بازِ مسئله های همچنین است. شده آورده مداری هم ارزیِ تقریب با

شده اند. معرفی زمینه

تاریخچه و سرآغاز .١
بنابر است. داده انجام نااقلیدسی هندسۀ زمینۀ در که است کارهایی به سبب کلاین١ فلیکس شهرت
است. M تبدیلات از گروهی G آن، در که است M G-فضای یک واقع در هندسه یک کلاین، نگرش
می افتد اتفاق زمانی حالت طبیعی ترین که است روشن می کند. برقرار جبر و هندسه بین پلی دیدگاه این
مثال، برای می خوانیم. همگن G-فضای یک را M حالت، این در کند. عمل M بر متعدی به طور G که
همگن G-فضای یک M وقتی هستند. دست این از مستوی هندسۀ و تصویری هندسۀ اقلیدسی، هندسۀ
آنها حل موارد، اغلب در که کرد تبدیل جبر در مسائلی به می توان را هندسی مسائل از بسیاری است،
این از خاصی حالت می شود. پیچیده تر قدری بحث نباشد، متعدی M بر G عمل اگر می شود. ساده تر
یک M که است وقتی است، گرفته قرار ریاضیدانان توجه مورد بعد به بیستم قرن نیمه های از که مورد
این در دارد. M در یک بعدِ نقص با مداری ،M بر آن عمل و است M تبدیلات از گروهی G و خمینه

یک. همگنی نقص خمینه؛ یک بر لی گروه عمل ریمانی؛ خمینۀ کلیدی. کلمات و عبارات
١Felix Klein
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... و سه دو، همگنی نقص با (G-فضاهای می نامیم یک همگنی نقص با G-فضا یک را M حالت،
می شوند). تعریف مشابه به طور

فضاهای بر فشرده گروه های عمل با ١٩۴٠ دهۀ از ... و ذو یک، همگنی نقص با خمینه های مطالعۀ
شدند رده بندی می کنند، عمل کره ها بر متعدی به طور که همبند فشردۀ گروه های شد. آغاز کره ها و اقلیدسی
فضاهای بر گروه ها (این هستند مزدوج قائم، گروه های از زیرگروه هایی با مذکور گروه های که شد ثابت و
و فشرده گروه های روی مطالعه ١٩۴١ سال در .([٣٣ ،٢٠] می کنند عمل یک همگنی نقص با اقلیدسی
نتایج از شد. آغاز [٣۵] زیپین و مونتگمری توسط می کنند، عمل یک همگنی نقص با Sn کرۀ بر که همبند
به مسئله تقلیل و خاص حالت هایی در طولپایی تقریب با مدارها شدن مشخص مطالعه، این در توجه مورد
ساملسون مونتگمری، ١٩۵۶ سال در بود. آن واحد کرۀ بر متعدی و nبعدی اقلیدسی فضای بر عمل مسئلۀ
و یک همگنی نقص با اقلیدسی فضاهای بر G فشردۀ لی گروه طولپایی عمل که دادند نشان [٣۴] یانگ و
اقلیدسی فضاهای بر که فشرده و همبند لی گروه های رده بندی و مطالعه است. هم ارز خطی عمل یک با دو

.[۴١] شد تکمیل ١٩٩۶ سال در می کنند، عمل سه و دو یک، همگنی نقص با
داده نشان مقاله این در است. [٣۶] یک، همگنی ِنقص با خمینه های زمینۀ در تأثیرگذار مقاله های از
آن گاه Gباشد، فشردۀ و همبند لی گروه عمل به نسبت یک همگنی نقص با همبند خمینۀ یک M اگر که شد
(∞,٠]؛ نیم خط (پ) S١؛ دایرۀ (ب) R؛ حقیقی خط (الف) فضای چهار از یکی با M/G مداری فضای
گروه ،M/G مداری فضای برحسب خمینه از توصیفی همچنین است. همانسان [٠, ١] بستۀ بازۀ (ت)

گردید. ارائه تکین، و اصلی نقاط ثابت ساز زیرگروه های و G لی
ولی گرفت نظر در G-پایا و تام ریمانی متر M بر می توان است، فشرده G لی گروه که حالتی در
G-پایا و تام ریمانی متر یک M بر می توان واقع در نیست. متر وجود برای لازم شرط G بودنِ فشرده
از (g, x) 7→ (gx, x) نگاشت دیگر، عبارت (به کند عمل سره به طور M بر G اگر تنها و اگر گذاشت
موجود M بر G-پایا ریمانی متر یک اینکه با است معادل خود این باشد). سره M ×M به G×M

این بر فرض همواره ریمانی، G-خمینه های مطالعۀ در بنابراین .[٣٨ ،۶] باشد بسته G ⊆ Iso(M) و
است. M طولپایی های گروه از بسته زیرگروه یک G که است

بیشترِ او شد. آغاز برژری١ بِرار کارهای با یک همگنی نقص با ریمانی خمینه های اصولی مطالعۀ
نشان و داد تعمیم یک همگنی نقص با ریمانی خمینه های به را فشرده لی گروه های برای ارائه شده مطالب
نقص با M بر که است M ریمانی خمینۀ طولپایی های گروه از بسته زیرگروه یک G که حالتی در داد
را او کارهای .[١١] است بالا در شده یاد فضای چهار از یکی مداریِ فضای می کند، عمل یک همگنی
که بود آنها ویژگی های و قائم ژئودزیک های وجود اثبات و معرفی جمله، از .[٩] کرد دنبال الکسیوسکی
١Bérard Bergery
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G-خمینه های بسیاری ریاضیدانان دارد. یک همگنی نقص با ریمانی خمینه های مطالعۀ در اساسی نقش
به می توان جمله از که آورده اند به دست جالب نتایجی و کرده اند مطالعه را یک همگنی نقص با ریمانی
از هنوز یک همگنی نقص با ریمانی G-خمینه های کرد. اشاره [٣۶ ،١٨ ،١٧ ،١۶ ،١۴ ،١٣ ،٩ ،٧ ،۶]
G-خمینه های مطالعۀ دارد. وجود زمینه این در باز مسائلی و است ریاضیدانان علاقۀ مورد موضوع های
ظاهر موضوع این در که اولیه ای تفاوت های واقع در است. ریمانی G-خمینه های از پیچیده تر شبه ریمانی،
یک فشرده، ریمانی خمینۀ هر طولپایی گروه هر مثال، برای می کنند. نمایان را پیچیدگی این می شوند،
کند عمل طولپا به صورت ریمانی خمینۀ یک بر می تواند فشرده همبند لی گروه هر و است فشرده لی گروه
باشد، طولپایی ها گروه از بسته زیرگروهی ریمانی، خمینۀ یک بر عمل کننده لی گروه اگر همچنین .[١]
واقع در نباشند. صادق است ممکن بالا گزاره های شبه ریمانی، خمینه های مورد در است. سره عمل آن
رده بندی مسئلۀ اما .[٢٧] است لی گروه یک شبه ریمانی، خمینۀ یک طولپایی های گروه که است شده ثابت
برای حتی می کنند، عمل طولپا به صورت شبه ریمانی خمینه های بر که لی گروه های یکریختی) تقریب (با
یک بر که را لی گروه های یافتن مسئلۀ بسیاری، ریاضیدانان است. نشده حل فشرده لورنتسی١ خمینه های
نتایجی به و کرده اند مطالعه خاصی حالت های در می کنند، عمل طولپایی به صورت فشرده لورنتسی خمینۀ
می توان به جرأت اما کرد. اشاره [۴۵ ،٣٠ ،٢٣ ،١] به می توان جمله آن از که یافته اند دست توجه قابل
شد آغاز کاشانی و احمدی کارهای با یک همگنی نقص با شبه ریمانی G-خمینه های مطالعۀ که گفت
سره عمل که هنگامی کردند. بررسی را یک همگنی نقص با لورنتسی فضا-فرم های آنها .[۵ ،۴ ،٣ ،٢]
نباشد، سره عمل اگر اما کرد استفاده ریمانی G-خمینه های توپولوژیکی ویژگی های از می توان هنوز است،
کرد جایگزین جدیدی تعریف های باید و ندارند کاربرد تکین، و اصلی مدارهای از قبلی تعریف های حتی
تعداد به توجه با .[٣] نباشد اقلیدسی موضعاً حتی یا هاوسدُرف مداری، فضای است ممکن به علاوه .[۵]
بسیاری مسائل که است آشکار یک، همگنی نقص با شبه ریمانی خمینه های دربارۀ موجود مقاله های اندک
تا شدند آن بر موضوع اهمیت به توجه با مقاله، این نگارندگان دارد. وجود مطالعه برای زمینه این در
کنند. مرور گذرا به طور را شبه ریمانی و ریمانی G-خمینه های زمینۀ در شده انجام کارهای و موجود مسائل
کردن فهرست حتی که شده اند مطالعه متفاوتی دیدگاه های از یک، همگنی نقص با G-خمینه های
نقص با عمل های رده بندی به مقاله این نمی گنجد. نوشتار این حوصلۀ در زمینه این در شده انجام کارهای

.[١٢] می پردازد مداری هم ارزیِ تقریب با شبه ریمانی و ریمانی خمینه های بر یک همگنی

یک همگنی نقص با عمل های .٢
خمینه های اینشتینی، خمینه های زمینۀ  در رایج جالب شاخه های جمله از یک همگنی نقص با عمل های
جذابیت این دلیل است. ... و مثبت ثابت برشی انحنای با متر یک به مجهز خمینه های خاص، هلونومی با
١Lorentzian manifolds
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مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستگاه یک یک، همگنی نقص با عملی به کمک می توان که است آن در
نقص با عمل های مبانی برخی ارائۀ به بخش، این در داد. تقلیل عادی دیفرانسیل معادلۀ یک به را جزئی

می کنیم. بحث نتایج از بعضی رده بندی دربارۀ و می پردازیم یک همگنی

گروه یک G و هموار خمینۀ یک M کنیم فرض ریمانی. خمینه های -G و سره عمل های .٢ . ١
مانند هموار نگاشتی اگر می کند، عمل هموار به طور M بر G گوییم باشد. لی

ρ : G×M →M

و ρ
(
g, ρ(g′, p)

)
= ρ(gg′, p) رابطه های p ∈ M هر و g, g′ ∈ G هر برای که باشد موجود

(gp حتی (یا g.p نماد از معمولا است. G گروه بی اثر عضو e آن، در که باشد برقرار ρ(e, p) = p

هر برای کرد). خواهیم استفاده مقاله این سراسر در gp نماد از هم (ما می شود استفاده ρ(g, p) به جای
زیرگروه را p در (ثابت ساز) پایاگر گروه و G.p = {gp|g ∈ G} مجموعۀ را p مدار ،p ∈M نقطۀ

Gp = {g ∈ G|gp = p}

p ∈ M مانند نقطه ای برای اگر است. G از بسته زیرگروهی همواره زیرگروه این می کنیم. تعریف G از
صورت این در (G.q = M داشت خواهیم q ∈ M هر برای نتیجه در (که G.p = M باشیم داشته
از زیرخمینه یک G.p کلی حالت در می نامیم. همگن G-فضای یک را M و متعدّی را M بر G عمل
T٢ تخت چنبره بر R جمعی گروه عمل مثال، برای نیست. نشانده شده لزوماً زیرخمینه این ولی است M

بگیرید: نظر در است، آمده به دست Z٢ بر R٢ خارج قسمت از که را
R× T٢ → T٢, (t, [x, y]) 7→ [x+ t, y + ωt]

چگال T٢ در عمل این مدار هر آن گاه باشد، گنگ عددی ω اگر است. ثابت حقیقی عدد یک ω آن، در که
نشانده شده زیرخمینه های مدارها دینامیکی، شرایط چه تحت نیست. نشانده شده زیرخمینۀ این رو از و است

می کنیم. یادآوری را زیر تعریف نخست سؤال، این به دادن پاسخ برای می شوند؟

بر G عمل می کند. عمل M بر که باشد لی گروه یک G و هموار خمینۀ یک M کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
نگاشت اگر گوییم سره را M

G×M −→M ×M, (g, p) 7→ (gp, p)

باشد). فشرده G×M در M ×M از فشرده زیرمجموعۀ هر وارون تصویر (یعنی باشد سره
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باشد، سره M بر G عمل اگر است. سره خمینه، یک بر فشرده لی گروه یک از عمل هر مثال، برای
.([٣١] از ٢١-٧ (گزارۀ است M در بسته و نشانده شده زیرخمینۀ یک G.p مدار هر آن گاه

طبیعی تصویر نگاشت از استفاده با و می دهیم نشان M/G با را M بر G عمل مدارهای مجموعۀ
می کنیم. مجهز خارج قسمتی توپولوژی به را M/G مجموعۀ ،p 7→ G.p ضابطۀ با M → M/G

T ٢/R آن گاه باشد، گنگ عدد قبل مثال در ω اگر مثال، برای نیست. هاوسدُرف لزوماً M/G فضای
کند عمل سره به طور M بر G اگر نمی زند. سر سره، عمل های از ناخوشایند رفتار این نیست. هاوسدُرف
است. فشرده Gp پایاگر گروه هر و نشانده شده زیرخمینه ای M در G.p مدار هر هاوسدُرف، M/G آن گاه
عمل M بر طولپایی ها با هموار به طور که باشد لی گروه یک G و شبه ریمانی خمینۀ یک M اگر
اگر گوییم وفادار را M بر G عمل داریم. ρ : G → Iso(M) لی گروه همریختی یک آن گاه می کند،
است وفادار M بر G عمل که کرد فرض می توان همواره کلیت، رفتن دست از بدون .ker ρ = {Id}

بود). خواهد وفادار طولپایی عمل یک M بر G/ ker ρ القایی عمل (اگرنه
یکریخت M بر G طولپای عمل با N شبه ریمانی خمینۀ یک بر H مانند لی گروه یک طولپای عمل
مانند طولپایی یک و Ψ : G → H مانند لی گروه یکریختی یک اگر می شود نامیده مداری) (هم ارز

باشیم داشته g ∈ G هر و p ∈M هر به ازای چنان که باشند موجود f : M → N

f(gp) = Ψ(g)f(p).

می کند، مشخص را ریمانی خمینه های بر طولپا عمل های و سره عمل های بین پیوند که را زیر قضیۀ
.[٨] کرد ثابت ١٩٧٩ سال در الکسیوسکی

عمل این می کند. عمل M بر که باشد لی گروه یک G و هموار خمینۀ یک M کنیم فرض .٢ . ٢ قضیه
گروه از بسته لی زیرگروه یک G چنان که باشد موجود M روی g ریمانی متر اگر تنها و اگر است سره

باشد. Isog(M)

است. قاچ وجود سره، عمل های بنیادی ویژگی های از یکی سره. عمل های در قاچ وجود .٢ . ٢
اگر گوییم p ∈M نقطۀ در قاچ یک را M از S زیرخمینۀ

p؛ ∈ S (S١)
باشد؛ باز M در G.S := {gq|g ∈ G, q ∈ S} مجموعۀ (S٢)

Gp.S؛ = S (S٣)
یکریخت اقلیدسی، فضای از باز گوی یک بر Gp از قائم خطی عمل یک با S بر Gp عمل (S۴)

باشد؛
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نگاشت (S۵)

(G× S)/Gp →M, Gp.(g, q) 7→ gq

به روی Gp عمل مداری فضای (G × S)/Gp آن، در که باشد G.S به روی وابرسانی یک
کلاف (G × S)/Gp که کنید توجه است. k(g, q) := (gk−١, kq) ضابطۀ با G × S

است. هموار خمینۀ یک این رو از و S تار با G 7→ G/Gp اصلی کلاف به وابسته تاری

فراهم را امکان این S قاچ هر که کرد توجه باید .[٣٨] می کند تعبیه قاچ یک نقطه، هر در سره عمل هر
قاچ روی Gp عمل مطالعۀ به را p حول G-ناوردا همسایگی یک در M بر G عمل مطالعۀ تا می سازد

کنیم. تبدیل S
کنیم. تعریف مدارها نوع روی جزئی ترتیب رابطۀ یک تا می سازد قادر را ما نقطه هر در قاچ وجود
رابطۀ یک امر این باشند. مزدوج هم با G در Gq و Gp اگر گوییم نوع یک از را G.q و G.p مدارهای
نوع را آن و می دهیم نشان [G.p] با را مدار هر هم ارزی ردۀ می کند. تعریف G مدارهای روی هم ارزی
ترتیب رابطۀ یک می دهیم. نشان O با را M روی G عمل مداری نوع های مجموعۀ می نامیم. G.p مدار
Gp از زیرگروهی با Gq اگر تنها و اگر [G.p] ≤ [G.q] که می کنیم تعریف گونه بدین را O روی جزئی
رابطۀ q ∈ G.S هر به ازای S۵ و S۴ شرایط آن گاه باشد، p در قاچ یک S اگر باشد. مزدوج G در
وجود O در مدار نوع بزرگترین آن گاه باشد، همبند M/G اگر می کنند. ایجاب را [G.p] ≤ [G.q]

G.p مانند مدار یک دیگر، عبارت به می نامیم. اصلی مدار را مدار نوع بزرگترین این از نماینده هر دارد.
باشد. مزدوج G در Gq از زیرگروهی با Gp ثابت ساز گروه q ∈M هر به ازای اگر تنها و اگر است اصلی
هر است. بعد حداکثر با مدار یک اصلی، مدار هر است. چگال و باز M در اصلی مدارهای همۀ اجتماع
کمتر بعدش که را مدار هر گوییم. استثنایی مدار باشد، برابر اصلی مدار بعد با بعدش که را اصلی غیر مدار
است. آن اصلی مدار بعد نقص عمل، یک همگنی نقص نامیم. تکین مدار یک باشد، اصلی مدار بعد از

که باشد M طولپایی های گروه از بسته زیرگروهی G و همبند ریمانی خمینۀ یک M فرض کنیم
نگاشت g ∈ G هر به ازای گفتیم، قبلا که همان طور می کند. عمل M بر طبیعی به طور

φg : M →M, p 7→ gp

هر در بنابراین می دارد. نگاه ثابت را p نقطۀ φg آن گاه ،g ∈ Gp و p ∈ M اگر است. طولپایی یک
می کند: عمل زیر به شکل TpM روی Gp ثابت ساز گروه ،p ∈M مانند نقطه

Gp × TpM → TpM, (g,X) 7→ g.X = dφpX.



٨۵ یک همگنی نقص با عمل های بر ٨۵مروری یک همگنی نقص با عمل های بر ٨۵مروری یک همگنی نقص با عمل های بر مروری

p نقطۀ در G.p بر νp(G.p) قائم فضای و Tp(G.p) مماس فضای است، پایا Gp تحت G.p چون
را Tp(G.p) به عمل این تحدید هستند. ناوردا عمل، این تحت

ξ : Gp × Tp(G.p)→ Tp(G.p), (g,X) 7→ g.X

را νp(G.p) به روی آن تحدید و گوییم p نقطۀ در پایاگر نمایش
σp : Gp × νp(G.p)→ νp(G.p), (g, Y ) 7→ g.Y

نمایش تحدید آن گاه باشد، Gp همانی همبندی مؤلفۀ (Gp)
◦ اگر می نامیم. p نقطۀ در عمل قاچ نمایش

می نامیم. همبند قاچ نمایش را (Gp)
◦ روی قاچ

خمینۀ expp نمایی نگاشت تحدید تا باشد کوچک کافی به اندازۀ r ∈ R+ و p ∈ M کنیم فرض
یک S = expp (Ur(٠)) بنابراین باشد. M به Ur(٠) از نشاننده یک Ur(٠) ⊆ νp(G.p) بر M
همۀ پیمایش از S ژئودزیک قاچ هندسی، بیان به می نامیم. ژئودزیک قاچ را آن که است p نقطۀ در قاچ
می آید. به دست r فاصلۀ تا هستند، قائم G.p بر p نقطۀ در و می گیرند نشأت p نقطۀ از که ژئودزیک هایی

داریم g ∈ G هر به ازای می نگارند، ژئودزیک به را ژئودزیک  طولپایی ها چون
gS = expgp (g.Ur(٠)) .

کنیم فرض می آید. به دست G.p مدار راستای در G گروه عمل به وسیلۀ S لغزاندن با G.S بنابراین
نتیجه ،S ∩G.p = {p} چون .gS = S این رو از و gq ∈ S صورت این در .g ∈ Gp و q ∈ S

p نقطۀ در ژئودزیک قاچ یک S اگر که کرد ه ایم ثابت بنابراین .g ∈ Gp این رو از و gp = q می گیریم
.Gq ⊆ Gp داریم q ∈ S هر به ازای آن گاه باشد،

M در باز مجموعۀ یک G.S صورت این در باشد. p نقطۀ در ژئودزیک قاچ یک S کنیم فرض
ایجاب بالا در آمده به دست نتایج است، چگال و باز مجموعۀ یک اصلی، مدارهای اجتماع چون است.
سوی از .Gq = Gp باشیم داشته q ∈ S هر به ازای اگر تنها و اگر است اصلی مدار یک G.p که می کنند
کافی به اندازۀ ژئودزیک قاچ کنیم فرض اگر بنابراین می دارد. نگه ثابت را q و p نقاط g ∈ Gq هر دیگر،
زیرفضای Gq این رو از می کند. وصل هم به را q و p نقاط ،S در واقع ژئودزیکِ آن گاه است، کوچک
این می دارد. نگه ثابت نقطه ای به طور است، متناظر ژئودزیک این با که را νp(G.p) از یک بعدی خطی
اگر تنها و اگر است اصلی G.p مدار می کند: ایجاب اصلی مدارهای برای را سودمند رده بندی یک مطلب

باشد. بدیهی ،Sp قاچ نمایش
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بسته زیرگروه یک G و کامل ریمانی خمینۀ یک M کنیم فرض اَبرقطبی. و قطبی عمل های .٢ . ٣
مدار هر S اگر نامیم G عمل از مقطع یک را M از S کامل و نشانده شده زیرخمینۀ باشد. Iso(M) از
اگر گوییم قطبی را G عمل .TpS ⊆ νp(G.p) باشیم داشته p ∈ S هر به ازای که کند قطع طوری را G
عمل یک است. ژئودزیک تماماً قطبی، عمل هر مقطع که می شود ثابت باشد. داشته مقطع یک عمل این
متقارن فضاهای روی اَبرقطبی عمل های کند. القا تخت مقطع یک عمل این اگر نامیم اَبرقطبی را قطبی
این در .[٢٨] شده اند رده بندی مداری) هم ارزیِ تقریب (با فشرده نوع از ساده همبند تحویل ناپذیر ریمانی

است. شده مطرح دیفرانسیل هندسۀ بین المللی کارگاه پنجمین در ٢٠١١ سال در زیر باز مسائل زمینه
n)؛ > ٢) دارند تکین مدار که CHn روی قطبی های عمل مداری) هم ارزیِ تقریب (با رده بندی .١

CH٢؛ روی قطبی عمل های از حاصل مدارهای زیرخمینه ایِ هندسۀ کردن مشخص .٢
کواترنیونی هذلولوی فضای روی یک همگنی نقص با عمل های مداری) هم ارزیِ تقریب (با رده بندی .٣

n؛ > ٢ که HHn

بر دو مساوی یا بزرگتر همگنی نقص از و تکین مدار با اَبرقطبی عمل های از مثال(هایی) ارائۀ .۴
نافشرده؛ نوع از ریمانی متقارن فضاهای

صفحۀ روی و ،n ⩾ ٢ برای HHn هذلولوی فضای روی قطبی عمل های از مثال(هایی) ارائۀ .۵
.OH٢ کیلی هذلولوی

کامل همبند ریمانی خمینۀ Mیک کنیم فرض یک. همگنی نقص با عمل های مداری فضای .۴ . ٢
یک همگنی نقص با M روی که باشد ،M طولپایی های گروه ،Iso(M) از همبند بستۀ زیرگروه یک G و
π : M → M/G با را تصویر کانونی نگاشت و M/G با را عمل این مدارهای فضای می کند. عمل
را M/G مجموعۀ ،π نگاشت از استفاده با می نگارد. G.p مدار به را p ∈M نقطۀ که می دهیم نمایش
١٩٨٢ سال در و [٣۶] فشرده لی گروه های برای ١٩۵۶ سال در می کنیم. مجهز خارج قسمتی توپولوژی به
[٠,∞) ،[٠, ١] ،S١ ،R فضاهای از یکی با M/G مداری فضای که شد داده نشان [١١] کلی حالت برای
اگر تنها و اگر است استثنایی یا تکین مدار یک به متعلق p نقطۀ که شد ثابت همچنین است. همانسان
یک، همگنی نقص با عمل هر که می دهد نشان نتیجه این باشد. مرزی نقطۀ یک ،π تحت آن تصویر
موجود تکین مدار یک اگر متناظرند. M/G مرزی نقاط با که دارد استثنایی یا تکین مدار دو حداکثر
R با M/G اگر است. تکین مدار آن حول تیوب یک به شکل اصلی مدار هر هندسی بیان به آن گاه باشد،
برگ بندی یک ،M روی G عمل مدارهای و بود خواهند اصلی مدارها همۀ آن گاه باشد، همانسان S١ یا
نگاشت هستند، همانسان هم با اصلی مدارهای همۀ چون این، وجود با می دهند. تشکیل M روی ریمانی
M/G آن گاه باشد، ساده همبند M به علاوه اگر است. تاری کلاف یک π : M → M/G تصویر
فضای و همبند تار با تاری کلاف یک هموتوپی دقیق دنبالۀ از مطلب این باشد. همانسان S١ با نمی تواند



٨٧ یک همگنی نقص با عمل های بر ٨٧مروری یک همگنی نقص با عمل های بر ٨٧مروری یک همگنی نقص با عمل های بر مروری

یک قائم به طور که ژئودزیک هر و است اَبرقطبی یک، همگنی نقص با عمل هر می شود. نتیجه S١ پایۀ
شده تولید خط یک با که باشد R٢ در انتقال ها از گروه یک G اگر است. مقطع یک کند، قطع را مدار
محور راستای در انتقال ها گروه G و R٣ در مستدیر استوانه یک M اگر .R٢/G = R آن گاه است،
آن گاه باشد، R٢ در مبدأ حول چرخش های گروه G = SO(٢) اگر .M/G = S١ آن گاه باشد، M
بعدی دو کرۀ روی SO(٣) گروه عمل ثابت ساز گروه G = SO(٢) اگر سرانجام، .R٢/G = [٠,∞)

.S٢/G = [٠, ١] آن گاه باشد، S٢

تصور است ممکن است. ژئودزیک تماماً زیرخمینه، یک تکین مدار آمد، بالا در که مثال هایی همۀ در
با تکین مدارهای برای حدس این واقع در است. ژئودزیک تماماً زیرخمینه، یک تکین مدار هر که شود
از همبند و بسته لی گروه یک G و ریمانی خمینۀ یک M اگر دقیق تر، عبارت به است. صحیح پایین بعد

که به طوری می کند عمل یک همگنی نقص با و طولپا وفادار، به صورت M بر که باشد I(M)

dim(G.p) <
١
٢(dimM − ١),

[١٣] به نباشند، ژئودزیک تماماً که تکین مدارهای مشاهدۀ برای است. ژئودزیک تماماً M در G.p آن گاه
مدار یک F کنیم فرض است. آنها بودنِ مینیمال تکین، مدارهای ویژگی های از دیگر یکی کنید. رجوع
باشد. p ∈ F مانند نقطه ای در میانگین انحنای بردار H و F دوم بنیادی فرم α استثنایی، یا تکین
عمل چون می کنیم. اختیار Tp(F ) برای m = dimF که {e١, . . . , em} مانند یکه متعامد پایۀ یک
فضای در یکسان اندازۀ با بردارهای روی p نقطۀ در Gp ثابت ساز گروه است، یک همگنی نقص دارای
که به طوری است موجود g ∈ G طولپایی بنابراین می کند. عمل متعدی به طور ،p نقطۀ در F بر قائم

داریم و g∗H = −H

mH =
m∑
i=١

α(ei, ei) =
m∑
i=١

α(g∗ei, g∗ei) = g∗

m∑
i=١

α(ei, ei) = mg∗H = −mH.

اگر بنابراین است. مینیمال F این رو از و H = ٠ که می دهد نشان معادله این
٢ dimF < dimM − ١,

هست. نیز ژئودزیک تماماً است، مینیمال نه تنها F آن گاه

در کره ها روی یک همگنی نقص با عمل های کره ها. روی یک همگنی نقص با عمل های .۵ . ٢
عمل یک همگنی نقص با کره ها روی که گروه  هایی از دقیق فهرست یک آنجا در شده اند. رده بندی [٢۴]
یک پایاگر نمایش با Sn روی یک همگنی نقص با عمل هر که است شده ادعا و آمده به دست می کنند،



میرزایی رضا و حسنی مسعود احمدی، پرویز میرزایی٨٨ رضا و حسنی مسعود احمدی، پرویز میرزایی٨٨ رضا و حسنی مسعود احمدی، پرویز ٨٨

یک هنوز مطلب این مستقیم اثبات است. مداری هم ارز ٢ رتبۀ از بعدی n + ١ متقارن ریمانی فضای
است. باز مسئلۀ

است این جالب حقیقت یک مختلط. تصویری فضاهای بر یک همگنی نقص با عمل های .۶ . ٢
با ثابت، اصلی انحنای با ابررویه های و هم پارامتر١ اَبررویه های نظریۀ مختلط، تصویری فضاهای در که
ناهمگن هم پارامتر اَبررویه های S٢n+١ → CPn هوپف نگاشت کمک به واقع در هستند. متفاوت هم
نگاشته مختلط تصویری فضاهای در غیرثابت اصلی انحناهای با هم پارامتر اَبررویه های به کره ها، در خاصی
یک همچنان CPn در ثابت اصلی انحناهای با اَبررویه ها بودنِ هم پارامتر یا همگن تعیین .[۴۴] می شوند
که می شود دیده به سادگی است. شده انجام [۴٢] در CPn همگن اَبررویه های رده بندی است. باز مسئلۀ
S٢n+١ در همگنی اَبررویه های اما است. S٢n+١ در همگن اَبررویه  ای تصویر ،CPn در همگن اَبررویۀ هر
در نمی شوند. تصویر CPn در همگن اَبررویه ای به بنابراین و نیستند پایا S١ عمل تحت که دارند وجود
پایاگر نمایش های از که هستند آنهایی دقیقاً می شوند، تصویر همگن اَبررویه های به که اَبررویه هایی واقع
عمل هر که می کند بیان رده بندی این دقیق تر، عبارت به می آیند. به دست ٢ رتبۀ از ارمیتی متقارن فضاهای
از ارمیتی متقارن بعدی n+ ١ فضای یک پایاگر نمایش تصویری شدۀ با CPn روی یک همگنی نقص با

است. مداری هم ارز ،٢ رتبۀ
از عبارت اند دو رتبۀ از متناظر ارمیتی متقارن فضاهای

CPk+١ × CPn−k, k ∈ {٠, . . . , n− ١},
آن، در که E۶/T.Spin(١٠) و SO(١٠)/U(۵) و k ≥ ٣ برای G٢(C٢k+١) و G+

٢ (R٢n+١)
دو جهتدار خطی زیرفضاهای همۀ گراسمانی خمینۀ نشان دهندۀ به ترتیب، G٢(C٢k+١) و G+

٢ (R٢n+١)
در نتایج این هستند. C٢k+١ بعدی دو مختلط خطی زیرفضاهای همۀ گراسمانی خمینۀ و R٢n+١ بعدی
یک همگنی نقص با CPn بر که را SU(n + ١) بستۀ و همبند زیرگروه های همۀ و یافت تعمیم [۴٣]
بهره همولوژیکی روش های از و است متفاوت کاملا رده بندی، روش اینجا در شد. رده بندی می کنند، عمل
با کوهمولوژی حلقۀ که است ساده همبند هموار ریمانی خمینۀ یک M که می شود فرض واقع در می گیرد.
است. یکریخت مختلط تصویری فضاهای از یکی گویای ضرایب با کوهمولوژی حلقۀ با آن گویای ضرایب
برای می شود. رده بندی می کنند، عمل یک همگنی نقص Mبا بر که فشرده و همبند لی گروه های همۀ سپس
می شود: شامل را هستند) حقیقی گراسمانی های (که فرد بعد با مختلط درجه دو های همۀ روش این مثال،

G+
٢ (R٢n+١) = SO(٢n+ ١)/SO(n)× SO(٢n− ١).

١isoparametric



٨٩ یک همگنی نقص با عمل های بر ٨٩مروری یک همگنی نقص با عمل های بر ٨٩مروری یک همگنی نقص با عمل های بر مروری

M که کرد فرض او کرد. استفاده مشابه روشی از [٢۵] ایواتا چهارتایی١، تصویری فضاهای برای
تصویری فضای یک گویای کوهمولوژی حلقۀ با آن گویای کوهمولوژی حلقۀ که است ساده همبند خمینۀ یک
عمل یک همگنی نقص با M بر که را فشرده و همبند لی گروه های همۀ سپس است. یکریخت چهارتایی
مداری هم ارز ،HPn بر یک همگنی نقص با عمل هر که داد نشان ایواتا مثال، برای کرد. رده بندی می کنند،
دیگری برهان .(٠ ≤ k ≤ n− ١) است Sp(k+ ١)×Sp(n−k) عمل با یا SU(n+ ١) عمل با
کوهمولوژی روش با [٢۶] ایواتا ،OP٢ کیلی تصویریِ صفحۀ برای .[٢٢] است شده ارائه دآتری٢ توسط نیز
Sp(٣) × SU(٢) یا Spin(٩) عمل با ،OP٢ روی یک همگنی نقص با عمل هر که داد نشان خود

است. مداری هم ارز

عمل های رده بندی فشرده. نوع از متقارن ریمانی فضاهای بر یک همگنی نقص با عمل های .٢ . ٧
از بخشی فشرده، نوع از تحویل ناپذیر سادۀ همبند متقارن ریمانی فضاهای روی یک همگنی نقص با
اینجا در .[٢٨] است فضاها این روی مداری) هم ارزیِ تقریب (با اَبرقطبی عمل های کلی بسیار رده بندی
M = G/K متقارن فضای و باشد یک همگنی نقص با عمل که خاصی حالت در را رده بندی این ایدۀ
اگر باشد. G از مهین بستۀ زیرگروه یک H کنیم فرض می دهیم. شرح باشد، ٢ مساوی یا بزرگتر رتبۀ از
بسته زیرگروه هر عمل چون است. یک دست کم آن همگنی نقص آن گاه نباشد، متعدی M بر H عمل
هستیم، مداری هم ارزیِ تقریب با رده بندی دنبال به ما و است H همگنی نقص با برابر دست کم H از
M روی متعدی به طور H است ممکن اما کنیم. بررسی را G مهین بستۀ زیرگروه های فقط است کافی
فهرست را G/K = H/(H ∩K) اینجا در که می افتد اتفاق حالت چهار در دقیقاً امر این کند. عمل

می کنیم:
SO(٢n)/U(n) = SO(٢n− ١)/U(n− ١) (n ≥ ۴),
SU(٢n)/Sp(n) = SU(٢n− ١)/Sp(n− ١) (n ≥ ٣),

G+
٢ (R٧) = SO(٧)/SO(٢)× SO(۵) = G٢/U(٢),

G+
٢ (R٨) = SO(٨)/SO(٣)× SO(۵) = Spin(٧)/SO(۴).

ثابت کنیم. بررسی را بالا در شده ذکر موارد به استثنای G مهین بستۀ زیرگروه های ا ست کافی بنابراین
صدق dim ≥ dimM − ١ شرط در اگر است یک همگنی نقص با H بستۀ زیرگروه  عمل که می شود
برای می نمایند. آسان تر را مطالعه و می کنند خارج بررسی حوزۀ از را موارد از بسیاری رابطه ها این کند.
این انجام برای روش یک کنیم. محاسبه مورد به مورد را همگنی نقص باید دیگر، مهین بستۀ زیرگروه های
١quaternionic projective space ٢D’Atri
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در p نقطۀ بر قائم فضای بر H ∩K پایاگر گروه عمل واقع در که است قاچ نمایش بعد نقص محاسبۀ کار،
هم ارزیِ تقریب با را یک همگنی نقص با عمل های همۀ رده بندی کامل به طور رویه این است. G.p مدار
جزئیات مشاهده برای می سازد. میسر را M = G/K همگن اَبررویه های رده بندی این رو از و مداری

کنید. رجوع [٢٨] به بیشتر،

عمل های بررسی به مربوط مقاله های اکثر یک. همگنی نقص و منفی انحنای با خمینه های .٢ . ٨
نوشته  لی جبر و لی گروه های نظریۀ در موجود تدبیر های و جبری روش های پایۀ بر یک، همگنی نقص با
آن، در که است [٣٩] است، شده استفاده هندسی روش های از آنها در که مقاله هایی معدود از شده اند.
که است شده ثابت مقاله این در شده اند. بررسی یک همگنی نقص و منفی انحنای با ریمانی خمینه های
بزرگتر بعد با تکین مدار باشد که یک همگنی نقص با و منفی انحنای با ریمانی خمینۀ یک M اگر (الف)
یک همگنی نقص با و منفی انحنای با ریمانی خمینۀ M اگر (ب) است؛ ساده همبند M آن گاه دارد، ١ از
توسط یا است وابرسان Rp×Tk با یا اصلی مدار هر آن گاه ،n = dimM ≥ ٣ و باشد ساده ناهمبند و
فضای (پ) (M)π١؛ = Z و است یکتا وجود، صورت در تکین مدار می شود. پوشانده Sn−٢ × R
ساده همبند M آن گاه باشد، نیم ساده G عمل کنندۀ گروه اگر (ت) است؛ وابرسان S١ یا R ،R+ با مداری

است.

مسئلۀ یک با یک همگنی نقص با ریمانی خمینه های رده بندی مسئلۀ معادل سازی .٣
جبر در رده بندی

فضاهای از یکی با M/G مداری فضای باشد، ریمانی G-خمینۀ یک M اگر گفتیم، که همان طور
است: همانسان زیر

R, S١, [٠, ١], [٠,+∞).

تقاطع، نقطۀ در و می کند قطع را مدارها که می کند عبور ژئودزیک یک M از نقطه هر از که می شود ثابت
آن تحت γ که G زیرگروه بزرگترین باشد، قائم ژئودزیک یک γ اگر قائم). (ژئودزیک است عمود مدار بر
اصلی نقطۀ یک x اگر می نامیم. وایل١ گروه را آن که می کند القا γ روی طولپایی ها از گروه یک است، پایا
یک با وایل گروه بنابراین می کند. عمل γ روی بدیهی به طور K آن گاه ،K = Gx و باشد γ به متعلق و

است. یکریخت N = NG(K)/K از زیرگروه
١Weil group



٩١ یک همگنی نقص با عمل های بر ٩١مروری یک همگنی نقص با عمل های بر ٩١مروری یک همگنی نقص با عمل های بر مروری

φ : M →M ′ وابرسانی اگر نامیم هم  ارز قائم به طور را M ′ و M ریمانی G-خمینه های .٣ . ١ تعریف
ژئودزیک یک به را M در قائم ژئودزیک هر و M ′ در مداری به را M از مدار هر φ چنان که باشد موجود

بنگارد. M ′ قائم
W برای اصلی دامنۀ یک δ و آن وایل گروه W و قائم ژئودزیک W یک γ کنیم فرض .٣ . ٢ تعریف
ژئودزیک قطعۀ یک را δ صورت این در .( Wδ = γ که γ تصویر در همبند زیرمجموعۀ (کوچکترین باشد

می نامیم.
زیرگروه هستند. K پایاگر زیرگروه دارای δ درون نقاط باشد، ژئودزیک قطعه یک δ اگر .٣ . ٣ گزاره
تکین y اگر است K شامل و باشد اصلی y اگر است K با برابر y ∈ δ مرزی نقطۀ یک برای H پایاگر

است. وابرسان m ∈ {٠, ١, ٢, ...} ،Sm کرۀ یک با H/K دوم حالت در باشد.
صادق زیر حکم های از یکی باشد. آن وایل گروه W و ژئودزیک قطعه یک δ کنیم فرض .۴ . ٣ گزاره

است:
δ؛ = γ = R (١

δ؛ = w{γ(t) : ٠ ≤ t ≤ ١} ،w ∈W یک برای یا W = {e} ،δ = γ ≃ S١ (٢
است؛ γ± = {γ(±t) : t ≥ ژئودزیک{٠ شعاع های از یکی δ (٣

.w ∈W یک برای δ = w{γ(t) : ٠ ≤ t ≤ ١} (۴
نسبت زیر به صورت θ نام با مجموعۀ یک قبل، گزارۀ در بیان شده δ حالت های از یک هر برای اکنون

می دهیم:
x؛ ∈ γ ،K = Gx آن، در که θ = {K} (١

است؛ وایل گروه برای مولد یک τ که θ = {K, τ} (٢
برای پایاگر زیرگروه K و δ روی (یکتا) تکین نقطۀ پایاگر زیرگروه H که θ = {H,K} (٣

است؛ δ روی اصلی نقاط
زیرگروه K و δ روی تکین نقاط برای پایاگر زیرگروه های H ′ و H که θ = {H,K,H ′} (۴

و است اصلی نقطه های پایاگر
H ′

k
≃ Sm′

,
H

k
≃ Sm

.m,m′ ∈ {٠, ١, ٢, ...} آن، در که
می نامیم. پذیرفتنی مجموعۀ را بالا در بیان شده θ مجموعۀ
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است. یک همگنی نقص با ریمانی خمینه های رده بندی زمینۀ در قضیه ها جالب ترین از یکی زیر قضیۀ
در بودن مزدوج تقریب با (یکسان پذیرفتنی مجموعه های بین یک به یک تناظر یک .([٩]) .۵ . ٣ قضیه

دارد. وجود هم ارزی) قائم تقریب با (یکسان ریمانی G-خمینه های و (G
آدامار خمینۀ یک M کنیم فرض آدامار. خمینه های بر یک همگنی نقص با عمل های .٣ . ١
زیرگروه یک G کنیم فرض باشد. نامثبت) انحنای با و کامل ساده، همبند همبند، ریمانی، (خمینه ای
عمل یک همگنی نقص با M بر که باشد M nبعدی آدامار خمینۀ یک طولپایی های گروه از بسته همبند

بخوانید): را [١٢] جزئیات، مشاهدۀ (برای می دهد رخ زیر حالت دو از یکی صورت این در می کند.
هر است. G از مهین فشردۀ زیرگروه یک نقطه هر در پایاگر گروه و هستند اصلی مدارها همۀ (١)
به طوری است موجود G از حل پذیر همبند بستۀ زیرگروه یک و است وابرسان Rn−١ با مدار

می کند. عمل متعدی ساده به طور مدار هر روی که
از مهین فشردۀ زیرگروه یک F از نقطه هر ثابت ساز گروه و دارد وجود F تکین مدار یک دقیقاً (٢)
زیرگروه یک و k ∈ {٠, . . . , n− ٢} آن، در که است وابرسان Rk با تکین مدار است. G
هر می کند. عمل ساده متعدی به طور F بر که به طوری است موجود G از حل پذیر بستۀ همبند

است. وابرسان Rk × Sn−k−١ با اصلی مدار
همگنی نقص با عمل یک از مدار هر اقلیدسی. فضاهای بر یک همگنی نقص با عمل های .٣ . ٢
[٣٢] چیویتا١ لوی توسط n = ٣ برای ثابت اصلی انحنای با اَبررویه های دارد. ثابت اصلی انحنای یک،
گروه که می شویم (یادآور می شود منجر زیر رده بندی به امر این شده اند. رده  بندی [۴٠] در کلی حالت در و

:(O(n)⋉Rn نیم مستقیم ضرب با است برابر Iso(Rn) طولپایی
هستند؛ کره ها اصلی، مدارهای و نقطه یک تکین، مدار :SO(n)× {٠} عمل (١)

ژئودزیک تماماً فضای تکین، مدار :k ∈ {١, . . . , n−٢} برای SO(n−k)×Rk عمل (٢)
هستند؛ آن حول تیوب های اصلی، مدارهای و Rk ⊆ Rn

هستند. ژئودزیک تماماً اَبرصفحه های و اصلی مدارها همۀ :{eSO(n)} × Rn−١ عمل (٣)
نقص با عمل یک مدارِ هر حقیقی. هذلولوی فضاهای بر یک همگنی نقص با عمل های .٣ . ٣
حقیقی هذلولوی فضای ثابت اصلی انحناهای با اَبررویه های دارد. ثابت اصلی انحناهای یک، همگنی
عمل های از یکی با RHn روی یک همگنی نقص با عمل هر شده اند: رده بندی [٢١] کارتان٢ توسط RHn

است: مداری هم ارز زیر، در یک همگنی نقص با
هستند؛ ژئودزیک اَبرکره های اصلی، مدارهای و نقطه یک تکین، مدار :SO◦(١, n) عمل (١)

١Levi-Civita ٢Henri Cartan



٩٣ یک همگنی نقص با عمل های بر ٩٣مروری یک همگنی نقص با عمل های بر ٩٣مروری یک همگنی نقص با عمل های بر مروری

تماماً فضای تکین، مدار :k ∈ {١, . . . , n− ٢} که SO◦(١, k)× SO(n− k) عمل (٢)
هستند؛ تکین مدار حول تیوب هایی اصلی، مدارهای و RHk ⊆ RHn ژئودزیک

ژئودزیک تماماً اَبرصفحۀ آنها از یکی و هستند اصلی مدارها همۀ :SO◦(١, n − ١) عمل (٣)
هستند؛ وابرسان مدار این با مدارها بقیۀ و RHn−١

اصلی مدارها همۀ :SO◦(١, n) ایواساوای١ تجزیۀ یک از حاصل پوچ توان زیرگروه عمل (۴)
کره نمای برگ بندی همان حاصل، برگ بندی است. RHn در کره نما٢ یک کدام هر و هستند

است. RHn برای مشهور
گاوس-کوداتسی٣ معادلۀ زیرا ندارد، کاربرد OH٢ و HHn ،CHn هذلولوی فضاهای برای کارتان روش

می شود. پیچیده بسیار فضاها این برای

مورد در نافشرده. نوع از متقارن ریمانی فضاهای روی یک همگنی نقص با عمل های .۴ . ٣
،١ رتبۀ دارای فضاهای برای مداری) هم ارزیِ تقریب (با رده بندی تحویل ناپذیر۴، نافشردۀ نوع از فضاهای
به بالاتر رتبه های با فضاهای مطالعۀ .[١٧] است آمده به دست چهارتایی، هذلولوی فضاهای به استثنای
[١۵] در حالت (این می دهند تشکیل را فضا برگ بندی یک مدارها که حالتی است: شده تقسیم حالت دو
رده بندی به است، شده بررسی [١۶] در که دوم حالت است). شده ارائه عمل ها از کاملی رده بندی و بررسی
نتایج [١٨] در اخیراً باشد. داشته وجود ژئودزیک تماماً تکین مدار یک که می پردازد حالتی در عمل ها این
یک یک، همگنی نقص با عمل های تا شده اند ساماندهی اسلوبمند روش یک به صورت قبلی رو ش های و
تکین مدار یک که را بالاتر رتبۀ و نافشرده نوع از M = G

K تحویل  ناپذیر متقارن فضای بر H لی گروه
مانند مهین تحویلی اکیداً زیرگروه یک در H یا (الف) که است شده ثابت دهند. قرار بررسی مورد دارد،
(الف)، حالت در دارد. قرار Q مانند مهین سهموی اکیداً زیرگروه یک در H یا (ب) است؛ واقع G در L
کمی (ب) حالت است. ژئودزیک تماماً M در تکین مدار و هستند مداری هم ارز L و H عمل های
نامیده کانونی تعمیم که حالت این (ب١) می شود: تقسیم (ب٢) و (ب١) بخش دو به و است پیچیده تر
زیرخمینه ها (این پایین تر رتبۀ با M ژئودزیک تماماً زیرخمینه های از که می پردازد مثال هایی به می شود،
قدری می شود، نامیده  پوچ توان ساختار که (ب٢) حالت و می آیند به دست می نامیم) مرزی مؤلفه های را
آمده به دست نتایج مقاله، همان در است. خارج نوشتار این حوصلۀ از آن توصیف و است پیچیده و مرموز

شده اند: برده به کار زیر دوی رتبۀ دارای فضاهای رده بندی برای
SL(٣,R)
SO(٣) ,

SO◦(٢, ٣)
SO(٢)× SO(٣) ,

G٢٢
SO(۴) .

١Iwasawa ٢horosphere ٣Codazzi-Gauss equation ۴irreducible
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را ٢ رتبه از دیگری فضاهای رده بندی پوچ توان، ساختار کاربردن به و جدید روش های تعمیم با [١٩] در
از عبارت اند که است آمده به دست

GC٢
G٢

,
SL(٣,C)
SU(٣) ,

SO◦(٢, n+ ٢)
SO(٢)× SO(n+ ٢) .

یک همگنی نقص با شبه ریمانی G-خمینه های .۴
طولپایی به صورت M بر که باشد Iso(M) از بسته زیرگروهی G و ریمانی خمینۀ یک M اگر
نیست. درست کلی حالت در شبه ریمانی خمینه های برای مطلب این است. سره عمل آن گاه می کند، عمل
بنابراین است. توانمند بسیار ابزاری G-خمینه ها مطالعۀ در عمل بودنِ سره آمد، قبل بخش در که همان طور

می کنیم. بررسی ناسره) و سره (عمل های حالت دو در را شبه ریمانی G-خمینه های بخش، این در
فضا- همان که کنیم آغاز مدل فضاهای از شبه ریمانی، G-خمینه های مطالعۀ برای که است طبیعی
در است. ثابت انحنای با و کامل همبند، شبه ریمانی خمینۀ فضا-فرم یک تعریف، بنابر هستند. فرم ها
.[٣٧] باشند برابر انحنای و اندیس بعد، دارای اگر تنها و اگر هستند طولپا ساده همبند فضا-فرم دو واقع
،n ≥ ٢ هر برای آن گاه باشد، C انحنای و ν اندیس ،n بعد با ساده همبند فضا-فرم M(n, ν, C) اگر

M(n, ν, C) =


Snν (r) C =

١
r٢ , ٠ ≤ ν ≤ n− ٢

Rn
ν C = ٠

Hn
ν (r) C = − ١

r٢ , ٢ ≤ ν ≤ n

داخلی ضرب با Rn حقیقی برداری فضای نشان دهندۀ Rn
ν آن، در که

⟨x, y⟩ = −
ν∑
xiyi

i=١
+

n∑
xiyi

i=ν+١
است،

Snν (r) = {x ∈ Rn+١
ν |⟨x, x⟩ = r٢}

و
Hn

ν (r) = {x ∈ Rn+١
ν−١ |⟨x, x⟩ = −r٢}.

nبعدی، مینکوفسکی فضای Rn١ همچنین می دهند. نمایش Hn
ν و Snν با را Hn

ν (١) و Snν (١) معمولا
می شود. نامیده nبعدی ٢ آنتی دسیتر فضای Hn١ و nبعدی دسیتر١ فضای Sn١

١deSitter ٢anti deSitter



٩۵ یک همگنی نقص با عمل های بر ٩۵مروری یک همگنی نقص با عمل های بر ٩۵مروری یک همگنی نقص با عمل های بر مروری

با [۴] در شده اند. مطالعه [١۴ ،۴ ،٢] در مینکوفسکی فضاهای بر یک همگنی نقص با عمل های
طولپا و اصلی فضاگون، مدارهای همۀ که می شود ثابت فضاگون، مدار یک وجود و عمل بودنِ سره فرض
[٢] در است. مداری هم ارز Rn١ بر Rn−١ جمعی گروه طبیعی عمل با عمل، بنابراین و هستند Rn−١ با
مطالعه سه بعدی مینکوفسکی فضای بر ناسره) و سره حالت دو هر (در یک همگنی نقص با عمل  های
قابل مقاله این در رفته به کار روش های شده اند. رده بندی تزویج تقریب با عمل  کننده گروه های و شده اند
nبعدی، مینکوفسکی فضای بر یک همگنی نقص با عمل های رده بندی برای و نیست کلی حالت به تعمیم
فضاهای که است شده آورده ناسره عمل های از مثال هایی [١۴] در کرد. استفاده دیگری ابزارهای از باید
همگنی نقص با عمل ها مشابه، روش هایی با مقاله این در همچنین نیستند. هاوسدُرف حاصل، مداری

شده اند. رده بندی مداری، هم ارزیِ تقریب با سه بعدی و بعدی دو مینکوفسکی فضای بر یک
بررسی [۵] در ناسره) و سره حالت دو (در nبعدی دسیتر فضای بر یک همگنی نقص با عمل های
برل١ فهرست به متعلق و فشرده عمل کننده گروه که می شود ثابت باشد، سره عمل که حالتی در شده اند.
با مداری فضای و ندارد وجود تکین مدار به ویژه است. Sn−١ با متجانس و فضاگون مداری، هر و است
هم ارزیِ تقریب با nبعدی دسیتر فضای بر یک همگنی نقص با سره عمل های بنابراین است. وابرسان R

می شوند. رده بندی مداری،
آبلی، حالت  های در می کنند، عمل یک همگنی نقص با و ناسره به طور که گروه هایی مرجع، همان در
طولپایی تقریبِ با مدارها حالت، سه هر در شده اند. رده بندی تزویج تقریب با تحویل ناپذیر، و نیم ساده
فضای اگر تنها و اگر است سره عمل، که است این مقاله این زیبای نتایج از دیگر یکی آمده اند. به دست

باشد. فشرده عمل کننده گروه اگر تنها و اگر باشد هاوسدُرف مداری
حالت دو هر (در یک همگنی نقص با عمل کننده گروه های همۀ سه بعدی، آنتی دسیتر فضای برای
گروه های رده بندی رده بندی، این در اصلی روش شده اند. مشخص [٣] در تزویج تقریب با ناسره) و سره
نمایش از استفاده به جای مؤلف واقع در است. SL(٢,R) در آنها نمایش و بعدی دو و یک بعدی لی
دوپایا٢ متر با SL(٢,R) یعنی حقیقی، ٢×٢ ماتریس های فضای در فضا این نمایش از ،H٣١ استاندارد

از زیرگروه هایی رده بندی به را عمل کننده گروه های رده بندی و می کند استفاده
SL(٢,R)× SL(٢,R)

Z٢

در است ناسره عمل، که حالتی در غیرهاوسدُرف مداری فضای مقاله این در بار نخستین می کند. تحویل
است. متناهی مداری، فضای آنها در که دارند وجود خاصی حالت های است. شده مشخص حالات همۀ

١Borel list ٢biinvariant metric
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