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فیستر فرم های بر مروری
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چکیده
میان پیوند می پردازیم. مربعی فرم های جبریِ نظریۀ در اولیه مفاهیم مرور به مقاله، این در
حالتی بین موجود تفاوت های و فرم ها این مقدماتی ناورداهای دوخطی، فرم های و فرم ها این
بیان به اختصار نیست، دو با برابر مشخصه که حالتی و است دو با برابر میدان مشخصۀ که
و معرفی دارند، مربعی فرم های نظریۀ در کلیدی نقشی که فیستر فرم های همچنین شده اند.

می شوند. بیان آنها کاربردهای برخی

سرآغاز .١
دیوفانتی معادله های حل جریان در اعداد نظریۀ از شاخه ای به عنوان آغاز، در مربعی فرم های نظریۀ
جواب وجود مسئلۀ طرح با هفدهم قرن در فرما١ توسط فرم ها، این روی بر مطالعه شد. پدیدار درجه دو
اویلر٢، مانند بزرگ ریاضیدانانی فرما از پس شد. آغاز x٢ + y٢ = k دیوفانتی معادلۀ برای صحیح
کارهای شد. نزدیکتر آن کنونی شکل به نظریه این و دادند ادامه را مطالعات این گاوس۴ و لاگرانژ٣
فرم های نظریۀ در عمیق پیشرفتی به منجر بیستم قرن اوایل در هسه۶ و نوزدهم قرن اواخر در مینکوفسکی۵

است. بوده بسیاری پژوهش های اساس و پایه تاکنون، زمان آن از که شد مربعی
یک ۴x٢ + xy − ٣y٢ مثال، برای است. درجه دو همگن چندجمله ای  همان مربعی فرم  از منظور
زیادی وابستگی آن، در پژوهش روش های و مربعی فرم های نظریۀ است. دوتایی) (یا دومتغیره مربعی فرم
یا حقیقی عددهای عموماً تحلیلی، هندسۀ و جبرخطی در ضرایب، این دارد. فرم ها این ضرایب ماهیت به

میدان. سطح فیستر؛ فرم دوخطی؛ فرم مربعی؛ فرم کلیدی. کلمات و عبارات
١Pierre de Fermat ٢Leonhard Euler ٣Joseph-Louis Lagrange ۴Carl Friedrich Gauss ۵Hermann

Minkowski ۶Helmut Hasse
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فرم های جبریِ و حسابی نظریۀ در .[١٠] هستند صحیح عددهای جبری، توپولوژی در و مختلط عددهای
هستند. میدان یک و جابه جایی حلقۀ یک به متعلق به ترتیب، ضرایب مربعی،

از می پردازد. دلخواه میدان یک روی فرم ها این ویژگی های بررسی به مربعی فرم های جبریِ نظریۀ
به نسبت آنها رفتار و آنها ناورداهای مربعی، فرم های رده بندی به می توان نظریه این در مهم مسائل جمله
پایه گذاری [٢٨] ویت١ توسط ١٩٣٧ سال در مربعی فرم های جبری نظریۀ کرد. اشاره میدانی گسترش های
می دهند. تشکیل را مربعی فرم های جبریِ نظریۀ اساسی مفاهیم که است زیبا نتایجی شامل ویت مقالۀ شد.
ارائه نیست، ٢ آن مشخصۀ که دلخواه میدان یک روی مربعی فرم های رده بندی قضیه های مقاله، این در
بوده مربعی فرم های جبریِ نظریۀ پیشرفت در پژوهشگر تأثیرگذارترین فیستر٢ ویت، از پس است. شده 
فیستر فرم های به نام امروزه که کرد معرفی را نظریه این در مفاهیم مهم ترین از یکی ١٩۶۵ سال در او است.
به شکل دوتایی فرم  n حاصل ضرب به که هستند ٢nتایی مربعی فرم های فیستر، فرم های می شود. شناخته
پدیدار F میدان روی جبرهای مطالعۀ در طبیعی به طور پایین بعد در فرم ها این می شوند. تجزیه x٢+ay٢

جدایی پذیر میدانی گسترش های نُرم فرم به ترتیب، می توان را دوتایی و یک تایی فیسترِ فرم های می شوند:
ببینید). را ٣.۵ (بخش گرفت نظر در F روی کواترنیون جبرهای و دو درجۀ از

چنان که دارد. میدان ها روی دوخطی فرم های نظریۀ با ژرف پیوندی مربعی، فرم های جبریِ نظریۀ
یکی عملا نیست، ٢ با برابر میدان مشخصۀ که حالتی در دوخطی و مربعی فرم های نظریه های دید، خواهیم
مقاله، این هدف دارد. را خود خاص پیچیدگی های ٢ مشخصۀ حالت که است دلیل همین به و هستند
رده بندی آنها، مقدماتی ناورداهای دوخطی، و مربعی فرم های جبریِ نظریۀ پایه ای مفاهیم بر کوتاه مروری

است. فیستر فرم های نیز و آن، از غیر و ٢ مشخصۀ در تفاوت ها فرم ها، این

دوخطی و مربعی فرم های .٢
در کرد، تعریف جابه جایی حلقه های روی می توان را مربعی فرم های گرچه مربعی. فرم های .٢ . ١
nتایی مربعی فرم یک از منظور می کنیم. صحبت میدان یک روی مربعی فرم های مورد در مقاله این
یک کلی شکل است. F در ضرایب با درجه دو همگن nمتغیرۀ چندجمله ای یک ،F میدان روی (nبعدی)

به صورت مربعی فرم
φ(x١, . . . , xn) =

n∑
i,j=١

aijxixj

X کنیم فرض کرد. بیان نیز ماتریسی زبان به می توان را φ فرم .aij ∈ F ،i, j هر به ازای آن، در که است
ضرایب از که باشد n×n ماتریس یک A = (aij) و xn ،. . . ،x٢ ،x١ مؤلفه های با ستونی بردار یک
١Ernst Witt ٢Albrecht Pfister
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X ترانهادۀ نشان دهندۀ Xt آن، در که φ(X) = XtAX داریم این صورت در است. شده تشکیل φ
به صورت می توان را φ فرم آن گاه ،charF ̸= ٢ اگر که کنید توجه است.

φ(x١, . . . , xn) =
n∑

i,j=١
a′ijxixj

است. متقارن ماتریس یک A′ = (a′ij) حالت، این در .a′ij = ١٢(aij + aji) آن، در که داد نمایش

می دهد. به دست متقارن ماتریس یک مربعی، فرم هر نباشد، ٢ با برابر F میدان مشخصۀ اگر بنابراین
نیست. برقرار باشد، ٢ با برابر F مشخصۀ که حالتی در مطلب این که کنید دقت

اعداد مجموعۀ از  q نگاشت مثال، برای می شوند. ظاهر ریاضیات در طبیعی به طور مربعی فرم های
می دهد، نسبت را |z|٢ یعنی آن، قدرمطلق مربع  z مختلط عدد هر به که حقیقی اعداد مجموعۀ به مختلط

داریم (x, y) مرتب زوج به صورت z مختلط عدد نمایش با زیرا است، مربعی فرم یک
q(x, y) = x٢ + y٢.

.q(z١z٢) = q(z١)q(z٢) داریم z٢ و z١ مختلط عدد دو هر برای یعنی است، ضربی فرم یک q فرم
جبر یک از منظور می شوند. ظاهر نیز F میدان روی پایین بعد با جبرهای مطالعۀ در مربعی فرم های
می دهد. تشکیل F روی برداری فضای یک که است A مانند یکدار حلقه ای F میدان روی (شرکت پذیر)
n > ١ طبیعی عدد هر برای همچنین است. F روی جابه جایی جبر یک ،F میدان توسیع هر مثال، برای
جبر یک عدد، در ضرب و ماتریسی ضرب و جمع اعمال با F روی n × n ماتریس های همۀ مجموعۀ
عضوهای همۀ که جبرهایی یعنی هستند، تقسیمی جبرهای جبرها، از مهم رده ای است. F روی ناجابه جایی
یافت. همیلتون١ را ناجابه جایی تقسیمی جبر یک از مثال اولین تاریخی، به لحاظ وارون پذیرند. آنها ناصفر
اعداد میدان روی H بعدی چهار جبر یک است، معروف حقیقی کواترنیون های جبر به اکنون که جبر این

که به طوری است {١, i, j, k} پایۀ با حقیقی
i٢ = −١, j٢ = −١, ij = −ji = k.

هر برای است. نُرم فرم نام به مربعی فرم یک به مجهز حقیقی، کواترنیون های جبر
x = a+ bi+ cj + dk ∈ H

فرم که کرد بررسی می توان به سادگی می شود. تعریف N(x) = a٢ + b٢ + c٢ + d٢ به صورت x نُرم
برای می کند بیان که گرفت نتیجه اویلر مربع چهار قضیۀ از می توان را مطلب این است. ضربی نیز N
١William Rowan Hamilton
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آن گاه باشند، حقیقی اعداد yi و xi اگر i = ١, ٢, ٣, ۴
(x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + x٢۴)(y٢١ + y٢٢ + y٢٣ + y٢۴) = (z٢١ + z٢٢ + z٢٣ + z٢۴)

آن، در که
z١ = x١y١ + x٢y٢ + x٣y٣ + x۴y۴,

z٢ = x١y٢ − x٢y١ + x٣y۴ − x۴y٣,

z٣ = x١y٣ − x٢y۴ − x٣y١ + x۴y٢,

z۴ = x١y۴ + x٢y٣ − x٣y٢ − x۴y١.

آشنا آن با که فرم ها این از خاص حالتی با را دوخطی فرم های دربارۀ بحث دوخطی. فرم های .٢ . ٢
از نگاشتی Fn برداری فضای روی دوخطی متعارف ضرب باشد، میدان یک F اگر می کنیم. آغاز هستیم،
می دهد. نسبت را u · v := utv ∈ F عدد u, v ∈ Fnستونی بردار دو هر به که است F به Fn × Fn

مؤلفه ها، از یک هر داشتن نگه ثابت با که معنی این به است؛ آن بودن دوخطی نگاشت، این مهم ویژگی
بعد با برداری فضای یک V کنیم فرض کلی حالت در است. خطی دیگر، مؤلفۀ به نسبت نگاشت این
است b : V ×V → F مانند نگاشتی ،F روی دوخطی فرم یک از منظور باشد. F میدان روی متناهی

باشند: برقرار زیر روابط λ ∈ F هر و u, u′, v, v′ ∈ V هر به ازای که به طوری
b(u+ u′, v) = b(u, v) + b(u′, v),

b(u, v + v′) = b(u, v) + b(u, v′),

b(λu, v) = b(u, λv) = λb(u, v).

متقارن را V روی b دوخطی فرم هستند: پادمتقارن و متقارن فرم های دوخطی، فرم های از مهم ردۀ دو
هر به ازای اگر می نامیم پادمتقارن را آن و b(u, v) = b(v, u) ،u, v ∈ V هر به ازای اگر می نامیم

.b(u, v) = −b(v, u) ،u, v ∈ V

از فرم ها این دارد. بسیاری کاربردهای و است ریاضیات در جذاب موضوعی دوخطی فرم های نظریۀ
نخستین ببینید). را [٨] هفدهم (فصل گرفته اند قرار بررسی مورد اعداد نظریۀ و جبر در گوناگون جنبه های
به دست آن از پس و شد آغاز مربعی تقابل قانون دربارۀ گاوس کارهای با فرم ها این روی جدّی مطالعات
این جبری ساختار مطالعۀ برای یافت. ادامه هسه و ویت مینکوفسکی، آیزنشتاین١، مانند ریاضیدانانی

می پردازیم. آنها بیان به بخش این ادامۀ در که داریم نیاز مقدماتی مفهوم چند به فرم ها
١Gotthold Eisenstein
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فضای روی دوخطی متعارف ضرب دوخطی، فرم های از مثال آشناترین گفتیم، این از پیش چنان که
درایه های با A مانند مربعی ماتریس هر برای کلی به طور است. متقارن فرم یک البته که است Fn برداری
است دوخطی فرم یک b(u, v) = utAv ضابطۀ با b : Fn × Fn → F نگاشت ،F به متعلق
همۀ واقع در که است این در مثال این اهمیت گرفته ایم). نظر در ستونی بردار به عنوان را Fn (عضوهای
B = {v١, . . . , vn} و V روی دوخطی فرم یک b کنیم فرض هستند: نوع این از دوخطی فرم های
آورد خواهیم به دست n مرتبۀ از مربعی ماتریسی A = (b(vi, vj)) فرض با باشد. V برای پایه ای
نمایش ستونی ماتریس [u]B آن، در که b(u, v) = [u]tBA[v]B داریم u, v ∈ V هر برای که به طوری
اگر که دید می توان به سادگی می نامیم. B پایۀ به نسبت b ١ گرام ماتریس را A ماتریس است.  B پایۀ در u
(ماتریس P مانند وارون پذیر ماتریسی آن گاه باشد، V برای دیگر پایه ای به نسبت b گرام ماتریس A′

اگر تنها و اگر است (پادمتقارن) متقارن A به ویژه .A′ = P tAP که به طوری دارد وجود پایه) تعویض
ماتریس که هستند فرم هایی (پادمتقارن)، متقارن دوخطی فرم های بنابراین باشد. (پادمتقارن) متقارن A′

است. (پادمتقارن) متقارن آنها گرام
را دوخطی فرم های از رده  دو می توان قطری پذیر، و وارون پذیر ماتریس های ردۀ با متناظر اکنون
در باشد. وارون پذیر آن گرام ماتریس اگر می شود نامیده ناتبهگون V روی b دوخطی فرم کرد: تعریف
اگر می شود نامیده قطری پذیر V روی b دوخطی فرم می نامیم. دوخطی فضای یک را (V, b) صورت این
که به طوری باشد موجود V برای {v١, . . . , vn} مانند پایه ای یعنی باشد؛ قطری پذیر آن گرام ماتریس
در که می دهیم نمایش ⟨α١, . . . , αn⟩b با را b فرم حالت، این در .b(vi, vj) = ٠ ،i ̸= j هر به ازای

.αi = b(vi, vi) ∈ F ،i = ١, . . . , n هر به ازای آن،
برداری فضای یک V اگر دارند. متقارن دوخطی فرم های با ناگسستنی پیوندی مربعی فرم های
نظر در q : V → F تابع یک همچون می توان را F روی nتایی مربعی فرم هر باشد، F روی nبعدی

که به طوری گرفت
q(αv)؛ = α٢v ،v ∈ V هر و α ∈ F هر برای الف)

فرم یک bq(u, v) = q(u+ v)− q(u)− q(v) ضابطۀ با bq : V × V → F نگاشت ب)
باشد. دوخطی

این می کند. القا bq متقارن دوخطی فرم یک q مربعی فرم هر بنابراین است. متقارن bq فرم که کنید توجه
است: صادق نیز ادعا این عکس نباشد، ٢ با برابر F میدان مشخصۀ اگر می نامیم. q قطبی شکل را فرم
فرم یک qb(v) = ١٢b(v, v) ضابطۀ با qb : V → F نگاشت V روی b متقارن دوخطی فرم هر برای
متقارن دوخطی فرم های با مربعی فرم های نباشد، ٢ با برابر میدان مشخصۀ وقتی بنابراین است. مربعی

هستند. یک به یک تناظر در
١Jørgen Pedersen Gram
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دوخطی و مربعی فرم های رده بندی .٣
به است؛ آنها رده بندی مربعی، فرم های نظریۀ در مسائل مهم ترین از یکی مربعی. فرم های .٣ . ١
عبارت به هستند. طولپا q٢ و q١ nتایی مربعی فرم دو شرایطی چه تحت کنیم تعیین که معنی این
nتایی ستونی بردار هر برای که به طوری دارد وجود n مرتبۀ از C وارون پذیر ماتریس وقت چه دیگر،
یک اگر هستند طولپا (V٢, q٢) و (V١, q١) مربعی فضای دو .q٢(X) = q١(CX) ،X مانند
،u ∈ V١ هر به ازای که به طوری باشد داشته وجود τ : V١ → V٢ مانند برداری فضاهای یکریختی
مربعی فرم های موضعی (رده بندی مربعی فرم های رده بندی در نتیجه نخستین .q٢(τ(u)) = q١(u)
[٧] دیکسون١ ١٨٨٩ سال در .[٢٠ ،١٩] آورد به دست ١٨٨۴ سال در مینکوفسکی را گویا) و صحیح
از کامل توصیفی [٢٨] ویت اینکه تا کرد حل متناهی میدان های روی را مربعی فرم های رده بندی مسئلۀ
مربعی فرم های از تجزیه ای ویت نمود. ارائه نباشد، ٢ با برابر میدان مشخصۀ که حالتی در مربعی فرم های
دو متعامد مجموع کرد. بیان هذلولوی و ناتک روند٢ فرم های و مربعی فضاهای متعامد مجموع اساس بر
مربعی فضای یک می شود، داده نشان (V١ ⊥ V٢, q١ ⊥ q٢) با که (V٢, q٢) و (V١, q١) مربعی فضای

داریم v٢ ∈ V٢ و v١ ∈ V١ هر به ازای و V١ ⊥ V٢ = V١ ⊕ V٢ آن، در که است

(q١ ⊥ q٢)((v١, v٢)) = q١(v١) + q٢(v٢).

از منظور است. ax٢ + by٢ بعدی دو فرم ،bx٢ و ax٢ یک بعدی فرم دو متعامد مجموع مثال، برای
خودمتعامد ناصفر بردار یک شامل که است V برداری فضای روی q مربعی فرم یک تک روند٣ فرم یک
می شود. نامیده ناتک روند نباشد، تک روند که فرمی .q(v) = ٠ که v ∈ V ناصفر بردار یعنی است،
صفحۀ یک را فرمی چنین است. طولپا xy فرم با تک روند، بعدیِ دو مربعی فرم هر دید می توان به سادگی
هذلولوی صفحه های از متعامدی مجموع هرگاه می نامیم هذلولوی را مربعی فرم یک می نامیم. هذلولوی
مجموع به  می توان را مربعی فرم هر نباشد، ٢ با برابر میدان مشخصۀ اگر می گوید ویت تجزیۀ قضیۀ باشد.
به که است فرمی صفر، (فرم کرد تجزیه هذلولوی فرم یک و ناتک روند فرم یک صفر، فرم یک متعامد
در مربعی فرم های برای تجزیه این داد نشان [٢] ارف۴ ١٩۴١ سال در می دهد). نسبت را صفر بردار، هر

است. برقرار نیز ٢ مشخصۀ
قطبی شکل که فرم هایی یعنی می گیریم، نظر در را منظم فرم های معمولا مربعی، فرم های بررسی در
در که هستند مربعی فرم های همان دقیقاً منظم، فرم های که دید می توان به سادگی است. ناتبهگون آنها
فرم یک متعامد مجموع به می توان را مربعی فرم هر بنابراین نمی شود. ظاهر صفر فرم آنها، ویتِ تجزیۀ
١Leonard Eugene Dickson ٢anisotropic ٣isotropic ۴Cahit Arf
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فرم یک و ناتک روند فرم یک از متعامدی مجموع نیز منظم فرم این کرد. تجزیه منظم، فرم یک و صفر
است. هذلولوی

دارد. وجود متقارن دوخطی فرم های برای ویت تجزیۀ قضیۀ مشابه متقارن. دوخطی فرم های .٣ . ٢
برای می شوند. تعریف مربعی فرم های شبیه دوخطی، فرم های برای تک روند و متعامد مجموع مفاهیم
موجود v ∈ V ناصفر بردار اگر می شود نامیده تک روند V برداری فضای روی b دوخطی فرم مثال،
آن گرام ماتریس اگر می نامیم هذلولوی صفحۀ یک را b بعدی دو فرم به علاوه .b(v, v) = ٠ که باشد
صورتی در می شود نامیده هذلولوی b متقارن دوخطی فرم باشد. ( ٠ ١١ ٠

) به شکل مناسب، پایه ای به نسبت
مربعی فرم که دید می توان به سادگی تعریف، این با باشد. هذلولوی صفحه های از متعامد مجموعی که
توجه با نیست، ٢ با برابر میدان مشخصۀ وقتی باشد. هذلولوی bq اگر تنها و اگر است هذلولوی q

نیز متقارن دوخطی فرم های برای ویت نتایج مربعی، فرم های و متقارن دوخطی فرم های بین تناظر به
روی جدّی مطالعۀ نخستین است. متفاوت کمی وضعیت باشد، ٢ میدان مشخصۀ اگر اما می روند. به کار
گرفت. انجام [١۴] در کنبوش١ توسط شود، شامل نیز را ٢ مشخصۀ با میدان حالت که دوخطی فرم های
را b ناتبهگون متقارن دوخطی فرم شد: معرفی متقارن دوخطی فرم های برای جدید مفهومی راستا این در
تحدید و dimW = ١٢ dimV که به طوری باشد موجود W مانند V از زیرفضایی اگر گوییم هم روند٢
دوخطی فرم نیست، ٢ با برابر میدان مشخصۀ وقتی که دید به سادگی می توان باشد. صفر W ×W به b
متقارن دوخطی فرم هر باشد، ٢ میدان مشخصۀ اگر باشد. هذلولوی اگر تنها و اگر است هم روند b متقارن
هم باز باشد، ٢ میدان مشخصۀ اگر بنابراین نیست. صادق مطلب این عکس اما است هم روند هذلولوی،
ضعیف ترِ شرط که تغییر این با البته برد به کار متقارن دوخطی فرم های برای می توان را ویت تجزیۀ قضیۀ

کنیم. بودن هذلولوی جایگزین را هم روندی
میان از کردند. بررسی ،٢ مشخصۀ حالت در را متقارن دوخطی فرم های زیادی افراد کنبوش، از پس
ببینید). را [١] و [١٣] ،[٢۴] ،[١٨]) نمود اشاره آراویر٧ و بائسا۶ کاتو۵، ساه۴، میلنُر٣، به می توان آنها

است. [١١] مربعی، و دوخطی فرم های دربارۀ کامل و جدید مرجعی
مربعی فرم های مطالعۀ در که دوخطی فرم های از دیگر رده ای متناوب. دوخطی فرم های .٣ . ٣
یک V کنیم فرض است. متناوب فرم های ردۀ می شود، ظاهر است، ٢ با برابر میدان مشخصۀ که هنگامی
در باشد. V روی مربعی فرم یک q و است ٢ با برابر آن مشخصۀ که باشد F میدان روی برداری فضای

داریم v ∈ V هر برای صورت این
bq(v, v) = q(٢v)− q(v)− q(v) = ٠.

١Manfred Knebusch ٢metabolic ٣John Milnor ۴Chih-Han Sah ۵Kazuya Kato ۶Ricardo Baeza
٧Roberto Aravire
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کرد: تعریف را دلخواه) مشخصۀ (در دوخطی فرم های از دیگر رده ای می توان ویژگی این از استفاده با
را b اگرنه .b(v, v) = ٠ ،v ∈ V هر به ازای اگر می نامیم متناوب V روی را b دوخطی فرم
تساوی آن گاه باشد، متناوب دوخطی فرم یک b و نباشد ٢ با برابر F مشخصۀ اگر می خوانیم. نامتناوب
عبارت به ,b(v؛ u) = −b(u, v) ،u, v ∈ V هر برای که می دهد نتیجه b(u + v, u + v) = ٠
نتیجه b(v, v) = −b(v, v) تساوی آن گاه باشد، پادمتقارن b اگر به عکس، است. پادمتقارن b دیگر،
برابر میدان مشخصۀ اگر بنابراین است. متناوب b یعنی ,b(v؛ v) = ٠ ،v ∈ V هر به ازای که می دهد

هستند. یکسان پادمتقارن، دوخطی فرم های و متناوب دوخطی فرم های نباشد، ٢ با
به سادگی همچنین است. صفر فرم همان واقع در یک بعدی متناوب دوخطی فرم که کنید توجه
b(u, v) = در که دارد {u, v}مانند پایه ای بعدی دو متناوبِ ناتبهگون دوخطی فرم هر که دید می توان
هذلولوی صفحۀ نوع دو پس می نامیم. هذلولوی صفحۀ یک را فرمی چنین می کند. ,b(v−صدق u) = ١
نسبت کلی حالت در هذلولوی صفحۀ یک گرام ماتریس متناوب. دیگری و متقارن یکی کرده ایم: تعریف
را هذلولوی صفحه های متعامد مجموع متقارن، فرم های با مشابه است. ( ٠ ١

±١ ٠
) به شکل مناسب، پایۀ به

هر واقع در است. ساده بسیار دلخواه مشخصۀ در متناوب فرم های رده بندی می نامیم. هذلولوی فرم یک
مثال، (برای نوشت هذلولوی فرم یک و صفر فرم یک مجموع به صورت می توان را متناوب دوخطی فرم
بنابراین است. هذلولوی فرم یک متناوب، ناتبهگون دوخطی فرم هر به ویژه ببینید). را [١١] از ١.٨ گزارۀ

باشد. برابر هم با آنها گرام ماتریس رتبۀ اگر تنها و اگر هستند طولپا هم بعد، متناوبِ فرم دو
فرم های به ویژه است. متناوب ،٢ مشخصۀ در مربعی فرم هر قطبی شکل گفتیم، آنچه به توجه با
فرم تنها نباشد، ٢ با برابر مشخصه اگر دیگر، سوی از هستند. زوج دارای بعد لزوماً ٢ مشخصۀ در منظم

است. صفر فرم است، متناوب آن با متناظر دوخطی فرم که مربعی

ارف ناوردای و دترمینان .۴
کنیم فرض است. قطری پذیر فرم های ردۀ مربعی، فرم های از مهم رده ای قطری پذیر. فرم های .١ . ۴

مربعی فرم .a١, . . . , an ∈ F و باشد میدان یک F
q(x١, . . . , xn) = a١x٢١ + · · ·+ anx

٢
n

فرم را آن است، قطری ماتریس یک فرم، این ماتریس چون می دهیم. نشان ⟨a١, . . . , an⟩ نماد با را
که کنید توجه باشد. طولپا قطری فرم یک با اگر می نامیم قطری پذیر را مربعی فرم یک می نامیم. قطری
نوشت ax٢ به شکل یک  بعدی مربعی فرم های از متعامد مجموعی به صورت می توان را قطری پذیر فرم هر
پایه ای V اگر تنها و اگر است قطری پذیر V برداری فضای روی q مربعی فرم بنابراین .a ∈ F آن، در که
یک پایه ای چنین .bq(vi, vj) = ٠ ،i ̸= j هر برای که به طوری  باشد داشته {v١, . . . , vn} مانند
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حقیقی، اعداد میدان روی مربعی فرم هر که داد نشان ژاکوبی١ می شود. نامیده (V, q) برای متعامد پایۀ
میدان مشخصۀ وقتی که داد نشان می توان کلی حالت در ببینید). را [۵] از ۴۵ (بخش است قطری پذیر
مطلب این اما ببینید). را [١۶] اول فصل از ٢.۴ (نتیجۀ است قطری پذیر مربعی، فرم هر نیست، ٢ با برابر
نمی توانند ٢ مشخصۀ حالت در منظم مربعی فرم های دقیق تر، بیان به نیست. برقرار ،٢ مشخصۀ حالت در
V و باشد مربعی فضای یک (V, q) و ٢ با برابر میدان مشخصۀ کنیم فرض واقع در باشد. قطری پذیر
.bq(vi, vj) = ٠ ،i ̸= j هر برای صورت این در باشد. داشته {v١, . . . , vn} مانند متعامد پایه ای
داریم i, j هر برای بنابراین است. متناوب فرم یک bq فرم گفتیم، این از پیش آنچه بنابر دیگر، سوی از

نیست. منظم q لذا و bq(vi, vj) = ٠
کمابیش تجزیه ای نیستند، قطری پذیر منظم، فرم های است، ٢ با برابر میدان مشخصۀ وقتی گرچه
متعامد مجموع به منظم، فرم هر ،٢ مشخصۀ حالت در که داد نشان می توان دارد. وجود آنها برای مشابه
فرم این ببینید). را [١١] از ٧.٣١ (گزارۀ می شود تجزیه ax٢ + xy + by٢ به شکل بعدی دو فرم های

می دهیم. نشان [a, b] با را دوتایی
مشخصۀ که Fباشد میدان روی منظم مربعی فرم یک q کنیم فرض ارف. ناوردای و دترمینان .٢ . ۴
عضوی به عنوان q دترمینان صورت این در باشد. آن با متناظر متقارن ماتریس A و نیست ٢ با برابر آن

با F×/F×٢ خارج قسمتی گروه از
det(q) = detA · F×٢

می دانیم .a١ · · · anF×٢ با است برابر ⟨a١, . . . , an⟩ قطری فرم دترمینان مثال، برای می شود. تعریف
که دارد وجود C وارون پذیر ماتریس آن گاه باشد، q′ با متناظر متقارن ماتریس A′ و q ≃ q′ اگر که
یک دترمینان که می دهد نشان مطلب این .detA′ = detA(detC)٢ بنابراین .A′ = CACt

منظم مربعی فرم دو q٢ و q١ اگر که دید می توان به سادگی است. آن طولپایی ردۀ از ناوردایی مربعی، فرم
٢ با برابر میدان مشخصۀ اگر که داد نشان ویت .det(q١ ⊥ q٢) = det(q١) det(q٢) آن گاه باشند،
هر و باشند برابر آنها دترمینان های اگر تنها و اگر هستند طولپا q٢ و qمنظم ١ دوتایی مربعی فرم دو نباشد،
داشته وجود q٢ و q١ زمینۀ فضاهای در v٢ و vبردارهای ١ (یعنی دهند نمایش را مشترک مقدار یک دو

.(q١(v١) = q٢(v٢) که باشند
نیست، تعریف قابل بالا به شکل مربعی فرم های دترمینانِ مفهوم نباشد، ٢ با برابر میدان مشخصۀ اگر
این به را دترمینان مفهوم ارف ١٩۴١ سال در ندارد. وجود فرمی چنین با متناظر متقارن ماتریس زیرا
به شکل فرمی با منظم، بعدیِ دو مربعی فرم هر که گفتیم می پردازیم. آن به ادامه در که داد تعمیم حالت
١Carl Gustav Jacob Jacobi
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آن گاه ،[a, b] ≃ [a′, b′] اگر که دید می توان به سادگی به علاوه .a, b ∈ F آن، در که است طولپا [a, b]

می دهیم قرار .α ∈ F آن، در که است α٢ + α به شکل عضوی a′b′ و ab اختلاف
℘(F) = {α٢ + α | α ∈ F}.

داریم F/℘(F) خارج قسمتی گروه در و است F از جمعی زیرگروهی ℘(F)
ab+ ℘(F) = a′b′ + ℘(F).

می کنیم تعریف
∆([a, b]) = ab+ ℘(F) ∈ F/℘(F).

نوشت می توان آن گاه باشد، منظم مربعی فرم یک q و ٢ با برابر میدان مشخصۀ اگر
q ≃ [a١, b١] ⊥ · · · ⊥ [an, bn]

از است عبارت q ارف ناوردای .ai, bi ∈ F ،i = ١, ٢, . . . , n هر برای آن، در که
∆(q) = a١b١ + · · ·+ anbn + ℘(F) ∈ F/℘(F).

دو هر برای که است روشن است. q برای انتخابی تجزیۀ از مستقل مقدار، این که داد نشان [٢] در ارف
.∆(q١ ⊥ q٢) = ∆(q١) + ∆(q٢) ،q٢ و q١ مانند منظم مربعی فرم

و اگر هستند طولپا هم با بعدی دو مربعی فرم دو نیست، ٢ با برابر میدان مشخصۀ که حالتی مشابه
دو که کرد ثابت ارف دهند. نمایش را مشترک مقدار یک و باشند داشته یکسانی ارف ناوردای اگر تنها
داشته یکسانی ارف ناوردای اگر تنها و اگر هستند طولپا دو مشخصۀ از کامل میدان یک روی مربعی فرم
هر که است میدانی ، کامل میدان که می کنیم یادآوری ببینید). را [٢۵] نهم فصل از ۴.۵ (قضیۀ باشند

باشد. جدایی پذیر آن، در تحویل ناپذیر چندجمله ایِ

فیستر فرم های .۵
طرح با نوزدهم قرن در میدان  ها روی مربعی فرم های ترکیب نظریۀ مربعی. فرم های ترکیب .١ . ۵

به شکل nمربع اتحادهای یافتن مسألۀ
(a٢١ + · · ·+ a٢

n)(b
٢١ + · · ·+ b٢

n) = (c٢١ + · · ·+ c٢
n) (١ . ۵)

یعنی است؛ bjها و aiها برحسب دوخطی فرمی ck هر آن، در که شد آغاز مختلط اعداد میدان روی
تعویض پذیریِ به توجه با است. {aibj | ١ ⩽ i, j ⩽ n} مجموعۀ اعضای از خطی ترکیبی ck هر
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برقراریِ فیبوناتچی، اتحاد به علاوه است. بدیهی n = ١ حالت در بالا رابطۀ میدان ها، در ضرب عمل
مربع چهار مجموع برای رابطه ای اویلر ١٧۴٨ سال در می دهد. نشان n = ٢ حالت در را اتحاد این
است، کامل مربع چهار از مجموعی مثبت، صحیح عدد هر که مطلب این اثبات برای آن از و یافت کامل
که داد نشان می توان آن از استفاده با که دیدیم و کردیم بیان دوم بخش در نیز را رابطه این کرد. استفاده
میدان روی (١ . ۵) اتحاد ،n = ٣ وقتی که داد نشان لژاندر١ است. ضربی حقیقی، کواترنیون های نُرم فرم
در کامل مربع سه مجموع به صورت می توان را ٢١ و ٣ اعداد که کرد ثابت او نیست. برقرار گویا اعداد
کامل مربع هشت مجموع برای اتحادی دِگن٢ ١٨١٨ سال در نمی توان. را ٣× ٢١ = ۶٣ اما نوشت Q
دِگن رابطۀ ،١٨۴٨ سال در کیلی۴ و گریوز٣ توسط هشت گان ها شرکت نا پذیر جبر کشف با آورد. به دست
در سعی ریاضیدانان سال ۵٠ به نزدیک آن، از پس رفت. به کار جبر این نُرم فرم بودنِ ضربی اثبات برای
اینکه تا بودند. ناموفق راه این در اما داشتند n = ١۶ به ویژه n مقادیر سایر برای مشابه اتحادی ساختن
و اگر دارد وجود مختلط اعداد مجموعۀ روی (١ . ۵) همانند اتحادی کرد ثابت هورویتس۵ ١٨٩٨ سال در
داد. تعمیم نباشد، ٢ آن مشخصۀ که F میدان هر به می توان را هورویتس اثبات .n = ١, ٢, ۴, ٨ اگر تنها
کامل مربع یک باز کامل، مربع تعداد هر مجموع باشد، ٢ با برابر میدان مشخصۀ اگر که است ذکر به لازم
هورویتس .([١٢]) دارد وجود نیز ٢ مشخصۀ حالت در هورویتس مسئلۀ از صورتی این، وجود با است.
کدام به ازای شد: مربعی فرم های ترکیب دربارۀ بعدی مطالعات اساس که کرد مطرح نیز را کلی تر مسئله ای

به شکل اتحادی n و s ،r طبیعی مقادیر
(a٢١ + · · ·+ a٢

r)(b
٢١ + · · ·+ b٢

s) = (c٢١ + · · ·+ c٢
n)

زمینه، این در بیشتر مطالعۀ برای است؟ bjها و aiها برحسب دوخطی فرمی ck هر آن، در که دارد وجود
کنید. مراجعه [٢٧] به

طی کرد، پایه ریزی ویت را میدان ها روی مربعی فرم های جبری نظریۀ گرچه فیستر. فرم های .٢ . ۵
ویت کار تأثیر تحت کمتر نیز معدود تعداد همان و شدند نوشته باره این در کمی بسیار مقالات بعد، سال ٢۵
نمی گذاشت.» داخل به قدم هیچ کس ولی بود شده باز «دروازه دارد: زیبا تعبیری باره این در ارف بودند.
در لنتس۶ توسط درس یک ارائۀ از داستان کرد. تغییر دروازه، این از فیستر گذشتن با یک باره وضعیت این
و [٣] آرتین٧ کتاب از مباحثی شامل درس این شد. آغاز مونیخ دانشگاه در ١٩۶٢ تابستان اول نیمسال
مربعی فرم های ترکیب باب در هورویتس کارهای همچنین بود. کلاسیک گروه های مورد در [٩] دیودونه٨
کوچکترین F میدان سطح بودند. شده مرور درس آن در نیز میدان ها سطح مورد در کنزر٩ یادداشت های و
١Adrien-Marie Legendre ٢Carl Ferdinand Degen ٣John T. Graves ۴Arthur Cayley ۵Adolf

Hurwitz ۶Hanfried Lenz ٧Emil Artin ٨Jean Dieudonné ٩Hellmuth Kneser
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چنین اگر نوشت. F در کامل مربع s(F)تا مجموع به صورت می توان را −١ که است s(F) مانند عدد
از پیش .s(C) = ١ و s(R) =∞ مثال، برای .s(F) =∞ می دهیم قرار باشد، نداشته وجود عددی
یک سطح می توانند صحیح مقادیر «کدام که بود کرده مطرح را سؤال این واردن١ در ون ١٩٣٠ سال در آن
مضاربی یا ٨ ،۴ ،٢ ،١ تنها می توانند مقادیر این که داد نشان [١۵] کنزر ١٩٣۴ سال در باشند؟» میدان
یک با را آن و نمود منتشر باره این در را [١٧] مقالۀ لنتس مذکور، درس ارائۀ از بعد کمی باشند. ١۶ از
میدانی کند، صدق بالا شرایط در که s > ۴ هر برای آیا رساند: پایان به میدان ها سطح دربارۀ باز مسألۀ
بعد، ماه چند بود.) شده ثابت ۴ و ٢ ،١ سطح با میدان هایی وجود آن از (پیش دارد؟ وجود  s سطح با
Rn(x١, . . . , xn) در کامل مربع n مجموع به شکل نمی توان را ١+ x٢١ + · · ·+ x٢

n کرد ثابت کَسلز٢
.([٢۶]) کند ارائه ١۶ و ٨ سطح با میدان هایی توانست فیستر حکم، این از استفاده با .[۶] نوشت

biها و aiها از گویا توابعی ckها ،(١ . ۵) در «اگر که کرد مطرح را سؤال این لنتس ١٩۶۴ سال در
وجود مذکور شرط با اتحادی که کرد ثابت فیستر بود؟» خواهد برقرار تساوی n مقادیر کدام به ازای باشند،

کرد. ثابت را هورویتس قضیۀ از تعمیمی فیستر ترتیب این به باشد. دو از توانی n اگر تنها و اگر دارد
یک از اعضایی که است پیوند در موضوع این با میدان ها سطح مسئلۀ که شد متوجه فیستر بعدها
را واقعیت این او می دهند. گروه یک تشکیل می شوند، نوشته کامل مربع ٢nتا مجموع به شکل که میدان
که بود چنین درآورد. تحریر رشتۀ به را ([٢٢] و [٢١]) خود مقالات نخستین و کرد ثابت ١٩۶۵ سال در

شدند. نامیده فیستر فرم های بعداً فرمها این کرد. تعریف را ضربی فرم های فیستر
حالت به آن از پس و تعریف نیست، ٢ با برابر میدان مشخصۀ که حالتی در نخست فیستر فرم های
تعریف مربعی فرم های تانسوریِ حاصل ضرب مفهوم پایۀ بر فرم ها این شدند. داده تعمیم ٢ مشخصۀ
آنها تانسوری حاصل ضرب باشند، V٢ و V١ برداری فضاهای روی مربعی فرم دو q٢ و q١ اگر می شوند:

با که است V١ ⊗ V٢ روی مربعی فرمی می شود، داده نمایش q١ ⊗ q٢ با که

(q١ ⊗ q٢)(v١ ⊗ v٢) := q١(v١)q٢(v٢)

٢nبعدی مربعی فرم باشند. ناصفر α١, . . . , αn ∈ F و charF ̸= ٢ کنیم فرض حال می شود. تعریف

⟨١, α١⟩ ⊗ · · · ⊗ ⟨١, αn⟩

مشابه به طور می دهیم. نمایش ⟨⟨α١, . . . , αn⟩⟩ با را آن و می نامیم nتایی فیستر فرم یک را F روی
برداری فضاهای روی دوخطی فرم دو b٢ و b١ کنیم فرض کرد: تعریف را فیستر دوخطی فرم  های می توان
روی دوخطی فرمی می شود، داده نمایش b١ ⊗ b٢ با که آنها تانسوری حاصل ضرب باشند. V٢ و V١
١Bartel Leendert van der Waerden ٢John William Scott Cassels
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در u٢, v٢ ∈ V٢ هر و u١, v١ ∈ V١ هر برای که است V١ ⊗ V٢

(b١ ⊗ b٢)(u١ ⊗ u٢, v١ ⊗ v٢) := b١(u١, v١)b٢(u٢, v٢)

تانسوری حاصل ضرب با برابر مناسب، پایۀ به نسبت b١⊗ b٢ گرام ماتریس که کنید توجه می کند. صدق
فرم ناصفر، α١, . . . , αn ∈ F برای حال است. b٢ و b١ گرام ماتریس های  کرونکر١ حاصل ضرب یا

٢nبعدی دوخطی
⟨١, α١⟩b ⊗ · · · ⊗ ⟨١, αn⟩b

می دهیم. نمایش ⟨⟨α١, . . . , αn⟩⟩b با را آن و می نامیم nتایی فیستر فرم یک را F روی
و دوخطی فرم های نظریۀ در دشوار مسائل از بسیاری حل برای توانمند ابزارهایی فیستر فرم های
و u بردار دو هر برای که معنی این به است؛ ضربی q فیستر فرم هر که کرد ثابت فیستر است. مربعی
برای مطلب این .q(u)q(v) = q(w) که دارد وجود فضا این در w بردار ،q زمینۀ برداری فضای از v
که است براهماگوپتا٢ اتحاد به موسوم فیبوناچی، اتحاد تعمیم از ساده نتیجه ای یک تایی فیستر فرم های

داریم F میدان از w و z ،y ،x ،a عضوهای برای می کند بیان
(x٢ + ay٢)(z٢ + aw٢) = (xz − ayw)٢ + a(xw + yz)٢.

دو از توانی یا است نامتناهی یا میدان، هر سطح که کرد ثابت فرم ها این از استفاده با فیستر همچنین
برای همچنین است. ٢n با برابر آن سطح که دارد وجود میدانی n هر برای که کرد ثابت او به علاوه است.
مشخصۀ اگر می شود: تبدیل بودن هذلولوی سادۀ مسئلۀ به بودن تک روند دشوار مسئلۀ فیستر، فرم های

.[٢٣] است هذلولوی تک روند، فیستر فرم هر نباشد، ٢ با برابر میدان
توجه با اما می شوند تعریف مشابه به طور فیستر دوخطی فرم های باشد، ٢ با برابر میدان مشخصۀ اگر
فیستر مربعی فرم های تعریف ندارند، وجود ٢ مشخصۀ حالت در قطری منظم مربعی فرم های اینکه به
٢ مشخصۀ حالت در فرم ها این مهم ویژگی های بررسی به بائسا همه، از بیش باشد. متفاوت کمی باید
نیز ٢ مشخصۀ حالت در آورد، به دست فیستر که نتایجی که داد نشان متعددی مقالات در او پرداخت.
فرم یک تانسوری حاصل ضرب مفهوم نیازمند ٢ مشخصۀ حالت در فیستر فرم های تعریف هستند. برقرار
فرم یک b باشند، F میدان روی برداری فضای دو W و V کنیم فرض است: دوخطی فرم یک و مربعی
b ⊗ q فرم q و b تانسوری حاصل ضرب باشد. W روی مربعی فرم یک q و V روی متقارن دوخطی

در w ∈W هر و v ∈ V هر برای که است V ⊗W روی
(b⊗ q)(v ⊗ w) = b(v, v)q(w)

١Leopold Kronecker ٢Brahmagupta
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و a١, . . . , an−١ ∈ F× کنیم فرض n ⩾ ١ برای حال است. b⊗ bq آن، قطبی شکل و می کند صدق
تانسوری حاصل ضرب .an ∈ F

⟨⟨a١, . . . , an−١⟩⟩b ⊗ [١, an]
مثال، برای می دهیم. نمایش ⟨⟨a١, . . . , an]] با را آن و می نامیم F روی nتایی فیستر مربعی فرم یک را
و a ∈ F× برای همچنین .a ∈ F آن، در که است x٢ + xy + ay٢ به شکل یک تایی فیستر فرم

دوتایی فیستر فرم b ∈ F

⟨⟨a, b]] = ⟨١, a⟩ ⊗ [١, b] = [١, b] ⊥ a[١, b]
است. x٢ + xy + by٢ + az٢ + azw + abw٢ فرم همان

یک تایی فیستر مربعی فرم های از مثال هایی ارائۀ با را مقاله این پایین. بعد در فیستر فرم های .٣ . ۵
مشخصۀ که باشد میدانی F کنیم فرض نخست می بریم. پایان به می شوند، ظاهر طبیعی به طور که دوتایی و
جبر یک Fa صورت این در .a ∈ F× آن، در که Fa = F[t]/(t٢ − a) می کنیم تعریف نیست. ٢ آن
به را j که باشد Fa نابدیهی خودریختی ι و Fa در t ردۀ j گیریم است. F روی دو درجۀ از جدایی پذیر
اگر بنابراین می شود. تعریف N(u) = ι(u)u به صورت u نُرم ،u ∈ Fa هر برای می کند. تصویر −j
یک تایی فیستر فرم همان N نگاشت پس .N(u) = x٢ − ay٢ آن گاه ،x, y ∈ F که u = x+ yj

است. ⟨⟨−a⟩⟩ = ⟨١,−a⟩
کواترنیون های جبر از تعمیمی جبرها این می پردازیم. کواترنیون جبرهای نُرم فرم بررسی به اکنون
نیست، ٢ آن مشخصۀ که F میدان روی کواترنیون جبر یک می شوند: تعریف گونه این و هستند حقیقی

شرایط در که است {١, i, j, k} پایۀ با Q مانند بعدی چهار جبر یک
i٢ ∈ F×, j٢ ∈ F×, k = ij = −ji

آن، در که نوشت q = x + yi + zj + wk به شکل می توان را q ∈ Q هر بنابراین می کند. صدق
N(q) = q̄q دستورِ با q نُرم و q̄ = x − yi − zj − wk به صورت q مزدوج .x, y, z, w ∈ F

آن گاه ،b = j٢ ∈ F× و a = i٢ ∈ F× دهیم قرار اگر می شود. تعریف
N(q) = q̄q = x٢ − ay٢ − bz٢ + abw٢.

است. ⟨⟨−a,−b⟩⟩ دوتایی فیستر فرم همان Q نُرم فرم بنابراین
ظاهر مشابه به طور دوتایی و یک تایی فیستر فرم های است، ٢ با برابر میدان مشخصۀ که حالتی در
به صورت F روی دو درجۀ از جدایی پذیر جبر هر باشد. ٢ مشخصۀ با میدانی F کنیم فرض می شوند.
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نابدیهی خودریختی ι و Fa در t ردۀ j کنیم فرض .a ∈ F آن، در که است Fa = F[t]/(t٢ + t+ a)

.ι(u) = x+ y + yj داریم x, y ∈ F که u = x+ yj ∈ Fa هر برای صورت این در باشد. Fa

⟨⟨a]] = [١, a] فیستر فرم همان که N(u) = ι(u)u = x٢+xy+ay٢ با است برابر u نُرم بنابراین
چهار جبر یک یعنی باشد، ٢ مشخصۀ با F میدان روی کواترنیون جبر یک Q کنیم فرض پایان، در است.

روابط در که {١, i, j, k} پایۀ با بعدی
i٢ + i ∈ F, j٢ ∈ F×, k = ij = ji+ j

که نوشت q = x + yi + zj + wk به صورت می توان را q ∈ Q هر صورت این در می کند. صدق
دستورِ با q نُرم و q̄ = x+ y + yi+ zj + wk از است عبارت q مزدوج .x, y, z, w ∈ F

N(q) = q̄q = x٢ + xy + ay٢ + bz٢ + bzw + abw٢

فرم همان Q نُرم فرم که کنید توجه .b = j٢ ∈ F× و a = i٢ + i ∈ F آن، در که می شود تعریف
است. ⟨⟨b, a]]

شد باعث که ارزشمندشان پیشنهادهای به خاطر محترم داوران از مقاله نویسندۀ قدردانی: و تشکر
کاظمی رسول دکتر آقای سازندۀ نظرات از نویسنده همچنین می کند. تشکر کند، پیدا چشمگیری بهبود مقاله

می کند. قدردانی مقاله این مورد در
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