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اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها
خسروی بهمن و خسروی بهنام

چکیده
طراحی در نظیرشان کیلی گراف های و متناهی گروه های کاربرد دربارۀ مقاله، این در
استفاده بدون و عمومی دیدگاهی از اول، گام در منظور این به می کنیم. بحث اَبررایانه ها
عینی مثال هایی ارائۀ با و نوشت خواهیم موضوع این دربارۀ جبری، تخصصی مفاهیم از
را بحث بعدی، گام در دهیم. توضیح را کلی اصول تا کرد خواهیم سعی اَبررایانه ها، از
از استفاده شیوۀ امروزی، اَبررایانه های از مثال هایی ارائۀ با و می گیریم پی تخصصی تر
می دهیم. توضیح محاسباتی ماشین های این طراحی در را گراف نظریۀ و گروه ها نظریۀ

سرآغاز .١
سازه ها ساخت و طراحی در ریاضی، کاربردهای شناخته شده ترین و قدیمی ترین از یکی بی شک
است. بوده منتظم و متقارن ساختارهای از استفاده پایۀ بر تاکنون باستان دوران از که دانشی است.
قدیم، ریاضیات از بزرگ بخشی در لذا و است هندسی ابزارهای بر مبتنی سازه ها، این طراحی روش
سازه های دنیای در اما است. شده پرداخته پرگار و خط کش با هندسی شکل های رسم و طراحی به
ارائه چگونه سازه ها این ساخت الگوریتم های و می شوند ساخته سازه ها چگونه رایانه ای، و مجازی
گرافی و جبری الگوریتم های شناخته شده ترین و قوی ترین از یکی معرفی نوشتار، این هدف می شوند؟
است. استوار کیلی گراف های مفهوم پایۀ بر که است اَبررایانه ها در پردازنده ها شبکه های ساخت برای
مقایسه در را بیشتری بسیار محاسبات انجام قدرت که هستند محاسباتی ماشین هایی اَبررایانه ها،
و شدند معرفی جهان به اَبررایانه ها که بود ١٩۶٠ دهۀ در بار نخستین دارند. معمولی رایانه های با

یال-ترایا. گراف کیلی؛ گراف اَبررایانه؛ اتصال؛ شبکه گراف؛ کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٩ ©
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خسروی بهمن و خسروی بهنام خسروی۶٢ بهمن و خسروی بهنام خسروی۶٢ بهمن و خسروی بهنام ۶٢

دارند محاسباتی علوم در اساسی نقشی اَبررایانه ها امروزه کردند. کسب علم دنیای در ویژه  جایگاهی
طراحی اساس دارند. نقش ... و گاز و نفت اکتشاف اقلیم شناسی، پژوهش های هوا، پیش بینی در و
باید منظور این به است. (همزمان) موازی به صورت پردازنده زیادی تعداد فعالیت ماشین ها، این
شکل بهترین به آنها بین در داده ها تبادل که کنیم متصل یکدیگر به شبکه یک در طوری را پردازنده ها

شود. برقرار
چندپردازنده ای محاسباتی سیستم یک در پردازنده ها بین داده حرکت مسیر تعیین برای که شبکه ای به
نیم از بیش دارای امروزی، قوی اَبررایانه های از بسیاری می شود. گفته اتصال١ شبکه می شود، استفاده
گراف نظریۀ جمله از ریاضیاتی، روش های از استفاده بدون که است روشن و هستند پردازنده  میلیون

است. ناممکن شبکه هایی چنین طراحی گراف، جبری نظریۀ و
ساختارهای مورد در کلی مفاهیم و تعریف ها بیان از پس و اتصال شبکه های مطالعۀ هدف با
ارائه را مطالبی عمومی، رویکردی با بعدی، بخش در می کنیم. تقسیم بخش سه به را بحث گرافی،
مطالعۀ با بتواند او و باشد استفاده قابل جبری، مفاهیم با ناآشنا ولی علاقه مند خوانندۀ برای که می دهیم
دست اَبررایانه ها در پردازنده ها شبکه های طراحی بحث از درست درکی به چهارم، و سوم بخش های
تخصصی تر را بحث گراف، نظریۀ و گروه نظریۀ در پایه ای مفاهیم از استفاده با چهارم، بخش در یابد.
ریشۀ همچنین می کنیم. ارائه گروه ها نظریۀ به ویژه و جبری مفاهیم پایۀ بر روش هایی و می گیریم پی
سعی متن سرتاسر در کرد. خواهیم ذکر گراف نظریۀ و گروه ها نظریۀ  زبان به را سوم بخش مطالب
و بیابد آنها در را بحث ادامۀ تا شود کمک علاقه مند خوانندۀ به مناسب، مراجع معرفی با است شده

دهد. ادامه را خود مطالعات تمایل، صورت در

مقدمات .٢
کار اساس کردیم، ذکر پیشتر چنان که می کنیم. آغاز موازی محاسبات مفهوم یادآوری با را کار
بیان را موازی محاسبات تعریف نخست دلیل، این به است. موازی محاسبات پایۀ بر اَبررایانه ها
آن، در که است محاسبات از گونه ای موازی، محاسبات می پردازیم. آن توضیح به مثال، با و می کنیم
مسائل حل برای تا می کند کمک ما به فرآیند این می شود. انجام همزمان به طور محاسبه زیادی تعداد
جواب ها، دادن قرار هم کنار در و آنها همزمان حل با و کنیم تقسیم کوچکتر مسائلی به را آنها بزرگ،

بیابیم. را اصلی مسئلۀ نهایی جواب
زیر اعداد مجموع می خواهیم کنید. توجه زیر سادۀ مثال به محاسبات، نوع این بهتر درک برای

کنیم: حساب را
{٧, ١١, ١۵, ٢۶, ۴٢, ١۶, ٢٧, ٧۵, ٣, ١٣}.

١interconnection network



۶٣ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ۶٣گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ۶٣گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها
مانند عضوی دو زیرمجموعه هایی به را مجموعه کار، این برای

{٧, ١١}, {١۵, ٢۶}, {۴٢, ١۶}, {٢٧, ٧۵}, {٣, ١٣}

می کنیم حساب همزمان را بالا عضوی دو مجموعه های عضوهای مجموع بعدی، گام در می کنیم. افراز
می آوریم: به دست را زیر جواب های و

١٨, ۴١, ۵٨, ١٠٢, ١۶.

مانند عضوی دو حداکثر مجموعه هایی به را آمده به دست اعداد دیگر بار بعد، مرحلۀ در

١٨ + ۴١ = ۵٩, ۵٨ + ١٠٢ = ١۶٠, ١۶

می رسیم: زیر اعداد به بالا، روند تکرار با بعد، مرحلۀ در می کنیم. حساب همزمان را آنها مجموع و افراز

۵٩ + ١۶٠ = ٢١٩, ١۶.

می آید. به دست ٢٣۵ نهایی جواب قبل، مرحلۀ جواب دو گذاشتن هم کنار با پایانی، گام در
اتصال، شبکه های مدل توصیف در که می پردازیم گراف نظریۀ از کلی مفاهیم برخی بیان به حال
E و ناتهی مجموعۀ یک V آن، در که است (V,E) مانند مرتبی زوج Γ گراف یک نیازمندیم. آنها به
E عضوهای و Γ گراف رأس های را V عضوهای است. V عضوی دو زیرمجموعه های از مجموعه ای
مقاله، این در می نامیم. Γ گراف مرتبۀ را V مجموعۀ عضوهای تعداد می نامیم. Γ گراف یال های را
به ترتیب، را Γ یال های مجموعۀ و رأس ها مجموعۀ است. متناهی گراف ها همۀ مرتبۀ که می کنیم فرض
y و x می گوییم باشد، Γ از یالی e = {x, y} اگر می دهیم. نشان E(Γ) و V (Γ) نمادهای با
رأس با که را Γ از رأس هایی مجموعۀ دارند. قرار  {x, y} یال بر y و  x رأس های و هستند مجاور
بزرگترین و کوچکترین می نامیم. v درجۀ را v همسایگی عضوهای تعداد و v همسایگی مجاورند، v
درجه اش که را رأسی می دهیم. (Γ)∆نمایش و δ(Γ)نمادهای با به ترتیب، گرافΓرا رأس های درجۀ
را گراف آن باشد، k عدد با برابر رأس ها همۀ درجۀ ،Γ گراف در اگر می خوانیم. تنها رأس باشد، صفر
می کنیم استفاده شناخته شده گراف های برخی از مقاله، این در می گوییم. منتظم) (به اختصار، k-منتظم
گراف با که خواننده ای ولی نمی پردازیم آنها دربارۀ بحث به نوشتار، شدن طولانی از اجتناب برای که
همان یا ستاره ای گراف های ،Kn,m دوبخشی کامل گراف دوبخشی، گراف ،Kn رأسی n کامل

کند. مراجعه [۵] به می تواند نیست، آشنا Cn n-دور گراف و K١,n



خسروی بهمن و خسروی بهنام خسروی۶۴ بهمن و خسروی بهنام خسروی۶۴ بهمن و خسروی بهنام ۶۴

متوالی رأس دو آن، در که vn ،. . . ،v٠ مانند رأس ها از تکرار بدون دنباله ای به ،Γ گراف در
نماد با را آن و می گوییم n طول به مسیر یک هستند، مجاور

v٠ − v١ − · · · − vn−١ − vn

بین مسیر دو به است. گراف آن رأس های بین فاصلۀ بیشینۀ برابر Γ گراف قطر می دهیم. نشان
مستقل١ مسیر s− t دو ندارند، t و s خود بجز مشترکی رأس هیچ که گراف یک از t و s رأس های
گراف را آن وگرنه همبند باشد، داشته وجود مسیر یک آن رأس دو هر بین که را گرافی می گویند.

می خوانیم. ناهمبند
گراف یک اتصال، شبکۀ هر به که صورت این به می سازیم شبکه ها برای گرافی مدل یک اکنون
گراف این در رأس دو و می گیریم نظر در گراف رأس های مجموعۀ را پردازنده ها مجموعۀ می کنیم: نظیر
وجود نظیرشان پردازنده های بین (سیم) مستقیم ارتباط یک اگر می کنیم وصل هم به یال یک با را
دانست. گراف یک را شبکه یک و شبکه یک را گراف یک می توان همیشه عمل، در باشد. داشته
استفاده یکدیگر به جای واژه دو این از معمولا شبکه ها، به ویژه و رایانه علوم متون در دلیل، همین به
اتصال شبکۀ یک در مطلوب کمیت های و مفاهیم می توان شبکه ها، گرافی مدل به کمک .[٢٢] می شود
اتصال شبکۀ یک ساخت و طراحی برای گراف، نظریۀ نتایج و قضیه ها از و ترجمه گراف ها زبان به را
مسائلی اول، هستیم. مواجه مسئله نوع دو با اتصال، شبکه های طراحی در کلی، به طور کرد. استفاده
محدودیت های به توجه با که مسائلی دوم، و مطلوب ویژگی های با شبکه ای ساخت به مربوط نظری
برای می کنند. ایجاد محدودیت هایی نیز اول دستۀ مسائل روی بر آن، به دنبال و می شوند ایجاد فناوری

می کنیم. بحث سوئیچ ها و سیم ها از ناشی محدودیت های دربارۀ اندکی مسئله، نوع دو این توضیح
در می تواند که است داده ای کل میزان اتصال، شبکۀ یک بازده در مؤثر پارامترهای مهم ترین از
شبکه، یک در می نامیم. داده٢ مسیر پهنای را مقدار این کند. عبور اتصال یک از زمانی واحد یک
می شود استفاده سوئیچ به موسوم قطعاتی از پردازنده ها، به (سیم ها) مستقیم ارتباط های اتصال برای
داده ای میزان که کنید توجه دارند. عهده به را خروجی و ورودی داده های تبادل و تنظیم مسئولیت که
بیشینۀ که است ثابت عددی کند، عبور زمانی واحد یک در شبکه داخل سوئیچ یک از می تواند که
در قیدهایی سوئیچ، یک باند پهنای بیشینۀ و داده مسیر پهنای می شود. نامیده سوئیچ٣ باند پهنای
هر بالا، کمیت دو می شوند. ناشی فناوری محدودیت های از که هستند مطلوب اتصال شبکۀ طراحی
و محاسبات انجام باشند، بزرگتر هرچه و هستند استفاده شده سوئیچ های و سیم ها مشخصات از دو
ورودی دادۀ میزان دیگر، سوی از .[٢٢] می شود انجام بیشتری سرعت با شبکه، در اطلاعات تبادل
١ independent path ٢dِata path width ٣mِaximum bandwidth of a switch



۶۵ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ۶۵گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ۶۵گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها
آن به متصل مستقیم اتصالات تعداد در مسیر پهنای حاصلضرب با برابر شبکه، در سوئیچ یک به
بیشینۀ از بزرگتر نمی تواند سوئیچ یک به ورودی دادۀ شبکه، طراحی زمان در چون پس است. سوئیچ
گراف درجۀ بیشینۀ برای بالا کران یک ایجاد باعث فناوری محدودیتِ دو این باشد، باندش پهنای
هر از عبور قابل دادۀ میزان ١٩٩٢ سال در مثال، برای می شوند. شبکه ها طراحی در استفاده مورد
مسیر پهنای و ثانیه بر بایت ١٠٠٠ با برابر ،[٢٢] در مطالعه مورد محاسباتی ماشین های در سوئیچ
درجه هایی شده اند، بررسی [٢٢] در که گراف هایی نتیجه در بود. ثانیه بر بایت ١۵٠ با برابر نیز داده
یعنی فوجیتسو، شرکت معروف ابررایانۀ در ٢٠١٢ سال در اما داشتند. ⌈ ١٠٠٠١۵٠ ⌉ = ٧ از کوچکتر
۴ انتقال قابلیت آن مستقیم ارتباط هر که شد استفاده سوئیچ هایی و سیم ها از فوجیستو١، رایانۀ K
دهد. عبور را داده ثانیه بر گیگابایت ۴٠ می توانست نیز آن سوئیچ هر و داشت را ثانیه بر گیگابایت
با بنابراین .[١] است ١٠-منتظم گراف یک توفو٢، به موسوم اَبررایانه این اتصال شبکۀ که کنید توجه
به دلیل که گراف هایی که می شود دیده زمان، گذشت اثر در شبکه ها طراحی در قیدها این اساسی تغییر
است ممکن گیرند، قرار استفاده مورد حال زمان در نمی توانند سوئیچ ها باند پهنای بیشینۀ محدودیت
شبکه ها دربارۀ نظری مطالعات انجام مبنای حقیقت، این باشند. مناسب بسیار گزینه هایی آینده در
محدودیت های به دلیل ولی دارند بالایی بازدهی که شبکه هایی طرح های ارائه دلیل، این به و است

است. طبیعی امری ندارند، اقتصادی توجیه یا و نیستند استفاده قابل حاضر حال در فناوری،
ذکر را سریع ابررایانۀ یک طراحی در مطلوب اتصال شبکۀ یک اساسی ویژگی های از برخی اکنون
ترجمه گراف نظریۀ زبان به را آنها اتصال، شبکه های گرافی مدل به کمک بعدی، بخش در می کنیم.
بنیادی ترین از واقع در که بخواند [٢٢] در را بیشتر جزئیات می تواند علاقه مند خوانندۀ می کنیم.
این در ما مرجع اصلی ترین و اتصال شبکه های طراحی در گروه ها نظریۀ از استفاده زمینۀ در مقالات

است. مقاله
زیرا باشد، ممکن میزان کمترین پردازنده، دو هر بین فاصلۀ می خواهیم اتصال، شبکۀ یک در (١)
بازگشت زمان سپس و دیگر پردازنده ای به پردازنده یک از داده یک ارسال برای نیاز مورد زمان
با محاسبات باشد، بزرگتر تأخیر این هرچه و است شبکه در ارتباطی تأخیر اول، پردازندۀ به پیام
هرچه و است اهمیت حائز نیز انرژی مصرف نظر از مسئله، این می شوند. انجام کمتری سرعت

می شود. کمتر نیز انرژی مصرف باشد، کوچکتر اتصال شبکۀ قطر
با یا و آنها از تعدادی افتادن کار از با پردازنده ها، بین ارتباط می خواهیم اتصال، شبکۀ یک در (٢)
می کنیم سعی منظور، این به بماند. برقرار ممکن حد تا مستقیم، ارتباط های برخی رفتن بین از
افتادن کار از با که مستقیمی ارتباط های یا و پردازنده ها تعداد که کنیم طراحی گونه ای به را شبکه
١Fujitsu’sK computer ٢Tofu
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بزرگ است، ممکن که آنجا تا نشود، قطع اتصال شبکۀ در پردازنده ها بین ارتباط همچنان آنها،
می شود. یاد تحمل-نقص١ نام با مسئله این از باشد.

سیم هایی (تعداد پردازنده ها بین مستقیم ارتباط های تعداد هرچه اتصال، شبکۀ یک طراحی در (٣)
به می شود. بیشتر نظیرش ابررایانۀ ساخت هزینۀ باشد، بیشتر دارند) قرار پردازنده ها بین که
آنجا تا اتصال، شبکۀ یک در استفاده مورد سیم های کل تعداد که است این مطلوب دلیل، همین

باشد. کم است، ممکن که
الگوریتمی پردازنده ، دو هر بین داده ها ارسال برای می خواهیم اتصال، شبکۀ یک طراحی در (۴)
نیاز زیادی محاسبات به الگوریتم، این اگر باشد. داشته وجود شبکه در مسیریابی برای ساده
محاسبات سرعت و اتصال شبکۀ در تأخیر ایجاد باعث مسیریابی برای لازم زمان باشد، داشته
به کار الگوریتم است بهتر شبکه، در مسیریابی بیشترِ ساده سازیِ به منظور و هدف این با می شود.

باشد. یکسان رأس ها همۀ در رفته
رأس دو بین معمول مسیر از نمی توانیم (گره) اتصال یک روی بار تراکم به دلیل گاهی چون (۵)
کند، فراهم را جایگزین مسیری بتواند که روشی داشتن کنیم، استفاده داده انتقال برای شبکه،
یافتن برای نیز ساده الگوریتمی اتصال، شبکه های طراحی در که داریم تمایل لذا است. ضروری

باشیم. داشته اختیار در جایگزین مسیرهای

اتصال شبکه های و گراف ها .٣
مطلوب، شبکۀ یک برای قبل بخش در معرفی شده ویژگی های ترجمۀ به نخست بخش، این در
ویژگی ها این که گراف هایی از مثال هایی ارائۀ با را خود کار سپس و می پردازیم گراف نظریۀ زبان به

می گیریم. پی دارند، را
رأس یک از پیام یک ارسال برای تأخیر بیشینۀ نشان دهندۀ اتصال، شبکۀ یک نظیر گراف قطر (i)
است شبکه ای ساخت معادل شبکه ها، طراحی در (١) ویژگی واقع، در است. دیگر رأسی به

باشد. ممکن قطر کوچکترین دارای که
حذف بحث با را کار و معرفی را گرافی کمیت دو گراف، نظریۀ زبان به (٢) ویژگی تعبیر برای (ii)
با برابر می دهیم، نمایش f(Γ) با را آن که Γ گراف یک تحمل-نقص می کنیم. آغاز رأس ها
رأس یک به تبدیل نه و شود ناهمبند نه گراف آنها، حذف با که است رأس هایی تعداد بیشینۀ
گراف اگر مثال، برای می شود؛ گرفته نظر در ممکن حالت بدترین تعریف، این (در تنها شود
می شود، ناهمبند گراف ،K١,۵ در ۵ درجۀ با رأس حذف با چون آن گاه بگیریم، نظر در را K١,۵
١fault-tolerence



۶٧ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ۶٧گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ۶٧گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها
جداساز١ مجموعه ا ی گرافΓرا رأس های از مجموعه یک است). صفر گراف این تحمل-نقص
کمترین با جداساز Wمجموعه ای اگر ناهمبند شود. باقیمانده گراف آنها، حذف با اگر می نامیم
به قادر یعنی کند؛ تحمل را نقص |W |− ١ می تواند حداکثر Γ گراف آن گاه باشد، عضو تعداد
می نامیم. رأسی٢ همبندیِ را آن و κ(Γ) = |W | می کنیم تعریف نیست. نقص |W | تحمل
گراف، رأسی همبندیِ محاسبۀ مسئلۀ حل نتیجه در .f(Γ) = κ(Γ) − ١ صورت، این در
مسئلۀ مشابه، طریق به به عکس. و می شود منجر گراف تحمل-نقص محاسبۀ مسئلۀ حل به
نمایش λ(Γ) نماد با را آن که Γ گراف یالی همبندیِ می شود. مطرح گراف یک یالی٣ همبندیِ

می شود. ناهمبند گراف آنها، حذف با که است یال هایی تعداد کمترین با برابر می دهیم،
به طور و v بر واقع یال های همۀ حذف ،Γ گراف در v رأس هر برای که است روشن

لذا و می کند ناهمبند را گراف ،v مجاورِ رأس های مشابه،

κ(Γ) ≤ δ(Γ), λ(Γ) ≤ δ(Γ).

اگر است بهینه۴) تحمل-نقص (یا ممکن بیشینۀ رأسی همبندیِ دارای Γ گراف می گوییم
که صورتی در گوییم ممکن بیشینۀ یالی همبندیِ دارای را Γ گراف مشابهاً، .κ(Γ) = δ(Γ)

شرایط بهترین اتصال، شبکه های طراحی در (٢) ویژگی به توجه با بنابراین .λ(Γ) = δ(Γ)

یالی همبندیِ و ممکن بیشینۀ رأسی همبندیِ با گراف هایی یافتن مسئلۀ به منجر انتظار، مورد
می شود. ممکن بیشینۀ

است. ممکن یال تعداد کوچکترین با گرافی ساخت معادل شبکه ها، طراحی در (٣) ویژگی (iii)
کارا بسیار روشی کرد، خواهیم استفاده آن از نیز ما که مسئله این حل در رایج روش های از یکی
داشته رأسی n k-منتظم گراف یک اگر که کنید توجه است. منتظم گراف های بر مبتنی ساده و
شبکۀ ساخت مسئلۀ در پس است. nk/٢ با برابر گراف یال های کل تعداد آن گاه باشیم،
استفاده منتظمی گراف های از رفته، به کار سیم های کل تعداد کردن کوچک برای مطلوب،
طراحی در منتظم گراف های از استفاده باشد. کوچک ممکن حد تا آنها درجۀ که می کنیم
که کنید توجه دارد. نیز دیگری مزیت کار، این و نیست بالا بحث سادگی به دلیل تنها شبکه ها،
یکسان به صورت وزن می شوند، استفاده سازه ها ساخت در که متقارن هندسی ساختارهای در
گراف های انتخاب با کنیم سعی نیز اتصال شبکه های ساخت در که است بدیهی می گردد. توزیع

کنیم. توزیع یکسان به صورت را داده جریان منتظم،
١separating set ٢Vertex-connectivity ٣Edge-connectivity ۴optimal fault-tolerence
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عمل در پردازنده، دو بین مسیریابی مسئلۀ اتصال، شبکۀ یک نظیر گراف تعریف به توجه با (iv)
از که مسئله این است. دیگر رأسی به گراف رأس یک از مسیری کردنِ پیدا مسئله همان
الگوریتم (مانند متنوع الگوریتم هایی دارای است، گراف نظریۀ در مسائل شناخته شده ترین
یافت. را گراف یک در رأس دو بین مسیر کوتاه ترین می توان آنها به کمک که است دیکسترا١)
صرف بر علاوه که هستند محاسباتی نیازمند که است این الگوریتم ها این اغلب اشکال اما
الگوریتم یک اما می شود. نیز اتصال شبکۀ در تأخیر ایجاد باعث آنها، انجام برای ماشین توان
با نخست بعدی، بخش در سؤال، این به پاسخ برای می شود؟ نوشته چگونه ساده مسیریابی
به طور آخر، بخش در سپس و می پردازیم بحث این شهودیِ توضیح به ابرمکعب ها از استفاده
گراف هایی روی را الگوریتم ها این ساخت ریشۀ گروه ها، نظریۀ در مطالبی از استفاده با و کلی تر

می دهیم. توضیح کیلی گراف های به موسوم
الگوریتم های به کمک (iv) مشابه می توان نیز را گراف ها در جایگزین مسیرهای کردن پیدا مسئلۀ (v)
این در مناسب الگوریتم هایی ارائۀ برای که داریم توجه اگرچه کرد. حل گراف ها در مسیریابی
این نخست ادامه در هستیم. پیشرفته  ابزارهایی از استفاده نیازمند بالا مانند هم باز مورد،

داد. خواهیم توضیح کیلی گراف های مورد در سپس و اَبرمکعب ها مورد در را موضوع

k-منتظم گرافی ساخت مسئلۀ به منجر مطلوب، اتصال شبکۀ ساخت مسئلۀ ترتیب، این به
همبندیِ حال، عین در و باشند کوچک ممکن جای تا k و D آن، در که می شود D قطر با Γ مانند
طراحی مسئلۀ که دید می توان اینجا تا پس باشند. بزرگ ممکن جای تا آن یالی همبندیِ و رأسی
با (که می شود منجر D قطر و ∆ بیشینۀ درجۀ قید با گرافی ساخت مسئلۀ به مطلوب، اتصال شبکۀ
مسئله این باشد). بزرگ عددی رأس هایش تعداد ممکن، جای تا داریم تمایل امروزه، نیازهای به توجه
با تاکنون و است موسوم درجه-قطر مسئلۀ به می آید، حساب به گراف نظریۀ مسائل مهم ترین از که
هم که منتظم گرافی ساخت .[١۵ ،٨] است گرفته قرار مطالعه مورد گسترده به طور مختلف ابزارهای
قطر با گراف های عموماً زیرا نیست، ساده چندان باشد، کوچک درجۀ دارای هم و کوچک قطر دارای
یکدیگر با تضاد در به نوعی مطلوب، شبکه یک ویژگی دو این لذا هستند. بزرگ درجۀ دارای کوچک،

هستند.
کار که است شبکه قطر و داده مسیر پهنای بین رابطۀ اتصال، شبکه های طراحی در دیگر مسئلۀ
N١ شبکۀ کنید فرض ارتباط، این بهتر درک برای می دهد. قرار تأثیر تحت مستقیم به طور را طراحی
اگرچه باشد. µ

٢ قطر و d٢ دادۀ باند پهنای دارای N٢ شبکۀ و باشد µ قطر و d دادۀ باند پهنای دارای
شبکه دو این است، N١ شبکۀ در داده باند پهنای و قطر نصف داده، باند پهنای و قطر N٢ شبکۀ در
١Dijkstra’s algorithm



۶٩ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ۶٩گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ۶٩گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها
برابر دو هر در داده ها، از یکسانی میزان دریافت و فرستادن برای لازم زمان یعنی دارند؛ بازده یک
بازگشت سپس و دیگر رأسی به N١ رأس یک از بایت d فرستادن برای لازم زمان که کنید توجه است.
است، d/٢ داده، باند پهنای چون N٢ شبکۀ در دیگر، طرف از است. ٢µ با برابر اولیه، رأس به پیام
بازده بنابراین است. ٢µ با برابر نیز دیگر رأسی به N٢ رأس یک از بایت d فرستادنِ برای لازم زمان
معنای به لزوماً اتصال، شبکۀ یک مؤثر پارامترهای کردن کوچک لذا و است یکسان شبکه دو این

.[٢٢] نیست آن بازده بهبود
در دارد. وجود تضاد نوعی نیز مطلوب شبکۀ یک درجۀ و یالی همبندیِ یا رأسی همبندیِ بین
و است بیشتر آن یالی همبندیِ و رأسی همبندیِ باشد، بیشتر منتظم گراف یک درجۀ هرچه واقع،
گراف های ١ شکل در مثال، برای می شود. کمتر یالی همبندیِ و رأسی همبندیِ باشد، کمتر درجه هرچه

کنید. مقایسه را K۴ و C۴
مستقل مسیر s − t ،p حداقل ،t و s متمایز رأس دو هر بین ،Γ مثل گرافی در کنیم فرض
قطع گراف این در را t و s رأس های بین ارتباط بخواهیم اگر صورت، این در باشد. داشته وجود
متمایز دوبه دو رأس ها این چون که کنیم حذف را رأس یک مستقل، مسیر s − t هر از باید کنیم،
t و s رأس های زوج بین در مستقل مسیرهای s − t تعداد هرچه بنابراین .p ≤ κ(Γ) هستند،
این تعداد که دید خواهیم بعدی بخش در بود. خواهد بیشتر رأسی همبندیِ باشد، بیشتر گراف در
مرحله این در آنچه ولی ببینید) را ٣ . ۴ (قضیۀ دارد رأسی همبندیِ مفهوم با دقیق تر پیوندی مسیرها،

است. κ(Γ) برای پایین کران همین تنها کرد، خواهیم استفاده آن از
با و می پردازیم اتصال شبکه های ساخت در مشهور گراف های از گونه دو روی بحث به اکنون
این مقایسه با سپس هستند. بالا شرایط دارای که می دهیم توضیح را گراف هایی ویژگی های مثال،
هستند. دیگر شبکه های با مقایسه در نسبی برتریِ دارای شبکه ها بعضی چرا که می دهیم نشان گراف ها،
اتصال شبکۀ یک طراحی عملی، دیدگاه در و است نظری دید از شبکه، یک برتری از ما منظور اینجا در
فیزیکی پیاده سازی هزینۀ یا سیم کشی، هزینۀ و سیم ها طول مانند دیگری متعدد پارامترهای به ایده آل،
.[٨] است خارج ما بحث از آن، مطالعۀ و است سخت افزاری بحثی که است وابسته نیز غیره و شبکه

اَبرمکعب ها اتصال، شبکه های طراحی در رفته به کار گراف های نخستین از یکی اَبرمکعب ها. .٣ . ١
نمایش از سادگی، برای اینجا در که کرد معرفی می توان گوناگون روش های به را گراف ها این هستند.
ریشۀ کیلی، گراف مفهوم معرفی از پس و بعد بخش در می کنیم. استفاده ١ و ٠ دنباله های به کمک آنها
می کنیم تعریف صورت این به را Qn گراف ،n ∈ N هر برای کرد. خواهیم بیان را تعریف این اصلی
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کامل گراف های و دورها اَبرمکعب ها، از ١.مثال هایی شکل

یعنی است، ١ و ٠ درایه های با مرتب nتایی های همۀ مجموعۀ آن، رأس های مجموعۀ که

V (Qn) = {(x١, . . . , xn) | x١, . . . , xn ∈ {٠, ١}}

اندیس اگر هستند مجاور گراف این در y = (y١, . . . , yn) و x = (x١, . . . , xn) رأس دو و
.xj ̸= yj یعنی باشند، داشته فرق هم با jاُم درایۀ در فقط y و x که باشد موجود j ∈ {١, . . . , n}

.(١ (شکل می گویند nبعدی اَبرمکعب را گراف این
توجه ابتدا می کنیم. استفاده Q٣ گراف روی بحث از ، اَبرمکعب ها پایه ای ویژگی های بیان برای
این پس است، شده تشکیل ١ و ٠ درایه های با nتایی های از Qn رأس های مجموعۀ چون که کنید
Qn در x = (x١, . . . , xn) رأس هر که کنید دقت دیگر، طرف از است. رأس ٢n دارای مجموعه
در جدید رأس یک ،x = (x١, . . . , xn) درایۀ هر تغییر با زیرا است، متصل دیگر رأس n به دقیقاً
مرتب nتایی دو این حداکثر ،y و x رأس دو هر به ازای است. مجاور آن با که می آید به دست Qn

گام به گام تغییرِ و x = (x١, . . . , xn) از شروع با لذا و باشند متمایز درایه n در که است ممکن
یک با حداکثر هستند، متفاوت مقادیر دارای که y = (y١, . . . , yn) در درایه هایی با آن درایه های
در یافت. را  y و x بین مسیر کوتاه ترین می توان بنابراین رسید. y به x از می توان n طول به مسیر
مسیرِ یک بخواهیم اگر بالا، فرآیند از مرحله هر در دیگر، سوی از است. n برابر Qn گراف قطر نتیجه
بر آمده، به دست جدید رأس از و دهیم تغییر را دیگر درایۀ یک است کافی آوریم، به دست جایگزین
مسیریابی اَبرمکعب ها، سادۀ اتصال قانون به دلیل بسازیم. y به مسیری بالا، الگوریتم همان اساس
یا و جبری ابزارهای به کمک که است ساده ای الگوریتم های دارای آنها، در جایگزین مسیر یافتن و

.[١٠] می شوند ارائه هندسی



٧١ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٧١گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٧١گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها

وجود دو آن بین مستقل مسیر سه همیشه ،Q٣ در دلخواه y و x رأس دو هر به ازای که کنید توجه
داریم. را زیر مسیرهای (١, ٠, ١) و (٠, ٠, ٠) بین مثال، برای دارد.

(١, ٠, ١)− (١, ٠, ٠)− (٠, ٠, ٠), (١, ٠, ١)− (٠, ٠, ١)− (٠, ٠, ٠),

(٠, ٠, ٠)− (٠, ١, ٠)− (٠, ١, ١)− (١, ١, ١)− (١, ٠, ١).
برای لذا .[٨] دارد وجود مستقل مسیر n حداقل ،Qn رأس دو هر بین که می شود ثابت کلی حالت در
که همان طور هستیم. رأس n دست کم حذف نیازمند آن، شدنِ تنها رأس یا Qn گراف شدنِ ناهمبند

پس است. Qn گراف درجۀ کوچکترین با مساوی یا از کوچکتر گراف، رأسی همبندیِ دیدیم،
n ≤ κ(Qn) ≤ δ(Qn) = n

است، n با برابر نیز Qn یالی همبندیِ که داد نشان می توان مشابه به طور .κ(Qn) = n بنابراین و
هستند. بیشینه یالی همبندیِ و رأسی همبندیِ دارای اَبرمکعب ها این رو از .λ(Qn) = n یعنی
و است n قطر و n درجۀ رأس، ٢n دارای گراف این که گفت می توان بالا، بحث های جمع بندی با

است. بیشینه یالی همبندیِ و بیشینه رأسی همبندیِ دارای به علاوه
رأس های می توان گراف ها، این ساخت برای مرتب nتایی های از استفاده به دلیل که کنید توجه
گراف های (به باشد Qn−١ گراف یک بخش، هر که کرد تقسیم بخش دو به به نحوی را Qn گراف
کار در بازگشتی روش های از استفاده امکان حقیقت این کنید). دقت ١ شکل در Q٣ و C۴ = Q٢
سوی در می آید. حساب به اَبرمکعب ها مزیت های از دیگر یکی که می کند فراهم را گراف ها این با
این به و است دشوار کاری سه بعدی، یا بعدی دو فضای در اَبرمکعب ها فیزیکی پیاده سازی مقابل،

است. گران نسبتاً آنها ساخت دلیل،
انتخابی گراف ها، این که است شده باعث آنها سادۀ ساختار و اَبرمکعب ها تقارنی ویژگی های
مبنای بر زیادی محاسباتی ماشین های ابتدا، همان از و باشند اتصال شبکه های طراحی در مناسب
روی مطالعات نخستین .[٢۴] شدند معروف اَبرمکعبی اَبررایانه های نام به بعدها که شدند ساخته آنها
سخت افزار شد. انجام میشیگان دانشگاه از پلی٢ و اسکوایر١ توسط ١٩۶٣ سال در اَبررایانه ها این
بیست تقریباً بود، ١٢بعدی اَبرمکعب یک مبنای بر که آنها پیشنهادی طرح اجرای برای نیاز مورد
استرتچ٣ آی بی ام یعنی ،١٩۶۴ تا ١٩۶١ سال های ابررایانۀ سریع ترین در رفته به کار سخت افزار برابر
اَبررایانه ساخت طرح این استرتچ، آی بی ام با مقایسه در نسبی مزیت های وجود با نتیجه در بود.

نشد. عملیاتی و نداشت اقتصادی توجیه
١Squire ٢Palais ٣IBM Stretch



خسروی بهمن و خسروی بهنام خسروی٧٢ بهمن و خسروی بهنام خسروی٧٢ بهمن و خسروی بهنام ٧٢

گرفتند قرار توجه مورد دوباره گراف ها این ،١٩٧٠ دهۀ اوایل در ریزپردازنده ها فناوری پیشرفت با
باز فراوان، مزیت های علی رغم که شد ارائه آنها مبنای بر گوناگون طرح هایی ،١٩٨٠ دهۀ اوایل تا و
اولین ،١٩٨٣ سال در اینکه تا نشدند. اجرایی ساخت، هزینه های بودن گران و اقتصادی دلایل به
کالیفرنیا فناوری مؤسسۀ در همکارانش و سایتز٢ توسط کیهانی،١ مکعب به موسوم اَبرمکعبی اَبررایانۀ
در اَبررایانه این بود. مؤسسه این در سری این از اَبرمکعبی ابررایانۀ نخستین واقع، در که شد ساخته
وظایف از بسیاری و بود برخوردار بهتری بسیار عملکرد از هم قیمت، رایانه های ردۀ در خودش زمان
اَبررایانه ها این از دیگری انواع آن، از پس .[٢٣ ،١٠] داد انجام شکل بهترین به را خود محاسباتی
سریع اَبررایانه های صدرنشین امروزه، البته که شدند ساخته جهان متعدد دانشگاه های و مؤسسات در
محاسباتی، ماشین های این از فهرستی دیدن برای می تواند علاقه مند خوانندۀ نمی آیند. حساب به جهان

کند. مراجعه [١٠] به
کریشنامورتی۴ و اکرز٣ توسط بار نخستین ستاره ای، کیلی گراف های ستاره ای. کیلی گراف های .٣ . ٢
پژوهشگران توسط گسترده به طور بعدها و شدند معرفی شبکه ها طراحی در مناسب گراف به عنوان [٣]
را مفهوم چند تعریف نخست ستاره ای، کیلی گراف های معرفی برای گرفتند. قرار مطالعه مورد دیگر
را {١, . . . , n} مجموعۀ روی f دوسویی تابع باشد. طبیعی عددی n کنیم فرض می کنیم. یادآوری

که به طوری باشند موجود ١ ≤ i < j ≤ n اگر گوییم ترانهش یک

f(x) =


i x = j اگر
j x = i اگر
x اگرنه

مجموعۀ روی ترانهش (n٢) تعداد به ،n ∈ N هر برای می دهیم. نمایش (ij) نماد با را ترانهش این
گراف باشد. {١, . . . , n} روی ترانهش ها از مجموعه یک T کنیم فرض دارد. وجود {١, . . . , n}
گراف این در رأس دو و است {١, . . . , n} رأس هایش مجموعۀ که است گرافی T نظیر ترانهشی
می شود ایجاد (ij) ترانهش یک توسط یال هر گراف، این در بنابراین .(ij) ∈ T اگر هستند مجاور

از است عبارت گراف این یال های مجموعۀ واقع، در و است T عضو که
{{i, j} | (ij) ∈ T}.

است K١,n−١ گراف همان T = {(١٢), (١٣), · · · , (١n)} مجموعۀ نظیر ترانهشی گراف مثلا
همۀ مجموعۀ می کنیم. تعریف را STn ستاره ای کیلی گراف حال است. شده رسم ٢ شکل در که
١cosmic cube ٢Seitz ٣Akers ۴Krishnamurth



٧٣ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٧٣گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٧٣گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها

T = {(١٢), · · · , (١n)} مجموعۀ جایگشتی گراف .٢ شکل

می کنیم فرض و می گیریم نظر در STn رأس های مجموعه را {١, . . . , n} روی دوسویی تابع های
که به طوری باشد موجود ١ ≤ i ≤ n اگر مجاورند STn در g و f دوسویی تابع های

f(١) = g(i), f(i) = g(١)
برای که دید می توان به سادگی صورت، این در .f(x) = g(x) باشیم داشته x ̸= ١, i هر برای و
توسط ،STn گراف در {f, g} یال می گوییم حالت این در .f ◦ (١i) = g داریم (١i) ترانهش
با می کنیم. محاسبه را ST٣ گراف ساختار، این بهترِ توضیح برای است. شده ایجاد (١i) ترانهش

از عبارت اند {١, ٢, ٣} مجموعۀ روی دوسویی تابع های که دید می توان محاسبه

f١(x) =


٢ x = ١ اگر
١ x = ٢ اگر
٣ x = ٣ اگر

f٢(x) =


٣ x = ١ اگر
٢ x = ٢ اگر
١ x = ٣ اگر

f٣(x) =


١ x = ١ اگر
٣ x = ٢ اگر
٢ x = ٣ اگر

f۴(x) =


٣ x = ١ اگر
١ x = ٢ اگر
٢ x = ٣ اگر

f۵(x) =


٢ x = ١ اگر
٣ x = ٢ اگر
١ x = ٣ اگر

f۶(x) =


١ x = ١ اگر
٢ x = ٢ اگر
٣ x = ٣ اگر

می شوند. ایجاد (١٣) و (١٢) ترانهش های توسط یال ها ،ST٣ ستاره ای کیلی گراف تعریف بنابر
ترانهشی با را یال هر رأس ها، اتصال  شیوۀ دادن نشان برای گراف، این ارائۀ ضمن ٣ شکل در



خسروی بهمن و خسروی بهنام خسروی٧۴ بهمن و خسروی بهنام خسروی٧۴ بهمن و خسروی بهنام ٧۴

ST٣.٣ شکل

با آن مقایسۀ و گراف این به نگاه با شاید می کنیم. برچسب گذاری است، کرده ایجاد را آن که
منشأ که شود ایجاد سؤال این ،K١,m گراف همان یعنی گراف، نظریۀ در رایج ستاره ایِ گراف
مجموعۀ نظیر ترانهشی گراف شکل در امر این دلیل که گفت باید پاسخ در چیست. نامگذاری این
بخش در است. K١,n−١ ستاره ایِ گراف به شکل که است نهفته T = {(١٢), (١٣), · · · , (١n)}

پرداخت. خواهیم ترانهشی گراف های و ستاره ای کیلی گراف های پیوند دقیق تر بیان به بعد،
این از برخی است، تخصصی بحث های نیازمند ستاره ای، کیلی گراف های ویژگی های اثبات چون
[٢٢ ،٨ ،٣] در را بیشتر جزئیات می تواند علاقه مند خوانندۀ می کنیم. بیان اثبات بدون را ویژگی های
است. n! با برابر {١, . . . , n} روی دوسویی تابع های تعداد ،n ∈ N هر برای که می دانیم بیابد.
که دارد وجود g مانند یکتا دوسویی تابع یک ،١ ≤ i ≤ n هر و f دوسویی تابع هر برای همچنین
گراف در f رأس هر درجۀ لذا .f(x) = g(x) دیگر، x هر برای و f(i) = g(١) ،g(i) = f(١)

است. n− ١ یعنی ،{(١٢), (١٣), · · · , (١n)} مجموعۀ عضوهای تعداد با برابر STn

و f رأس دو هر برای همچنین و است ⌊٣(n−١)
٢ ⌋ با برابر STn گراف قطر که می شود ثابت

محاسبۀ بحث مشابه .[٢٢ ،٣] است n − ١ با برابر STn در مستقل مسیرهای f − g تعداد ،g
n−١ گراف این رأس هر درجۀ چون که داد نشان می توان اَبرمکعب ها، یالی همبندیِ و رأسی همبندیِ

است. ممکن بیشینۀ واقع در و n− با١ برابر STn یالی همبندیِ و رأسی همبندیِ است،
در که دارد وجود متفاوتی الگوریتم های ،STn ستاره ای کیلی گراف های روی مسیریابی برای
بسنده معروف نتیجۀ این ذکر به تنها اینجا در و پرداخت خواهیم آنها شرح به دقیق تر به طور بعد بخش
دو هر بین می توان ،[٢٢] است شده ارائه استافورد٢ و شیبل١ توسط که الگوریتمی به کمک که می کنیم

آورد. به دست ٢n− ٣ حداکثر طول با ساده مسیری ،STn دلخواه رأس
١Schibell ٢Stafford



٧۵ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٧۵گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٧۵گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها
کیلی گراف های کلی شناخت از پس ستاره ای. کیلی گراف های و اَبرمکعب ها مقایسۀ .٣ . ٣
STn و Qn مشخصات ،n طبیعی عدد برای می پردازیم. آنها مقایسه به اَبرمکعب ها، و ستاره ای
اعداد اول، صورت در می دهیم. انجام صورت دو به را گراف دو این مقایسۀ بنابراین نیستند. یکسان
صورت در باشند. یکی Qm و STn گراف های قطرهای که می کنیم انتخاب طوری را m و n طبیعی

باشند. داشته رأس تعداد یک به تقریباً که می کنیم مقایسه وقتی را گراف دو این دوم،

٩ قطر دارای و دارد رأس ٢٩ = ۵١٢ گراف، این می گیریم. نظر در را Q٩ گراف (الف) .٣ . ١ مثال
است کافی بسازیم، ستاره ای کیلی گراف های به کمک ٩ قطر با گرافی بخواهیم اگر است. ٩ درجۀ و
۶ درجۀ و رأس ٧! = ۵٠۴٠ دارای ST٧ گراف اما بگیریم. ٧ را n آن، قطر فرمول به توجه با
تعداد یک دهم تقریباً ،٩ قطر با و اَبرمکعب ها با ساخته شده شبکۀ در پردازنده ها تعداد پس است.
دیگر، سوی از است. ٩ قطر با و ستاره ای کیلی گراف های پایۀ بر ساخته شده شبکۀ در پردازنده های
ساخت هزینۀ لذا و است پایین تر ستاره ای، کیلی گراف های به کمک ساخته شده گراف در رأس ها درجۀ
و است ٩ حداکثر طول با الگوریتمی ،Q٩ در دلخواه رأس دو هر بین مسیریابی بالأخره دارد. کمتری
تعداد به توجه با که است ٢ ∗ ٧ − ٣ = ١١ حداکثر طول با الگوریتمی مسیریابی، ST٧ گراف در

است. بهتر عملکردی دارای گراف این رأس ها،
برابر STn گراف درجۀ می گیریم. نظر در را Q⌈log٢(n!)⌉ اَبرمکعب و STn گراف های (ب)
لگاریتم، تابع چون است. ⌈log٢(n!)⌉ درجۀ دارای Q⌈log٢(n!)⌉ اَبرمکعب ولی است n − ١ با

داریم و است صعودی

log٢(n!) =
n∑
i=١

log٢(i) ≥
n

٢ log(١) + n

٢ log٢(
n

٢ ) =
n

٢ log٢(
n

٢ ),

اَبرمکعب با مقایسه در بهتری انتخاب نتیجه در و است کوچکتری بسیار درجۀ دارای STn گراف پس
Q⌈log٢(n!)⌉ قطر و ⌈٣(n−١)

٢ ⌉ با برابر STn گراف قطر همچنین می آید. حساب به Q⌈log٢(n!)⌉

،n ≥ ۴ هر برای چون است. ⌈log٢(n!)⌉ با برابر

⌈log٢(n!)⌉ ≥ ⌈n٢ log٢(
n

٢ )⌉ ≥ ⌈٣(n− ١)
٢ ⌉,

دارند. بهتر عملکردی ستاره ای کیلی گراف های نیز حالت این در پس

گزینه های و هستند برتری دارای اَبرمکعب ها با مقایسه در ستاره ای کیلی گراف های نتیجه در
مثال، برای و نیستند هم عیب بدون اما می آیند. نظر به اَبررایانه ها اتصال شبکه های طراحی در بهتری



خسروی بهمن و خسروی بهنام خسروی٧۶ بهمن و خسروی بهنام خسروی٧۶ بهمن و خسروی بهنام ٧۶

که کنید توجه کرد. اشاره گراف ها این رأس های تعداد سریع بسیار رشد به می توان
٨! = ۴٠٣٢٠, ٩! = ٣۶٢٨٨٠, ١٠! = ٣۶٢٨٨٠٠.

رأس های تعداد زیادِ فاصلۀ همین و می دهند تشکیل را طبیعی اعداد از تُنُک زیرمجموعه ا ی اعداد، این
پیاده سازی هزینۀ به لحاظ می کند. ایجاد آنها از استفاده در جدی محدودیتی که است گراف ها این

هستند. اَبرمکعب ها از گرانتر انتخاب هایی ستاره ای کیلی گراف های نیز فیزیکی

اتصال شبکه های و کیلی گراف های .۴
و اکرز توسط بار نخستین متقارن، شبکه های ساخت برای کیلی گراف های از استفاده پیشنهاد
ویژگی بر مبتنی دیدگاه این اساس گرفت. قرار توجه مورد زود خیلی و [٣] شد مطرح کریشنامورتی
ایجاد تقارن های و ویژگی این دربارۀ به اجمال بخش، این در است. کیلی گراف های بودنِ رأس-ترایا

گفت. خواهیم سخن آن توسط شده
نمادهای با به ترتیب، را عضوی n دوری گروه و عضو n روی جایگشتی گروه ،n ∈ N هر برای
عضو ،Zn دوری گروه های به مربوط مباحث بجز متن، سرتاسر در همچنین می دهیم. نشان Zn و Sn

 G دلخواه عضو هر که طوری G متناهی گروه از C زیرمجموعۀ می دهیم. نشان ١ با را G گروه همانی
می شود. نامیده G برای مولد مجموعۀ یک نوشت، C از عضوهایی حاصلضرب به صورت بتوان را

ساختارها شناخته شده ترین از کیلی گراف های آنها. خودریختی های و کیلی گراف های .١ . ۴
پزشکی و مهندسی گوناگون شاخه های و رایانه علوم ریاضیات، در فراوانی کاربردهای امروزه که هستند
[٧] در بریتانیایی سرشناس ریاضیدان کیلی١ آرتور توسط ١٨٧٨ سال در بار اولین گراف ها این دارند.
تعریف می دهیم، ارائه اینجا در ما آنچه از کلی تر صورتی به کیلی گراف مفهوم امروزه شدند. معرفی
خوانندۀ می کنیم. پرهیز آن ذکر از نداریم، را جهتدار شبکه های دربارۀ بحث قصد چون ولی می شود

ببیند. [١٣] در را آن بنیادی ویژگی های و تعریف این کلی تر شکل می تواند علاقه مند
(یعنی C = C−١ که به طوری باشد G برای مولد مجموعه ای C و گروه یک G کنیم فرض
با گرافی C به نسبت را G کیلی گراف .١ ̸∈ C و باشد) بسته وارون، عمل به نسبت C مجموعۀ
معادلا) g−١g′ ∈ C اگر مجاورند g′ و g رأس دو آن، در که می کنیم تعریف G رأس های مجموعۀ
و می دهیم نمایش Cay(G,C) نماد با را گراف این .(g′ = gc که باشد موجود c ∈ C عضو
است، برقرار حذف قانون گروه ها، در چون می نامیم. Cay(G,C) گراف همبندیِ مجموعۀ را C
نیز  g درجۀ و است {gc | c ∈ C} با برابر Cay(G,C) کیلی گراف در g رأس هر همسایگی
١Arthur Cayley



٧٧ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٧٧گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٧٧گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها
گراف هستند. منتظم Cay(G,C) کیلی گراف های بنابراین است. C عضوهای تعداد با برابر
باشند. دلخواه و متمایز عضو دو g, g′ ∈ G که کنیم فرض است: همبند Cay(G,C) کیلی
که به طوری دارند وجود c١, . . . , cn ∈ C پس است، G گروه غیرهمانی عضو یک g−١g′ چون

بنابراین .g−١g′ = c١ · · · cn

g′ = (gc١ · · · cn−١)cn − (gc١ · · · cn−٢)cn−١ − · · · − gc١ − g

است. همبند گراف، این نتیجه در و است Cay(G,C) کیلی گراف در مسیری
(رنگ آمیزی) برچسب گذاری یک ،C عضوهای به کمک کیلیCay(G,C)می توان گراف هر در
وجود c ∈ C عضو گراف، این در {g, g′} یال هر برای کرد. تعریف گراف این یال های روی طبیعی
وارون، عمل به نسبت C مجموعۀ بودن بسته به توجه با .g = g′c−١ و g′ = gc که دارد
که کرد نظیر را {c, c−١} عضوی دو مجموعۀ می توان کیلی گراف یال هر به پس .c, c−١ ∈ C

با Cay(G,C) یال های روی برچسب گذاری یک ترتیب، این به است. کرده ایجاد را آن واقع در
گراف در که است کاری شبیه چیزی که می آید به دست {c, c−١} عضویِ دو مجموعه های از استفاده

دادیم. انجام STn ستاره ای کیلی
نظیرش رأس روی برچسبی به عنوان را رأس هر نظیر عضو کیلی، گراف های روی بحث های در
یال های روی {c, c−١} مجموعۀ نوشتن و بالا برچسب  گذاری از استفاده با سپس و می نویسیم

می دهیم. نمایش را Cay(G,C) در اتصالات ایجاد نحوۀ عملا نظیرش،
گراف های در دارد. وجود کیلی گراف های و ستاره ای کیلی گراف های بین روشن تفاوت یک
توسط یال ها کیلی، گراف های در ولی می شود ایجاد ترانهش یک تنها توسط یال هر ستاره ای، کیلی
عضوهای بودنِ دو مرتبۀ به دلیل تفاوت این می شوند. ایجاد {c, c−١} عضوی دو مجموعه های
وارونش با دو، مرتبۀ عضو هر چون واقع، در است. ستاره ای کیلی گراف های در همبندی مجموعۀ
است. تک عضوی مجموعۀ یک ستاره ای، کیلی گراف یال هر رنگ) (یا برچسب پس است، مساوی
رنگ) (یا برچسب را عضو آن خودِ می توان سادگی برای ستاره ای، کیلی گراف های نمایش در بنابراین

گرفت. نظر در نظیرش یال های روی
از یکی می کنیم. جلب شبکه ها طراحی در ٢ مرتبۀ عضوهای ارزش به را خواننده نظر اینجا در
رأس هر همسایگی باشد. کوچک ممکن حد تا آنها درجۀ که بود منتظم گراف هایی ساختن ما، اهداف
هر برای ،C = C−١ چون است. {gc | c ∈ C} با برابر Cay(G,C) کیلی گراف یک در g
در است. gc′−١ و gc′ متفاوت همسایۀ دو دارای g رأس نیست، ٢ مرتبه اش که c′ ∈ C عضو
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ساخت روش های بهترین از یکی پس .gc = gc−١ داریم c مثل ٢ مرتبۀ عضو هر برای که حالی
است. ٢ مرتبۀ عضوهای از استفاده پایین، درجۀ با گراف های

و است Sn برای مولد مجموعۀ یک T = {(١٢), (١٣), · · · , (١n)} که داریم توجه .١ . ۴ مثال
به سادگی .T = T−١ داریم و است خودش وارون عضو، هر لذا است. ٢ مرتبۀ از نیز T عضو هر
بیان شده اتصال قانون ریشۀ می توان و است STn همان Cay(Sn, T ) کیلی گراف که دید می توان
٣ شکل در نظیرش برچسب های با کیلی گراف ،n = ٣ به ازای مثال، برای فهمید. را قبل بخش در

است. شده داده نشان

Zn٢ نماد با را خودش در بار n تعداد به Z٢ گروه مستقیم حاصلضرب ،n ∈ N هر برای .٢ . ۴ مثال
بقیۀ و ١ آن، iاُم درایۀ که باشد عضوی ei ،١ ≤ i ≤ n هر برای که می کنیم فرض نمایش می دهیم.
است Zn٢ برای مولد مجموعۀ  یک C = {ei | ١ ≤ i ≤ n} که است روشن است. ٠ درایه هایش
قانون منشأ و است Qn همان Cay(Zn٢ , C) کیلی گراف که دید می توان به سادگی .C = C−١ و

می شود. روشن قبل بخش در Qn گراف برای تعریف شده اتصال

و کیلی گراف های بین معنادار پیوندی آیا که است این می آید، پیش طبیعی به طور که سؤالی
گراف های در زیبا بسیار تفسیر یک کیلی قضیۀ واقع، در که می دهیم نشان دارد؟ وجود کیلی قضیۀ
منتظم، nضلعی یک در که کنید توجه می کند. کمک نیز قضیه این خودِ بهتر درک به حتی که دارد کیلی
به را ضلع هر دوران، با می توان همچنین برد. دیگری رأس مکان به را رأس هر دوران، با می توان
مانند درست منتظم، nضلعی یک ضلع دو هر و رأس دو هر عمل، در پس برد. دیگری ضلع مکان

دارند. یکسانی ویژگی های و هستند یکدیگر
آنها مطالعۀ به و می کنیم بیان گراف ها برای را تقارنی ویژگی های این معادل بعدی، زیربخش در
منظور، این به هستند. دوران توابع وجود مبنای بر ویژگی ها این می پردازیم. کیلی گراف های روی
تقارن  تعریف برای آن از سپس و می دهیم ارائه گراف ها در دوران توابع مفهوم برای همزادی نخست
و می شود ایجاد شکل در جدید اتصالی نه شکل، دوران با که کنید دقت می کنیم. استفاده گراف ها در

است. اتصال حافظ دوران، تابع می گوییم لذا می رود. بین از اتصالی نه
به ازای اگر می نامیم گرافی درونریختی یک را ϕ : V → V تابع Γ = (V,E) گراف برای
،ϕ درونریختی یک برای که صورتی در .{ϕ(u), ϕ(v)} ∈ E باشیم داشته {u, v} ∈ E یال هر
مجموعۀ می نامیم. گرافی خودریختی یک را ϕ آن گاه باشد، گرافی درونریختی یک و موجود ϕ−١ تابع
گروه را آن و می دهیم نشان Aut(Γ) نماد با را توابع ترکیب عمل با همراه Γ گراف خودریختی های

می نامیم. Γ گراف خودریختی های



٧٩ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٧٩گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٧٩گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها
خودریختی یک ϕ که داد نشان می توان به سادگی است، ما بحث موضوع که متناهی گراف های در
گراف های برای حکم این که کنید توجه باشد. گرافی یک به یکِ درونریختی اگر تنها و اگر است گرافی
می شود. نگاشته یال یک به درونریختی یک توسط یال، هر به علاوه، نیست. درست همیشه نامتناهی
خودریختی یک تحت غیرمجاور، رأس دو است، درونریختی یک نیز خودریختی هر وارون چون
همان گراف، یک خودریختی های که دید می توان بنابراین شوند. نگاشته مجاور رأس دو به نمی توانند

هستند. گراف ها روی اتصال حافظ توابع

قضیۀ دربارۀ بحث به زیربخش، این در کیلی. قضیۀ و کیلی گراف های میان پیوند .٢ . ۴
ملموس مثال هایی ارائه و بیشتر بحث بر علاوه و می پردازیم کیلی گراف های با آن پیوند و کیلی
برقرار کیلی قضیۀ و کیلی گراف یک خودریختی های بین آشکار پیوندی گرافی، خودریختی های از

می کنیم.
دلخواه عضو برای .C = C−١ و ١ ̸∈ C که باشد G گروه برای مولد مجموعه ای C کنیم فرض

می کنیم: تعریف زیر به صورت را λh تابع ،h ∈ G

λh : G → G, λh(g) = hg.

چون .g٢ = g١c که دارد وجود c ∈ C بنابراین .g١, g٢ ∈ E(Cay(G,C)) کنیم فرض
است. گرافی درونریختی یک λh بنابراین .hg١, hg٢ ∈ E(Cay(G,C)) پس ،hg٢ = hg١c
.λh ∈ Aut(Cay(G,C)) داریم است، گرافی درونریختی یک نیز λ−١

h = λh−١ چون مشابهاً،
λg ،g = ١ برای که کنید (توجه λhλh′ = λhh′ داریم h, h′ ∈ G هر برای دیگر، سوی از
Aut(Cay(G,C)) زیرگروه یک {λg | g ∈ G} مجموعۀ پس است). G روی همانی تابع
می نامیم. G چپ منتظم نمایش را آن و می دهیم نمایش GL نماد با معمولا را زیرگروه این است.

نگاشت حال است. Sym(G) زیرگروه یک Aut(Cay(G,C))

α : G → Aut(Cay(G,C)) ≤ Sym(G)

گروهی خودریختی یک α بالا، بحث های بنابر می کنیم. تعریف α(g) = λg با ،g ∈ G هر برای را
قضیۀ که گفت می توان پس است. کیلی قضیۀ در مذکور طبیعی نشانندۀ همان خودریختی، این است.
G چپ منتظم نمایش شامل ،Cay(G,C) کیلی گراف هر خودریختی گروه که می دهد نشان کیلی

است. زیرگروه یک به عنوان
مشخص سازی و نیست GL با برابر لزوماً دلخواه، کیلی گراف یک خودریختی گروه که کنید توجه
است، شده داده مسئله این به که متعددی پاسخ های وجود با و است ریاضیات در پیچیده مسائل از آن،



خسروی بهمن و خسروی بهنام خسروی٨٠ بهمن و خسروی بهنام خسروی٨٠ بهمن و خسروی بهنام ٨٠

[٩] به بیشتر جزئیات دیدن برای می تواند علاقه مند خوانندۀ می آید. حساب به باز مسائل جزو هنوز
کند. مراجعه [١١] و

در همزادی داشتن دست در با می توانیم اکنون کیلی. گراف های تقارنی ویژگی های .٣ . ۴
گراف ها در موجود تقارن های انواع دربارۀ بحث به منتظم، چندضلعی های دوران های برای گراف ها
قبل، بخش در مذکور ارزندۀ ویژگی های از یک هر که می دهیم توضیح زیربخش، این در بپردازیم.

است. گراف ها تقارنی ویژگی کدام نتیجۀ
مانند خودریختی یک ،Γ در v و u رأس دو هر برای اگر می گوییم رأس-ترایا را Γ گراف
برای اگر می نامیم یال-ترایا را آن و ϕ(u) = v که به طوری باشد داشته وجود ϕ ∈ Aut(Γ)

که به طوری باشد داشته وجود ϕ ∈ Aut(Γ) مانند خودریختی یک ،{c, d} و {a, b} یال دو هر
.{ϕ(a), ϕ(b)} = {c, d}

دوران با منتظم چندضلعی رأس هر انتقال ویژگی همزاد اول، تعریف که دید می توان به سادگی
منتظم چندضلعی یک ضلع های برای مشابه ویژگی همزاد دوم، تعریف و است دیگر رأس مکان به
هم درجه به ویژه و هستند یکدیگر مانند درست است، رأس-ترایا که گرافی در رأس ها پس است.
روی به ویژه و هستند یکدیگر مانند درست یال دو هر است، یال-ترایا که گرافی در مشابهاً هستند.
چندضلعی یک مانند باشد، یال-ترایا هم و رأس-ترایا هم که گرافی لذا واقع اند. رأس تعداد یک
یال-ترایا که دارند وجود گراف هایی که کنید توجه است. برخوردار بالایی بسیار تقارن از منتظم،
نیستند. یال-ترایا ولی هستند رأس-ترایا که دارند وجود گراف هایی و نیستند رأس-ترایا ولی هستند

بیابد. [٨] در را گراف ها این از مثال هایی می تواند علاقه مند خوانندۀ
کنیم فرض است: رأس-ترایا Cay(G,C) کیلی گراف ،C مولد مجموعۀ و G گروه هر برای
.λh(g) = g′ و λh ∈ Aut(Cay(G,C)) داریم h = g′g−١ برای که می دانیم .g, g′ ∈ G

ارزش ترین با از یکی ساده، حقیقت این است. رأس-ترایا Cay(G,C) گراف تعریف، بنابر لذا
گراف های ساخت برای جبری سادۀ ابزارهای به تبدیل را آنها که است کیلی گراف های ویژگی های

می کند. رأس-ترایا گراف های به ویژه و منتظم
معرفی شده گراف است. یال-ترایا و است C۴ همان واقع در Cay(Z۴, {١−,١}) کیلی گراف

کیلی گراف یعنی ،n = ٣ برای ٢ . ۴ مثال در
Cay(Z٣٢, {ei | ١ ≤ i ≤ ٣})

eiها، بین تقارن به دلیل که می شود ثابت نیز کلی حالت در است. یال-ترایا که است مکعب همان
است. یال-ترایا Qn گراف



٨١ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٨١گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٨١گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها

مسئلۀ نیستند. یال-ترایا همیشه هستند، رأس-ترایا همیشه کیلی گراف های گرچه که کنید توجه
پژوهش های تاکنون و است ریاضیات در پیچیده مسائل از یکی یال-ترایا، کیلی گراف های مشخص سازیِ

.[١٩ ،١۴] است شده انجام زمینه این در زیادی
هر برای اگر گوییم رنگ حافظ را Cay(G,C) کیلی گراف روی ϕ مانند خودریختی یک

باشیم داشته c ∈ C هر و g ∈ G

ϕ(gc) ∈ {ϕ(g)c, ϕ(g)c−١}.

دو ϕ خودریختی ،c ∈ C هر برای اگر است رنگ حافظ ϕ خودریختی که گفت می توان ساده زبان به
،h ∈ G هر برای که کنید توجه بنگارد. رنگ همین با یال یک به را {c, c−١} رنگ با یال یک سرِ
.λh(g) = g′ داریم h = g′g−١ عضو و g, g′ ∈ G هر برای و است رنگ حافظ λh خودریختی
خودریختی های به کمک را رأس هر می توان است، Aut(Cay(G,C)) زیرگروه GL چون بنابراین
ویژگی این از کیلی، گراف های در مسیریابی بحث در و ادامه در نگاشت. دیگر رأسی به رنگ، حافظ

کرد. خواهیم استفاده
گراف ها یالی همبندیِ و رأسی همبندیِ برای بالایی کران درجه، کوچکترین که دیدیم قبل بخش در
می کند. بیان را کمیت دو این میان پیوند است، شده ثابت [٢۶] در ویتنی١ توسط که زیر قضیۀ است.

صورت، این در دارد. یال یک دست کم Γ گراف کنیم فرض .٣ . ۴ قضیه
κ(Γ) ≤ λ(Γ) ≤ δ(Γ).

مستقیم محاسبۀ به نیازی و λ(Γ) = δ(Γ) آن گاه ،κ(Γ) = δ(Γ) اگر که دید می توان بنابراین
کران محاسبۀ برای مستقل مسیرهای از قبل، بخش در که آورید به یاد همچنین نداریم. یالی همبندیِ
دقیق تری رابطۀ [١٨] در منگر٢ کردیم. استفاده گراف ها یالی همبندیِ و رأسی همبندیِ برای پایینی

می کنیم. ذکر منگر، قضیۀ جهانی نسخۀ به مشهور زیر، بیان با را آن اینجا در که می دهد ارائه
گراف، رأس دو هر اگر تنها و اگر است k دست کم گراف، یک رأسی همبندی .([٨]) ۴ . ۴ قضیه

باشند. شده وصل هم به مستقل مسیر k توسط
آن گاه باشند، Γ گراف در نامجاور رأس دو t و s اگر که داد نشان می توان قضیه، این بنابر
مسیرهای s− t تعداد بیشترین با برابر می شوند جدا t و s آنها، حذف با که رأس هایی تعداد کمترین
بیشترین آن گاه باشد، بیشینه رأسی همبندیِ دارای که بسازیم گرافی بتوانیم اگر پس است. مستقل

داشت. خواهد وجود گراف این در ممکن مستقل مسیر تعداد
١Whitney ٢Menger



خسروی بهمن و خسروی بهنام خسروی٨٢ بهمن و خسروی بهنام خسروی٨٢ بهمن و خسروی بهنام ٨٢

با برابر گراف آن یالی همبندیِ آن گاه باشد، رأس-ترایا همبند گراف یک Γ اگر .([١٧]) ۵ . ۴ قضیه
.λ(Γ) = δ(Γ) یعنی است، درجه اش کمترین

یالی همبندیِ محاسبۀ مسئلۀ بالا، قضیۀ لذا است. رأس-ترایا کیلی، گراف هر که می دانیم
با گراف هایی ساخت برای را زیر سادۀ الگوریتم می توانیم و می رساند پایان به را کیلی گراف های

دهیم. ارائه بیشینه یالی همبندیِ

داریم ،١ ̸∈ C و C = C−١ که C مولد مجموعۀ با G مانند متناهی گروه هر برای .۶ . ۴ نتیجه
.λ(Cay(G,C)) = δ(Cay(G,C))

چون البته که می پردازیم کیلی گراف های رأسی همبندیِ محاسبۀ مسئلۀ روی بحث به ادامه در
فرض های یا و بالاتر تقارنی ویژگی با گراف هایی سراغ به کنیم، حل کلی حالت در را آن نمی توانیم

می رویم. بیشتر

که نیست رأسی چهار هیچ شامل که باشد رأس-ترایا همبند گراف یک Γ اگر .([١۶]) ٧ . ۴ قضیه
درجه اش کمترین با برابر Γ رأسی همبندیِ آن گاه باشد)، (K۴-آزاد باشند یکدیگر مجاور دوبه دو

.κ(Γ) = δ(Γ) = λ(Γ) یعنی است،

همبند گراف های اهمیت اینکه بر علاوه ،[٢۵] است شده ثابت واتکینز١ توسط که زیر قضیۀ
نیز گراف ها رأسی همبندیِ محاسبۀ مسئلۀ به می دهد، نشان اتصال شبکه های طراحی در را یال-ترایا

می دهد. پاسخ خاص حالتی در

درجه اش کمترین با برابر آن، رأسی همبندیِ آن گاه باشد، یال-ترایا همبند گراف Γیک اگر .٨ . ۴ قضیه
.κ(Γ) = δ(Γ) یعنی است،

C مولد مجموعۀ با G مانند متناهی گروه هر برای که است این یکی قضیه این فوری نتایج از
آن گاه باشد، یال-ترایا Cay(G,C) گراف اگر ،١ ̸∈ C و C = C−١ که

κ(Cay(G,C)) = δ(Cay(G,C))

است. n با برابر Qn اَبرمکعب رأسی همبندیِ ،n ∈ N هر برای اینکه دیگر و
١Watkins



٨٣ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٨٣گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٨٣گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها
هر کیلی، قضیۀ بنابر که می کنیم خاطرنشان اتصال. شبکه های و جایگشتی گروه های .۴ . ۴
مربوط مقاله های از بسیاری در دلیل، همین به است. یکریخت Sn از زیرگروهی با ،n مرتبۀ از گروه
گروه های روی بحث به فقط دلخواه، گروه های روی بحث به جای اتصال، شبکه های مطالعات به
به کمک گوناگونی کیلی گراف های و ارائه زیادی احکام روش، این به تاکنون و می پردازند جایگشتی
کیلی گراف های این دربارۀ مشهور نتیجۀ چند ذکر به ادامه در است. شده مطالعه جایگشتی گروه های

می پردازیم.
گروه های کیلی گراف های یال-ترایایی ویژگی مشخص سازی [٨] در ،٨ . ۴ قضیۀ به توجه با
می دهد، نشان را جایگشتی گراف های ارزش های از یکی به خوبی، که زیر نتیجۀ و مطالعه جایگشتی

است. شده ثابت
کیلی گراف است. Sn مولد که باشد جایگشت ها از مجموعه یک S کنیم فرض .([٨]) ٩ . ۴ قضیه

باشد. یال-ترایا S مجموعۀ نظیر جایگشتی گراف اگر تنها و اگر است یال-ترایا Cay(Sn, S)

گراف و است S۴ برای مولد مجموعۀ یک T ′ = {(١٢), (٢٣), (٣۴)} چون مثال، برای
یال- Cay(S۴, T ′) گراف بالا، قضیۀ بنابر پس است، ٣ طول به مسیر یک به شکل آن، جایگشتی
یال-ترایا K١,n−١ گراف ،n ≥ ٢ هر برای که کرد ثابت می توان دوران توابع به کمک نیست. ترایا

که: می گیریم نتیجه بالا، قضیۀ از استفاده با لذا است.
است. یال-ترایا STn گراف ،n ∈ N طبیعی عدد هر برای .١٠ . ۴ نتیجه

خاص حالت دوم، بخش در پیشتر که دانست ٩ . ۴ و ٨ . ۴ قضیه های نتیجۀ می توان هم را زیر حکم
بودیم. داده ارائه ستاره ای کیلی گراف های مورد در را آن

گراف اگر است. Sn مولد که باشد جایگشت ها از مجموعه یک S کنیم فرض .([٨]) ١١ . ۴ نتیجه
است. بیشینه Cay(Sn, S) کیلی گراف رأسی همبندیِ آن گاه باشد، یال-ترایا ،S نظیر جایگشتی

زیربخش این در کیلی. گراف های در جایگزین مسیرهای و مسیریابی الگوریتم های .۵ . ۴
گراف ها این در که می دانیم می پردازیم. کیلی گراف های در جایگزین مسیر یافتن و مسیریابی بررسی به
حقیقت این که دید خواهیم نگاشت. دیگر رأسی به رنگ، حافظ خودریختی یک با را رأس هر می توان
مسیریابی الگوریتم یک از کیلی، گراف یک رأس های همۀ در که می کند فراهم را امکان این ساده،

کنیم. استفاده یکسان
عضوهای تجزیۀ و مسیرها بین ارتباطی نخست مسیریابی، در جبری ابزارهای از استفاده برای
C = C−١ که باشد آن برای مولد مجموعه ای C و گروه یک G کنیم فرض می کنیم. ایجاد گروه 



خسروی بهمن و خسروی بهنام خسروی٨۴ بهمن و خسروی بهنام خسروی٨۴ بهمن و خسروی بهنام ٨۴

آن گاه باشد، موجود g′ رأس به g رأس از مسیری اگر ،Cay(G,C) کیلی گراف در .١ ̸∈ C و
مانند دنباله ای

g = g٠ − g١ − · · · − gm = g′

بنابراین .gi = gi−١ci که است موجود ci ∈ C عضو ،١ ≤ i ≤ m هر برای که دارد وجود
g′ = gm = gm−١cm = (gm−٢cm−١)cm = · · · = gc١ · · · cm.

می شود. منجر C عضوهای از g−١g′ به صورت حاصلضرب یک به ،Cay(G,C) در مسیر هر لذا
عضوهای حاصلضرب به g−١g′ تجزیۀ هر که دید می توان کیلی گراف های تعریف به کمک به عکس،
رأس دو هر بین مسیر یافتن نتیجه در می شود. منجر Cay(G,C) در g′ به g از مسیر یک به نیز C
از حاصلضربی به صورت G عضوهای تجزیۀ یافتن با معادل ،Cay(G,C) کیلی گراف در دلخواه
Cay(G,C) گراف در مسیریابی برای الگوریتمی می توان پس است. C مولد مجموعۀ عضوهای
و دست این از الگوریتم های انواع دربارۀ بیشتر مطالعۀ برای می تواند علاقه مند خوانندۀ داد. ارائه

کند. مراجعه [٢١ ،٢٠] به آنها، کارایی
C مولد مجموعۀ عضوهای حاصلضرب به G گروه تجزیۀ عضوهای برای الگوریتمی کنیم فرض
یک و می کنیم بیان را آن دیگر عضو هر به گروه همانی عضو از مسیریابی نحوۀ اول، گام در دارد. وجود
الگوریتم ساختن برای آن از دوم، گام در و می دهیم ارائه Cay(G,C) زیرگراف در خاص ساختار

می کنیم. استفاده گروه دلخواه عضو دو هر بین مسیریابی
می رویم C عضوهای نظیر رأس های به همانی، عضو از شروع با اول، مرحلۀ در ( اول گام
بعد، مرحلۀ در می گیریم. نظر در همانی عضو و آنها بین یال های به همراه را رأس ها این و
حاصلضرب به صورت می توان را آنها و نیستند C در که می رویم G در عضوهایی آن به
این در است ممکن نیست، یکتا تجزیه این چون که کنید توجه نوشت. C عضو دو
در رفت. h رأس یک به متفاوت مسیر دو با و C متفاوت عضو دو از بتوان مرحله
و آنها بین یال های به همراه را رأس ها این می کنیم. انتخاب را آنها از یکی صورت، این
همۀ به سوم، مرحلۀ در می گیریم. نظر در بودند، آمده به دست قبل مرحلۀ در که رأس هایی
حاصلضرب به صورت تجزیه ای دارای و نیامده اند به دست قبل گام های در که رأس هایی
یکی رأس، دو بین مختلف مسیر چند وجود صورت در می رویم. هستند، C عضو سه
ادامۀ با می گیریم. نظر در را قبلی رأس های و آنها بین یال های و می کنیم انتخاب را
می آید به دست گراف دیگر رأس های و همانی عضو بین مسیرهایی پایان، در روند، همین
برابر نیز آن رأس های مجموعۀ و ندارد دور که می سازند را گرافی یکدیگر، کنار در که



٨۵ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٨۵گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٨۵گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها

زیردرخت یک را ساختاری چنین است. Cay(G,C) گراف رأس های مجموعۀ با
این از استفاده با و بالا در ساخته شده مسیرهای به کمک می نامیم. Cay(G,C) فراگیر
مسیریابی الگوریتم یک می توان شد، ساخته همانی عضو از شروع با که فراگیر زیردرخت

داد. ارائه Cay(G,C) گراف دیگر عضو هر به همانی عضو از
یک ،G دیگر عضو هر و همانی عضو بین مسیریابی الگوریتم از استفاده با دوم) گام
g′ و g که کنیم فرض می دهیم. ارائه G گروه دلخواه عضو دو هر بین مسیریابی الگوریتم

مانند ،g−١g′ به همانی عضو از مسیری بالا،  الگوریتم به کمک باشند. G در عضو دو

١ − c١ − · · · − c١ · · · cm = g−١g′

گراف در زیر مسیر ،λg رنگ حافظ خودریختی از استفاده با سپس می آوریم. به دست
می آید به دست Cay(G,C)

g = λg(١)− λg(١)c١ − · · · − λg(١)c١ · · · cm = g′.

به دست g عضو از شروع با فراگیر زیردرخت یک می توانیم ،λg از استفاده با بنابراین
می دهد. ارائه گروه در g′ دیگر رأس هر به g از مسیریابی الگوریتم یک واقع، در که آوریم
نیست، یکتا Cلزوماً عضوهای حاصلضرب به صورت  G گروه عضو یک تجزیۀ چون که کنید توجه
الگوریتم های از بسیاری پایۀ مطلب این نیست. یکتا بالا، الگوریتم در ساخته شده فراگیر زیردرخت
در آنچه با متفاوت زیردرخت یک انتخاب با زیرا است، کیلی گراف های در جایگزین مسیر یافتن
جدید مسیریابی الگوریتم یک به بالا، روش همان از استفاده با و بردیم به کار اصلی مسیریابی الگوریتم

برد. به کار جایگزین مسیر یافتن برای را آن می توان که می رسیم
این با کنیم. محدود جایگشتی گروه های خانوادۀ به را خود می توانیم کیلی، گراف های بحث در
تجزیۀ برای متفاوتی الگوریتم های مسیریابی، الگوریتم ساختن برای بالا روش همان با و رویکرد
شده ارائه مولد، مجموعۀ یک عضوهای حاصلضرب به صورت دلخواه جایگشتی گروه یک عضوهای
گراف های در جایگزین  مسیر یافتن و مسیریابی برای الگوریتم هایی آنها، به کمک می توان که است
الگوریتم یا سیمز١ تجزیۀ الگوریتم به می توان مثال، برای آورد. به دست جایگشتی گروه های کیلی
(به ویژه مسیریابی الگوریتم های و باره این در بیشتر جزئیات مشاهدۀ برای کرد. اشاره کلمه-کوتاه٢

بخوانید. را ،[٢٢ ،١۵ ،۶] آنها) کارایی به مربوط نتایج
١Sims ٢short-word-algorithm
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ریاضی در زیادی کاربردهای متناهی سادۀ گروه های اتصال. شبکه های و ساده گروه های .۶ . ۴
گراف های ارزش دربارۀ داریم قصد زیربخش، این در دارند. شبکه ها طراحی در به ویژه و رایانه علوم و
لوبوتزکی٣ و کانتور٢ بابای١، معروف حدس آن، اساس که بگوییم سخن ناآبلی سادۀ گروه های کیلی
و کانتور بابای، آنکه از پس شبکه ها، طراحی در ساده گروه های کیلی گراف های از استفاده است.

گرفت. قرار جدی توجه مورد ،[۴] کردند ثابت را زیر قضیۀ لوبوتزکی
مجموعه ا ی ،G ناآبلی سادۀ گروه هر برای که به طوری دارد وجود k مانند ثابت عددی .١٢ . ۴ قضیه
نیز Cay(G,C) کیلی گراف قطر و است عضو هفت دارای حداکثر که دارد وجود C مانند مولد

است. k(log٢(|G|)) حداکثر
اینجا در که دادند ارائه ناآبلی سادۀ گروه های کیلی گراف های قطر دربارۀ نیز را زیر حدس آنها

شود. ساده تر که کرده ایم بیان طوری را آن محاسبه، پیچیدگی بحث به ورود از پرهیز برای
از ،G کیلی گراف هر قطر ،G ناآبلی سادۀ گروه هر برای که دارند وجود m و k اعداد .١٣ . ۴ حدس

است. کراندار k(log٢(|G|))m به بالا
ادعا است. log٢(٢n) = n قطر و n درجۀ ،٢n مرتبۀ دارای Qn اَبرمکعب که آورید یاد به
دارای که ساخت گراف هایی می توان ساده گروه های به کمک که می دهد نشان ١٢ . ۴ قضیۀ که می کنیم
،G ناآبلی سادۀ گروه هر برای قضیه، این بنابر که کنید توجه هستند. اَبرمکعب ها به نسبت برتری
log٢(|G|) از ثابت ضریبی آن، از حاصل کیلی گراف قطر که دارد وجود G برای مولد مجموعه ای
گروه ها این کیلی گراف های پایۀ بر که شبکه ای پس است.۴ ٧ مساوی یا کوچکتر درجۀ دارای و است
آن، قطر حال، عین در و می شود ساخته (سیم) مستقیم ارتباط کمی بسیار تعداد با می شود، ساخته
سادۀ گروه های کیلی گراف های ارزش های از یکی به روشنی مطلب این است. گراف مرتبۀ لگاریتم
ناآبلی سادۀ گروه های آن گاه باشد، مثبت بالا حدس پاسخ اگر دیگر، سوی از می دهد. نشان را ناآبلی
درجۀ و قطر حال، عین در و بزرگ مرتبۀ با گراف هایی ساخت برای قوی جبری ابزارهای به تبدیل
ادامه در هستند. نیز دیگری مزیت های دارای ناآبلی، سادۀ گروه های کیلی گراف های می شوند. کوچک

می پردازیم. گراف ها این میانگین قطر دربارۀ اجمالی بحثی به
نظیر گراف قطر اَبررایانه، یک در اطلاعات تبادل زمان کاهش برای گفتیم، پیشتر که همان طور
زمان کاهش تضمین کنندۀ به تنهایی ویژگی این ولی باشد کوچک ممکن جای تا باید آن اتصال شبکۀ
بررسی را گراف ها میانگین قطر دلیل، همین به و نیست شبکه یک در اطلاعات تبادل برای لازم

.[١٢] هستند کوچک مولد مجموعه های دارای ناآبلی سادۀ گروه های ۴اکثر
١Babai ٢Kantor ٣Lubotzky



٨٧ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٨٧گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٨٧گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها
[٢٢] در بار اولین شبکه ها، طراحی در کوچک میانگین قطر با گراف های از استفاده ایدۀ می کنیم.

گرفت. قرار مطالعه مورد کیلی گراف های مورد در و شد مطرح
رأس های از متفاوت زوج های بین فاصله های مجموع تقسیم حاصل رأس، n با Γ گراف برای
کمیت، این است. Γ قطر مساوی یا کوچکتر به روشنی که می نامیم Γ قطر میانگین را (n٢) بر Γ
انتقال سرعت باشد، کوچکتر عدد این هرچه و می دهد نشان را گراف رأس دو بین میانگین فاصلۀ
ویژگی های بر علاوه که باشیم گراف هایی به دنبال که است طبیعی پس بود. خواهد بالاتر شبکه در داده

باشند. کوچک میانگین قطر دارای کردیم، ذکر پیشتر که مطلوب شبکۀ یک
به دوباره مسیر یک طی و g رأس یک از شروع با اگر ،Cay(G,C) کیلی گراف یک در
چنین هر به .c١ · · · cm = ١ که می آیند به دست c١, . . . , cm ∈ C عضوهای بازگردیم، g رأس
که کنید توجه می شود. گفته رابطه یک می شود، همانی عضو برابر که C عضوهای از حاصلضربی
باشند. داشته کوتاه طول با روابط از کمی تعداد بایستی کوچک، میانگین قطر با کیلی گراف های
توجه هستند. دور) فاقد (گراف درخت به شکل موضعی به صورت همه جا گراف ها این شهودی، به طور
آبلی گروه هر برای زیرا ندارند، را ویژگی این آبلی گروه های کیلی گراف های مثال، برای که کنید
ناآبلی سادۀ گروه های دیگر، سوی از .c−١

١ c−١
٢ c١c٢ = ١ داریم G در c٢ و c١ عضوهای و G

گروه ها این کیلی گراف های ارزش دلایل از یکی این و هستند ویژگی این دارای که دارند وجود زیادی
تُنُک زیرمجموعه ای ناآبلی، سادۀ گروه های مرتبۀ چون ستاره ای، کیلی گراف های مانند همچنین است.
اطلاعات کسب برای نیست. مشکل بدون گراف ها این از استفاده است، طبیعی اعداد مجموعۀ از
مقایسه در کوچکتری میانگین قطر که ناآبلی سادۀ گروه های کیلی گراف های از مثال هایی دیدن و بیشتر

کنید. مطالعه را  [٢٢] دارند، ستاره ای کیلی گراف های و اَبرمکعب ها با

این پایان در امروزی. برتر اَبررایانه های در رفته به کار اتصال شبکه های از نمونه ای .٧ . ۴
کیلی گراف های پایۀ بر که امروزی سریع اَبررایانه های در رفته به کار اتصال شبکۀ  یک از مثالی مقاله،
فرض می کنیم. یادآوری را گراف ها دکارتی ضرب تعریف نخست منظور، این به می دهیم. ارائه است،
V آن، در که را Γ = (V,E) گراف باشند. گراف دو Γ٢ = (V٢, E٢) و Γ١ = (V١, E١) کنیم
اگر مجاورند (v′١, v′٢) و (v١, v٢) رأس دو آن، در و است  V٢ و  V١ مجموعۀ دو دکارتی ضرب برابر

دهد: رخ زیر حالات از یکی فقط

v٢؛ = v′٢ و (v١, v′١) ∈ E١ (i)
،v١ = v′١ و (v٢, v′٢) ∈ E٢ (ii)



خسروی بهمن و خسروی بهنام خسروی٨٨ بهمن و خسروی بهنام خسروی٨٨ بهمن و خسروی بهنام ٨٨

C٣□C٢□C٢.۴ شکل

می شود ثابت می دهیم. Γ٢□Γ١نمایش نماد با را آن و Γ٢می نامیم Γ١و گراف دو دکارتی حاصلضرب
بیشتر جزئیات مشاهدۀ برای است. Γ٢ و Γ١ گراف های قطر مجموع با برابر Γ١□Γ٢ گراف قطر که

کنید. مطالعه را [۵] ضرب، این مورد در
به دور Cay(Zn, {١−,١}) کیلی گراف ،n طبیعی عدد هر برای که دید می توان به سادگی
یک است، متفاوت) طول با لزوماً (نه دور k دکارتی حاصلضرب که گرافی به است. Cn یا n طول
نظر از که است گراف ها این خاص شکل نامگذاری، این علت می شود. گفته kبعدی چنبره ایِ گراف
سه بعدی چنبره ای گراف یک شکل می توانید ۴ شکل در هستند. kبعدی چنبرۀ یک مانند توپولوژیکی
،Cm و Cn گراف های دکارتی حاصلضرب ،n,m ∈ N هر به ازای ببینید. را چنبره به شباهتش و

کیلی گراف
Cay(Zn × Zm, {±e١,±e٢})

حاصلضرب که داد نشان می توان مشابه به طور .e٢ = (٠, ١) و e١ = (١, ٠) آن، در که است
کیلی گراف Cnk

،. . . ،Cn١ دورهای دکارتی
Cay(Zn١ × · · · × Znk

, {±e١, · · · ,±ek})

صفر درایه هایش بقیۀ در و ١ آن iاُم درایۀ در که را عضوی ١ ≤ i ≤ k هر برای آن، در که است
قطرهای مجموع با برابر Cn١□ · · ·□Cnk

گراف قطر که کنید دقت می دهیم. نشان ei با است،
یعنی است؛ Cnk

تا Cn١ دوری گراف های
⌊n١

٢ ⌋+ · · ·+ ⌊nk

٢ ⌋.



٨٩ اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٨٩گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و ٨٩گراف ها اَبررایانه ها در اتصال شبکه های و گراف ها

و رأسی همبندیِ ٧ . ۴ قضیۀ بنابر است، K۴آزاد kبعدی، چنبره ای گراف یک چون دیگر، سوی از
رأس های چون اَبرمکعب ها، مشابه که کنید توجه سرانجام، است. بیشینه گراف، این یالی همبندیِ
ساده آنها در جایگزین مسیر یافتن یا مسیریابی هستند، مرتب kتایی به شکل چنبره ای گراف های

است.
انرژی مصرف مانند نپرداخته ایم آنها به اینجا در که دیگری مزیت های و مناسب ویژگی های این
شبکه های طراحی برای مناسب گزینه هایی به را چنبره ای گراف های ،. . . و ارتباط بالای سرعت و کم
است. شده استفاده جهان اَبررایانه های سریع ترین از زیادی تعداد در آنها از و است کرده تبدیل اتصال
ایکس تی٣ ۴، کری و بلوژن/کیو٣ آی بی ام بلوژن/پ٢، آی بی ام بلوژن/ال١، آی بی ام مثل اَبررایانه هایی
مبنای بر مثال، برای میان، این در می کنند. استفاده پنج بعدی چنبره ای گراف اتصالی شبکه های از
اَبررایانۀ سریع ترین عنوان بلوژن/کیو، آی بی ام ابررایانۀ ،٢٠١٢ سال در Top۵٠٠ وبسایت داده های
مثل اَبررایانه هایی همین طور گرفت. قرار هشتم جایگاه در نیز ٢٠١٨ سال در و کرد کسب را جهان
اتصالی شبکه های از نیز ۵١٠ اف ایکس پرایم اچ  پی سی آن، یافتۀ بهبود نسخه  یا و فوجیتسو رایانۀ K

هستند. سه بعدی چنبره ای گراف که می کنند استفاده
کرد رونمایی توفو٢ به موسوم شبکه ای با اَبررایانه ای طرح از فوجیتسو شرکت ٢٠١۶ سال در
سوئیچ یک بیشینۀ پهنای (پس است ١٠ نیز آن درجۀ و ثانیه بر گیگابایت ١٠ داده اش مسیر قطر که
حاصلضرب شبکه، این که گفت می توان دقیق تر به طور است). ثانیه بر گیگابایت ١٠٠ حداقل آن،
گراف از استفاده علت .(۴ (شکل است C٣□C٢□C٢ گراف در سه بعدی چنبره یک دکارتی
که است روشن است. ماشین این طراحی در شده برده به کار سخت افزاریِ قطعات ،C٣□C٢□C٢
شش بعدی چنبرۀ یک توفو٢ است، سه بعدی چنبره ای گراف یک نیز C٣□C٢□C٢ گراف خود چون
این و نمی شود ختم آنها گرافی ساختار به تنها توفو، شبکه های از نسل دو این تفاوت های البته است.
جزئیات می تواند علاقه مند خوانندۀ دارند. یکدیگر با بسیاری تفاوت های نیز سخت افزاری نظر از دو

بیابد. [٢] و [١] در را بیشتر

موجب آنها ارزشمند نظرات که محترمی داوران از می دانند خود وظیفۀ نویسندگان قدردانی: و تشکر
نمایند. قدردانی و تشکر صمیمانه شد، مقاله این نگارش بهبود
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