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نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ تاریخچۀ
نظامی عطیه و نظری علی محمد

چکیده
می شود. مطالعه نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ تاریخچۀ مقاله، این در
ذهن و است داشته همراه به متعددی مشکلات آن، حل اما دارد ساده ظاهری مسئله، این
که مسئله ای است؛ کرده مشغول خود به حاضر قرن و بیستم قرن در را بسیاری ریاضیدانان
پیدا دوچندان اهمیتی دوگانه، تصادفی ماتریس های و تصادفی ماتریس های آمدنِ به وجود با

کرد.

سرآغاز .١
است. نامنفی حقیقی عددهای آنها درآیه های همۀ که هستند ماتریس هایی نامنفی، ماتریس های
١٩١٢ سال در فروبنیوس٢ گئورگ و ١٩٠٧ سال در پرون١ اسکار آلمانی، ریاضیدان دو توسط که قضیه ای
قرار بررسی مورد را نامنفی ماتریس های کلی ویژگی های شد، معروف پرون-فروبنیوس قضیۀ به و ثابت
ویژۀ بردار و پرون ویژۀ مقدار آن به که شد ماتریس ها این گونه برای ویژه مقدار بزرگترین تعریف باعث و داد
نامنفی، ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ در قضیه این تأثیر می گوییم. پرون ویژۀ بردار نیز را آن نظیر
دارد. قضیه این به اشاره ای بی شک مبحث، این در مقاله ای هر تقریباً گفت می توان که است زیاد آنقدر
می دهیم. نمایش σ(A) با و می خوانیم ماتریس آن طیف را A مانند ماتریس یک ویژۀ مقادیر مجموعۀ
σ طیف گوییم باشد، آن ویژۀ مقادیر مجموعۀ σ مانند مجموعه یک که باشد به گونه ای A ماتریس وقتی

پرون. ویژۀ مقدار نامنفی؛ ماتریس های معکوس؛ ویژۀ مقدار مسئلۀ کلیدی. کلمات و عبارات
١Oskar Perron ٢Georg Frobenius
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نظامی عطیه و نظری علی محمد نظامی١٢۶ عطیه و نظری علی محمد نظامی١٢۶ عطیه و نظری علی محمد ١٢۶

طیفی شعاع قدر مطلق، نظر از را A ماتریس ویژۀ مقدار بزرگترین است. تحقق پذیر A ماتریس توسط
می دهیم. نمایش ρ(A) با می نامیم A ماتریس

انواع از یکی دارند. فراوانی کاربردهای مارکُف زنجیرهای و احتمال نظریۀ در نامنفی ماتریس های
تحویل ناپذیر ماتریس یک A نامنفی مربعی ماتریس است. تحویل ناپذیر ماتریس نامنفی، ماتریس های

که یافت چنان را P وارون پذیر ماتریس نتوان اگر است

PAP−١ =
(

E F

٠ G

)

دیگر، عبارت به است. ١ دست کم آنها اندازۀ که هستند مربعی ماتریس های G و E ماتریس های آن، در که
زیر به صورت پرون-فروبنیوس قضیۀ است. همبند اکیداً تحویل ناپذیر، مجاورت ماتریس نمایش گراف

است:

از است عبارت پرون ویژۀ مقدار باشد. نامنفی و n × n ماتریس یک A کنیم فرض .١ . ١ قضیه
آن گاه باشد، تحویل ناپذیر A ماتریس اگر .ρ(A) = max{|λ| : λ ∈ σ(A)}

ρ(A)؛ > ٠ (١)
است؛ A ماتریس ویژۀ مقدار یک ρ(A) (٢)

Ax؛ = ρ(A)x که دارد وجود نامنفی درآیه های با برداری (٣)
است. ١ تکرار مرتبۀ دارای ρ(A) (۴)

می گیرد. قرار بررسی مورد نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ تاریخچۀ مقاله، این در
اوقات، اکثر در راه حلی و ساده بسیار ظاهری با مسئله یک نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ
این به جهان سوی همه از و کرده اند کار مسئله این روی متعددی ریاضیدانان تاکنون است. پیچیده بسیار
را زیادی توان ایرلندی ریاضیدانان کرده اند. کار مسئله این روی نیز کشورمان در است. شده توجه مسئله

داشته اند. به سزایی نقش مسئله توسعۀ در و کرده اند مسئله این حل صرف
می پردازیم نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ برای داده شده جواب های توصیف به ابتدا
داشته بی شماری جواب های می تواند مسئله البته می کنیم. مطرح را مسئله جواب وجود برای لازم شرایط و
بیان به اختصار است، شده ارائه مسئله حل برای که را گوناگونی شگردهای از گوشه ای می کنیم تلاش باشد.
حالت های از که پرداخت خواهیم متقارن نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ به هم کمی کنیم.

است. معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ جالب بسیار



١٢٧ معکوس ویژۀ مقدار ١٢٧تاریخچۀ معکوس ویژۀ مقدار ١٢٧تاریخچۀ معکوس ویژۀ مقدار تاریخچۀ

سلیمانوا شرایط و نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ .٢
سال ها که است عددی جبرخطی در پیچیده و بغرنج مسائل از یکی ماتریس، یک ویژۀ مقادیر یافتن
همۀ ویژۀ مقادیر بتواند که کارآمد راه حل یک هنوز است. داشته مشغول خود به را ریاضیدانان ذهن است
یافتن نیستند، آشنا عددی روش های با که کسانی شاید البته است. نشده ارائه کند، تعیین را ماتریس ها
چندجمله ای یافتن اما دهند قرار نظر مد مشخصه چندجمله ای ریشه های کردن پیدا طریق از را ویژه مقادیر
ماتریس یک برای O(n٣) پیچیدگی تابع دارای دست کم عددی نظر از حالت، بهترین در خودش مشخصه
بسیار (کار چندجمله ای ها ضرایب به نسبت ویژه مقادیر حساسیت به دلیل و است کریلف١ روش با n مرتبۀ
طرف از است. ناممکن راه حل این عملا ،(١٩٨۶ سال به متوفی انگلیسی ریاضیدان ویلکینسون٢ ارزندۀ
نیمۀ طلایی دوران ریاضیدانان (کارهای نیست مقدور ۴ از بیش درجۀ با چندجمله ای معادلات حل دیگر،
و گذاشتند میان در پا عددی روش های پس است). شاهد بهترین خود آبل، و گالوا نوزدهم، قرن اول

دارند. ادامه کم وبیش
که بیابیم ماتریسی بخواهیم و باشیم داشته عدد دسته یک اینکه یعنی معکوس، ویژۀ مقدار مسئلۀ
اینکه به توجه با است: ساده بسیار مسئله ظاهر باشد. ماتریس آن ویژۀ مقادیر مجموعۀ داده شده، مجموعۀ
عضوهای اگر می دهند، تشکیل را آن اصلی قطر روی درآیه های مثلثی، یا قطری ماتریس یک ویژۀ مقادیر
حاصل قطری یا مثلثی ماتریس و دهیم قرار داده شده مجموعۀ ابعاد با ماتریس یک قطر روی را مجموعه این
n! به قطری درآیه های زیرا دارد، نیز زیادی جواب های مسئله قطعاً است. تمام کار بگیریم، نظر در را
بی شمار بگیریم، نظر در بالامثلثی به صورت را جواب ماتریس اگر و می شوند جابه جا اصلی قطر روی طریق
به وجود ویژه مقادیر در تغییری و هستند آزاد اصلی، قطر بالای درآیه های زیرا داشت، خواهد وجود جواب
جواب، ماتریس اینکه آن و محدودیت یک تنها شدنِ اضافه با اما است. ٣IEP مسئلۀ این نمی آورند.
منفی اعداد دارای داده شده مجموعۀ اگر شد. خواهد مشکل مسئله یک باره به باشد، نامنفی ماتریس یک
به جای داده شده مجموعۀ عضوهای دادن قرار با پایین مثلثی و بالامثلثی و قطری ماتریس های آن گاه باشد،
مزدوج جفت های دارای داده شده طیف اگر مهم تر، آن از یا کرد نخواهند حل را مسئله اصلی، قطر درآیه های
مشخصۀ چندجمله ای ریشه های این ها که باشد مزدوج جفت باید دلیل این (به باشد مختلط اعداد از
حل هستند)، مزدوج جفت به صورت حقیقی ضرایب با چندجمله ای ها ریشه های و هستند نیز ماتریس

می گوییم. ۴NIEP به اختصار، مسئله این به داشت. خواهد را خودش پیچیدگی های مسئله
اولین شاید شد. جلب مسئله این به بزرگ ریاضیدانان توجه بیستم، قرن چهارم دهۀ اواخر از تقریباً
در ١٩٣٧ سال در را مسئله  صورت که باشد پرداخته مسئله این به روسی، بزرگ ریاضیدان کُلموگرف۵، بار
عضوهای موقع چه که بود این کُلموگرف سؤال .[٢١] کرد ارائه مقاله ای در را آن بعداً و مطرح درسش کلاس
١ Krylov ٢ Wilkinson ٣Inverse Eigenvalue Problem ۴Nonnegative Inverse Eigenvalue Problem
۵Kolmogorov



نظامی عطیه و نظری علی محمد نظامی١٢٨ عطیه و نظری علی محمد نظامی١٢٨ عطیه و نظری علی محمد ١٢٨

همان شاگرد سلیمانوا١ باشند. نامنفی ماتریس یک ویژۀ مقادیر می توانند مختلط، اعداد از مجموعه یک
نامنفی همراه ماتریس یک که داد قرار داده شده طیف روی را شرایطی مقاله ای در ١٩۴٩ سال در کلاس

است: زیر شکل های از یکی به همراه ماتریس .[۴٨] باشد مسئله این جواب

C١ =



٠ ٠ · · · · · · a١
١ ٠ · · · · · · a٢
٠ ١ · · · · · · a٣
... ...
٠ ٠ · · · ١ an


C٢ =



٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ١ · · · ٠
... ...
٠ ٠ · · · ٠ ١
a١ a٢ a٣ · · · an


مشخصۀ چندجمله ای می شوند. نامیده پایین همراه و بالاهمراه به ترتیب، C٢ و C١ ماتریس های آن، در که

از است عبارت ماتریس دو هر
det (λI − C١) = det (λI − C٢) = λn − anλ

n−١ − · · · − a٢λ− a١

مشخصه چندجمله ای ضرایب آنها میگویند: همراه ماتریس ها این به چرا که شود می معلوم اینجا از و
بیابند را دوگانه تصادفی یا تصادفی ماتریس یک می خواستند سلیمانوا و کُلموگرف دارند. همراه را خویش
که است نامنفی ماتریسی تصادفی، ماتریس  دهد. تشکیل را آن طیف داده شده مجموعۀ یک که به گونه ای
مجموع که است نامنفی ماتریس یک دوگانه، تصادفی ماتریس و است ١ با برابر سطر هر مجموع آن، در
است تصادفی ماتریس یک A ماتریس دقیق تر، به طور باشد. ١ با برابر آن،  ستون هر و سطر هر درآیه های
مهم ویژگی های از است. ١ آن درآیه های همۀ که است برداری J آن، در که AJ = J اگر تنها و اگر
آن، با متناظر ویژۀ بردار و ماتریس است این پرون ویژۀ مقدار ١ عدد که است این تصادفی ماتریس های
نامنفی، ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ ابداع کنندۀ است. ١ آن درآیه های همۀ که است برداری
مسئله این روی سلیمانوا که شرطی هستند. مسکو، دولتی دانشگاه برجستۀ اساتید سلیمانوا، و کُلموگرف
مثبت ویژۀ مقدار تنها ویژه، مقدار بزرگترین ثانیاً و باشند حقیقی ویژه مقادیر همۀ اولا که بود این داد قرار
مقدار بزرگترین دیگر، عبارت به باشد. نامنفی ویژه، مقادیر همۀ مجموع و باشد ویژه مقادیر مجموعۀ
البته نباشد. کوچکتر آنها مجموع از همچنین و ویژه مقادیر بقیۀ قدرمطلق از و باشد نامنفی خودش ویژه،
می دانیم چون و است نامنفی آن اصلی قطر درآیه های مجموع باشد، نامنفی ماتریسی اگر که است روشن
لازم شرط اولین پس است، ویژه مقادیر مجموع با برابر ماتریس، اثر یا اصلی قطر درآیه های مجموع که
باید σ مثل ویژه مقادیر از مجموعه یک برای که دیگری لازم شرط می آید. به وجود مسئله حل پذیری برای
n = ٣ حالت برای کُلموگرف مسئلۀ .σ = σ̄ یعنی است، مزدوج عمل به نسبت بودن بسته کرد، مطرح
١Suleimonova



١٢٩ معکوس ویژۀ مقدار ١٢٩تاریخچۀ معکوس ویژۀ مقدار ١٢٩تاریخچۀ معکوس ویژۀ مقدار تاریخچۀ

سال های در دینکین٢ و دمیتری یف١ نام های به دیگر، روسی ریاضیدان دو توسط دوری ماتریس یک با
کافی می توانست ویژه مقادیر مجموع بودنِ نامنفی شرط این آیا .[٧ ،۶] است شده حل ١٩۴۶ و ١٩۴۵

طیف [۴٣] ١٩٧٢ سال در زالتسمان٣ باشد؟ هم

σ =

{
١, ٢−,١

٣ ,−
٢
٣ ,−

٢
٣
}
.

وجود نامنفی ماتریسی اما می کند صدق مجموعه اعضای مجموع بودنِ نامنفی شرط در که کرد ارائه را
کافی. نه و است لازم شرط یک مذکور، شرط که داد نشان این باشد. آن طیف مجموعه، این که ندارد

کرد بیان ١٩٧٨ سال به خویش مقالۀ در حدس یک قالب در تغییر، یک با را سلیمانوا شرط فریدلند۴
مجموعه یک σ کنیم فرض برداشت: آن روی از را طیف عضوهای بودنِ حقیقی شرط که بود این آن و
دارای و است نامنفی نیز آن عضوهای مجموع دارد، مثبت عضو یک دست کم که باشد مختلط اعداد از
یک ویژۀ مقادیر مجموعۀ σ صورت، این در نیست. کوچکتر اعضا بقیۀ قدرمطلق از که است عضوی
از آمده اند؛ بر مسئله این حل برای تلاش در ریاضیدانان از بسیاری پس، آن از .[٩] است نامنفی ماتریس
مسائل برای را حل پذیری شرایط توانست مقاله ای، طی و کرد شروع ماتریس ها تشابه از که ریمز۵ جمله
مسئله حل پذیری برای دیگری لازم شرایط بحث سپس .[۴١] دهد قرار بررسی مورد ۴ حداکثر ابعاد با
و کنند مطرح را جدیدی شرایط توانستند یک هر و شد مطرح حوزه این در فعال ریاضیدانان توسط به مرور
۵×۵ حالت برای تنها تاکنون که آمد در آب از پیچیده آنقدر مسئله اما بپردازند. کافی شرط به نیز تعدادی
هنوز کلی حالت برای اما است بوده چشمگیر پیشرفت ها متقارن، جواب حالتِ برای البته است. شده حل
این ریاضیدانان چالش های از یکی قرن نیم از بیش که بود مسئله ای این گفت می توان اکنون است. باز راه

است. بوده ریاضیات از شاخه

مسئله حل پذیری برای لازم شرایط .٣
نظر در نیز کافی شرط به صورت آن را می توان اگرچه آمد؛ در آب از جالبی لازم شرط سلیمانوا شرط
مقادیر توان های مجموع اینکه می داد. قرار پوشش تحت را طیف ها از کمی تعداد شرط، این اما گرفت
لازم شرط که رساند آنجا به را مسئله هستند، برابر ماتریس یک قطری درآیه های توان های مجموع با ویژه

یافت: تغییر زیر به صورت حل پذیری، برای ویژه مقادیر مجموع بودنِ نامنفی
n∑

j=١
λk
i = Sk =

n∑
i=١

akii ≥ ٠, k = ١, ٢, . . .

١Dmitriev ٢Dynkin ٣Salzmann ۴Freidland ۵Reams
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زوج، توان های برای فوق مجموع که است روشن البته است. مسئله حل پذیریِ لازم شرایط از یکی این و
سال در داد. قرار بررسی مورد را آن مسئله حل از قبل باید فرد، توان های برای و است نامنفی عددی
ارائه مسئله حل پذیریِ برای را دیگری جالب لازم شرط نیز لوندن٣ لویی و لوِی٢ رافائل جانسون١، ١٩٧٨

از است عبارت شرایط این .[٢۴ ،١٩] شد معروف JLL نامساوی به که دادند
Sm
k ≤ nm−١Skm, k,m = ١, ٢, . . . . (٣ . ١)

و مثبت ویژۀ مقدار یک n = ٣ برای آنها می شود. تبدیل تساوی به همانی ماتریس برای نامساوی این
و کردند ارائه را نامنفی ماتریس یک ساختن روش و مطرح را مثبت مجموع با مختلط مزدوج جفت یک

بود: زیر به صورت دادند، قرار مسئله حل پذیری برای که شرطی نیز
[S١(σ)]٢ ≤ ٣S٢(σ).

یک n = ۴ حالت برای آنها گردید. کلی حالت در JLL نامساوی آمدن به وجود باعث نامساوی این
ماتریس که حالتی برای را JLL نامساوی میهن۵ و لافی۴ ١٩٩٩ سال در کردند. ارائه ابتکاری راه حل

:[٢٣] کردند ساده دارد، صفر اثر مطلوب، نامنفی
S٢٢ ≤ (n− ١)S۴.

m = ٢ و k = ١ حالت برای JLL شرط در σ = {
√٢, i,−i} به صورت طیف اینکه جالب مثال یک

باشد. σ طیف دارای که ندارد وجود نامنفی ماتریسی پس نمی کند. صدق
برای کافی و لازم شرط شد، نوشته هندِلمان٧ و بویل۶ توسط که طولانی رساله ای در ١٩٩١ سال در

گردید: ارائه زیر به صورت مسئله حل پذیریِ
یک طیف ،λ١ = max |λi| شرط با σ = {λ١, λ٢, . . . , λn} ⊂ C ناصفر مجموعۀ .٣ . ١ قضیه

اگر تنها و اگر است مثبت ماتریس
i؛ > ١ هر برای λ١ > |λi| (١)

k؛ = ١, ٢, . . . برای Sk > ٠ (٢)
باشند. n∏حقیقی

i=١(t− λi) چندجمله ای ضرایب (٣)
صفر اضافۀ شرط و n = ۵ و n = ۴ حالت برای نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ
شد. حل [٢٣] میهن و لافی و [۴١] ریمز به وسیلۀ داده شده، طیف مجموع بودنِ صفر نتیجه در و اثر بودنِ

کردند. ارائه n = ۴ حالت در را جواب کامل ترین میهن و لافی حقیقی، طیف برای
١Johnson ٢Lowey ٣London ۴Laffey ۵Meehan ۶Boyle ٧Handelman
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دارای σ = {λ١, λ٢} یعنی داده شده، مجموعۀ که است این n = ٢ حالت برای کافی و لازم شرط
قطری ماتریسی آن گاه باشند، نامنفی σ مجموعۀ عضو دو هر اگر باشد. نامنفی مجموع با حقیقی عضو دو
و λ٢ < ٠ و λ١ > ٠ اگر و است مسئله جواب باشند، σ مجموعۀ اعضای اصلی اش قطر درآیه های که

ماتریس آن گاه ،λ١ + λ٢ ≥ ٠

A =

( ٠ −λ١λ٢
١ λ١ + λ٢

)

به صورت تصادفی یکی که ماتریس دو برای ،n = ٢ برای کلی حالت در چون .[٣۴] است مسئله )جواب
a ١ − a

b ١ − b

)

به صورت دوگانه تصادفی دیگری و ٠ ≤ a, b ≤ ١ آن، در که )است ١−b+a٢ ١−a+b٢
١−a+b٢ ١−b+a٢

)

مسئله، دو این گفت می توان پس است، {١,−b + a} ماتریس، دو هر ویژۀ مقادیر مجموعه است،
حالت در اما هستند. هم ارز حالت، این در دوگانه تصادفی و تصادفی ماتریس های ویژۀ مقدار مسئلۀ یعنی

تصادفی ماتریس σ = {−١, ٠, ١} طیف برای ،n = ٣
٠ ١ ٠
١ ٠ ٠
١ ٠ ٠


حالت، این در پس باشد. آن طیف σ مجموعۀ که نمی شوند یافت دوگانه تصادفی ماتریس هیچ و داریم را
البته شد. حل [٢۴] در لوندن و لوی توسط n = ٣ حالت برای مسئله .[١٩] نیستند هم ارز مسئله دو این
جواب به بتواند را مسئله که شرایطی فقط و بود نشده مطرح حل پذیری برای کافی و لازم شرط دیگر آنجا

بود. شده ارائه ٣ × ٣ حالت برای برساند،
به جواب ماتریس قطری درآیه های همۀ نتیجه (در صفر ویژۀ مقادیر مجموع با n = ۴ حالت برای
قرار بررسی مورد را مسئله [٢٣] میهن و لافی و [۴١] ریمز شد)، خواهد صفر است، نامنفی اینکه دلیل
سال در اما بود نشده حل دیگر حالت های همچون n = ۵ برای مسئله ،[٣۴] مقالۀ از قبل تا دادند.
جواب کامل ترین که گفت بتوان شاید و کردند حل گوناگون حالت ١٧ در n = ۵ برای را مسئله آنها ٢٠١٢

است. آنان مقالۀ ،n = ۵ حالت در مسئله حل برای تاکنون
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n = ۴ حالت در لافی، توماس استادراهنمایی با میهن دکتریِ رسالۀ غیرحقیقی، طیف حالت برای
طیف برای دوری ماتریس یک به صورت جواب بخواهیم اگر .[٢٣] است کار گره گشای

σ = {λ١, λ٢, . . . , λn}

ماتریس های است. آمده [۴٢] در سوتو١ و راجو توسط مسئله این حل برای کافی و لازم شرایط باشد،
به می شوند تولید اول سطر به عنوان بردار یک به وسیلۀ که هستند توپلیتس٢ ماتریس های انواع از دوری،
می آید. به دست بالایی سطر از چپ یا راست سمت به درآیه هر انتقال از آخر، تا دوم سطر که صورت این
این سادۀ ظاهر است. یکسان آن قطر هر درآیه های که است ماتریسی تئوپلیتز ماتریس  دیگر، عبارت به
مورد بسیار است شده باعث است، آنها تولیدی بردار از مستقل که ویژه بردارهای یکسانی و ماتریس ها

گیرند. قرار ریاضیدانان استقبال
فرض و باشد تحقق پذیر σ = {λ١, λ٢, . . . , λn} طیف یک اگر که داد نشان گائو٣ ١٩٩٧ سال در
مجموعۀ ϵ ≥ ٠ هر برای باشد، حقیقی ویژۀ مقدار λ٢ اگر آن گاه باشد، آن برای پرون ویژۀ مقدار λ١ که کنیم

σ
′
= {λ١ + ϵ, λ٢ ± ϵ, λ٣, . . . , λn}

مسئلۀ حل پذیری برای کافی و لازم شرط یک که است کسی اولین سلیمانوا از بعد او است. تحقق پذیر نیز
:[١۵] است زیر به شکل او قضیۀ کرد. ارائه نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار

σ = σ̄ شرط در که باشد مختلط اعداد از مجموعه  یک σ = {λ١, λ٢, . . . , λn} اگر .٣ . ٢ قضیه
که دارد وجود λ٠ مانند حقیقی عددی آن گاه می کند، صدق

max٢≤j≤n
|λj | ≤ λ٠ ≤ ٢n max٢≤j≤n

|λj |

.λ١ ≥ λ٠ اگر تنها و اگر است تحقق پذیر A مانند نامنفی ماتریس یک توسط σ لذا و

کنند شروع کوچکتر طیف یک از یعنی کنند، حل استقرایی به شکل را مسئله که شدند آن بر عده ای
سال در را خویش جالب بسیار قضیۀ که است براوئر۴ جمله آن از که آورند به دست را بزرگتر طیف های و
.[۴١] شد ارائه ١٩۶۶ سال در ریمز توسط براوئر، قضیۀ برای استاندارد اثبات یک .[٢] داد ارائه ١٩۵٢
اگرچه است؛ نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ در تأثیرگذار قضیه های از یکی قضیه، این

است: نپرداخته مسئله این به مستقیم به طور خودش
١Rojo and Soto ٢Teoplitz ٣Guo Wuwen ۴Brauer



١٣٣ معکوس ویژۀ مقدار ١٣٣تاریخچۀ معکوس ویژۀ مقدار ١٣٣تاریخچۀ معکوس ویژۀ مقدار تاریخچۀ

بردار v و باشد λn ،. . . ،λ٢ ، λ١ ویژۀ مقادیر دارای n×n اندازۀ با A ماتریس فرض کنیم .٣ . ٣ قضیه
مقادیر دارای A+ vqT ماتریس در این صورت، باشد. دلخواه برداری q و λk ویژۀ مقدار با متناظر ویژۀ

است: زیر ویژۀ
λ١, λ٢, . . . , λk−١, λk + vT q, λk+١, . . . , λn.

طرح را پیوندی مسائل در گام نخستین قضیه، این از استفاده با [۴٢] سوتو و راجو ٢٠٠٣ سال در
σ = σ̄ شرط در که باشد نامنفی ماتریس یک طیف σ = {λ١, λ٢, . . . , λn} اگر که کردند ثابت و
قضیه این اثبات در است. σ طیف شامل که دارد وجود n+ ١ مرتبۀ از نامنفی ماتریسی آن گاه کند، صدق
سادگی با را مسئله متقارن، حالت برای که می دهد نشان قضیه این است. شده زیادی استفادۀ براوئر ایدۀ از
حل خاص بسیار شرایطی تحت که نیست نامتقارن حالت همچون و کرد حل بعدی هر تا می توان بیشتری

شود.

کلاسیک مسئلۀ یک و متقارن حالت .۴
با به اختصار که بپردازیم متقارن ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ به می خواهیم بخش، این در
هستند. حقیقی همگی متقارن، ماتریس یک ویژۀ مقادیر می دانیم چنان که می شود. داده نمایش ١SNIEP
و متقارن ماتریس یک است قرار باشد، پرون ویژۀ مقدار یک دارای که حقیقی طیف یک برای این رو از
مطلب این به فیدلر ١٩٧۴ سال در باشد. آن ویژۀ مقادیر مجموعۀ داده شده، مجموعۀ که آید به دست حقیقی
و λ١ ≥ ٠ آن، در که σ = {λ١, λ٢} طیف و n = ٢ حالت برای را زیر سادۀ بسیار جواب و پرداخت

:[١٢] داد ارائه λ١ ≥ |λ٢|

C =
١
٢
(

λ١ + λ٢ λ١ − λ٢
λ١ − λ٢ λ١ + λ٢

)
.

متقارن ماتریس های برای n = ٢ حالت در فیدلر اندیشۀ از [١٠] در ملکمن٢ و فریدلند ١٩٧٩ سال در
می تواند λ١ ≥ λ٢ ≥ . . . ≥ λn آن، در که σ = {λ١, λ٢, . . . , λn} مجموعۀ کردند ثابت و استفاده
این در .λi+λn−i+١ = ٠ ،i هر برای اگر تنها و اگر باشد نامنفی متقارن سه قطریِ ماتریس یک طیف

از است عبارت J جواب ماتریس حالت،

J = diag(A١, . . . , A[n+١
٢ ]), Ai =

١٢

(
λi + λn−i+١ λi − λn−i+١
λi − λn−i+١ λ١ + λn−i+١

)
١Symmetric Nonnegative Inverse Eigenvalue Problem ٢Melkman
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مسئلۀ حل به [١۵] در گائو ١٩٩٧ سال در .Ai = [λi] و i = n+١٢ می دهیم قرار باشد، فرد n اگر و
پرداخت. n = ٣ حالت در نامنفی متقارن ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار

مقدار مسئلۀ می گوییم می یابد، تحقق نامتقارن ماتریس یک توسط حقیقی اعداد از مجموعه یک وقتی
دکتریِ رسالۀ در هرشکوویتس٢ ١٩٧٨ سال در است. شده طرح ١RNIEP یا حقیقی نامنفی معکوس ویژۀ
دارد؟ جواب نیز SNEIP مسئلۀ باشد، داشته جواب RNIEP مسئلۀ اگر آیا کرد طرح را سؤال این خود
متفاوت SNEIP و RNIEP مسئلۀ دو که کردند ثابت [٢٠] همکارانش و جانسون ١٩٩۶ سال در [١٧]
حل نشده هنوز باشند، متفاوت SNEIP و RNIEP مسئلۀ دو که بعدی کوچکترین کردن پیدا هستند.
و RNIEP مسئلۀ دو که داد نشان جبرخطی سالیانۀ کنفرانس هفتمین در ١٩٩٨ سال در لافی است.
هارتویگ٣ و لوی از نشده ای منتشر مقالۀ از ناشی او برهان این هستند. متفاوت n = ۵ برای SNEIP
برای را مسئله [٨] همکارانش و گلستُن۴ ا ٢٠٠۴ سال در .[١۶] است نشده انتخاب برایش نامی که بود

کردند. حل متفاوتی حالت های در n = ۵
فیدلر توسط که بود ترکیبی جواب های ارائۀ متقارن، حالت در مسئله حل در مهم گام های از یکی
که آورد به دست نامنفی ماتریس یک نامنفی، ماتریس دو از طیف دو برای توانست او شد. پایه گذاری

:[١١] بود شده تشکیل مذکور طیف دو اجتماع از آن طیف

Λ١ = {α١, α٢, . . . , αm} طیف مجموعۀ با m×m متقارن ماتریس یک A کنیم فرض .١ . ۴ قضیه
دیگری متقارن ماتریس B فرض کنیم .α١ ویژه مقدار با متناظر واحد ویژۀ بردار u فرض کنیم و باشد
این  در  باشد. β١ ویژۀ مقدار با متناظر ویژۀ بردار v واحد بردار و Λ٢ = {β١, β٢, . . . , βn} طیف با

ماتریس ρ هر برای صورت،
C =

(
A ρuvT

ρuvT B

)

ویژۀ مقدارهای γ٢ و γ١ آن، در که است Λ = {γ١, γ٢, α٢, . . . , αm, β٢, . . . , βn} طیف دارای
ماتریس

C =

(
α١ ρ

ρ β١

)
هستند.

نیز نامتقارن حالت برای بتواند ٢٠٠۴ سال در اسمیگک۵ نخست که شد باعث پیوندی، مسئلۀ این
پس و [۴۶] کند حل را مشابه مسئله ای باشند، ١ × ١ بلوک-ژُردان دارای پرون ویژۀ مقدار که شرطی به
١Real Nonnegative Inverse Eigenvalue Problem ٢Hershkowitz ٣Hartwig ۴Egleston ۵Smigoc
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مسئلۀ پرون، ویژۀ مقدار برای بلوک-ژُردان شرط بدون ٢٠١٢ سال در توانستند شرافت و نظری آن، از
است: زیر به صورت آنها قضیۀ .[٣۴] نمایند حل را پیوندی

M١ = {µ١, µ٢, . . . , µm} و m × m مرتبۀ از نامنفی ماتریس یک B کنیم فرض .٢ . ۴ قضیه
به شکل دیگری نامنفی ماتریس A کنیم فرض باشد. آن پرون ویژۀ مقدار µ١ و آن ویژۀ مقادیر مجموعۀ

A =

(
A١ a

bT µ١

)

هستند Rn−١ در بردار دو b و a است، (n− ١)× (n− ١) مرتبۀ از ماتریس یک A١ آن، در که باشد
ماتریس یک صورت، این در است. A ماتریس ویژۀ مقادیر مجموعۀ M٢ = {λ١, λ٢, . . . , λn} و

مجموعۀ که به طوری دارد وجود (m+ n− ١)× (m+ n− ١) مرتبۀ از نامنفی

M = {µ٢, . . . , µm, λ١, λ٢, . . . , λn}

است. آن طیف

ویژۀ مقدار مسئلۀ متقارن جواب برای را حل پذیری شرایط توانستند مک دونالد١ و لوی ٢٠٠۴ سال در
ویژۀ مقدار کلاسیک مسئلۀ یک آنها .[٢۵] آورند به دست n = ۵ حالت در متقارن ماتریس های نامنفی
σ = {٣, ٢−,٢−,٢−,٣} طیف دارای مسئله این گرفتند. نظر در را نامنفی ماتریس های معکوس
حال باشد. آن طیف مجموعه، این که نمی شود یافت نامنفی ماتریسی پرون-فروبنیوس، قضیۀ بنابر بود.
جواب می تواند مسئله این که t مقدار کوچکترین آن گاه کنیم، اضافه را tمثبت مقدار ویژه، مقدار اولین به اگر
فوق، مجموعۀ که نمی شود یافت نامنفی ماتریس هیچ اینکه .[١۶] است ١ با برابر باشد، داشته متقارن
ماتریس نمی توان یعنی نیست، حل پذیر مسئله این دارد. ویژه ای اهمیت تاریخی نظر از باشد، آن طیف
حل پذیری، به رسیدن برای مسئله روی کوچک تغییرات اما یافت فوق ویژۀ مقادیر مجموعۀ با نامنفی
به صورت را مسئله اگر است. افزوده نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقادیر مسئلۀ به را جالبی مطالب
مسئلۀ تا کرد اضافه ویژه مقدار بزرگترین به می توان که مقداری کمترین آن گاه بگیریم، نظر در نامتقارن
دربارۀ خود اخیر مقالات در میهن و لافی کرونین٢، .[٢٣] ۶√١۶√است − ٣٩ عدد شود، حل پذیر

طیف مثال، برای یافته اند. دست نظر مورد طیف به صفرهایی، کردن اضافه با مسئله، این حل پذیریِ

σ = {٣ + t, ٢−,٢−,٢−,٣, ٠}.
١McDonald ٢Cronin
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ماتریس  توسط

A =



٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٩ ۶ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٣ ٠ ١

۵۴ t٢ + ٩ ۵٣ t٢ + ١۵ ١٨ t٢ − ۶ ۶ t٢ + ١ t٢ + ۶ ٠


به که را t مقدار داده شده، طیف صفرهای افزایش با که دادند نشان آنها می شود. حل t = ٣√١ به ازای

.[۴] داد میل صفر سمت به نهایت در و داد کاهش می توان است، شده اضافه پرون ویژۀ مقدار

ایران در معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ .۵
اولین احتمالا رسید. چاپ به ٢٠٠٧ سال در که نوشتند مقاله ای ٢٠٠۴ سال در ریواز و محسنی مقدم
داده شدۀ ویژۀ مقدار یک برای آنها کرده اند. کار معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ روی که بودند ایران در کسانی
یکتای ماتریس یک توانستند می شود، گرفته نظر در مثبت نیز آن که متناظرش ویژۀ بردار به همراه مثبت
زوج (− ١

λ , x) و T-ماتریس ویژۀ زوج (λ, x) که بیابند را آن با متناظر یکتا T-ماتریس یک و ژاکوبی
متقارن سه قطری ماتریس های انواع از ژاکوبی ماتریس های .[٣١] باشند متناظر ژاکوبی ماتریس ویژۀ
کردند حل را مربعی معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ یک ٢٠٠٩ سال در تاج الدینی و محسنی مقدم هستند.
پرداخته معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ به طولانی، مقاله ای در مسکو، دولتی دانشگاه استاد ایکراموف١ .[٣٠]
نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ دربارۀ دایرةالمعارف یک او مقالۀ گفت می توان و است
کار به نظری توجه تاج الدینی، سفارش با ٢٠١٠ سال در است. فیلمور٢ مسئلۀ دربارۀ آن بیشترِ و است
که است معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ یک فیلمور، مسئلۀ شد. جلب فیلمور مسئلۀ دربارۀ راهنمایش استاد
از مشخصی درآیه های اینکه آن و دارد نیز دیگری محدویت بودن، نامنفی شرط بر علاوه نظر، مورد ماتریس
معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ ابتدا ٢٠١١ سال در همکاران و نظری .[١٨] باشند ناصفر باید جواب، ماتریس
پس و [٣٣] دادند قرار بررسی مورد ویژه ای شرایط با را ایکس شکل به صورت مرکزی متقارن ماتریس های
بودند، آورده به دست اسمیگک مقاله از که ایده ای با و فیلمور مسئلۀ روی کار با شرافت و نظری آن، از
نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ وادی در پا ٢٠١٢ سال در که باشند ایرانیانی اولین احتما
١Saidhakim Dododzhanovich Ikramov ٢Fillmore
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آن تا را جواب ها کامل ترین از یکی ۵×۵ نامتقارن حالت برای شاید کردیم، اشاره چنان که .[٣۴] گذاردند
مهدی نسب و نظری بعد، سال دو کردند. ارائه نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ برای زمان،
کنند حل آدامار ماتریس های از استفاده بدون را فاصله ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ توانستند
در بحث متقارن، ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ خاص حالت های جالب ترین از یکی .[٣٧]
فاصلۀ روی از آن درآیه های که است نامنفی ماتریس یک فاصله ماتریس است. فاصله ماتریس های مورد
فاصله، ماتریس اصلی قطر که است روشن می آید. به دست ماتریس بعد به اندازۀ نقطه تعدادی مختصاتی
و نظری سپس است. درآیه ها بین مثلثی نامساوی برقراری شرایط مهم ترین از یکی این و است صفر
ریتس١ مقادیر برای را معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ توانستند ،[٣۴] در مطرح ایدۀ از استفاده با افشاری
همۀ ویژۀ مقادیر و ماتریس یک ویژۀ مقادیر مجموعۀ ریتس، مقادیر دهند. تعمیم متقارن ماتریس های

.[٣٢] است آن پیش رو اصلی زیرماتریس های
کردند. حل را ژاکوبی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ همکاران، و قنبری ٢٠١٣ سال در
ایشان . [١٣] است (منفی) مثبت قطریِ غیر درآیۀ با متقارن سه قطری ماتریس یک ژاکوبی، ماتریس
کردند حل ٢٠١۴ سال در را پنج قطری ماتریس های برای معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ دیگر بار همکاران و

.[١۴ ،٢٩]
باب فتح را بازه ای نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ همکاران، و نظری ٢٠١٨ سال در
کردند حل n = ٣ تا خاصی حالت های برای را مسئله این ،[٣۴] در مطرح ایدۀ از استفاده با و کردند
متشابه، ماتریس های آوردنِ به دست در [۴١] ریمز ایدۀ از استفاده با نظامی و نظری ٢٠١٩ سال در .[٣۵]
در واحد پایین مثلثی ماتریس های از استفاده با را نامنفی ماتریس های معکوس ویژۀ مقدار مسئلۀ توانستند
درآیه های که هستند پایین مثلثی ماتریس هایی واحد، پایین مثلثی ماتریس های .[٣۶] کنند حل کلی حالت

است. محاسبه قابل به سادگی آنها وارون و است ١ آنها اصلی قطر
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