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چکیده
شرحی می کوشیم و می کنیم نگاه کوانتوم فیزیک به احتمالاتی دیدگاه یک از مقاله، این در
کنیم. عرضه قطعیت عدم و هم آزمایی کنونه، پدیدار، مانند پایه ای مفاهیم برخی از مختصر
در سپس و می کنیم معرفی کنونه» و پدیدار «نظریۀ به نام عمومی نظریۀ یک منظور، این برای
برخی ،C∗ جبرهای نظریۀ و هیلبرت فضای روی نظریۀ عملگرها کمک با و چارچوب این

می کنیم. توصیف را کوانتوم فیزیک پایه ای مفاهیم

سرآغاز .١
فیزیک دانش گوناگون شاخه های در که می گوید مضمون این به قریب نکته ای [٨] در آتیا مایکل
دانش در نوین پژوهش های صحیح مسیر راه چراغ می توانند که می کند بروز مهم مسائلی همواره نظری،
آنها فیزیکدانان که آنچه ریاضی وارِ و مجرد صورت بندی و دقیق بیان باشند. ریاضیدانان برای ریاضی
این در است.١ بوده ریاضیدانان برای آموزنده و جذاب چالشی همواره می نامند، فیزیکی نظریه های را
همچنین و است مشاهده» قابل «غیر زیراتمی ذرات بررسی که ماهیتش سبب به کوانتوم فیزیک میان،
تنیدگی در هم قطعیت، عدم روابط موج-ذره، دوگانی مانند «تأییدشده » حقایقی روی بر اینکه به سبب
دو چندان جذابیتی دارند، قرار بشری عرفی فهم و تصورات با تناقض در که است شده بنا ... و کوانتومی
و بررسی متعددی، موارد در کنید). مراجعه [١۴] به زمینه، این در تاریخچه ای مطالعۀ (برای است داشته

قطعیت. عدم هم آزمایی؛ کنونه؛ پدیدار؛ کوانتوم؛ فیزیک کلیدی. کلمات و عبارات
و ابتدایی اصل و تعریف چند روی بر نظریه آن کردن بنا فیزیکی، نظریۀ یک ریاضی وار و مجرد صورت بندی از مقصود ١
برخی دید از مجردی صورت بندی چنین که می کنیم خاطرنشان است. ریاضی قضیه های قالب در فیزیک قوانین و حقایق استنتاج
بخوانید. را [١۴] مقدمۀ این باره، در است. نادرست حتی و بیهوده نباشند)، آشنا چندان محض ریاضی با شاید (که فیزیکدانان
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٩ ©

١٨١
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چشم گیر گسترش باعث شده اند، ریاضی وارد کوانتوم فیزیک نظری شاخۀ از که مسائلی دربارۀ پژوهش
روی عملگرها نظریۀ از می توان میان این در است. شده ریاضی زیبای و گوناگون نظریه های ایجاد یا و
میدان های توپولوژیکی نظریۀ ،[۴] ناجابه جایی هندسۀ هوپف، جبرهای عملگری، جبرهای هیلبرت، فضای
هندسۀ در گروموف-ویتن ناورداهای و ،[١٣] پایین بعد با خمینه های رده بندی در کاربردش و [٢] کوانتومی
ریاضی دیدگاه از کوانتوم فیزیک احتمالاتی مبانی معرفی مقاله، این نگارش از هدف برد. نام ،[۵] جبری
و کلی نظریۀ یک منظور، این برای است. کوانتوم) فیزیک با ناآشنا (اما ریاضی با آشنا خوانندگان برای
مفاهیم از برخی به احتمالاتی دیدگاه می کنیم سعی و می کنیم معرفی کنونه»١ و پدیدار «نظریۀ به نام عمومی

کنیم. بررسی نظریه این چارچوب در را کوانتوم فیزیک اولیۀ
کم وبیش و می کنند ایفا پررنگ بسیار نقشی کوانتوم فیزیک نوشته های در ٣ کنونه و پدیدار٢ مفهوم دو
گوناگون اندازه   گیری های از حاصل نتایج و مشاهده ها می شوند. دیده کوانتوم فیزیک دربارۀ نوشته ای هر در
بین معادلات و روابط و مفهوم دو این به کمک کوانتوم، فیزیک آزمایشگاه در فیزیکی دستگاه یک مورد در

می شوند.۴ صورت بندی آنها
نسبت پدیدار ها مجموعۀ و کنونه ها مجموعۀ اشیاء، از مجموعه دو کوانتومی فیزیکی دستگاه هر به
پدیدار، هر می گیرد. خود به آزمایشگاه در دستگاه که است وضعیتی با متناظر کنونه، هر می شود. داده
یک آن، حاصل و می شود اعمال دستگاه روی آزمایشگاه در که است اندازه گیری فرآیند از نوعی با متناظر
می شود. گفته دارد، قرار آن در سیستم که کنونه ای تحت پدیدار آن مقدار عدد، این به است. حقیقی عدد
را گوناگونی عددیِ مقدارهای مشخص، کنونۀ یک در اندازه گیری فرآیند یک که دارد وجود امکان این
کنونۀ یک در پدیدار یک با متناظر اندازه گیری فرآیند تکرار با این رو از دهد. نتیجه متناظرش پدیدار برای
اصل یک قالب در را حقیقت این می آید. به دست پدیدار مقدارهای مجموعۀ روی احتمالی اندازۀ مشخص،
می  کند. القا پدیدار هر مقدارهای مجموعۀ روی احتمال اندازۀ یک کنونه، هر می کنیم: صورت بندی
بسیار مفهوم، آن بر مبتنی نظریۀ پیشبرد در و کند ساده تر را آن فهم می تواند ریاضی مفهوم یک تعمیم گاهی
به صورت کوانتوم، فیزیک در آنها بر حاکم اصول و پدیدار و کنونه مفهوم دو نوشتار، این در باشد. کارآمد
نظریه این چارچوب در احتمالاتی۵ اندازه گیریِ هرگونه از حاصل نتایج که به گونه ای می شود داده تعمیم مجرد

انتخاب ضمناً است. شده ظاهر به ندرت موضوع، این به مربوط نوشته های در کنونه» و «پدیدار واژگان از پیش «نظریه» ١واژۀ
است. نویسنده پیشنهاد ،state مقابل در «کنونه» و observable مقابل در «پدیدار»

در دوم یا اول مرتبۀ ریاضی منطق نظریۀ یک به مثابۀ را کوانتوم فیزیک بر حاکم منطق و زبان بتوان که باشد این بر فرض اگر ۴
بازی را نظریه آن نماد های یا تعریف نشده ها نقش پدیدار و کنونه اندازه گیری، فیزیکی، دستگاه مانند مفاهیمی آن گاه گرفت، نظر

کرد. خواهند
می تواند بارها یکسان به ظاهر شرایط تحت بیرونی دنیای در که است فرآیندی احتمالاتی، اندازه گیریِ یک از مقصود اینجا در ۵

شود. تکرار
٢observable ٣state
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سوی یک که است واصلی حلقۀ یا پل کنونه ، و پدیدار  نظریۀ که دید خواهیم باشد.١ صورت بندی قابل
آن، در که است واقعی دنیای همان یا ذهن از بیرون دنیای دیگرش، سوی و دارد قرار ریاضیدان ذهن آن

می گیرد. صورت آزمایشگاهی مشاهدات
کوانتوم فیزیک احتمالاتی تعبیر دارد. وجود کوانتوم فیزیک از فلسفی) (به لحاظ گوناگونی تعبیرهای
رو آن از نامگذاری این است. معروف نیز کوپنهاگی تعبیر به است، استوار آن بر کنونه و پدیدار  نظریۀ که
هایزنبرگ دستیارش و بود کوپنهاگ دانشگاه استادان از که بور توسط تعبیر این که است گرفته صورت
در احتمال اندازه های شدن ظاهر است: استوار گزاره این بر کوپنهاگی تعبیر بنیان است. شده پی ریزی
«نیست»، دستگاه آن از ما اطلاعات کمبود یا خطا از ناشی کوانتومی، دستگاه های اندازه گیری های
نپذیرفت. را آن هیچ گاه که بود اینشتین کوپنهاگی، تعبیر مخالف بزرگترین است.٢ ذاتی پدیده ای بلکه

دارد. باره این در او دیدگاه به اشاره نمی کند»، بازی تاس «خداوند که اینشتین معروف سخن
تعریف های جمله از می کنیم؛ مرور را احتمال نظریۀ کُلموگرفی مدل از پیشنیازهایی ،٢ بخش در
هماهنگ خانوادۀ و واریانس، میانگین، تصادفی، متغیر احتمال، اندازۀ اندازه پذیر، فضای سیگما-جبر،
به روش احتمال اندازه های استخراج دربارۀ توضیحاتی همچنین می کنیم. یادآوری را احتمال اندازه های از

می دهیم. ارائه نسبی فراوانی به موسوم
احتمالاتی، اندازه گیری های و آزمایش ها برای را هم آزمایی پیچیدۀ مفهوم تا می کنیم تلاش ،٣ بخش در
به طور است. کوانتوم فیزیک در پایه ای مفاهیم از یکی هم آزمایی دهیم. توضیح مقدماتی و ساده به صورت
آزمایش ها این همۀ اگر گوییم هم آزما را پدیده یا دستگاه یک روی اندازه گیری ها یا آزمایش ها از گردایه ای کلی،
ظاهر آورده ایم، هم آزمایی برای که «شبه تعریفی» اصلی مشکل شوند. اعمال دستگاه روی بتوانند هم» «با
و است پیچیده تر حتی احتمالاتی، اندازه گیری های برای هم آزمایی مفهوم توصیف است. هم» «با قید شدن
نیست.٣ توصیف قابل احتمال، نظریۀ فیرکُلموگ مدل چارچوب در مفهوم این که کنیم خاطرنشان باید اساساً
مفهوم احتمال، نظریۀ فیرکلموگ مدل به اصولی کردن اضافه با تا است شده تلاش [١١] در این همه، با
و ریاضی وار به صورت کوانتومی، و کلاسیک دستگاه های روی احتمالاتی اندازه گیری های برای هم آزمایی

گردد. بررسی و تعریف دقیق،

در تاکنون پرداخته ایم، آن به اینجا در ما که صورتی چنین و تعمیمی چنین با کنونه و پدیدار نظریۀ می داند، نگارنده که آنجا تا ١
برده ایم. بهره بسیار [٧ ،٣] و [١] از نظریه این بنای در البته است. نشده ظاهر دیگری نوشتۀ

کلیۀ جهت و اندازه اگر بگیرید. نظر در را سکه پرتاب آزمایش می  آوریم. روزمره زندگی از مثالی ذاتی، واژۀ توصیف برای ٢
نتیجۀ که کرد پیش بینی می توان آن گاه باشد، ما دسترس در کوچکی خطای با زمین تا آن فاصلۀ و سکه جرم دخیل، نیروهای

نیست. ذاتی آزمایش، این از حاصل نتایج توصیف در احتمال اندازۀ شدن ظاهر بنابراین خط. یا بود خواهد شیر آزمایش
است. نشده بررسی احتمال نظریۀ در تاکنون مجرد به صورت مفهومی چنین می دانیم، که آنجا تا ٣
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متعدد مثال های و می دهیم شرح را کنونه و پدیدار نظریۀ یک بر حاکم کلی اصول و مبانی ،۴ بخش در
یک کنونه های مجموعۀ که می دهیم نشان می کنیم. ارائه گوناگون کنونه و پدیدار نظریه های از ساده ای اما
بررسی را پدیدارها از گردایه ای هم آزمایی مفهوم همچنین گرفت. نظر در «محدب» می توان همواره را نظریه

می کنیم.
متداول ترین با است منطبق تقریباً که می کنیم معرفی کنونه و پدیدار خاص نظریۀ یک ،۵ بخش در
کنونه ها، فضای نظریه، این در می رود. به کار فیزیکدانان توسط که کوانتومی مکانیک از صورت بندی ای
داده هیلبرت فضای آن روی خودالحاقی خطی عملگرهای با نظریه پدیدارهای و است هیلبرت فضای یک
اصل این می بریم. به پایان قطعیت» عدم «اصل از ریاضی دقیق صورت بندی یک با را ۵ بخش می شوند.

است. کوانتوم فیزیک در بنیادی مفاهیم از یکی
به نسبت تفاوت «اندکی» با کنونه و پدیدار نظریۀ یک ،C∗ جبرهای نظریۀ به کمک ،۶ بخش در
نظریه این کنونه های فضای می کنیم. ارائه کوانتومی دستگاه های توصیف برای ،۵ بخش در مذکور نظریۀ
جبر آن تعویض پذیر ∗C-زیرجبرهای با نظریه پدیدارهای و است متحد C∗ جبر یک کنونه های فضای با

می رسانیم. به پایان مذکور، نظریۀ در پدیدارها هم آ زمایی دربارۀ بحثی با را ۶ بخش می شوند. داده
کنونه ها، فضای روی توپولوژی مانند کوانتوم فیزیک پایه ایِ مفاهیم از دیگر برخی که می کنیم یادآوری
نپرداخته ایم، به آنها مقاله این در ما که را حرکت قوانین و دینامیک تقارن، پدیدارها، فضای جبری ویژگی های

کرد. بررسی و معرفی کنونه و پدیدار نظریۀ یک قالب در می توان

احتمال نظریۀ از پیشنیازهایی و نمادگذاری .٢
آشنایی برای می کنیم. مرور را احتمال نظریۀ فیرکلموگ مدل پایه ای مفاهیم از برخی بخش، این در

می دهیم. ارجاع ([١٢] مثال (برای احتمال و اندازه نظریۀ کتاب های به را خواننده بیشتر،
Ω روی سیگما-جبر یک F و باشد مجموعه یک Ω اگر گوییم اندازه پذیر فضای (Ω,F) زوج به
متمم گیری به نسبت و است ∅ شامل که به گونه ای است Ω زیرمجموعه های از گردایه ای F یعنی باشد،
Ω از اندازه پذیر زیرمجموعۀ یک را F عضو هر است. بسته اعضایش، از شمارش پذیر اجتماع و Ω در
اگر می گوییم اندازه پذیر نگاشت ،Ω′ و Ω اندازه پذیر فضاهای بین f : Ω → Ω′ نگاشت به نامیم.
یک برای باشد. Ω از اندازه پذیر زیرمجموعه ای ،f تحت Ω′ از اندازه پذیر زیرمجموعۀ هر وارون تصویر
برل سیگما-جبر را باز زیرمجموعه های همۀ شامل فضا آن روی سیگما-جبر کوچکترین توپولوژیک، فضای
در برل سیگما-جبر با همراه اندازه پذیر فضاهای به عنوان را توپولوژیک فضاهای مقاله، این در می نامیم.
سیگما-جبر با همراه اندازه پذیر) فضای یک (به عنوان را شمارش پذیر مجموعۀ هر همچنین   می گیریم. نظر
تابع یک ،(Ω,F) اندازه پذیر فضای روی احتمال اندازۀ یک از مقصود می گیریم. نظر در توانی مجموعۀ
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و P (Ω) = ١ که طوری است حقیقی اعداد از [٠, ١] بسته بازۀ به F از P مجموعه ای

P
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n=١
En

)
=
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P (En)

.F مجزای دوبه دو اعضای از (En)n دنباله هر برای
اندازۀ این صورت، در باشد. Ω از دلخواهی عضو ω و باشد اندازه پذیر فضای (Ω,F) کنیم فرض
برای می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم نشان δω با را (Ω,F) روی ω بر متمرکز نقطه-جرمی
کنید دقت .δω(E) = ٠ آن گاه ،ω /∈ E اگر و δω(E) = ١ آن گاه ،ω ∈ E اگر E ∈ F هر
روی مقادیرش با کامل به طور Ω روی احتمال اندازۀ هر آن گاه باشد، شمارش پذیر مجموعۀ یک Ω اگر که
Ω توپولوژیک فضای روی احتمال اندازۀ یک µ اگر می شود. مشخص Ω تک عضوی زیرمجموعه های

باز مجموعۀ متمم به آن گاه ∪باشد،
{E ⊂ Ω : µ(E) = ٠ و باز E}

می گوییم. µ تکیه گاه ،Ω در
f : Ω → Ω′ و Ω روی احتمال اندازۀ P اندازه پذیر، فضاهای (Ω′,F ′) و (Ω,F) کنیم فرض
تصادفی متغیر یک را f و می گوییم احتمال فضای یک (Ω,F , P ) سه تایی به باشد. اندازه پذیر نگاشت
احتمال توزیع آن به که می کند، القا Ω′ روی P ⌉f احتمال اندازۀ یک f حالت، این در نامیم. ′Ω-مقدار

می گوییم: f
P ⌉f (E′) := P (f−١E′) (E′ ∈ F ′)

f واریانس و میانگین باشد. (Ω, P ) احتمال فضای روی R-مقدار تصادفی متغیر یک f کنیم فرض
می شوند: داده نشان VP (f) و EP (f) با به ترتیب،

EP (f) :=

∫
Ω
fdP, VP (f) := EP (f

٢)−E٢
P (f) = EP (f −EP (f))

٢.

کرد: تعریف نیز f احتمال توزیع به کمک می توان وجود) صورت (در را عددی مقدار دو این

EP (f) :=

∫
R
xdP ⌉f (x), VP (f) :=

∫
R
x٢dP ⌉f (x)−E٢

P (f).

می شوند: تعریف زیر واریانسµبه صورت و میانگین آن گاه رویRباشد، احتمال اندازۀ µیک اگر بنابراین

Eµ :=

∫
R
xdµ(x), Vµ :=

∫
R
x٢dµ(x)−E٢

µ.



صدر میثمی میثم صدر١٨۶ میثمی میثم صدر١٨۶ میثمی میثم ١٨۶

سیگما-جبر کوچکترین باشد. اندازه پذیر فضاهای از متناهی گردایه ای {(Ωi,Fi)}i∈J کنیم فرض
به شکل مجموعه های شامل ΩJ :=

∏
i∈J Ωi ∏روی

i∈J
Ei, (Ei ∈ Fi)

با همواره اندازه پذیر فضای یک به عنوان ΩJ مقاله، این در می شود. نامیده حاصلضربی سیگما-جبر
Fi و توپولوژیک فضای Ωi ،i هر به ازای اگر که کنید دقت می شود. گرفته نظر در ضربی سیگما-جبر
حاصلضربی، توپولوژی با همراه ΩJ فضای روی برل سیگما-جبر آن گاه باشد، Ωi روی برل سیگما-جبر
فضاهای از متناهی گردایه ای {(Ωi, Pi)}i∈J اگر است. یکسان آن روی حاصلضربی سیگما-جبر با

می کند: صدق زیر شرط در که است موجود ΩJ روی P یکتای احتمال اندازۀ یک آن گاه باشد، احتمال
P (

∏
i

Ei) =
∏
i

Pi(Ei), (Ei ∈ Fi)

می شود. داده نشان ∏i∈J Pi با و نامیده {Pi}i∈J گردایه برای حاصلضربی احتمال اندازۀ P
Ωi-مقدار تصادفی متغیر یک fi ،i ∈ I هر به ازای و باشد احتمال فضای یک (Ω, P ) کنیم فرض
،I از J مانند متناهی زیرمجموعۀ هر به ازای اگر می شود گفته مستقل {fi}i∈I گردایۀ به باشد. Ω روی
ΩJ روی ∏i∈J P ⌉fi حاصلضربی احتمال اندازۀ با ∏i∈J fi ΩJ-مقدار تصادفی متغیر احتمال توزیع
داشته آن گاه باشد، Ωi از اندازه پذیر زیرمجموعه ای Ei ،i ∈ J هر به ازای اگر دیگر، به بیان باشد.١ یکسان

باشیم
P (fi ∈ Ei, i ∈ J) =

∏
i∈J

P (fi ∈ Ei)

PJ ،J ⊆ I متناهی مجموعۀ هر به ازای و اندازه پذیر فضاهای از گردایه ای {Ωi}i∈I کنیم فرض
J ′ ⊆ J برای اگر گوییم هم آهنگ {PJ}J گردایۀ به صورت، این در باشد. ΩJ روی احتمال اندازۀ یک
می دهد. نشان را کانونی افکنش نگاشت ξJJ ′ : ΩJ → ΩJ ′ آن، در ′PJ⌉ξJJکه = PJ ′ باشیم داشته

احتمالاتی اندازه گیری های هم آزمایی مفهوم .٣
بار برای احتمالا که است خوانندگانی برای «هم آزمایی» پیچیدۀ مفهوم معرفی بخش، این از هدف
خودداری آن ریاضی دقیق صورت بندی آوردن از این رو از می شوند. آشنا آن با نوشته این در نخست

می دهیم. ارجاع [١١] به باره، این در دقیق و مفصل بحثی مطالعۀ برای را خوانندگان و می کنیم
برحسب چون می آوریم را آن تعریف  اما کرد نخواهیم استفاده ای کوانتومی نظریه های توصیف بخش های در «استقلال» مفهوم از ١

گرفته اشتباه هم با پرداخت) خواهیم به آن بعداً (که «هم آزمایی» مفهوم و «استقلال» مفهوم موارد، از پاره ای در که می دانیم تجربه
می شوند.
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می گوییم هم آزما را دستگاه یا پدیده یک روی اندازه گیری فرآیندهای یا آزمایش ها از گردایه ای .٣ . ١ تعریف
کرد. اعمال دستگاه روی هم با بتوان را فرایند ها آن همۀ اگر

اعمال که است معنا بدین بلکه نیست، زمان» یک «در به معنای لزوماً بالا، تعریف در هم» «با قید
نه و می گذارد دیگر اندازه گیری فرایندهای کردن اعمال روی تأثیری نه اندازه گیری، فرایندهای از کدام هر

می آوریم. مثال سه مفهوم، این شدن روشن برای دیگر. اندازه گیری های از حاصل نتایج روی تأثیری

می خواهیم بهزاد از می دود. را کوتاهی و مستقیم مسیر رکوردگیری، برای سرعت دوی دوندۀ یک .٣ . ٢ مثال
می دود حرکتش پنجم ثانیۀ تا دونده که مسافتی طول تعیین برای به ترتیب، را b و a اندازه گیری فرایند دو که
تنظیم قابل زمانسنج دارای عکاسی دوربین دو بهزاد کند. ابداع حرکت، پنجم ثانیۀ در دونده سرعت و
زمان روی را دوربین ها از یکی زمانسنج بهزاد دارد. اختیار در نواری متر یک و ثانیه، یکصدم دقت با
دونده حرکت مسیر کنار در را دوربین ها و می کند تنظیم ۵٫٠١ زمان روی را دیگر دوربین زمانسنج و ۵
و می اندازد به کار را دوربین ها زمانسنج بهزاد می کند، آغاز را حرکتش دونده اینکه به محض می دهد. قرار
بهزاد رکوردگیری، پایان از پس می گیرند. عکس یک کدام هر تعیین شده پیش از زمان های در دوربین ها
پنج لحظۀ تا و متر r٠ پنجم ثانیۀ تا دونده که می گیرد نتیجه عکس ها، به کمک و دارد اختیار در که متری با
اعلام را (r١ − r١٠٠(٠ و r٠ اعداد به ترتیب، b و a برای بنابراین است. دویده متر r١ ثانیه یک صدم و
کرد. خواهد اعلام دقیق تری اعداد نیز بهزاد باشند، دقیق تر متر و دوربین ها هرچه که است مشخص می کند.

است. هم آزما بهزاد برای {a, b} گردایۀ صورت، هر در ولی

تعیین و ذره) تکانۀ هم ارز، به طور (یا ذره سرعت تعیین کوانتومی، ذرۀ یک برای که دید خواهیم ٣ . ۵ در
نیستند. هم آزما زمان، یک در ذره مکان

b و a اندازه گیری دو که شده است خواسته ما از و شده داده ما به سیب عدد یک کنیم فرض .٣ . ٣ مثال
دهیم: انجام زیر به شرح را

با را حاصل سیب آب حجم و کرده آب گیری آبمیوه گیری، دستگاه یک از استفاده با را سیب (a)

آوریم. به دست مشخص ارلن مایر یک از استفاده
تنوری سیب وزن سپس و دهیم قرار دقیقه ده مدت به مشخص حرارت با تنور یک در را سیب (b)

آوریم. به دست مشخص ترازوی یک از استفاده با را
نیست. هم آزما {a, b} گردایۀ که است واضح
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زنجان  شهر هوای دمای اندازه گیری فرآیند نمایانگر an ،n طبیعی عدد هر به ازای کنیم فرض .۴ . ٣ مثال
روشن باشد. ١٣٩٨ سال نوروز از بعد روز nاُمین صبح هفت ساعت در هواشناسی، مرکزی ایستگاه در

است. هم آزما {an}n∈N نامتناهی گردایۀ که است

دهید اجازه کنیم، معرفی احتمالاتی اندازه گیری های و آزمایش ها برای را هم آزمایی مفهوم آنکه از پیش
احتمالاتی اندازه گیری یا آزمایش یک از مقصود کنیم. روشن تر اندکی را احتمالاتی» «آزمایش مفهوم خود که
شدن مشخص یا شدن پدیدار آن، حاصل و می شود اعمال دستگاه روی که است فرآیندی دستگاه، یک روی
روی به دفعات «یکسان» شرایط تحت بتواند فرآیند این که فرض این با است، دستگاه خاص ویژگی یک
فرآیند این که باشد موجود «زیاد» تعداد به دستگاه، از همسانی نسخه های اینکه یا شود، اعمال دستگاه
هر شدن ظاهر احتمال بخواهند ما از کنیم فرض مثال، برای شود. اعمال نیز نسخه ها آن همۀ روی بتواند
آزمایش و است تاس آزمایش، مورد دستگاه اینجا در بیابیم. را نامتقارن تاس یک شش گانۀ وجوه از کدام
به دفعات را آزمایش این که است روشن می شود. ظاهر وجه کدام اینکه مشاهدۀ و تاس پرتاب مربوطه،
آن انجام شرایط آزمایش، زمان در انتقال واقع، در داد. انجام دستگاه روی می توان یکسان شرایط تحت

نمی دهد. تغییر  را

یا پدیده یک روی احتمالاتی اندازه گیری های یا آزمایش ها از گردایه ای {ai}i∈I کنیم فرض .۵ . ٣ تعریف
آزمایش از حاصل نتایج از که باشد احتمالی فضای (Ωi, Pi) ،i ∈ I هر به ازای کنیم فرض باشد. دستگاه
متناهی زیرمجموعۀ هر به ازای اگر است هم آزما {ai}i∈I گردایه می گوییم می شود. ساخته دستگاه، روی ai

باشد. دسترس در {Pi}i∈J گردایۀ توأمان احتمال اندازۀ ،I از J مانند

اندکی را مفهوم این می کنیم سعی نیست. ریاضی وار و دقیق بودن» دسترس «در مفهوم بالا، تعریف در
نشان J := {i١, . . . , in} برای را {Pi}i∈J گردایۀ توأمان احتمال اندازۀ PJ کنیم فرض کنیم. روشن 

اندازه پذیر فضای روی احتمال اندازۀ یک PJ بنابراین دهد.

ΩJ := Ωi١ × · · · × Ωin

Ωin ،. . . ،Ωi٢ ،Ωi١ از اندازه پذیر زیرمجموعه هایی به ترتیب، En ،. . . ،E٢ ،E١ اگر که طوری است
نتیجۀ توأمان، به طور که می دهد نشان آن را احتمال عددیِ مقدار PJ(E١ × · · · × En) آن گاه باشند،
قرار En در ain اندازه گیریِ از آمده به دست نتیجۀ و . . . باشد، E١ در ai١ اندازه گیریِ از آمده به دست
،. . . ،ai٢ ،ai١ که پذیرفته ایم است»، دسترس در PJ » بپذیریم اینکه به محض که کنید دقت باشد. داشته
{ai}i∈I گرادیۀ که باشیم داده تشخیص به درستی اگر همچنین هستند. دستگاه روی اعمال قابل هم با ain
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باید دوم، بخش پایانی تعریف با مطابق توأمان، احتمال اندازه های از {PJ}J گردایۀ آن گاه است، هم آزما
باشد. هم آهنگ

به ازای و باشد هم آزما اگر گوییم مستقل {ai}i∈I گردایۀ به ،۵ . ٣ شبه تعریف مفروضات با .۶ . ٣ تعریف
باشد. حاصلضربی احتمال اندازۀ ،{Pi}i∈J گردایۀ توأمان احتمال اندازۀ ،I از J متناهی زیرمجموعۀ هر

اعمال (Ω, P ) احتمال فضای با a احتمالاتی اندازه گیریِ فرآیند یک دستگاه، روی بتوان کنیم فرض
نتایج روی از تنها را ain ،. . . ،ai٢ ،ai١ اندازه گیری های از آمده به دست نتایج بتوان که به گونه ای کرد
،f١ «توجیه پذیر» تصادفی متغیرهای رسمی تر، اندکی به بیان آورد. به دست a اندازه گیریِ از آمده به دست
صدق زیر ویژگی در که باشند موجود Ωin ،. . . ،Ωi٢ ،Ωi١ در به ترتیب، مقادیر با Ω روی fn ،. . . ،f٢

کنند:
P ⌉fi = Pi, (i = ١, . . . , n).

واقع، در است. دسترس» «در نیز PJ توأمان احتمال اندازۀ صورت، این در
PJ := P ⌉fJ

نشان را ω 7→ (f١(ω), . . . , fn(ω)) با تعریف شده Ω روی ΩJ-مقدار تصادفی متغیر fJ آن، در که
می دهد.

ما به را سیب عدد یکصد حاوی جعبه ای بار این  کنیم فرض بازگردیم. سیب مثال همان به دهید اجازه
به کمک را سیب، آب حجم آوردن به دست یعنی ،a اندازه گیری از آمده به دست نتایج که خواسته اند و داده اند
باشد. میلی لیتر یک دقت با داده اند ما به که ارلن مایری کنیم فرض همچنین کنیم. بیان احتمال فضای یک
آوردن به دست و آب گیری از پس و می دهیم نسبت را یک عدد آن به و برمی داریم جعبه از را سیب یک
را عمل همین می رسیم. میلی لیتر، برحسب آب سیب حجم ،V١ نامنفی و صحیح عدد به آب سیب حجم
V١٠٠ ،. . . ،V٢ ،V١ صحیح عدد یکصد به نتیجه در و می دهیم انجام جعبه در باقی مانده سیب ٩٩ برای
طبیعی ترین آن گاه نباشد، میلی لیتر ٣٠٠ از بیشتر سیب ها از هیچ کدام آب  حجم که کنیم فرض اگر می رسیم.
و Ω١ = {١, . . . , ٣٠٠} آن، در که (Ω١, P١) از است عبارت بسازیم می توانیم که احتمالی فضای
انجام نیز را تنوری سیب جرم تعیین یعنی ،b آزمایش بتوانیم اینکه برای اما .P١ = ١١٠٠

∑١٠٠
n=١ δVn

قبلی جعبه با جعبه این محتویات که می کنند ادعا و می دهند قرار ما اختیار در دیگر سیب جعبۀ یک دهیم،
سیب های که به گونه ای دارد وجود جعبه دو سیب های بین یک به یک تناظری یعنی است. یکسان کاملا
باشد. گرم دقت با داده اند ما به توزین برای که ترازویی کنیم فرض دارند. یکسانی ویژگی های متناظر،
صحیح عدد یکصد به کردن، وزن از بعد و می کنیم تنوری را سیب ها تمام قبل، آزمایش مشابه بنابراین
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مرحلۀ در که است سیبی گرم برحسب جرم Mn که به گونه ای می رسیم M١٠٠ ،. . . ،M٢ ،M١ نامنفی
قبل مانند آن گاه است، کمتر گرم ۴٠٠ از سیب هر جرم که کنیم فرض اگر برداشته ایم. جعبه از nاُم
آن، در که (Ω٢, P٢) از است عبارت دهیم، نسبت b آزمایش به می توانیم که احتمالی فضای طبیعی ترین
یک روی را b و a مختلف اندازه گیری دو بنابراین .P٢ = ١١٠٠

∑١٠٠
n=١ δMn و Ω٢ = {١, . . . , ۴٠٠}

کنیم فرض حال کردیم. مرتب احتمال فضای دو به کمک را اندازه گیری ها این نتایج و دادیم انجام دستگاه
جعبه از به تصادف سیب یک است. یکسان دوم و اول جعبه های با که باشند داده نیز را سیب جعبۀ سومین
پرسش سه به داده ایم، انجام که آزمایش هایی نتایج به توجه با که می خواهند ما از و می کنند انتخاب سوم

دهیم. پاسخ زیر

برابر است شده انتخاب که سیبی از آمده به دست آب میوۀ حجم اینکه احتمال عددی مقدار (١)
چیست؟ باشد، میلی لیتر ١٢٠

باشد، گرم ٢۵٠ با برابر است، شده انتخاب که سیبی تنوری شده جرم اینکه احتمال عددی مقدار (٢)
چیست؟

با برابر است، شده انتخاب که سیبی از آمده به دست آب میوه حجم اینکه احتمال عددی مقدار (٣)
چیست؟ باشد، گرم ٢۵٠ با برابر سیب، همان تنوری شدۀ جرم و باشد میلی لیتر ١٢٠

اما می کنیم اعلام را P٢({٢۵٠}) و P({١٢٠})١ اعداد به ترتیب (٢) و (١) پرسش های به پاسخ در
در و نیست موجود {P١, P٢} گردایۀ توأمان احتمال اندازۀ واقع، در نداریم. (٣) پرسش برای پاسخی

نیست. هم آزما {a, b} گردایۀ نتیجه
بین یک  به یک تناظری که کردیم فرض و است یکسان کاملا داده اند، ما به که سیبی جعبه دو که گفتیم
جعبۀ از که سیبی هر یعنی باشد، معلوم ما بر تناظر این کنیم فرض حال دارد. وجود جعبه دو سیب های
می توانیم صورت، این در است. یکسان دوم جعبه از سیب کدام با که بدانیم دقیقاً کنیم، انتخاب اول
برای باشیم. داشته نیز را مطلوب توأمان احتمال اندازۀ که دهیم سامان به گونه ای را b و a اندازه گیری های
برمی داریم، آب گیری برای اول جعبۀ از سیب یک که هنگامی مرحله هر در است کافی تنها منظور، این
اندازه گیری های از پس ترتیب، این به کنیم. انتخاب شدن تنوری برای دوم جعبۀ از را سیب همان همسان
اندازه گیری های این که احتمالی فضای می رسیم. صحیح اعداد از (Vn,Mn)زوج به nاُم، مرحلۀ در مربوط
.P = ١١٠٠

∑
n δ(Vn,Mn) آن، در که (Ω١ × Ω٢, P ) از است عبارت می کند، صورت بندی را توأمان

دهیم انجام مناسب تری اندازه گیری های توانستیم گرفت، قرار اختیارمان در که بیشتری اطلاعات با بنابراین
است. هم آزما {a, b} گردایۀ این بار نتیجه در و
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کنونه و پدیدار نظریۀ مبانی .۴
به طور می کنیم. معرفی را کنونه و پدیدار نظریۀ یک عمومی داده های و اصول مبانی، بخش، این در
است ویژه وضعیت یا حالت یک ذهن، از بیرون واقعی پدیدۀ یا دستگاه یک برای کنونه از مقصود کلی،
(یا دستگاه دیگر وضعیت های با به نوعی و می گیرد به خود آزمایشگاه در یا بیرونی دنیای در دستگاه که
فرآیند نوعی با متناظر دستگاه، برای پدیدار هر است. متمایز دستگاه) دیگر کنونه های با دیگر، سخن به
این بر فرض است. اعمال قابل دستگاه از کنونه هر تحت که است دستگاه روی آزمایش یا اندازه گیری
اعمال می توان به دفعات دستگاه روی ویژه، کنونۀ یک تحت را پدیدار هر با متناظر اندازه گیری که است
اندازۀ آن، به  که ساخت پدیدار مقادیر مجموعۀ روی احتمال اندازۀ یک می توان تکرارها، این نتیجۀ از و کرد

می دهد. نسبت پدیدار به کنونه آن که گوییم احتمالی
مانند کنونه و پدیدار نظریۀ یک کنونه. و پدیدار نظریۀ یک بر حاکم عمومی اصول و داده ها .١ . ۴

است: استوار زیر به شرح داده هایی بر (A,S)

گفته کنونه ،S اعضای به و پدیدار ،A اعضای به که S و A هم جدای از و ناتهی مجموعۀ دو •
می شود؛

فضای Ωa به می شود. داده نسبت (Ωa,Fa) اندازه پذیر فضای یک a ∈ A پدیدار هر به •
گوییم؛ a توسط رؤیت قابل پیشامد یک Fa از عضو هر به و a مقادیر

القا Pa,s مانند احتمال اندازۀ یک ،a ∈ A پدیدار هر مقادیر فضای روی s ∈ S کنونه هر •
می کند.

که است این باشد، برقرار باید عمومی به صورت که اصلی تنها
s مانند متمایز کنونۀ دو هر به ازای دیگر، به سخن می شوند. هم جدا از پدیدارها توسط کنونه ها •

که است موجود چنان a پدیدار ،s′ و
Pa,s ̸= Pa,s′

دستگاه یک وضعیت یا حالت دو اگر که است بدیهی ذهنی اصل این ریاضی وارِ بیان درواقع، بالا اصل
باشد. داشته نمود آزمایش، یک دست کم توسط باید تمایز این آن گاه باشند، متمایز

می گیریم. پی ساده مثال چند ذکر با را بحث
به دست برای را گوناگون جرم های توزیع با D٣ ،D٢ ،D١ نام های به تاس سه کنیم فرض .١ . ۴ مثال
نتایج خواسته اند ما از و داده اند قرار آزمایش تحت بار هزار وجه، هر شدن ظاهر (تقریبی) احتمال آوردن
پیشنهادهای از یکی منظور، این برای کنیم. صورت بندی کنونه و پدیدار نظریۀ یک تحت را آمده به دست
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پدیدار یک تنها نظریه مان برای و می گیریم {D١, D٢, D٣} مجموعۀ را S باشد: شرح این به می تواند ما
می کنیم: تعریف

A := {a}, Ωa := {١, . . . , ۶}
دقت می سازیم. بدیهی به روش را Pa,Di اندازۀ ،Di تاس پرتاب بار هزار از آمده به دست نتایج با همچنین
متفاوت نیز Pa,Di احتمال اندازۀ سه که داریم انتظار داشتند، گوناگون جرم توزیع تاس ها چون که کنید

می کند. جدا هم از را S اعضای A دیگر، سخن به باشند.
تصمیم آموزشی، دورۀ از پس پادگان یک سربازان نفرۀ هزار گروه تیراندازی مهارت سنجش برای .٢ . ۴ مثال
۴ مساحت با مربع شکل هدفی سمت به سرباز هر پذیرد. انجام زیر شرح به آزمایش هایی که می شود گرفته
قرار تیر میدان یک شمال در که [−١٠٠, ١٠٠]× [−١٠٠, ١٠٠] به صورت مختصات بندی شده و متر مربع
نشسته ،O ایستاده وضعیت سه در و ℓ٢ و ℓ١ فاصله های از و هدف بر عمود حالت به میدان جنوب از دارد،
می کند. تیراندازی می وزد، E شرق سمت از یا W غرب سمت از باد که شرایطی در و L درازکش و S
محل r فاصلۀ و مسئول یک توسط هدف به گلوله اصابت محل (x, y) مختصات تیراندازی، بار هر در
با می شود. سنجیده سانتی متر به دقت خط کش هایی با دیگری مسئول توسط هدف، مرکز تا گلوله اصابت
که به قسمی می سازیم کنونه و پدیدار نظریۀ یک می کند، برخورد هدف به همیشه سرباز ها تیر اینکه فرض

S := {ℓ١, ℓ٢} × {O,S, L} × {W,E}, A := {(x, y), x, y, r}

همچنین و
Ω(x,y) := {−١٠٠, . . . , ٢{١٠٠, Ωr := {١, . . . , ١٠٠٢}.

می شود. واگذار خواننده به نظریه مابقی صورت بندی
زمان از ،R با مختصات بندی شده یک بعدی اقلیدسی فضای در که بگیرید در نظر را ذره ای .٣ . ۴ مثال
همۀ مجموعۀ را S می سازیم. زیر به شرح نظریه یک می کند. حرکت هموار به صورت +∞ زمان تا −∞
مکان، به به ترتیب را xt, ẋt, ẍt پدیدارهای t ∈ R هر به ازای می گیریم. γ : R → R هموار خم های

می کنیم تعریف و می دهیم نسبت t لحظۀ در ذره شتاب و سرعت
Ωxt = Ωẋt = Ωẍt := R,

Pxt,γ := δγ(t), Pẋt,γ := δγ′(t), Pẍt,γ := δγ′′(t).

نیوتن قوانین تحت که باشد کلاسیک ذره یک داشتیم ٣ . ۴ مثال در که ذره ای کنیم فرض .۴ . ۴ مثال
یک از را ٣ . ۴ مثال نظریۀ کنونه های فضای می توانیم صورت، این در است. حرکت در آزادانه به صورت
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منظور، این برای آوریم. به دست تازه نظریه ای و دهیم تقلیل بعدی دو خمینۀ یک به بعدی بی نهایت خمینۀ
در ٠ زمان در آن، تحت ذره که می کنیم تعبیر کنونه ای را s = (ξ, v) ∈ S و می گیریم R٢ مجموعۀ را S

می دهیم قرار همچنین است. v با برابر سرعتش و دارد قرار ξ مکان
Pxt,s := δξ+tv, Pẋt,s := δv, Pẍt,s := δ٠. (١ . ۴)

آزاد حرکت دانستن با ما که است ضروری نکته این به توجه ،۴ . ۴ مثال در تعریف  شده نظریۀ مورد در
به می پذیرد. انجام فرآیند این عکس عمل، در اما کردیم صورت بندی را نظریه نیوتن، قوانین دانستن و ذره
نظریه صورت بندی برای باشد، نداشته نیوتن قوانین یا ذره حرکت نوع از اطلاعی فردی اگر سخن، دیگر
از پس آن گاه بزند. حدس پدیدارها اندازه گیریِ از آمده به دست نتایج روی از را ١ . ۴ روابط و S باید

می آید. به دست ١ . ۴ روابط از نیوتن اول قانون نظریه صورت بندی
می کنیم. وابسته کنونه و پدیدار نظریۀ دو اندازه پذیر فضای هر به زیر، سادۀ نظری مثال دو در

احتمال اندازه های همۀ مجموعۀ با را S باشد. اندازه پذیر فضای یک (Ω,F) کنیم فرض .۵ . ۴ مثال
مانند کنونه هر و a = E مانند پدیدار هر برای همچنین می گیریم. یکسان F با را A و می گیریم Ω روی

می دهیم قرار s = P

Ωa := {٠, ١}, Pa,s({٠}) := P (Ω \ E), Pa,s({١}) := P (E).

اندازه پذیر تابع های مجموعۀ را A این بار باشند. ۵ . ۴ مثال مانند S و F ،Ω کنیم فرض .۶ . ۴ مثال
تعریف ،s = P مانند کنونه هر و a = f مانند پدیدار هر برای و می گیریم Ω روی f حقیقی مقدار

.Pa,s := P ⌉f و Ωa := R می کنیم
انتقال تابع به هر زیر مثال در است. ۵ . ۴ مثال نظریۀ شامل به نوعی ۶ . ۴ مثال نظریۀ که کنید دقت

می دهیم. نسبت نظریه یک احتمالاتی
کنیم فرض .٧ . ۴ مثال

M : [٠,∞)× Ω×F → [٠, ١]
هر به ازای بنابراین باشد. [٠,∞) زمان با (Ω,F) اندازه پذیر فضای روی احتمالاتی انتقال تابع یک
و است (Ω,F) روی احتمال اندازۀ یک M(t, ω, .) ،E ∈ F و ω ∈ Ω ،t, t′ ∈ [٠,∞)

است: برقرار چپمن-کُلموگرف معادلۀ و M(٠, ω, .) = δω که است اندازه پذیر تابعی M(t, ., E)

M(t+ t′, ω, E) =

∫
Ω
M(t′, ., E)dM(t, ω, .).
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در مقادیر با مارکُف تصادفی فرآیند یک (Ω,F) روی P احتمال اندازۀ به هر که می دانیم صورت، این در
نسبت صورت این به  کنونه و پدیدار نظریۀ یک M به می شود. داده نسبت P آغازین احتمال و (Ω,F)

می دهیم قرار می گیریم. Ω روی احتمال اندازه های همۀ مجموعۀ را S که می دهیم
A := {at : t ∈ [٠,∞)}

می کنیم تعریف E ∈ F و s = P مانند کنونه هر برای و (Ωat ,Fat) = (Ω,F) و
Pat,s(E) :=

∫
Ω
M(t, ., E)dP.

عمل یک تعریف با می توان را S مجموعۀ کنونه، و پدیدار نظریۀ هر در .S صوری تحدب .٢ . ۴
یک r و s, s′ ∈ S کنیم فرض گرفت. نظر در محدب مجموعه ای لازم، کنونه های کردن اضافه و دوتایی
که احتمالی اندازۀ که می کنیم تعریف کنونه ای را rs+ (١ − r)s′ کنونۀ باشد. [٠, ١] بازۀ در حقیقی عدد
باشد. Pa,s′ و Pa,s احتمال اندازه های محدب r-جمع با برابر می کند، القا a پدیدار مقادیر فضای روی

دیگر، سخن به
Pa,rs+(١−r)s′ := rPa,s + (١ − r)Pa,s′ .

نظریه، اصول به خدشه ای هیچ شدن وارد بدون باشد، نداشته وجود S در کنونه ای چنین اگر که کنید دقت
نباشد. موجود کنونه ای چنین مابه ازای واقعی دنیای در است ممکن البته کرد. اضافه S به را آن می توان

بگیرید.) درنظر را ١ . ۴ (مثال
نقطۀ هر به صورت، این در باشد. محدب S کنونه، و پدیدار نظریۀ یک در کنیم فرض .٨ . ۴ تعریف

آمیخته. کنونۀ ،S دیگر نقطۀ هر به و گوییم خالص کنونۀ S کرانه ایِ
نظریه ها، این در است. محدب کنونه ها مجموعۀ ،٧ . ۴ و ۶ . ۴ ،۵ . ۴ مثال های در مذکور نظریه های در
δω نقطه-جرمی احتمال اندازۀ با تعریف شده کنونۀ آن گاه ،{ω} ∈ F باشیم داشته ω ∈ Ω برای اگر
برداری فضای S اینکه وجود با ،۴ . ۴ و ٣ . ۴ مثال های در شده ذکر نظریه های در است. خالص کنونۀ یک
S عضو هر نظریه ها آن دوی هر در واقع، در نیست. محدب آورده ایم، اینجا در که مفهومی به S است،

است. خالص کنونۀ یک
می گوییم باشند. (A,S) نظریۀ از پدیدار دو b و a کنیم فرض پدیدارها. هم آزمایی مفهوم .٣ . ۴
مانند کنونه هر به ازای که به طوری باشد موجود f : Ωa → Ωb اندازه پذیر نگاشت اگر است a از تابعی b

باشیم داشته s
Pb,s = Pa,s⌉f .
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همگی ،y و x ،r پدیدارهای ،٢ . ۴ مثال نظریۀ در نمونه، برای .b = f(a) می نویسیم صورت، این در
به داده شده نسبت پدیدار E ∈ F هر برای ،۵ . ۴ مثال نظریۀ در همچنین هستند. (x, y) پدیدار از تابعی
را پدیدارها هم آزمایی ،٣ بخش توضیحات به توجه با است. E به داده شده نسبت پدیدار از تابعی Ω \E

می کنیم. بیان زیر به صورت
باشد: برقرار شرط دو اگر گوییم هم آزما پدیدارها، از {ai}i∈I گردایۀ به ،(A,S) نظریۀ در .٩ . ۴ تعریف
گردایۀ توأمان احتمال اندازۀ ،I از J مانند متناهی زیرمجموعۀ هر و s مانند کنونه هر به ازای (١)
نشان PJ,s با را توأمان احتمال اندازۀ این اگر و باشد دسترس در و موجود {Pai,s}i∈J

آن گاه دهیم،
باشد. هم آهنگ {PJ,s}J گردایۀ (٢)

که باشد موجود a مانند پدیداری اگر است هم آزما {ai}i∈I گردایۀ ،٩ . ۴ تعریف شرایط با .١٠ . ۴ قضیه
باشد. a از تابعی ai ،i ∈ I هر به ازای

داشته که باشد چنان fi : Ωa → Ωai اندازه پذیر نگاشت i ∈ I هر به ازای کنیم فرض اثبات.
I از J مانند متناهی زیرمجموعۀ هر و s مانند کنونه هر به ازای صورت، این در .ai = fi(a) باشیم

از است عبارت داریم، {Pai,s}i∈J گردایۀ توأمان احتمال اندازۀ برای که نامزدی «طبیعی ترین»
PJ,s := Pa,s⌉∏

i∈J fi

احتمال فضای روی را ω 7→ (fi(ω))i∈J i∈J∏-مقدار Ωai تصادفی متغیر ∏
i∈J fi آن، در که

□ است. هم آهنگ {PJ,s}J گردایۀ که است روشن می دهد. نشان (Ωa, Pa,s)

ادامۀ در البته می کنیم. صورت بندی ،۶ . ٣ شبه تعریف با مشابه را پدیدارها استقلال مفهوم اینجا در
از {ai}i∈I گردایه به ،٩ . ۴ شبه تعریف مفروضات با کرد. نخواهیم اشاره ای استقلال مفهوم به مقاله،
اندازۀ ،I از J متناهی زیرمجموعۀ هر و s مانند کنونه هر به ازای و باشد هم آزما اگر گوییم مستقل پدیدارها،

باشد. حاصلضربی احتمال اندازۀ ،{Pai,s}i∈J گردایۀ توأمان احتمال

عملگرها نظریۀ به کمک کوانتوم فیزیک پایه ای مفاهیم صورت بندی .۵
نظریۀ چارچوب در کوانتوم فیزیک مبانی توصیف نوشته این اصلی هدف گفتیم، پیشتر که همان گونه
بررسی نظریِ مبانی می تواند که می سازیم کنونه و پدیدار نظریۀ یک بخش، این در است. کنونه و پدیدار
خواهیم ارائه منظور این برای دیگری نظریۀ نیز بعد بخش در کند. صورت بندی را کوانتومی دستگاه های
یک بردارهای توسط دستگاه یک کنونه های کوانتوم، فیزیک در کلی به طور و کوانتوم مکانیک در کرد.
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توسط نیز پدیدارها می شوند. توصیف می گوییم) دستگاه کنونه های فضای به آن معمولا (که هیلبرت فضای
خودالحاقی عملگرهای که دید خواهیم می شوند. مشخص هیلبرت فضای آن روی خودالحاقی عملگرهای

می کنند. بازی را حقیقی مقادیر با پدیدارها نقش
را هیلبرت فضای روی خطی عملگرهای نظریۀ از لازم پیشنیازهای برخی ابتدا بخش، این ادامۀ در
فیزیکدانان توسط که زبانی با را آن پیوند و می دهیم ارائه را نظریه صورت بندی سپس می کنیم. معرفی
می دهیم. ارائه قطعیت عدم اصل دربارۀ مختصری بحث سرانجام، می کنیم. بررسی به اختصار می رود، به کار

داخلی ضرب با همراه هیلبرت فضای یک H کنیم فرض عملگرها. نظریۀ از پیشنیازهایی .١ . ۵
برداری زیرفضای از T خطی نگاشت یک T : D(T ) ⊆ H → H عملگر یک از مقصود باشد. ⟨., .⟩
عملگر یک به یکتا به طور T آن گاه باشد، کراندار) معادلا) پیوسته T اگر است. H به D(T ) چگال

آن گاه باشند، عملگر دو T٢ و T١ اگر می یابد. گسترش H روی پیوسته

D(T١T٢) := {h ∈ D(T٢) : T٢h ∈ D(T١)},

D(T١ + T٢) := D(T١) ∩D(T٢).

می شود: تعریف صورت این به که است H روی عملگری می دهیم، نشان T ∗ با آن را که T عملگر الحاقی
پیوسته D(T ) روی k 7→ ⟨Tk, h⟩ خطی تابعک که می گیریم H در hهایی همۀ مجموعۀ را D(T ∗)

T ∗h ∈ H مانند یکتا بردار یک توسط هیلبرت)، فضاهای (در ریس نمایش قضیۀ بنابر نتیجه در باشد.
بنابراین می شود. داده نمایش

⟨Tk, h⟩ = ⟨k, T ∗h⟩, (h ∈ D(T ∗), k ∈ D(T )).

ماتریس آن گاه دهد، نشان H از پایه یک به نسبت را T عملگر ماتریس M و باشد متناهی بعد H اگر
است. M ترانهادۀ مزدوج با برابر پایه، همان در T ∗ عملگر

به باشد. h از مختلطی مضرب Th اگر گوییم T برای ویژه بردار یک ،D(T ) در h ناصفر بردار به
اگر تنها و اگر است خودالحاقی T بنابراین .T = T ∗ اگر گوییم خودالحاقی T عملگر

⟨Tk, h⟩ = ⟨k, Th⟩, (h, k ∈ D(T ∗) = D(T )). (١ . ۵)

به طوری که است H روی q مانند پیوسته عملگر یک H روی تصویر یک از مقصود

q = q∗ = q٢.
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همۀ مجموعۀ و H روی تصویرها همۀ مجموعۀ بین یک به یک تناظر یک q 7→ q(H) که می دانیم
نگاشته H به ،I همانی عملگر تناظر، این در که است روشن است. H از بسته برداری زیرفضاهای

می شود.
،(Ω,F ,H)سه تایی روی طیفی اندازه یک از مقصود باشد. اندازه پذیر فضای یک (Ω,F) کنیم فرض
اینکه اول باشد: برقرار شرط سه که به  طوری  است H روی تصویرها مجموعۀ به F از J مانند نگاشتی
سوم و (E٢∩E١)J؛ = J(E١)J(E٢) باشیم ,E١داشته E٢ ∈ F هر به ازای اینکه دوم J(Ω)؛ = I

J(∪nEn)؛ =
∑

n J(En) آن گاه باشد، F مجزای دوبه دو اعضای از دنباله ای {En}n اگر اینکه
می کند. میل J(∪nEn)(h) به H نرم به نسبت ∑n

i=١ J(Ei)h دنبالۀ ،h ∈ H هر به ازای یعنی
،∥h∥ = ١ که H در h بردار هر به ازای که کرد بررسی می توان به سادگی آن گاه باشد، طیفی اندازۀ J اگر

نگاشت
E 7→ Jh(E) := ⟨J(E)h, h⟩

زیر، قضیۀ و اثبات مفصل توضیحات مطالعۀ برای می کند. تعریف (Ω,F) روی Jh احتمال اندازۀ یک
می دهیم. ارجاع [۶] یا [١٠] به را خوانندگان

این در باشد. H روی خودالحاقی عملگر یک T : D(T ) ⊆ H → H کنیم فرض .١ . ۵ قضیه
داریم D(T ) در h هر به ازای که است موجود R روی J مانند یکتا طیفی اندازۀ یک صورت،

⟨Th, h⟩ =
∫
R
xdJh(x). (٢ . ۵)

آن گاه ،h ∈ D(Q(T )) اگر مختلط ضرایب با Q چندجمله ای هر به ازای همچنین
⟨Q(T )h, h⟩ =

∫
R
Q(x)dJh(x). (٣ . ۵)

آن، برای که است موجود T خودالحاقی عملگر یک ،R روی J مانند طیفی اندازۀ هر به ازای به عکس،
است. برقرار (٢ . ۵)

یک (Ω,F) کنیم فرض کوانتومی. دستگاه های برای کنونه و پدیدار نظریۀ یک توصیف .٢ . ۵
کنونۀ و پدیدار نظریۀ یک (Ω,F ,H) سه تایی به باشد. هیلبرت فضای یک H و اندازه پذیر فضای
می گیریم. H یک بعدی برداری زیرفضاهای همۀ مجموعۀ را S می دهیم. نسبت این شرح، به (A,S)

بردار هر و کرد انتخاب ١ نرم با بردار یک می توان ،H مانند ناصفر برداری زیرفضای هر در که است روشن
اگر بنابراین می کند. تولید یکتا یک بعدی برداری زیرفضای یک ،H در ناصفر

SH := {h ∈ H : ∥h∥ = ١}
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با SH روی ∼ هم ارزی رابطۀ و دهد نشان را H واحد کرۀ
(h ∼ h′) ⇐⇒ (∃c ∈ C : h = ch′)

است: برابر ∼ توسط القاشده خارج قسمتی فضای با S آن گاه کنیم، تعریف
S ≡ SH/ ∼ . (۴ . ۵)

،J = a ∈ A پدیدار هر به ازای می گیریم. (Ω,F ,H) روی طیفی اندازه های همۀ مجموعۀ را A
برداری زیرفضای یک V = s ∈ S کنیم فرض می کنیم. تعریف (Ω,F) با برابر را (Ωa,Fa)

J = a پدیدار برای صورت، این در باشد. ∥h∥ = ١ ویژگی با V در برداری h و باشد H از یک بعدی
می کنیم تعریف

Pa,s := Jh. (۵ . ۵)
با (A,S) نظریۀ بنابراین .Jh = Jh′ آن گاه ،∥h∥ = ∥h′∥ = ١ و h, h′ ∈ V اگر که کنید دقت
A می توان ،١ . ۵ قضیۀ بنابر حالت، این در .Ω = R گیریم حال کردیم. تعریف را Ω-مقدار پدیدارهای
مانند کنونه یک برای صورت، این در گرفت. یکسان H روی خودالحاقی عملگرهای همۀ مجموعۀ با را
T به ١ . ۵ قضیۀ بنابر که می گیریم نظر در طیفی ای اندازۀ ،(۵ . ۵) در را J ،T = a پدیدار یک و V = s

می شود. داده نسبت
نظریۀ یک دادیم، شرح زیربخش این در کوانتومی دستگاه های توصیف برای که کنونه ای و پدیدار نظریۀ
شرح به  اختصار که تغییرات از پاره ای اعمال با معمولا فیزیکدانان توسط نظریه، این است. ریاضی مجرد
کوانتومی فیزیک در که کنید دقت همه، از اول می رود. به کار کوانتومی دستگاه های توصیف برای می دهیم،
که همان گونه واقع در و ندارد تعجب جای مطلب این البته هستند. حقیقی مقدار پدیدارها همۀ نظری،
کوانتوم فیزیک آزمایشگاه یک در که اندازه گیری گونه هر نتیجۀ و است» اندازه گیری علم «فیزیک می دانیم،
در که کنونه ای و پدیدار نظریۀ چارچوب در فیزیکدانان بنابراین است. حقیقی عدد یک می پذیرد، صورت

می کنند. توصیف را کوانتومی دستگاه های دادیم، نسبت (R,H) به زیربخش این
کوانتومی دستگاه یک کنونه های فضای که است این می شود، اعمال فیزیکدانان توسط که تغییراتی اما
از بردارهایی می گویند. کنونه یک H از ناصفر بردار هر به و می کنند فرض H هیلبرت فضای یک را
،h/∥h∥ کنونۀ به ،h ∈ H ناصفر بردار برای می نامیم. بهنجار کنونۀ است، ١ با برابر آنها نرم که را H
برای اینکه اول می شود: بیان گزاره دو با فیزیکدانان نوشته های در (۴ . ۵) رابطۀ گوییم. h بهنجارشدۀ
از باید خاص، کنونۀ یک در گوناگون پیشامدهای وقوع احتمال محاسبۀ در صحیح نتایج آوردن به دست
را گزاره دو این نیست. اندازه گیری قابل کنونه، یک فاز عامل اینکه دوم کرد. استفاده آن بهنجارشدۀ
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بدون ذرۀ n شامل (نانسبیتی) کوانتومی مکانیک دستگاه یک کنونه های دهیم. توضیح مثالی، آوردن با
تابع های توسط سه بعدی، اقلیدسی فضای در ندارند) داخلی ساختار ذرات اینکه فرض با (یعنی اسپین

موج
w : R٣n → C

کنونه ها فضای به عنوان که H هیلبرت فضای دیگر، سخن به  می شوند. داده است، متناهی آنها L٢-نرم که
باشد. R٣n از برل زیرمجموعۀ یک E کنیم فرض است. L٢(R٣n) همان می شود، داده نسبت دستگاه به
برابر باشد، E از عضوی داریم، دستگاه در که ذره ای n مکان های مختصات اینکه احتمال صورت، این در

با ∫است
E
w̄(x)w(x)d(x) =

∫
E
|w(x)|٢d(x).

باید باشد، درست ما احتمالاتی تعبیر اینکه برای ∫بنابراین
R٣n

|w(x)|٢d(x) = ١.
عدد اگر ،x ∈ R٣n هر به ازای می دهیم. توضیح را دوم گزارۀ حال .∥w∥L٢ = ١ دیگر، عبارت به
تابع فاز θx به آن گاه دهیم، نمایش ٠ ≤ θx < ٢π آن، در که |w(x)|eiθx به صورت را w(x) مختلط

با x هر برای که باشد موجی تابع w′ و ٠ ≤ α < ٢π اگر گوییم. x در w موج
w′(x) = |w(x)|ei(θx+α)

اینکه نامیم. فاز عامل یک را α و دارند فاز اختلاف α به اندازۀ w′ و w که می گوییم آن گاه شود، تعریف
سخن به (یا اندازه گیری فرآیند یا آزمایش هیچ یعنی نیست» اندازه گیری قابل w′ موج تابع فاز «عامل
و w موج توابع پس کند. آشکار را α مقدار بتواند تا نیست موجود دستگاه) برای پدیداری هیچ دیگر،

کنند. تعریف را کنونه یک باید دو هر و تمییزناپذیرند ،w′

لزوماً H روی خودالحاقی عملگر هر فیزیکدانان، نظر از که کنیم خاطرنشان باید پدیدارها مورد در
که می شوند محسوب پدیدار عملگرهایی آن تنها بلکه نمی شود، متناظر کوانتومی دستگاه از پدیدار یک به
به لازم باشد.١ موجود اندازه گیری فرآیند یک کوانتوم، فیزیک آزمایشگاه و بیرونی دنیای در آنها مابه ازای
لزوماً می شوند، ظاهر کوانتومی دستگاه یک نظریِ صورت بندی در که (خطی) عملگرهای همۀ که است ذکر
فرآیند هیچ دیگر، سخن به (یا پدیداری هیچ با متناظر قطعاً عملگرهایی چنین ولی نیستند.٢ خودالحاقی

نیستند. دستگاه) روی اندازه گیری
و نوشته این بحث دامنه از می شود، برقرار ذهنی نظریه های و اشیاء و بیرونی دنیای بین تناظرهایی چنین چگونه اینکه البته ١

است. خارج مؤلف دانش همچنین
کوانتومی. میدان های مبحث در نابودی و خلقت عملگرهای مثال، برای ٢
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تقسیم دسته دو به را کنونه ها فیزیکدانان، که شد یادآور نیز را نکته این باید کنونه ها فضای دربارۀ
پدیدارهای توسط و دارند وجود واقعی دنیای در که کنونه هایی یا «فیزیکی» کنونه های دسته یک می کنند:
نامیده نظری یا «ریاضی» کنونه های هستند، H بردارهای بقیۀ که دیگر دستۀ و می شوند؛ آشکار دستگاه
به طور می شود. مطرح نیز اَبرگزینش» «قوانین مهم بحث ریاضی، و فیزیکی کنونه های تمایز دربارۀ می شوند.
تنها دستگاه فیزیکی کنونه های که است H روی ویژه (خطی) عملگر یک اَبرگزینش، قانون یک خلاصه،
خوانندگان زمینه، این در مفصل و ریاضی وار توضیحات مطالعۀ برای باشند. آن ویژۀ بردارهای می توانند

می دهیم. ارجاع [٣] به را
و پدیدار نظریۀ چارچوب در را قطعیت» «عدم اصل زیربخش، این در قطعیت. عدم اصل .٣ . ۵
داریم H هیلبرت فضای یک بنابراین می کنیم. توصیف ساختیم، ٢ . ۵ زیربخش در که حقیقی مقداری کنونۀ
H روی T مانند خودالحاقی عملگر هر و هستند H یک بعدی برداری زیرفضاهای نظریه، کنونه های که
داده نسبت T به ١ . ۵ قضیۀ بنابر که باشد طیفی ای اندازه J اگر است. R مقادیر فضای با پدیدار یک
h که به گونه ای است Jh با برابر ،R روی PT,V احتمال اندازۀ V مانند کنونه هر به ازای آن گاه می شود،
اندازۀ میانگین ،١ . ۵ قضیۀ بنابر آن گاه ،h ∈ D(T ) اگر است. ∥h∥ = ١ ویژگی با V از دلخواه برداری

با است برابر و موجود PT,V احتمال
EPT,V

=

∫
R
xdPT,V (x) =

∫
R
xdJh(x) = ⟨Th, h⟩.

آن گاه ،h ∈ D(T ٢) اگر ∫همچنین
R
x٢dPT,V (x) =

∫
R
x٢dJh(x) = ⟨T ٢h, h⟩ = ⟨Th, Th⟩.

با است برابر و موجود PT,V احتمال اندازۀ واریانس آن گاه ،h ∈ D(T ٢) اگر بنابراین
VPT,V

= ⟨Th, Th⟩ − ⟨Th, h⟩٢.

گوییم. V کنونۀ در T پدیدار قطعیت عدم VPT,V
به

با برابر باید µ تکیه گاه آن گاه ،Vµ = ٠ باشیم داشته اگر R روی µ احتمال اندازۀ یک برای
هرچه همچنین .µ = δEµ باشیم داشته باید دیگر، بیان به باشد. R ⊃ {Eµ} تک نقطه ای زیرمجموعۀ
بنابراین است. R در پخش تر به تعبیری یا و بزرگتر زیرمجموعه ای نیز µ تکیه گاه باشد، بزرگتر µ واریانس
روی T با متناظر اندازه گیری فرآیند اعمال نتیجۀ که کرد تعبیر این گونه می توان را VPT,V

= ٠ تساوی
در دستگاه روی اندازه گیری فرآیند این که هم تعداد هر به  و است ⟨Th, h⟩ با برابر ،V کنونۀ در دستگاه
قطعیت عدم بودنِ صفر دیگر، سخن به می آید. به دست ⟨Th, h⟩ حقیقی عدد همان گردد، اعمال V کنونۀ



٢٠١ کوانتوم فیزیک مبانی و احتمال ریاضی ٢٠١نظریۀ کوانتوم فیزیک مبانی و احتمال ریاضی ٢٠١نظریۀ کوانتوم فیزیک مبانی و احتمال ریاضی نظریۀ

VPT,V
اگر همچنین است. متناظر اندازه گیری نتیجۀ در کامل» «قطعیت به معنی ،V کنونۀ در T پدیدارِ

روی T با متناظر اندازه گیری فرآیند زیادِ تکرار از آمده به دست نتایج مجموعۀ آن گاه باشد، «بزرگ» عددی
T پدیدارِ قطعیت عدم «بزرگی» دیگر، عبارت به بود. خواهد R از پخشی زیرمجموعۀ ،V کنونۀ در دستگاه
می کند مشخص زیر قضیۀ است. متناظر اندازه گیری نتیجۀ قطعیت بودنِ «کوچک» به معنای ،V کنونۀ در

دارد. کامل قطعیت کنونه ها کدام در دقیقاً T پدیدار که

باشد. T برای ویژه  برداری h اگر تنها و اگر VPT,V
= ٠ .٢ . ۵ قضیه

T چون .Th = λh که است موجود λ مختلط عدد باشد. ویژه بردار h کنیم فرض اثبات.
پس باشد. حقیقی عدد باید λ که می شود دیده h = k برای (١ . ۵) بردنِ به کار با است، خودالحاقی

VPT,V
= ⟨Th, Th⟩ − ⟨Th, h⟩٢ = λ٢⟨h, h⟩ − (λ⟨h, h⟩)٢ = ٠.

میانگین λ چون .λ := EPT,V
= ⟨Th, h⟩ می دهیم قرار و VPT,V

= ٠ کنیم فرض به عکس،
داریم است. حقیقی عددی پس است، PT,V

٠ = VPT,V
= ⟨Th, Th⟩ − λ٢ = ⟨Th− λh, Th− λh⟩.

□ است. T ویژۀ بردار h یعنی −Th؛ λh = ٠ بنابراین

می دهد. ارائه قطعیت عدم اصل برای کلی صورت یک زیر قضیۀ

که باشند پدیدار دو S و T و باشند بالا مانند h و V کنیم فرض .(١٢.٧ قضیۀ ،[۶] ) ٣ . ۵ قضیه

h ∈ D(TS) ∩D(ST ) ∩D(T ٢) ∩D(S٢).

صورت، این در

VPT,V
VPS,V

≥ ١
۴ |⟨(TS − ST )h, h⟩|٢. (۶ . ۵)

کنیم فرض اثبات.

T ′ := T − ⟨Th, h⟩I, S′ := S − ⟨Sh, h⟩I.
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می گیریم نتیجه S′ و T ′ بودنِ خودالحاقی و کُشی-شوارتس نامساوی از
⟨T ′h, T ′h⟩⟨S′h, S′h⟩ ≥ |⟨T ′h, S′h⟩|٢

≥ |Im⟨T ′h, S′h⟩|٢

=
١
۴ |⟨S

′h, T ′h⟩ − ⟨T ′h, S′h⟩|٢

=
١
۴ |⟨T

′S′h, h⟩ − ⟨S′T ′h, h⟩|٢

=
١
۴ |⟨(T

′S′ − S′T ′)h, h⟩|٢.

که می شود بررسی به سادگی
VPT,V

= ⟨T ′h, T ′h⟩, VPS,V
= ⟨S′h, S′h⟩

و
TS − ST = T ′S′ − S′T ′.

□ است. مطلوب نامساوی همان بالا نامساوی پس
نظر در را m جرم به ذره یک شامل کوانتومی دستگاه یک داشتیم، ٢ . ۵ زیربخش در که مثالی با مشابه
یکاهای آوردنِ از بیشتر، سادگی برای اینجا (در است حرکت در یک بعدی اقلیدسی فضای در که بگیرید
عبارت می شود، داده نسبت دستگاه به که هیلبرتی فضای بنابراین می کنیم). خودداری گوناگون کمیت های
تعریف زیر به صورت است، ذره مکانی مختصات اندازه گیری با متناظر که T پدیدار .L٢(R) از است

می شود:
D(T ) := {w ∈ L٢(R) : [x 7→ xw(x)] ∈ L٢(R)},

Tw(x) = xw(x).

تابع های همۀ شامل D(S) که است موجود S مانند یکتا خودالحاقی عملگر یک که [۶] می شود ثابت
می شود: تعریف زیر به صورت Sw wهایی، چنین برای و است فشرده تکیه گاه با w هموار موج

Sw(x) = −imℏ
∂w

∂x
(x).

w اگر است. ذره تکانۀ اندازه گیری با متناظر S پدیدار می شود. نامیده پلانک بهنجارشدۀ ثابت ℏ اینجا در
که می شود بررسی به سادگی آن گاه باشد، فشرده تکیه گاه با هموار موج تابع یک

w ∈ D(TS) ∩D(ST ) ∩D(T ٢) ∩D(S٢)
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همچنین و
(TS − ST )w = imℏw.

عدم رابطۀ آن گاه باشد، w با شده تولید L٢(R) از یک بعدی برداری زیرفضای V و w ̸= ٠ اگر بنابراین
به صورت h := w/∥w∥L٢ بهنجارشدۀ موج تابع برای (۶ . ۵) قطعیت

VPT,V
VPS,V

≥ m٢ℏ٢
۴ (٧ . ۵)

ندارد. مسیر کوانتومی ذرۀ یک که می کنند تعبیر این گونه را (٧ . ۵) فیزیکدانان، از برخی می آید. در
از آن گاه باشد، فشرده تکیه گاه با هموار موج تابع یک دستگاه، فیزیکی کنونۀ  هر که کنیم فرض اگر
اگر فیزیکی) کنونۀ هر تحت (یعنی، همواره که می شود نتیجه ،(٧ . ۵) نامساوی راست طرف بودنِ ثابت
سرعت) نتیجه در (و تکانه اندازه گیری دقت آن گاه بگیریم، اندازه بتوانیم زیاد دقت با را ذره مکان مختصات
مختصات اندازه گیری خطای آن گاه باشد، کم ذره سرعت اندازه گیریِ خطای اگر به عکس، بود. خواهد کم ذره
سرعت و دقیق مکان وجود مستلزم ذره، یک برای مسیر وجود دیگر، سوی از بود. خواهد زیاد ذره مکان
مسیر نمی توانیم هیچ گاه ما که می شود تعبیر این گونه (٧ . ۵) بنابراین است. ذره حرکت از لحظه هر در دقیق
علم «فیزیک اینکه به توجه با و اوصاف این با اندازه بگیریم. مطلوب دقت با را کوانتومی ذره یک حرکت
کوانتومی «ذرۀ کنیم فرض فیزیکی مان نظریۀ در که باشد غیرمنطقی نباید چندان هم است»، اندازه گیری

ندارد». مسیر
می گیرند نظر در هم آزما را خودالحاقی) (عملگر پدیدار دو از {T, S} زوج فیزیکدانان کلی، به طور

شوند: جابه جا باهم اگر تنها و اگر

است) هم آزما {T, S} (گردایۀ ⇐⇒ (TS = ST ). (٨ . ۵)

اصولی کردن اضافه مستلزم ،(٨ . ۵) استنتاج و {T, S} گردایۀ هم آزمایی ریاضی وارِ و دقیق توصیف چون
ارجاع [١١] به را خوانندگان و نمی کنیم بررسی را آن اینجا در است، احتمال نظریۀ فیرکُلموگ مدل به
دارد. (٨ . ۵) با مشابه بیانی می شود، بررسی بعدی بخش در که ۵ . ۶ قضیۀ که گفت می توان اما می دهیم.
است. صفر با برابر (۶ . ۵) نامساوی راست طرف آن گاه شوند، جابه جا S و T اگر که کنید دقت همچنین

C∗ جبرهای به کمک کوانتوم فیزیک پایه ای مفاهیم صورت بندی .۶
دستگاه های بررسی برای دیگری کنونۀ و پدیدار نظریۀ ،C∗ جبرهای به کمک پایانی، بخش این در
نظریۀ همان نظریه این واقع، در دارد. تفاوت ۵ بخش نظریۀ با «اندکی» که می کنیم معرفی کوانتومی
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فضاهای در را مقادیرشان بلکه نیستند، «بی کران-مقدار» دیگر پدیدارها که تفاوت این با است پیشین
است. گلفاند دوگانی به کمک هم آزمایی مفهوم ساده ترِ ارائه نظریه، این ویژگی های از می گیرند. فشرده

مورد پایه ای مفاهیم از برخی زیربخش، این در .C∗ جبرهای نظریۀ از ابتدایی تعریف چند .١ . ۶
ارجاع [٩] به را خواننده زمینه، این در بیشتر مطالعۀ برای می کنیم. مرور را C∗ جبرهای نظریۀ از نیاز
دوخطی ضرب یک به همراه مختلط برداری فضای یک A) باشد. مختلط جبر یک A کنیم فرض می دهیم.
یک از مقصود می دهد). یکدار حلقۀ یک تشکیل ضرب، این با همراه A که طوری است شرکت پذیر
هر به ازای که به طوری است A به A از a 7→ a∗ خطی مزدوج نگاشت یک ،A روی ∗ نگاشت یا برگشت
∗-جبر برگشت، یک با همراه مختلط جبر یک به .a∗∗ = a و (ab)∗ = b∗a∗ باشیم داشته a, b ∈ A

(A, ∥ · ∥) که به طوری است ∥ · ∥ مانند نرمی با همراه A ∗-جبر یک ∗C-جبر، یک از مقصود گوییم.
.∥a∗a∥ = ∥a∥٢ و ∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥ باشیم داشته  a, b ∈ A هر به ازای و باشد باناخ فضای یک

است. C∗ جبر یک از مثال ساده ترین ،C مختلط اعداد مجموعۀ
مختلط- توابع مجموعۀ صورت، این در باشد. هاوسدُرف و فشرده توپولوژیک فضای Ω کنیم فرض
و عدد در ضرب ضرب، جمع، عمل های با همراه می دهیم، نشان C(Ω) با که Ω روی پیوسته و مقدار
یک H کنیم فرض حال است. تعویض پذیر C∗ جبر یک سوپرمم، نرم و برگشت، به عنوان مزدوج گیری
و ترکیب جمع، اعمال با همراه ،H به H از پیوسته عملگرهای مجموعۀ ،B(H) باشد. هیلبرت فضای

است. C∗ جبر یک عملگری، نرم با همراه عملگرها الحاقی
و خطی ϕ اگر گوییم ∗-هم ریختی یک ϕ : A → B نگاشت به باشند. C∗ جبر B و A کنیم فرض
باشد، n با برابر و متناهی H مختلط هیلبرت فضای بعد اگر باشد. واحد عضو و برگشت ضرب، حافظ
C∗ جبر Mn اینجا در می کند. القا Mn و B(H) بین ∗-یک ریختی یک ،H هیلبرتی پایۀ هر آن گاه

است. ماتریس ها الحاقی و ضرب جمع، اعمال با همراه n× n مرتبۀ از مربعی و مختلط ماتریس های
گوییم مثبت a به .a = a∗ اگر گوییم خودالحاقی A از a عضو به باشد. C∗ جبر یک A کنیم فرض
خطی تابعک یک ،A برای کنونه یک از مقصود .a = b٢ که باشد موجود A از b خودالحاقی عضو اگر
(عملگری) تابعکی نرم که به گونه ای (C به A از پیوسته عملگر یک s (یعنی است A روی s کراندار و
به را A خودالحاقی عضوهای s که می دانیم می نگارد. ١ به نیز را A واحد عضو و است ١ با برابر آن
S(A) با را A کنونه های مجموعۀ می نگارد. مثبت حقیقی اعداد به را A مثبت عضوهای و حقیقی اعداد
تابعک های از متشکل باناخ فضای یعنی ،A دوگان از محدب زیرمجموعۀ یک S(A) می دهیم. نمایش
است. هاوسدُرف و فشرده ضعیف-∗ توپولوژی با همراه S(A) همچنین است. A روی کراندار و خطی

گوییم. A برای خالص کنونۀ یک باشد، داشته قرار S(A) محدب مجموعۀ کرانۀ در که کنونه هر به
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یک T صورت، این در باشد. Mn در tr(T ) = ١ ویژگی با مثبت ماتریس یک T کنیم فرض
می کند: تعریف زیر به شکل Mn برای sT کنونه

sT (M) = tr(TM) (M ∈ Mn).

تناظر یک S(Mn) به ،Mn در ١ اثر با مثبت ماتریس های مجموعۀ از T 7→ sT تناظر که می دانیم
این در باشد. H هیلبرت فضای از ∥h∥ = ١ ویژگی با برداری h کنیم فرض است. پوشا و یک به یک

می کند: تعریف زیر به شکل B(H) برای sh خالص کنونۀ یک h صورت،
a 7→ ⟨ah, h⟩ (a ∈ B(H)).

هاوسدُرف و فشرده توپولوژیک فضای Ωیک کنیم فرض گلفاند. دوگانی قضیۀ و ریس قضیۀ .٢ . ۶
می کند: تعریف C(Ω) ∗C-جبر برای sµ کنونۀ یک کانونی به صورت Ω روی µ احتمال اندازۀ هر باشد.

sµ(a) :=

∫
Ω
adµ (a ∈ C(Ω)).

باشیم داشته Ω از E اندازه پذیر زیرمجموعۀ هر به ازای اگر گوییم منظم Ω روی µ احتمال اندازۀ یک به
µ(E) = inf µ(U) = supµ(K)

بسته زیرمجموعه های همۀ روی sup و E شامل U مانند باز زیرمجموعه های همۀ روی inf آن، در که
می شود. گرفته E در K مانند

منظم احتمال اندازه های همۀ مجموعۀ از یک به یک تناظر یک µ 7→ sµ نگاشت (ریس). ١ . ۶ قضیه
است. S(C(Ω)) به Ω روی

که می شود دیده به سادگی sω := sδω کنونۀ برای صورت، این در .ω ∈ Ω کنیم فرض
sω(a) = a(ω) (a ∈ C(Ω)).

است. C(Ω) برای خالص کنونۀ یک sω همچنین است. C به C(Ω) از ∗-همریختی یک sω بنابراین
است. C(Ω) خالص کنونه های همۀ مجموعۀ به Ω از همانریختی یک ω 7→ sω تناظر .٢ . ۶ قضیه

باشد. هاوسدُرف و فشرده توپولوژیک فضاهای بین پیوسته نگاشت یک f : Ω → Ω′ کنیم فرض
تعریفِ با C(f) : C(Ω′) → C(Ω) نگاشت که می شود دیده به سادگی

C(f)(a′) := a′ ◦ f (a′ ∈ C(Ω′))
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فشرده توپولوژیک فضاهای رستۀ از پادهم ورد تابعگون یک می توان Cرا نتیجه در است. یک∗-همریختی
تعویض پذیر C∗ جبرهای رستۀ به رسته) ریختار های به مثابۀ پیوسته نگاشت های با (همراه هاوسدُرف و
تعویض پذیر C∗ جبر یک A کنیم فرض گرفت. نظر در رسته) ریختار های به مثابه ∗-همریختی ها با (همراه
دقیقاً ∆(A) صورت، این در می کنیم. تعریف C به A از ∗-همریختی ها همۀ مجموعۀ را ∆(A) باشد.
فشرده توپولوژیک فضای یک ،S(A) از القایی توپولوژی با و است برابر A خالص کنونه های مجموعۀ با

است. هاوسدُرف و
دیده به سادگی باشد. تعویض پذیر C∗ جبرهای بین ∗-همریختی یک ϕ : A → A′ کنیم فرض

تعریف با ∆(ϕ) : ∆(A′) → ∆(A) نگاشت که می شود

∆(ϕ)(t′) := t′ ◦ ϕ (t′ ∈ ∆(A′))

رستۀ به تعویض پذیر C∗ جبرهای رستۀ از پادهم ورد تابعگون یک می توان را ∆ بنابراین است. پیوسته
گرفت. نظر در هاوسدُرف و فشرده توپولوژیک فضاهای

فضاهای رستۀ بنابراین هستند. یکدیگر وارون ∆ و C تابعگون های گلفاند). (دوگانی ٣ . ۶ قضیه
هستند. یکدیگر دوگان تعویض پذیر C∗ جبرهای رستۀ و هاوسدُرف و فشرده توپولوژیک

به A از a 7→ â طبیعی ∗-یکریختی یک آن گاه باشد، تعویض پذیر C∗ جبر یک A اگر بنابراین
به صورت که است موجود C(∆(A))

â(t) := t(a) (a ∈ A, t ∈ ∆(A))

مانند یکتا و منظم احتمال اندازۀ یک ریس، قضیۀ بنابر آن گاه ،s ∈ S(A) اگر همچنین می شود. تعریف
می شود: مشخص زیر اتحاد با کامل به طور که است موجود ∆(A) روی µs

s(a) =

∫
∆(A)

âdµs (a ∈ A).

جبر یک A کنیم فرض کوانتومی. دستگاه های توصیف برای دوم کنونۀ و پدیدار نظریۀ .٣ . ۶
نظریۀ کنونه های مجموعۀ می دهیم. نسبت زیر به شرح (A,S) کنونه و پدیدار نظریۀ یک A به باشد. C∗

مجموعۀ نیز را نظریه این پدیدارهای مجموعۀ .S ≡ S(A) می گیریم: یکی A کنونه های مجموعۀ با را
می گیریم: نظر در نیز باشند) A واحد عضو شامل (که A از تعویض پذیر ∗C-زیرجبرهای همۀ

A ≡ {B ⊆ A : تعویض پذیر C∗ جبر B}.
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تعریف ∆(B) هاوسدُرف و فشرده توپولوژیک فضای را B پدیدار یک به منسوب اندازه پذیر فضای
القا ∆(B) روی نظریه از s مانند کنونه هر که را PB,s احتمال اندازۀ باید تعریف، تکمیل برای می کنیم.
B به s تحدید لذا و s ∈ S(A) بنابراین باشد. نظریه از کنونه یک s کنیم فرض کنیم. مشخص می کند،
یکتایی و منظم احتمال اندازۀ آن را PB,s حال .s|B ∈ S(B) است: B ∗C-جبر برای کنونه یک نیز

در که می کنیم تعریف ∆(B) روی

s(b) = s|B(b) =
∫
∆(B)

b̂dPB,s (b ∈ B)

می کند. صدق

یک به منسوب (A,S) کنونه و پدیدار نظریۀ در را هم آزمایی مفهوم پایان، در هم آزمایی. .۴ . ۶
که B,B′ ∈ A برای باشند. ٣ . ۶ زیربخش مانند S و A ،A کنیم فرض می کنیم. بررسی A ∗C-جبر

و است ∗-هم ریختی یک ϕB′B بنابراین  باشد. نشاننده نگاشت ϕB′B : B′ → B گیریم ،B′ ⊆ B

گلفاند، دوگانی بنابر
fBB′ := ∆(ϕB′B) : ∆(B) → ∆(B′)

دشوار) (نه چندان می توان آن گاه باشد، نظریه از کنونه یک s ∈ S(A) اگر است. پوشا و پیوسته نگاشتی
fBB′ تصادفی متغیر احتمال توزیع همان PB′,s دیگر، به بیان .PB′,s = PB,s⌉fBB′ که داد نشان

بنابراین است. (∆(B), PB,s) احتمال فضای روی

پدیدار آن گاه ،B′ ⊆ B که طوری باشند A از تعویض پذیر ∗C-زیرجبرهای ،B′ و B اگر .۴ . ۶ قضیه
است. B به منسوب پدیدار از تابعی کانونی به صورت ،B′ به منسوب

می شوند جابه جا باهم B٢ و B١ می گوییم باشند. A از تعویض پذیر ∗C-زیرجبر دو B٢ و B١ گیریم
.b١b٢ = b٢b١ باشیم داشته b٢ ∈ B٢ و b١ ∈ B١ هر به ازای اگر

است. هم آزما شوند، جابه جا باهم دوبه دو اعضایش که پدیدارها از گردایه هر (A,S) در .۵ . ۶ قضیه

هر به ازای که به طوری باشد A تعویض پذیر ∗C-زیرجبرهای از گردایه ای {Bi}i∈I گیریم اثبات.
هر شامل که باشد A از ∗C-زیرجبر کوچک ترین B کنیم فرض شوند. جابه جا باهم Bj و Bi ،i, j ∈ I

پدیدار هر ،۴ . ۶ قضیۀ بنابر است. تعویض پذیر ∗C-زیرجبر یک B که می شود دیده به سادگی است. Bi

□ است. هم آزما {Bi}i∈I گردایۀ که می شود نتیجه ١٠ . ۴ از قضیۀ حال است. B پدیدار از تابعی Bi
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