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سوم نوع كامل بيضوی انتگرال تقريبی محاسبۀ
گلبانگ رامتین

چکیده
روش، اين است. شده ارائه سوم نوع كامل بيضوی انتگرال محاسبۀ برای روشی مقاله، اين در
خاص شرايطی در و است آمده به دست اول نوع بيضوی انتگرال مورد در گاوس رابطۀ تعميم با

می زند. تخمين قبولی قابل دقت با را جواب شد)، خواهد ذكر (كه

مقدمه .١
معادلات به می توان جمله از می شوند؛ ظاهر رياضيات كاربردهای از بسياری در بيضوی انتگرال های
حجم های و مساحت به مربوط محاسبات از بسياری و سيالات مكانیک سماوی، مكانيک انتگرال،
است. شده توجه آنها تقريبی محاسبات به هجدهم، قرن از دليل همين به کرد. اشاره هندسی شکل های
جداول لژاندر كرد. بيان مقدماتی توابع برحسب نمی توان را بيضوی انتگرال های كه كرد ثابت ليوویل
نه تنها آنها، در كه كرد تنظيم مختلف مدول های و دامنه ها برحسب انتگرال ها اين محاسبۀ برای گسترده ای
نظر در θ زاويۀ يك سينوس همچون هم k مدول بلكه بود، شده بيان درجه با زاويه) مفهوم (به φ آوند
تاریخ در بيضوی انتگرال های می شد. مشخص درجه برحسب مدول، به جای جدول در كه می شد گرفته
را انتگرال ها نوع این شد. مطرح بیضی محیط محاسبۀ مسئلۀ با پیوند در بار اولین برای ریاضیات،
در بیضوی انتگرال های که داد نشان آبل آن، از پس کردند. بررسی اویلر٢ لئونارد و فاگنانو١ جولیو برای
در را بیضوی انتگرال های که بود ریاضیدانی نخستین او می کنند. صدق گوناگونی جمع پذیری ویژگی های
پس کرد. ثابت خاصی موارد برای مختلط) حالت (در را دوگانه تناوب وجود و کرد بررسی مختلط حالت
پرداختند. پژوهش به زمینه این در که برد نام ریاضیدانانی به عنوان وایرشتراس و ژاکوبی از می توان آبل، از
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می شوند: تعريف زير به صورت لژاندر نمادهای با بیضوی انتگرال های

F (φ, k) =

∫ φ

٠
dθ√١ − k٢ sin٢ θ

, اول نوع

E(φ, k) =

∫ φ

٠

√
١ − k٢ sin٢ θ dθ, دوم نوع

Π(φ, n, k) =

∫ φ

٠
dθ

(١ + n sin٢ θ)
√١ − k٢ sin٢ θ

سوم نوع

آن گاه ،n = ٠ اگر دارد. نام آن دامنۀ φ و انتگرال مدول k عدد .n ̸= ٠ و ٠ < k < ١ آنها، در كه
انتگرال ،n = −١ حالت در که می کنیم ثابت می شود. تبدیل اول نوع به سوم، نوع بیضوی انتگرال
را مذكور انتگرال های ،x = sinφ و v = sin θ متغيرهای تعویض با است. واگرا سوم نوع بیضوی

كرد: بيان ژاكوبی نمادهای برحسب می توان

F (x, k) =

∫ x

٠
dv√

(١ − v١)(٢ − k٢v٢)
, اول نوع

E(x, k) =

∫ x

٠

√
١ − k٢v٢
١ − v٢ dv, دوم نوع

Π(x, n, k) =

∫ x

٠
dv

(١ + nv٢)
√

(١ − v١)(٢ − k٢v٢)
. سوم نوع

(با x = ١ معادل، به طور یا لژاندر) نمادهای (با φ = π٢ اگر می نامیم كامل را بيضوی انتگرال های
نمايش E و K نمادهای با به ترتيب را دوم و اول نوع كامل بيضوی انتگرال های ژاكوبی). نمادهای

ديگر، عبارت به می دهیم.

K = F (π/٢, k), E = E(π/٢, k).

دوم و اول نوع كامل بيضوی انتگرال های بسط .٢
داریم جمله ای، دو بسط از استفاده با و ∆θ =

√١ − k٢ sin٢ θ فرض با

∆θ = ١ − ١
٢k

٢ sin٢ θ − ١
٢ × ۴k

۴ sin۴ θ − ٣
٢ × ۴ × ۶k

۶ sin۶ θ − · · · ,

١
∆θ

= ١ + ١
٢k

٢ sin٢ θ + ١ × ٣
٢ × ۴k

۴ sin۴ θ + ١ × ٣ × ۵
٢ × ۴ × ۶k

۶ sin۶ θ + · · ·



٢١١ بيضوی انتگرال تقريبی ٢١١محاسبۀ بيضوی انتگرال تقريبی ٢١١محاسبۀ بيضوی انتگرال تقريبی محاسبۀ

رابطۀ به توجه با ∫و π
٢

٠
sin٢n θdθ =

(٢n− ١)!!
(٢n)!! × π

٢ (n ≥ ١),

که می گيریم نتيجه

K=F (
π

٢ , k)=
∫ π٢

٠
dφ√

١ − k٢ sin٢ φ
=

π

٢

١+∑
n≥١

(
(٢n− ١)!!
(٢n)!!

)٢
k٢n

 , (٢ . ١)

E=E(
π

٢ , k)=
∫ π٢

٠

√
١ − k٢ sin٢ φdφ=

π

٢

١−∑
n≥١

(
(٢n−١)!!
(٢n)!!

)٢
k٢n

٢n−١

 . (٢ . ٢)

نوع كامل بيضوی انتگرال های تقريبی محاسبۀ برای (٢ . ٢) و (٢ . ١) دستورهای است، كوچک k وقتی
به دست (٢ . ٢) از استفاده با را E

(
π٢ , ٢√١

)
تقريبی مقدار مثال، برای مناسب اند. بسيار دوم و اول

است): آمده [١] در مثال (اين می آوريم

E

(
π

٢ ,
٢√١
)
=
π

٢
(

١− ١
٨−

٣
٢۵۶−

۵
٢٠۴٨−

١٧۵
٢۶٢١۴۴−

۴۴١
٢٠٩٧١۵٢−· · ·

)
. (٢ . ٣)

این گونه است) منفی آن مقدار (كه خطا كنيم، استفاده نوشته ايم كه جمله هايی همين از تنها اگر اينجا در
می شود: برآورد

|∆|= π

٢
{( ١١!!

١٢!!
)٢

× ١
٢۶ ×

١
١١+

(١٣!!
١۴!!

)٢
× ١

٢٧ ×
١
١٣+

(١۵!!
١۶!!

)٢
× ١

٢٨ ×
١
١۵+· · ·

}

<
π

٢
( ١١!!

١٢!!
)٢

× ١
٢۶ ×

١
١١

{
١+

(١٣
١۴

)٢
× ١

٢+

(١×١٣۵
١۴×١۶

)٢
× ١

٢٢ +· · ·

}

<
π

٢
( ١١!!

١٢!!
)٢

× ١
٢۶ ×

١
١١

{
١+ ١

٢+
١
٢٢ +· · ·

}
=

π

٢ ×
( ١١!!

١٢!!
)٢

× ١
٢۶ × ١

٢×١١

= π×
( ١١!!

١٢!!
)٢

× ١
٢۶ ×

١
١١ ≈ ٠٫٠٠٠٢٧.

به توجه با و ١٫٣۵٠٨٢۵ با برابراست آمده اند، (٢ . ٣) در كه جمله هایی احتساب با E
(
π٢ , ٢√١

)
مقدار

داریم است، منفی عددی ∆ اينكه

١٫٣۵٠٨٢۵ −∆ ≤ E

(
π

٢ ,
٢√١
)

≤ ١٫٣۵٠٨٢۵,
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يعنی
١٫٣۵٠۵۵٧ ≤ E

(
π

٢ ,
٢√١
)

≤ ١٫٣۵٠٨٢۵
يا و

E

(
π

٢ ,
٢√١
)

= ١٫٣۵٠۶٩١ ± δ

.δ = ١٫٣۴ × ١٠−۴ آن، در كه

دوم و اول نوع ناكامل بيضوی ٣. انتگرال های
می كنيم. بيان به اختصار را بخش اين است، كامل انتگرال های بررسی مقاله، اين در ما هدف چون
اول، نوع بيضوی انتگرال های برای بسیاری روابط تاكنون، میلادی هجدهم قرن از كه است ذكر به لازم
و [٧] در می توان را آنها از خیلی كه است آمده به دست انتگرال ها اين بين ارتباط همچنين و سوم و دوم
این به مربوط سنّتی مراجع از بسياری در آمده ا ند، بخش اين در كه رابطه هایی اثبات كرد. مشاهده [۵]

كرد. اشاره [۶] یا [۴] به می توان مثال، برای می شود؛ يافت موضوع
كنيم تعريف اگر

S٢n =

∫ φ

٠
sin٢n θdθ (n ≥ ٠),

داشت خواهيم آن گاه

F (φ, k) = S٠(φ) +
∑
n≥١

(٢n− ١)!!
(٢n)!! k٢nS٢n(φ),

E(φ, k) = S٠(φ)−
∑
n≥١

(٢n− ١)!!
(٢n)!! k٢nS٢n(φ)

٢n− ١ .

متغير تعویض با بود. خواهد سودمند نيز لاندِن١ تبديل از استفاده موارد، برخی در
k sinφ = sin(٢φ١ − φ)

داشت خواهيم

F (φ, k) =

∫ φ

٠
dθ√١ − k٢ sin٢ θ

=
٢

١ + k

∫ φ١

٠
dθ√

١ −A٢١ sin٢ θ
.

١Landen
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ديگر، عبارت به .A١ = ٢√k١+k آن، در كه است مشهور لاندِن رابطۀ به بالا، رابطۀ

F (φ, k) =
٢

١ + k
F (φ١, A١)

می آوریم به دست عمل، اين تكرار با .k < A١ < ١ آن، در كه

F (φ, k)=

√
A١A٢A٣ · · ·

A٠

∫ γ

٠
dθ√١ − sin٢ θ

=

√
A١A٢A٣ · · ·

A٠
log

(
tan

(π
۴ +

γ

٢
))

.

آن، در كه
A٠ = k, A١ =

٢√A٠
١ +A٠

, A٢ =
٢√A١
١ +A١

, . . . , limφn = γ, . . . .

است: موجود E(φ, k) برای مشابه دستوری نمادگذاری، همين با
E(φ, k)=F (φ, k)

[
١+A٠

(
١+ ٢

A١
+

٢٢
A١A٢

+· · ·+ ٢n−١
A١A٢ · · ·An−١

− ٢n

A١A٢ · · ·An−١

)]
−A٠

[
sinφ+

٢ sinφ١√
A٠

+
٢٢ sinφ٢√

A٠A١
+· · ·+ ٢n−١ sinφn−١√

A٠A١ · · ·An−١
− ٢n sinφn

A٠A١ · · ·An−١

]
.

می كنيم تعريف باشد، ١ به نزديک k اگر باشد. كوچک خيلی k هستند كه سودمند وقتی بالا دستورهای

B٠=k, Bp=
١ −

√
١−B٢

p−١
١ +

√
١−B٢

p−١
,

φ٠=φ, tan
(
φp − φp−١

)
=
√

١−B٢
p−١ tanφp−١. (٣ . ١)

صورت، اين در
F (φ, k) = lim

n→∞
(١ +B١)(١ +B٢) · · · (١ +Bn)

γ

٢n .
داریم ناكامل دوم نوع بيضوی انتگرال برای ،(٣ . ١) نمادگذاری با و γ = limφn آن، در كه

E(φ, k) = F (φ, k)

[
١ − ١

٢B
٢٠
(

١ + ١
٢B١ +

١
٢٢B١B٢ +

١
٢٣B١B٢B٣ + · · ·

)]
+B٠

[ ١
٢
√
B١ sinφ١ +

١
٢٢

√
B١B٢ sinφ٢ +

١
٢٣

√
B١B٢B٣ sinφ٣ + · · ·

]
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آن، در كه كنيم استفاده زير روابط از می توانيم دوم، و اول نوع كامل بيضوی انتگرال های محاسبۀ برای و
است: شده استفاده (٣ . ١) نمادگذاری های از

K = F (
π

٢ , k) =
π

٢ (١ +B١)(١ +B١)(٢ +B٣) · · · ,

E=E(
π

٢ , k)=F (
π

٢ , k)
[
١− ١

٢B
٢٠
(

١+ ١
٢B١+

١
٢B١B٢+

١
٢٣B١B٢B٣+· · ·

)]
.

برای الگوريتم هايی و است داده انجام زمينه اين در را كارها جديدترين كارلسون١ كه است ذكر به لازم
(اين می كنيم مرور را آنها اینجا در كه است كرده ارائه اول نوع ناكامل و كامل بيضوی انتگرال های محاسبۀ

است). آمده [٣] در الگوريتم ها
می كنيم تعريف و y٠ =

√١ − k٢ و x٠ = ١ می كنيم فرض .٣ . ١ قضیه
xm+١ =

١
٢(xm + ym), ym+١ =

√
xmym

باشد، m از مشخصی مقادير برای تكراری دنباله های اين نهايی مقادير yn و xn اگر .m ≥ ٠ آن، در كه
آن گاه

K = F (
π

٢ , k) ≈
π

xn + yn
.

می كنيم فرض .٣ . ٢ قضیه
A٠ =

١
٣(x٠ + y٠ + z٠), z٠ = ١, y٠ = ١ − k٢ sin٢ φ, x٠ = cos٢ φ

می كنيم تعريف و
Am+١ =

١
۴(Am + λm), λm =

√
xmym +

√
xmzm +

√
ymzm,

xm+١ =
١
۴(xm + λm), ym+١ =

١
۴(ym + λm), zm+١ =

١
۴(zm + λm)

آن گاه باشد، m از مشخص مقدار برای تكراری دنباله های اين نهايی مقدار An اگر .m ≥ ٠ آن، در كه
E٣=XY Z, E٢=XY −Z٢, X=

A٠ − x٠
۴nAn

, Y =
A٠ − y٠
۴nAn

, Z=−X−Y.

داشت خواهيم صورت، اين در

F (φ, k) ≈ (sinφ)A−١/٢
n

(
١ − ١

١٠E٢ +
١
١۴E٣ +

١
٢۴E

٢٢ − ٣
۴۴E٢E٣

)
.

١Carlson
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گاوس رابطۀ .۴
نياز آن به ادامه در كه می كنيم مرور اول نوع كامل بيضوی انتگرال های درباره را گاوس رابطۀ نخست

به صورت را {bn} و {an} دنبالۀ دو ،a > b > ٠ اگر داشت. خواهيم

a٠ = a, b٠ = b, an+١ =
١
٢(an + bn), bn+١ =

√
anbn (n ≥ ٠) (١ . ۴)

که می شود ثابت به سادگی می کنیم. تعریف

a٠ > a١ · · · > an > · · · > bn > · · · > b١ > b٠.

a به كراندار بالا از و صعودی اكيداً {bn} دنبالۀ و b به كراندار پايين از و نزولی اكيداً {an} دنبالۀ پس
اگر صورت، اين در .β = lim bn و α = lim an می كنيم فرض هستند. همگرا دنباله دو هر لذا و است
.α = β يعنی ،α = ١٢(α+ β) داشت خواهيم بگيريم، حد an+١ = ١٢(an + bn) رابطۀ طرفين از
را آن گاوس، از به پيروی كه می كنند ميل µ = µ(a, b) مشترک حد به {bn} و {an} دنبالۀ دو پس

می ناميم. b و a عدد دو هندسی ـ حسابی واسطۀ
اولِ نوع كامل بيضوی انتگرال هر كه می كنيم يادآوری بحث، ادامۀ از قبل

F (
π

٢ , k) =
∫ π

٢

٠
dθ√١ − k٢ sin٢ θ

(٢ . ۴)

انتگرالِ به صورت بيان قابل

G(a, b) =

∫ π
٢

٠
dφ√

a٢ cos٢ φ+ b٢ sin٢ φ
(٣ . ۴)

نوشت. (٢ . ۴) به صورت می توان را (٣ . ۴) به شکل انتگرال هر به عكس، .a > b > ٠ آن، در كه است
است: چنين گاوس رابطۀ اكنون

G(a, b) =

∫ π
٢

٠
dφ√

a٢ cos٢ φ+ b٢ sin٢ φ
,

=

∫ π
٢

٠
dφ√

a٢
n cos

٢ φ+ b٢
n sin

٢ φ
= G(an, bn) (۴ . ۴)
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ادامۀ در گاوس رابطۀ شده اند. تعريف ،(١ . ۴) با {bn} و {an} دنباله های آن، در كه n ≥ ١ هر برای
داريم n ≥ ١ هر برای ،(۴ . ۴) به توجه با دیگر، سوی از می شود. ثابت مقاله

π

٢an ≤ G(a, b) ≤ π

٢bn
حدگيری، از پس و

G(a, b) =

∫ π
٢

٠
dφ√

a٢ cos٢ φ+ b٢ sin٢ φ
=

π

٢µ. (۵ . ۴)

تكرار کنید)، رجوع قبل بخش (به است كرده ارائه خود اول قضيۀ در كارلسون كه الگوريتمی واقع، در
متفاوت! بيانی با است (۵ . ۴)

اختيار در اول نوع كامل بيضوی انتگرال های محاسبۀ برای ساده  و سودمند دستوری ،(۵ . ۴) رابطۀ
به زيادی سرعت با حالات، بیشترِ در {bn} و {an} دنباله های عمل، در اينكه به توجه با و می گذارد
كامل بيضوی انتگرال عددی مقدار می توان ،(۵ . ۴) از استفاده با می كنند، ميل ،µ خود، مشترك حد سمت
می آوريم به دست را زير انتگرال تقريبی مقدار نمونه، برای كرد. محاسبه زياد سرعت و دقت با را اول نوع

است): آمده [١] در كه است مثالی اين (مجدداً

G(
√٢, ١) =

∫ π
٢

٠
dφ√١ + cos٢ φ

=

∫ π
٢

٠
dφ√٢ cos٢ φ+ sin٢ φ

.

به به سرعت می شوند، تعريف (١ . ۴) با كه {bn} و {an} دنباله های و b = ١ و a =
√٢ اینجا در

همين برابر را µ می توان و می شوند ١٫١٩٨١۴١ برابر تقريب، با دو هر b۴ و a۴ می كنند. ميل µ سمت
می شود: چنين G تقريبی مقدار صورت، اين در گرفت. عدد

G(
√٢, ١) = π

٢µ ≈ ١٫٣١١٠٢٨.

سوم نوع كامل بيضوی انتگرال تقريب .۵
سوم نوع كامل بيضوی انتگرال هر که است بديهی

Π(
π

٢ , n, k) =
∫ π

٢

٠
dφ

(١ + n sin٢ φ)
√١ − k٢ sin٢ φ

(١ . ۵)

انتگرالِ به صورت بيان ∑قابل
(n, a, b) =

∫ π
٢

٠
dφ

(١ + n sin٢ φ)
√

a٢ cos٢ φ+ b٢ sin٢ φ
(٢ . ۵)



٢١٧ بيضوی انتگرال تقريبی ٢١٧محاسبۀ بيضوی انتگرال تقريبی ٢١٧محاسبۀ بيضوی انتگرال تقريبی محاسبۀ

نمايش (١ . ۵) به شکل می توان را (٢ . ۵) به صورت انتگرال هر به عكس، و a > b > ٠ آن، در كه است
حالت های و n > −١ كه حالتی به می كنيم محدود را خود سوم، نوع كامل بيضوی انتگرال بررسی در داد.

است: واگرا n = −١ وقتی (٢ . ۵) انتگرال می كنيم. بررسی جداگانه را −١ < n < ٠ و n > ٠
∑

(−١, a, b) =
∫ π

٢

٠
dφ

(١ − sin٢ φ)
√

a٢ cos٢ φ+ b٢ sin٢ φ
≥ ١

a

∫ π
٢

٠
dφ

١ − sin٢ φ

متغیر تعویض از ،(٢ . ۵) انتگرال تقريب برای است. واگرا به روشنی آخر انتگرال و
sinφ =

٢a sin θ
(a+ b) + (a− b) sin٢ θ

(٣ . ۵)

تغيير محدوده همان در نیز θ آن گاه كند، تغيير π٢ تا ٠ از φ اگر كه می شود ديده به سادگی می کنیم. استفاده
می گيريم: ديفرانسيل (٣ . ۵) از كرد. خواهد

cosφdφ = ٢a (a+ b)− (a− b) sin٢ θ[
(a+ b) + (a− b) sin٢ θ

]٢ cos θdθ.

که می گیریم نتيجه (٣ . ۵) از به علاوه

cosφ =

√
(a+ b)٢ − (a− b)٢ sin٢ θ
(a+ b) + (a− b) sin٢ θ

cos θ.

می آوریم به دست دو این از

dφ = ٢a× (a+ b)− (a− b) sin٢ θ
(a+ b) + (a− b) sin٢ θ

× dθ√
(a+ b)٢ − (a− b)٢ sin٢ θ

.

ديگر، طرف √از
a٢ cos٢ φ+ b٢ sin٢ φ = a

(a+ b)− (a− b) sin٢ θ
(a+ b) + (a− b) sin٢ θ

سرانجام، و
dφ√

a٢ cos٢ φ+ b٢ sin٢ φ
=

dθ√
(a+b٢ )٢ cos٢ θ + ab sin٢ θ

=
dθ√

a٢١ cos٢ θ + b٢١ sin٢ θ
. (۴ . ۵)



گلبانگ رامتین گلبانگ٢١٨ رامتین گلبانگ٢١٨ رامتین ٢١٨

هر برای G(a, b) = G(an, bn) داشت خواهيم عمل، اين تكرار با و G(a, b) = G(a١, b١) يعنی
داريم ،(٣ . ۵) به توجه با اكنون است. گاوس رابطۀ همان كه n ≥ ١

١ + n sin٢ φ = ١ + n
۴a٢ sin٢ θ[

(a+ b) + (a− b) sin٢ θ
]٢ ,

،(۴ . ۵) بنابر ∑و
(n, a, b) =

∫ π
٢

٠
dθ{

١ + n ۴a٢ sin٢ θ
[(a+b)+(a−b) sin٢ θ]٢

}√
a٢١ cos٢ θ + b٢١ sin٢ θ

.

بنابراين و (a+ b) + (a− b) sin٢ θ = a+ a sin٢ θ + b cos٢ θ اما
۴a٢ sin٢ θ[

(a+ b) + (a− b) sin٢ θ
]٢ =

( ٢a sin θ
a+ a sin٢ θ + b cos٢ θ

)٢
.

اين نسبی اكسترمم های كه می شود ثابت به سادگی .f(θ) = ٢a sin θ
a+a sin٢ θ+b cos٢ θ می كنيم تعريف اكنون

پس ،a > b > ٠ چون و f(π٢ ) = ١ و f(٠) = ٠ می آيد: دست به θ = π٢ و θ = ٠ نقاط در تابع
a+ b ≤ a+ a sin٢ θ + b cos٢ θ ≤ ٢a.

این رو از
sin θ =

٢a sin θ
٢a ≤ ٢a sin θ

a+ a sin٢ θ + b cos٢ θ
= f(θ) ≤ ١.
داریم n > ٠ كه حالتی در پس

١ ≤ ١ + n sin٢ θ ≤ ١ + n(f(θ))٢ ≤ ١ + n

می دهد نتیجه که
١

١ + n
≤ ١

١ + n (f (θ))٢ ≤ ١
١ + n sin٢ θ

≤ ١,
∫یعنی π

٢

٠
١

١ + n

dθ√
a٢١ cos٢ θ + b١ sin٢ θ

≤
∫ π

٢

٠
dθ

(١ + n(f(θ))٢)
√

a٢١ cos٢ θ + b٢١ sin٢ θ

≤
∫ π

٢

٠
dθ

(١ + n sin٢ θ)
√

a٢١ cos٢ θ + b٢١ sin٢ θ
≤

∫ π
٢

٠
dθ√

a٢١ cos٢ θ + b٢١ sin٢ θ
.



٢١٩ بيضوی انتگرال تقريبی ٢١٩محاسبۀ بيضوی انتگرال تقريبی ٢١٩محاسبۀ بيضوی انتگرال تقريبی محاسبۀ

بنابراين
١

١ + n
G(a١, b١) ≤

∑
(n, a, b) ≤

∑
(n, a١, b١) ≤ G(a١, b١).

گاوس، رابطۀ  به توجه با پس
١

١ + n
G(a, b) ≤

∑
(n, a, b) ≤

∑
(n, a١, b١) ≤ G(a, b)

می آوریم به دست عمل، اين تكرار با و
١

١ + n
G(a, b) ≤

∑
(n, a, b) ≤

∑
(n, ak, bk) ≤ G(a, b) (۵ . ۵)

چون می گوییم اكنون است. درست k ≥ ١ هر برای ∑که
(n, a, b) ≤

∑
(n, ak, bk) =

∫ π
٢

٠
dφ

(١ + n sin٢ φ)
√

a٢
k cos

٢ φ+ b٢
k sin

٢ φ

≤ ١
bk

∫ π
٢

٠
dφ

١ + n sin٢ φ
=

١
bk

× π

٢ × ١√
n+ ١ ,

می آوریم به دست k → ∞ ∑اگر
(n, a, b) ≤ ١√

n+ ١ × π

٢µ. (۶ . ۵)
كه است روشن دیگر، سوی ∑از

(n, a, b)=

∫ π
٢

٠
dφ

(١+n sin٢ φ)
√
a٢ cos٢ φ+b٢ sin٢ φ

≥ ١
a

∫ π
٢

٠
dφ

(١+n sin٢ φ)
=

π

٢a
١√١+n

.

∑بنابراين
(n, a, b) ≥ π

٢a
١√١ + n

. (٧ . ۵)
که می گیریم نتیجه (٧ . ۵) و (۶ . ۵) ،(۵ . ۵) ادغام با

١
n+ ١

π

٢µ ≤
∑

(n, a, b) ≤ ١√
n+ ١

π

٢µ, (٨ . ۵)
١√
n+ ١

π

٢a ≤
∑

(n, a, b) ≤ ١√
n+ ١

π

٢µ. (٩ . ۵)



گلبانگ رامتین گلبانگ٢٢٠ رامتین گلبانگ٢٢٠ رامتین ٢٢٠

اگر و است سودمند (٩ . ۵) رابطۀ ،(k ≈ ٠ (متناظراً a ≈ µ كه مواقعی در ،∑(n, a, b) تقريب برای
آمد. خواهد به كار (٨ . ۵) باشد، كوچک نسبتاً n

حالت، این در .−١ < n < ٠ كه می گيريم نظر در را حالتی اكنون
١

n+ ١ ≥ ١
١ + n(f(θ))٢ ≥ ١

١ + n sin٢ θ
≥ ١

داریم k ≥ ١ هر برای قبل، مشابه روشی با و
١

١ + n
G(a, b) ≥

∑
(n, a, b) ≥

∑
(n, ak, bk) ≥ G(a, b). (١٠ . ۵)

داريم ،n < ٠ اينكه و (١٠ . ۵) به توجه با
∑

(n, a, b) ≥
∑

(n, ak, bk) ≥
١
ak

∫ π
٢

٠
dφ

١ + n sin٢ φ
=

١
ak

× π

٢ × ١√١ − n٢ .

می آوریم به دست ،k → ∞ اگر ∑حال
(n, a, b) ≥ π

٢µ
١√١ − n٢ . (١١ . ۵)

که می گيريم نتيجه (١١ . ۵) و (١٠ . ۵) از
π

٢µ
١√١ − n٢ ≤

∑
(n, a, b) ≤ π

٢µ × ١
n+ ١ . (١٢ . ۵)

.n ≈ ٠ كه می دهد به دست ∑(n, a, b) برای خوبی تقريب صورتی در تنها (١٢ . ۵) وضعیت، این در
در شد، ذكر كه همان طور كه (١٢ . ۵) و (٩ . ۵) ،(٨ . ۵) از عبارت اند مقاله اين ماحصل اساسی  رابطه های

می دهند. به دست محاسبه برای مناسبی تقريب های حالات، برخی

تقريبی محاسبات از مثال چند .۶
استفاده با و اعشار رقم ۶ تا (I (يعنی انتگرال مقدار دقيق محاسبۀ مثال، هر در كه است ذكر به لازم
مقدار و (I∗ (يعنی انتگرال تقريبی مقدار مورد، هر در و است آمده به دست ١١ ميپل رياضی نرم افزار از

است. شده محاسبه (E = |I − I∗|/|I| (یعنی نسبی خطای
الف)

I =

∫ π
٢

٠
dφ

(١ + ٩٩ sin٢ φ)
√

cos٢ φ+ ٠٫٩ sin٢ φ
.



٢٢١ بيضوی انتگرال تقريبی ٢٢١محاسبۀ بيضوی انتگرال تقريبی ٢٢١محاسبۀ بيضوی انتگرال تقريبی محاسبۀ

مثال، اين در

n = ٩٩, b٢ = ٠٫٩, a٢ = ١.

حالت، اين در (٩ . ۵) و a ≈ µ داریم ،a > µ > b همواره چون و b = ٠٫٩۴٨۶٨٣ و a = ١ بنابراين
بود. خواهد مفيد

a = ١
b = ٠٫٩۴٨۶٨٣

a١ = ٠٫٩٧۴٣۴۶
b١ = ٠٫٩٧۴٠٠۴

a٢ = ٠٫٩٧۴١٧۵
b٢ = ٠٫٩٧۴١٧۵

سريع ،µ مشترک حد سمت به {bn} و {an} دنباله های همگرایی سرعت معمولا داديم، تذکر قبلا چنان كه
و µ ≈ ٠٫٩٧۴١٧۵ مثال، اين در می افتد. اتفاق

١√١ + n

π

٢a =
π

٢٠ ≈ ٠٫١۵٧٠٨٠, ١√١ + n

π

٢µ ≈ ٠٫١۶١٢۴۴.

،(٩ . ۵) بنابر پس

٠٫١۵٧٠٨٠ ≤ I ≤ ٠٫١۶١٢۴۴.

ديگر، عبارت به

I = ٠٫١۵٩١۶٢ ±∆, ∆ = ٣−١٠×٢٫٠٨٢.

نسبی خطای و I∗ = ٠٫١۶١٢۴۴ تقريبی مقدار و I = ٠٫١۵٧٨٢۵ با است برابر انتگرال دقيق مقدار
از است عبارت محاسبه، اين

E =
|I − I∗|

|I|
=

٠٫٠٠٣۴١٩
٠٫١۵٧٨٢۵ ≈ ٢٫٢ × ٢−١٠.

ب)

I =

∫ π
٢

٠
dφ

(١ + ٠٫٢ sin٢ φ)
√۴ cos٢ φ+ sin٢ φ

.



گلبانگ رامتین گلبانگ٢٢٢ رامتین گلبانگ٢٢٢ رامتین ٢٢٢

انتگرال اين تقريب برای (٨ . ۵) رابطۀ ،n بودنِ كوچک به توجه با n = ٠٫٢ و b = ١ ،a = ٢ اينجا در
است: aمناسب = ٢

b = ١

a١ = ١٫۵
b١ = ١٫۴١۴٢١۴

a٢ = ١٫۴۵٧١٠٧
b٢ = ١٫۴۵۶۴٧۶a٣ = ١٫۴۵۶٧٩٢

b٣ = ١٫۴۵۶٧٩١

a۴ = ١٫۴۵۶٧٩٢
b۴ = ١٫۴۵۶٧٩٢

داریم
µ ≈ ١٫۴۵۶٧٩٢, ١

n+ ١
π

٢µ ≈ ٠٫٨٩٨۵۴٨, ١√
n+ ١

π

٢µ ≈ ٠٫٩٨۴٣١٠.
،(٨ . ۵) بنابر و

٠٫٨٩٨۵۴٨ ≤ I ≤ ٠٫٩٨۴٣١٠
يعنی

I = ٠٫٩۴١۴٢٩ ±∆, ∆ = ۴٫٢٨٨١ × ٢−١٠.

از عبارت اند به ترتيب انتگرال اين تقريبی و دقيق مقدار
.I∗ = ٠٫٨٩٨۵۴٨ و I = ٠٫٩۶٩٣١۶.

با است برابر نسبی خطای بنابراين
E =

|I − I∗|
|I|

=
٠٫٠٧٠٧۶٨
٠٫٩۶٩٣١۶ ≈ ٧٫٣ × ٢−١٠.

ج)

I =

∫ π
٢

٠
dφ

(١ − ٠٫٠٣ sin٢ φ)
√

cos٢ φ+ ٠٫٩ sin٢ φ
,

داریم مثال اين در
n = −٠٫٠٣, b٢ = ٠٫٩, a٢ = ١

aو = ١
b = ٠٫٩۴٨۶٨٣

a١ = ٠٫٩٧۴٣۴٢
b− ١ = ٠٫٩٧۴٠٠۴

a٢ = ٠٫٩٧۴١٧٣
b٢ = ٠٫٩٧۴١٧٣



٢٢٣ بيضوی انتگرال تقريبی ٢٢٣محاسبۀ بيضوی انتگرال تقريبی ٢٢٣محاسبۀ بيضوی انتگرال تقريبی محاسبۀ

كنيم: استفاده (١٢ . ۵) از بايد مثال اين در ،n < ٠ اينكه به توجه با .µ ≈ ٠٫٩٧۴١٧٣ بنابراين

١
n+ ١

π

٢µ ≈ ١٫۶۶٢٣١١, ١√١ − n٢
π

٢µ ≈ ١٫۶١٣١۶٧.

نتیجه در
١٫۶١٣١۶٧ ≤ I ≤ ١٫۶۶٢٣١١.

ديگر، عبارت به
I = ١٫۶٣٧٧٣٩ ±∆, ∆ = ٢٫۴۵٧٢ × ٢−١٠.

با است برابر نسبی خطای و I∗ = ١٫۶۶٢٣١١ و I = ١٫۶٣٧۵١۵ مثال، اين در

E =
|I − I∗|

|I|
=

٠٫٠٢۴٧٩۶
١٫۶٣٧۵١۵ ≈ ١٫۵ × ٢−١٠.

نكند، كمك تقريب ها شدن بهتر به نيز n مقدار و باشد زياد µ و a تفاوت اگر ،∑(n, a, b) محاسبۀ در
امر اين گويای زير مثال های نشوند. منجر مناسبی تقريب های به (١٢ . ۵) و (٩ . ۵) ،(٨ . ۵) است ممكن

است:
د)

I =
∑

(٧, ۵, ١) = ٠٫١۵۴۴٩١,
I∗ = ٠٫٢١٣٢٧٢,
E =

|I − I∗|
|I|

=
٠٫٠۵٨٧٨١
٠٫١۵۴۴٩١ ≈ ٠٫٣٨.

هـ)

I =
∑

(١, ۵, ١) = ٠٫٣٧٨٣٨۶,
I∗ = ٠٫٣٠١۶١٢,
E =

|I − I∗|
|I|

=
٠٫٠٧۶٧٧۴
٠٫٣٧٨٣٨۶ ≈ ٠٫٢٠.



گلبانگ رامتین گلبانگ٢٢۴ رامتین گلبانگ٢٢۴ رامتین ٢٢۴

و)
I =

∑
(٧, ٣, ١) = ٠٫٢٣۵۴٣٣,

I∗ = ٠٫٢٩٨٠٠١,
E =

|I − I∗|
|I|

=
٠٫٠۶٢۵۶٨
٠٫٢٣۵۴٣٣ ≈ ٠٫٢٧.
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