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چکیده
می دهد. ارائه ریاضی تفکّر در الگوریتم ها نقش بررسی برای نظری چارچوبی مقاله، این
است. شده استفاده هستی شناسانه-روان شناسانه ترکیبی دیدگاه یک از تحقیق، این در
مفاهیم که می رساند نتیجه این به را ما ریاضی، مختلف بازنمایی های و تعاریف تحلیل
ساختاری کرد: درک متفاوت، اساساً روش دو به می توان را تابع یا عدد مانند مجرد،
یکدیگرند. مکمل حقیقت در ناسازگارند، ظاهر در اگرچه رویکرد، دو این عملیاتی. و
بین پیچیده ای تعامل شامل مسئله، حل و یادگیری فرآیندهای که شد خواهد داده نشان
سایۀ در و تاریخی مثال های پایۀ بر است. مفهوم یک ساختاریِ و عملیاتی ادراک های
گام اولین افراد، اغلب برای عملیاتی ادراک که می زنیم حدس شناختی، طرحوارۀ نظریۀ
نشان مفهوم شکل گیری مراحل از کامل تحلیل است. جدید ریاضی مفاهیم اکتساب در
دشوار ذاتاً و طولانی فرآیند یک مجرد، اشیاء به محاسباتی عملیات از گذار که می دهد
این در جسمیت سازی. و چگالش درونی سازی، می گیرد: انجام مرحله سه در که است
خاص، سطوحی در البته که است شده ویژ ه ای توجه جسمیت سازی پیچیدۀ پدیدۀ به مقاله،
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جسمیت سازی. چگالش؛ درونی سازی؛ عملیاتب؛ و ساختاری ادراک ریاضی؛ تفکّر کلیدی. کلمات و عبارات
است: قرار این از اصلی زبان به مقاله نشان و نام ∗

Sfard, A., On the dual nature ofmathematical conceptions: Reflections on processes and objects
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سرآغاز .١
آنری فرانسوی، سرشناس فیلسوف و ریاضیدان که می گذرد زمان آن از دهه هشت از بیش
١٩٠٨ سال در فرانسوی اصل ،۴٩ ص. ،١٩۵٢ (پوانکاره، نوشت مشهودی ناامیدیِ با پوانکاره١

است): شده منتشر
آن به حد این تا اگر می کرد، متحیر بود بهتر یا کند متحیر را ما باید حقیقت ... «یک
علم اگر نفهمند؟ را ریاضی که باشند افرادی است ممکن چطور بودیم. نگرفته خو
پذیرفته خوش ساخت ذهن های همۀ توسط که قوانینی است، منطقی قوانین تابع فقط

کنند؟» درک را ریاضیات نتوانند که باشند افرادی است ممکن چطور ... شده،
گردآوری حال] به [تا زمان آن از آموزشگران و روان شناسان توسط که دانشی همۀ علی رغم
پیچیدگی است. آزاردهنده و چالش برانگیز قبل، مانند همچنان سؤال این می رسد نظر به است، شده
پی در و هستند حل  غیرقابل گاهی که ریاضیات فراگیری در بزرگ مشکلاتِ ریاضی، تفکّر خاص
هستند. هم گیج کننده آشکارند، که همان قدر حقایق، این همۀ آن، تدریس در مداوم ناکامی های آنها،
این با است. شده انجام ریاضی تدریس بهبود برای فزاینده ای سرمایه گذاری های اخیر، دهۀ چند در
درمان یک یافتن مانند مشکلات، این برای راه حل کردن پیدا نیست. رضایت بخش هنوز نتایج حال،

می رسد. نظر به غیرممکن معمولی، سرماخوردگی برای مشخص
سختی های منشأ روی بر اینکه برای هست. ریاضیات در منطقی قوانین از فراتر چیزی احتمالا
شناخت شناسانه٢ پایه ایِ سؤال های خودمان از باید ظاهراً بگذاریم، انگشت ریاضی متحیرکنندۀ
علمی، رشته های سایر با قیاس در ریاضیات چون واقع، در بپرسیم. ریاضی دانش ماهیت دربارۀ
ریاضیاتی عالم یک که تفکّری نوع در یکتا و خاص حقیقتاً چیزی باید می رسد، نظر به دست نیافتنی تر
این نمی کند؛ کمکی است، علوم دترینمجر ریاضیات، بگوییم اینکه باشد. داشته وجود می کند، بنا را
است کیفی بیشتر شود، پرسیده اینجا باید که واقعی سؤال نمی سازد. روشن را چیزی کلیشه ای جملۀ
بقیۀ از کاربردش در و عملکردش در تکوینش، شیوۀ در ماهیتش، در ریاضیاتی، تجریدِ چگونه کمی: تا

می شود؟ متمایز تجریدها انواع
ریاضیدانان ریاضیات، در بیستم قرن اوایل و نوزدهم قرن اواخر بحران نیست. جدیدی سؤال این
فلسفی دیدگاه از ریاضی تفکّر ماهیت به مربوط سؤالات پایه ای ترین مورد در خود که داشت آن بر را
تکوینی شناخت شناسی چارچوب در بار اولین برای مسائل این به روان شناسانه رویکرد کنند٣. بحث
حدود تا کرد، بنا را مجموعه ها نظریۀ پایه های (١٨–١٩١٨۴۵) کانتور گئورگ که ١٨٨٠ سال حدود از مترجمان] ٣[یادداشت
ریاضیدانان و فیلسوفان میان داغ بحث هایی کرد، ثابت را ناتمامیت قضیۀ (١٩٧٨ –١٩٠۶) گودل کورت که ١٩٣٠ سال
ریاضی اثبات های در بی دقتی ها یا بدفهمی ها بردن بین از راستای در طرف یک از بحث ها این گرفت. صورت زمان آن بزرگ
١Henri Poincaré ٢epistemological
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تولید راستای در کافی، اندازۀ به تاکنون اما شد. امکان پذیر آمد، به وجود آن از پس دهه چندین که پیاژه١
به عنوان هم ریاضی تفکّر به و بپردازد ریاضیات روان شناسی و فلسفه به همزمان که واحد نظریۀ یک
نکته ای همچنین است. نشده انجام کاری دهد، اهمیت اندازه یک به محصول، به عنوان هم و فرآیند
پیشرفته موضوعات در تنها است. پیشرفته ریاضیات گرفتن نادیده برمی انگیزد، را بسیاری تأسف که
در را انتزاعی اندیشۀ ویژگی های و می شود آشکار کاملا علوم سایر و ریاضیات میان تفاوت که است

می کند. نمایان خود صورتِ ناب ترین
نشأت آنها از ریاضی مفاهیم که روان شناسانه ای فرآیندهای عمیق فهم برای می رسد نظر به
تحلیل تحقیق، پیشنهادیِ نوع این در داریم. نیاز مفاهیم این ماهیت بر فلسفی نگاهی به می گیرد،
ایده آل»، [ریاضی] دانش از صوری و زمان مند غیر کامل، «عالم از هستی شناسانه ای و شناخت شناسانه
است، حاکم بشری» دانش فرآیندیِ و درونی ارگانیک، «جهان بر که را بزرگ سردرگمی این ریشه های

.(١٩٧٩ (کاپوت، می سازد روشن احتمالا

ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت .٢
و معرفت شناسانه جایگاه بر تأمل طریق از ریاضی تفکّر ویژگی های بررسی مقاله این موضوع
معرفی برای کلمه دو کنیم، نگاه جنبه ای چه از اینکه به بسته است. ریاضی ساختارهای هستی شناسانۀ
که می رود به کار هنگامی «مفهوم» کلمۀ می شود: استفاده دیگر) علم هر (یا ریاضیات بنای سنگ های
ایده آل» دانش از صوری «عالمی درون نظری ساختار یک به عنوان «رسمی» به شکل ریاضی ایدۀ یک
می شود اطلاق داخلی پیوندهای و بازنمایی ها٣ مجموعۀ کل به که «ادراک٢» کلمۀ و باشد؛ نظر مورد
نخست بشری»). دانش «عالم ذهنی بخش در مفهوم (همتای می شوند برانگیخته مفهوم آن توسط که

بیش یا و کرد متفاوتی برداشت های آن از می شد که بود گونه ای به اثبات ها از بعضی صورت بندی مثال، برای است؛ بوده 
پیوسته تابع های همۀ مشتق پذیریِ می رفت گمان شهود، پایۀ بر طولانی مدت برای اینکه مانند می شد تکیه شهود بر حد از
که معنا بدین است؛ بوده متقن و محکم پایه هایی بر ریاضیات بنیانگذاری راستای در بحث ها دیگر، سوی از باشد. درست
بود. توجه مورد نیز قضیه ها این زیربنایی موضوع اصول درستی دادنِ نشان بلکه بود، ریاضی قضیه های اثبات نه تنها هدف،
بروئووِر لویتسن ،(١٩۴١٨–٣۶٢) هیلبرت داوید ،(١٩٢۵– ١٨۴٨) فرگه گوتلب همچون دیگری فیلسوفان و ریاضیدان ها
و (١٩۴١٨–٧۶١) وایتهد نورث آلفرد ،(١٨٧٢–١٩٧٠) راسل برتراند ،(١٩۵۵– ١٨٨۵) وایل هرمان ،(١٩۶۶–١٨٨١)
بحران کلمۀ بوده اند. جریان ها این تأثیرگذاران از یا ریاضی فلسفۀ مکاتب بنیانگذاران از (١٩١٢ - ١٨۵۴) پوانکاره آنری
برای واژه بهترین شاید است، شده به کاربرده داغ بحث های از موج این توصیف برای وایل هرمان توسط بار اولین ظاهراً که
ریاضیات در را بحران اینکه است. رایج ریاضیات، تاریخ و فلسفه به مربوط نوشتجات در که است واژه ای اما نباشد. آن
از استفاده ما می داند. ریاضی جامعۀ به وابسته را ریاضیات که است ریاضیات فلسفۀ در پیش فرضی دربردارندۀ ببینیم،

می کنیم. پیشنهاد ریاضیات» «در به جای را ریاضیاتی» جامعۀ «در
١Piaget’s genetic epistemology ٢conception ٣representations
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را خودش صوری، بازنمایی های و توضیحات به وسیلۀ که بنگریم آن گونه ریاضیات جهان به بیایید

می نمایاند.
از چشمگیرتر دیگر علوم و ریاضیات بین شباهت های می شود، مربوط زبان به که آنجا تا
جهانی دربارۀ هم ریاضیدانان زیست شناسان، و فیزیکدانان مانند واقع، در است. آنها تفاوت های
و دارند ویژگی هایی اشیاء، این است. شده تشکیل خاص اشیاء تعدادی از که می کنند صحبت خاص
ریاضیدان که روشی می کنند. پیروی خوش تعریف قوانینی از که هستند خاص فرآیندهایی به وابسته
دانشمند، که است روشی مشابه بسیار می برد، به کار اعداد و مجموعه ها ویژگی های مطالعۀ برای
همان به «... که دارد وجود «تابعی مانند عبارت هایی می کند. بررسی را کریستال و مولکول ساختار
فیزیک. در خاص زیراتمی ذرات وجود دربارۀ ادعاهایی که است متداول امروزی ریاضیات در اندازه
آنها نیستند. دسترس قابل حواس طریق از پیشرفته ریاضیات ساختارهای مادی، اشیاء برخلاف
عددی یا و می کنیم رسم را تابعی که هنگامی حتی واقع، در می شوند. دیده ذهن چشم طریق از صرفاً
از ممکن بازنمایی چندین از یکی کاغذ، روی علائم این که می کنیم أکید ت بسیار دقت با می نویسیم، را
و وجود دربارۀ ریاضیدان شود. لمس می تواند نه و شود دیده می تواند نه که است مجرد موجود یک
آن از ناشی فلسفی سؤالات دربارۀ اینکه بدون می کند بیان ادعاهایی لمس نشدنی شیء این ویژگی های
به نیست «نیازی بگوید: عذرخواهی برای درسی کتابِ نویسندۀ یک که می آید پیش به ندرت بیندیشد.
ریاضیدان برای شوند. دسته بندی می توانند فلسفی نظر از چگونه مجرد موجودات این که بپردازیم این
(کورانت شوند» ترکیب هم با می توانند موجودات این قوانینی چه تحت بداند که است مهم این تنها …
این دیدن توانایی ریاضیاتی، توانایی از اساسی عنصر یک که می رسد نظر به .(٢ ص. ،١٩۶٢ جان، و
ریاضیات نفوذناپذیریِ اصلی دلایل از یکی به ظاهر توانایی، این نداشتن است؛ مشاهده غیرقابل اشیاء

است. خوش ساخت» «ذهن های از بسیاری در
نسبت را خواننده تا کرد خواهم را تلاشم همۀ من (و باشد درست آخر ادعای این اگر حتی
مفاهیم به پرداختن که می دهد نشان درسی کتاب تعریف های دقیق تحلیل کنم)، قانع آن درستی به
که ادراک از نوع این هرچند نیست. موجود امکانِ تنها دارند، اشاره مجرد اشیائی به گویی که ریاضی
تعریف های است، امروزی ریاضیات در غالب ادراکی به ظاهر می نامیم، ساختاری را آن پس این از
از مجموعه ای به مثابۀ نه تنها را تابع دارند. وجود هم متفاوت کاملا رویکردی با پذیرفته شده ای ریاضی
دستگاه یک از رفتن برای «روشی یا و خاص محاسباتی فرآیند یک به عنوان بلکه مرتب، زوج های
خاصیتی می توان را تقارن کرد. تعریف می توان نیز (٢۴۶ ص. ،١٩٧١ (اسکمپ١، دیگر» به دستگاهی
رویه ها فرآیندها، دربارۀ تعریف، دوم نوع کرد. تلقی تبدیل نوع یک یا و هندسی شکل یک از ایستا
١Skemp
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را مفهوم عملیاتی درک نوع، این که گفت باید بنابراین اشیاء؛ دربارۀ تا می کند صحبت عمل ها و
می کند. منعکس

گویی کنیم؛ اشاره آن به قادریم که است معنا این به شیء یک به عنوان ریاضی موجود یک دیدن
معنا این به نیز دارد. وجود زمان و مکان در جایی که ایستا ساختار یک است؛ واقعی چیز یک که
به اینکه بدون کنیم کار کل، یک به سان آن با دهیم، تشخیص را ایده این نگاه یک با قادریم که است
استفاده متفاوت زمینه ای در را آن خودش (که کنیم استفاده آدامار١ استعارۀ از اگر بپردازیم. جزئیات
اجازه ما به که می بخشد قیافه شناسی٢ نوع یک مفهوم به ساختاری تفکّر گفت می توان است)، کرده
مانند درست کنیم؛ فکر واحد چیزِ یک به عنوان باشد، پیچیده که هم اندازه هر آن، «دربارۀ می دهد
به عنوان مفهوم تعبیر مقابل، در .(۶۵ ص. ،١٩۴٩ (آدامار٣، می بینیم.» را مردی صورت که وقتی
لزوماً که بنگریم بالقوه موجودی به مثابۀ را آن بالفعل، موجودی به جای که می شود باعث فرآیند، یک
بگوییم بهتر (یا ایستا ساختاری، ادراکِ که حالی در بنابراین می آید. به وجود اَعمال از دنباله ای طی
و پی درپی پویا، عملیاتی، ادراکِ است، یکپارچه و آنی می گفت)، فرگه۴(١٩٧٠) چنان که «بی زمان»،

است. جزئیات با
بخواهیم اینکه به رسد چه است ناممکن عملا بالا تمایز جزئی جنبه های همۀ کردن مشخص
روشن کاملا باید اینجا تا کنیم. صورت بندی را عملیاتی و ساختاری تفکّر شیوۀ از دقیق تعریف هایی
کمتری جزئیات دارای و یکپارچه تر مجردتر، عملیاتی تفکّر به نسبت ساختاری تفکّر نحوۀ که باشد شده 
و تجرید درجات نمی پوشاند. را ابعاد همۀ هیچ وجه به مقایسه ای چنین که داشت توجه باید اما است
در تفکّر، طرز دو این میان کیفی و اساسی تفاوت که حالی در هستند کمی خصوصیاتی یکپارچگی،
شکاف یک دیگر، عبارت به است. نهفته ریاضی موجودات ذات دربارۀ ضمنی۶ و پایه ای باورهای۵
است امیدوار نویسنده دارد. وجود عملیاتی ادراک و ساختاری ادراکات میان هستی شناسانه عمیق

شود. روشن تر و روشن تمایز، دیرفهم و دشوار اما اساسی جنبۀ این که رود پیش چنان بحث
یک ساختاریِ و عملیاتی ادراک های کنیم أکید ت که است مهم بسیار گفتیم، آنچه به توجه با
است ممکن (چطور ناسازگارند ظاهری به طور اگرچه نیستند. یکتا و مجزا چیز دو ریاضی، مفهوم
عبارت معنای یکدیگرند. مکمل حقیقت، در اما شیء؟) هم و باشد فرآیند هم همزمان چیز یک که
سطح در مثال، برای می رود؛ به کار هم فیزیک در که است چیزی آن به شبیه بسیار «مکملیت٧»
از کاملی توصیف و تشریح بتوان تا کرد نگاه موج و ذره صورت دو هر به موجودات به باید زیراتمی

مؤلف او بود. پوانکاره آنری شاگردان از و فرانسوی برجستۀ ریاضیدان ،(١٩۶١٨–٣۶۵) آدامار ژاک مترجمان] ٣[یادداشت
است. ریاضیات در ابداع روان شناسی کتاب

١Jacques Hadamard ٢physiognomy ۴Frege ۵beliefs ۶implicit ٧complementarity



اسفرد آنا اسفرد٢۴ آنا اسفرد٢۴ آنا ٢۴
(اوت١، به آموزش، حوزۀ در مکملیت مورد در کامل تر بحثی مطالعۀ (برای داد ارائه مشاهده شده پدیدۀ
برای که کرد خواهیم بحث مشابه به طور بعد، بخش در کنید). مراجعه (١٩٨۵ (اشتاینر٢، و (١٩٨۴
و تابع یک دیدن توانایی باشیم، داشته «فهم٣» از که تعریفی هر با ریاضیات، از عمیق فهمی حصول

است. ضروری شیء، و فرآیند صورت دو هر به عدد یک یا
هم می تواند مفهوم آن که در می یابیم بیشتر بکنیم، موشکافانه تر نگاهی ریاضی مفهوم هر به اگر
آورده تصادفی کاملا مثال چند ،١ شکل در شود. درک و تعریف عملیاتی به طور هم و ساختاری به طور

است. شده

ریاضی مفاهیم از ساختاری و عملیاتی ١.توصیف های شکل

نمادین بازنمایی های طریق از بلکه کلامی، توضیح در نه تنها را ریاضی ساختارهای دوگانۀ ماهیت
نشأت فرد نگاه از بودن، ساختاری مانند خصوصیتی اگرچه داد. قرار توجه مورد می توان متفاوت
تعبیر پذیرش برای سایرین، به نسبت بازنمایی ها از بعضی می رسد نظر به نمادها، خودِ از تا می گیرد

هستند. سزاوارتر ساختاری
گوناگونی رویکردهای ،٢ شکل در y = ٣x۴ نگاشت ارائۀ متفاوت روش سه در مثال، برای
است فرآیندی مفهوم یک با متناظر رایانه ای، برنامۀ می رسد نظر به است. مشهود تابع مفهوم برای
فرآیند یک به عنوان بلکه یکپارچه، موجود یک به صورت نه را تابع چراکه ساختاری، مفهوم یک تا
١Otte ٢Steiner ٣understanding



٢۵ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت ٢۵دربارۀ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت ٢۵دربارۀ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت دربارۀ

خط یک در تابع از مؤلفه بی نهایت نموداری، بازنمایی در دیگر، سوی از می دهد. ارائه محاسباتی
رویکرد یک نمودار، پس باشند. یکپارچه کل یک همزمان، می توانند لذا و شده اند ترکیب هم با هموار
به شکل عملیاتی کرد: تعبیر روش دو هر به می توان به سادگی را جبری بازنمایی می دهد. ارائه ساختاری
دوگانگی (این اندازه دو میان ایستا رابطۀ یک به شکل ساختاری و محاسبه یک از مختصری توصیف
است. گرفته قرار بحث و توجه مورد بسیار که است مربوط تساوی علامت دوگانۀ به معنایِ تعبیر، در
در که اَعمالی اجرای برای «دستوری» یا بودن، یکی برای نمادی می توان را «=» تساوی: علامت
١٩٧٩ کاپوت، ،١٩٧۶ همکارانش، و (بیر١ مثال، برای گرفت. نظر در می شود، ظاهر راستش سمت

ببینید. را (١٩٨١ کیرن،٢ و

تابع یک مختلف ٢.بازنمایی های شکل

انواع آنها در که خاصی بازنمایی های از کنیم، پردازش خود ذهن در را دانش می خواهیم وقتی
کدگذاری از که آنچه بنابر می گیریم. بهره می شود، داده نشان ساختاری و عملیاتی ادراکات از گوناگونی
،(١٩٨٩ دریفوس۴، و آیزنبرگ ١٩٨٨؛ بیشاپ، ١٩٨١؛ کلمنتس، ١٩٧١؛ (پیویو٣، می دانیم درونی
دیگر، موارد در حالی که در می شوند مجسم ذهنی۵» «تصاویر به کمک اوقات گاهی ریاضی مفاهیم
که ذهنی تصاویر ظاهراً می گیرند. قرار بررسی مورد کلامی بازنمایی های طریق از عمدتاً ایده ها همان
از آدامار درون گرایِ مشاهدات هستند. ساختاری ادراک بر تأییدی هستند، یکپارچه کننده  و فشرده
همۀ از همزمان دید یک بتوانم تا دارم نیاز تصویری] [به «من می کند: تقویت را فرض این تصور، نقش
… یابم دست پیوندها به تا ...؛ بسازم آنها از کل یک که نگه دارم هم کنار را آنها تا … باشم داشته اجزا
محسوس تر را مجرد ایده های تصور، بنابراین .(٧٧ ص. ،١٩۴٩ (آدامار، دهم» صورت مفهوم، به و
مانند ذهنی، تصاویر با می توان حقیقت، در بپنداریم. مادی موجودات را آنها می شود موجب و می کند
در و متفاوت دیدگاه های از که تصاویری صورت، تشخیص همانند کرد. دست ورزی واقعی اشیاء
ذاتاً دیداری، بازنمایی می کنند. حفظ را خود معنای و هویت شده اند»، «مشاهده متفاوت زمینه های
١Behr ٢Kieran ٣Paivio ۴Dreyfus ۵mental pictures



اسفرد آنا اسفرد٢۶ آنا اسفرد٢۶ آنا ٢۶
استخراج تصادفی» «دسترسی با می توان را ریاضی ساختار یک از مختلف جنبه های و است کلی
پردازش دنباله ای به طور باید و کشید بیرون نگاه» یک «با نمی توان را کلامی کدگذاری مقابل، در کرد.
درونی بازنمایی بنابراین است. مناسب تر محاسباتی رویه های بازنمایی برای ظاهراً این رو از شود؛
تعبیر این گونه نباید را بالا ادعاهای کنید: توجه [لطفاً دارد تناسب بیشتر عملیاتی تفکّر با غیرتصویری
کلامی/تصویری درونی بازنمایی های و عملیاتی/ساختاری ادراکاتِ میان یک به یک تناظر یک که کرد
ادراک نوع یک با درونی بازنمایی های انواع از بعضی که است این فقط ما پیشنهاد دارد. وجود

دیگری]. با تا متناسب ترند
روان شناسی ریاضیات، پیشینۀ که شویم متذکر بجاست بدهیم، پایان را بخش این آنکه از قبل
دانش/اندیشه/فهم نوع «دو میان تمایز ریاضیات. عالم در دوگانگی ها١ به اشاره از است پر فلسفه و
عملیاتی-ساختاریِ دوگانگی به آنها از بعضی و می شود دیده اخیر نوشته های انواع همۀ در ریاضی»
نویسندگان توسط که دوگانگی ها این از بلندی فهرست از دهید اجازه پرداخته اند. مقاله این در مطرح
هیبرت، کامل تر، فهرست مشاهدۀ (برای کنیم اشاره آنها از کمی تعداد به است، شده  ارائه مختلف
نوع دو به می توان را ریاضیات پژوهشگران، از برخی نظر طبق ببینید). را ٢-١ صص. ،١٩٨۵
(١٩٧۶ ، (اندرسون۵ رویه ای۴ و خبری٣ یا ببینید) را ١٩٨۵ هالموس٢، مثال (برای الگوریتمی و مجرد
پیوند صوری، تعریف هیچ  گونه بدون حتی بنابراین و هستند گویا تقریباً نامگذاری ها این کرد. تقسیم
مقاله ای در این از پیش که مشاهداتی است. روشن کاملا مقاله این در ارائه شده ایده های و تمایزها میان
گرچه ،(١٩٧۵ دیویس٧، ١٩٧٩؛ (کاپوت۶، شد ذکر ریاضی نمادگرایی فرآیند/محصولِ دوگانۀ دربارۀ
که دیگری دسته بندی است. هماهنگ تقسیم بندی ها نوع این با ظاهراً است، شده محدود حوزه اش
دیالکتیک نوع دو به را ریاضی که است دسته بندی ای دارد، ما پیشنهادات با بیشتری اشتراک احتمالا
از نوع هر با عمدتاً الگوریتمی ریاضیاتِ که حالی  در .(١٩٧۴ (هنریتسی٨، می کند تقسیم الگوریتمی و
گزاره ها آن، در که است دقیقی منطقی علم دیالکتیک «ریاضیات دارد، سروکار محاسباتی فرآیندهای
وقت هر ندارند». وجود یا دارند وجود یا مشخص ویژگی های با اشیاء و دروغ یا هستند راست یا
نیز دوگانگی از خاص نوعی بوده، توجه مورد آن فلسفی جنبۀ از بیشتر ریاضیات روانشناختی جنبۀ
صفحه ،١٩٧٠) است کرده تفکیک هم از را ریاضی تفکّر از مختلف نوع دو پیاژه است. شده مشاهده
مربوط ما ساختاری ادراک به بنابراین و می گیرد نظر در ایستا» و آنی را «حالت ها که شکلی٩ :(١۴
است. مربوط بسیار ما عملیاتی رویکرد به بنابراین و «... می پردازد تبدیلات١٠ «به که عملیاتی و است؛
١dichotomies ٢Halmos ٣declarative ۴procedural ۵Anderson ۶Kaput ٧Davis ٨Henrici
٩figurative ١٠transformations



٢٧ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت ٢٧دربارۀ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت ٢٧دربارۀ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت دربارۀ

آن بعدی بسط های در به ویژه که دارد پیاژه ٢ بازتابی١ تجرید نظریۀ در عمیقی ریشۀ تمایز این تصادفاً
در اشیاء و فرآیندها نقش روی بر مشخص به طور ،(١٩٧۶ لوین۵، و دابینسکی۴ (تامپسون١٩٨۵،٣؛
مفهومی به ریاضی، دانش) (یا درک از پذیرفته شده دسته بندی های حتی می گذارد. دست ریاضی تفکّر
رابطه ای و ابزاری به یا (١٩٨۵ هیبرت، ١٩٨٣؛ لاندائو٧، و لش۶ به کنید مراجعه مثال (برای رویه ای و
نشان می کنیم سعی بعدی بخش در واقع، در هستند. راستا همین در به ظاهر نیز (اسکمپ،١٩٧۶)
است فهمی نوع تاثیرِ تحت ساختاری، و عملیاتی ادراکات گسترش برای ما توانایی چگونه که دهیم

می آوریم. به دست که
بقیۀ نباشد، آشکار ما تمایز اگر حتی است. مناسب مقاله این در پیشنهادی دسته بندی بنابراین
می کنیم، صحبت ادراکی و فرآیندی دانش دربارۀ که هنگامی مثال، برای است. چنین نیز دسته بندی ها
است» نشده شناخته به خوبی هنوز دانش، از شکل دو این میان «پیوند که: می کنند گله لفور٨ و هیبرت
مرز تعیین اما کرد تشریح می توان راحت را کدام هر هستۀ است؛ مشکل دانش انواع خودِ «تعریفِ و
در دست کم مرزها» «تعیین مقاله، این باقیماندۀ در من هدف .(٣ صفحه است»(١٩٨۶، سخت آنها

است. عملیاتی-ساختاری تمایز مورد
نگاه در دهیم. قرار است، شده آورده بالا در که آنهایی برابر در را تقسیم بندیمان دهید اجازه آغاز، در
این همۀ برابر در ندارد. تفاوت بالا دوگانگی های از بعضی با ساختاری و عملیاتی ادراک های ایدۀ اول،
ماهیت می کند: متفاوت دیگر دسته بندی های اکثر از را آن ما، تمایز اساسی مشخصۀ دو شباهت ها،
پیشنهاد دوگانگی نوعی که آنهایی اکثر اولا آن. مکملیت و هستی شناسانه-روان شناسانه ترکیبی
کرده اند. توجه ریاضی فعالیت هر پشت در نهفته فلسفی فرضیاتِ دربارۀ سؤال به به ندرت داده اند،
نقش یا آن ساختار جمله (از کنند اشاره موضوع از آشکارتری جنبه های به یا داده اند ترجیح آنها
هستند، دخیل دانش بررسی در که شناختی ای فرآیندهای به یا مسئله) حل در آن گوناگون مؤلفه های
موجودات ماهیت بر تمرکز با آخر و اول موضوع به کردیم سعی خود دسته بندی در ما نمایند. توجه
روان شناسانه) (منظر می شود درک متفکّر یک توسط که آن طور و هستی شناسانه) (منظر ریاضی
مثال، (برای جدا مؤلفۀ دو به را ریاضی دانش تمایزها، دیگر که حالی در ثانیاً بپردازیم. همزمان به طور
به واقع، در دارد. أکید ت آن یگانگی بر مکملیت رویکرد می کنند، تجزیه فرآیندها) مقابل در مفاهیم

توسعه سالگی) ١۵ تا ١١) صوری عملیات مرحلۀ در پیاژه، به زعم که است مفهومی بازتابی، تجرید مترجمان] ٢[یادداشت
شخصی، بازتاب های این تجریدِ و خود ذهنیات به اندیشیدن با نوجوانان چگونه که می کند توصیف مفهوم این می یابد.
خود ذهنی مجموعه های در موجود ناسازگاری های به می توانند بازتابی تجرید به کمک آنها می شوند. دانش کسب به موفق
می توانند می آورند، به دست را توانایی این نوجوانان که همان طور کنند. فکر آن به اجتماعی و اخلاقی جنبه های از و توجه

ببینند. را جهان آن اساس بر و کنند درک را دیگران دیدگاه های
١reflective abstraction ٣Thompson ۴Dubinsky ۵Lewin ۶Lesh ٧Landau ٨Lefevre



اسفرد آنا اسفرد٢٨ آنا اسفرد٢٨ آنا ٢٨

مفاهیم بررسی هنگام لفور و هیبرت است. شده گذاشته کنار به تدریج پیشین موضع اخیراً می رسد نظر
شده دیده هم از جدا موجودات به عنوان دانش، نوع دو تاریخی «به طور کردند: مشاهده فرآیندها و
چگونگی دربارۀ رشدی به رو علاقۀ امروزه مقابل، در می کنند… زیست هم همسایگی در که … است
مکملیتی هنوز جدید رویکرد این، وجود با .(٢ ص. (همان، دارد.» وجود فرآیندها و مفاهیم پیوند
وجود آنها بین «اتصالی هرچند می گیرد» نظر در مجزا را دانش شکل دو جاری، «بحث های نیست:
و «مفهومی» رویکرد برخلاف می کنم: أکید ت دوباره است». سودمند و حیاتی طرف دو هر برای که دارد
جدایی ناپذیر جنبۀ دو به «ساختاری» و «عملیاتی» عبارت های «مجرد»، و «الگوریتمی» یا «رویه ای»،
دوگانگی٢. تا داریم سروکار دوگانی١ با اینجا در بنابراین می کنند. اشاره چیز یک از متفاوت خیلی اما
را آن ریاضیات، مختلف انواع دربارۀ صحبت هنگام نویسندگان برخی که دارد وجود رویکردی
مثال، برای کنم. یادآوری را نکته ای رویکرد این دربارۀ که دهید اجازه بحث، تکمیل برای برمی گزینند.
رقابتی انگار که می شوند داده قرار هم برابر در و ارزیابی طوری «مجرد» و «الگوریتمی» ریاضیات
الگوریتمی جنبه های دارند، اذعان مجرد ریاضیات بالای ارزش به همه که حالی در است. دو آن میان
راه «بهترین است: شده داغ تر همیشه از موضوع این دربارۀ بحث اخیراً بحث برانگیزند. آن رویه ای و
کسانی طرف از که است بحث برانگیز مبالغه ای ،(١٩٨۵ (مائورر٣، است» الگوریتمی [روش] زندگی،
شدیدی عکس العمل های ،(١٩٨٨ (اشتاین۴، می برد» بین از را اندیشه «الگوریتم، می کردند احساس که
که معتقدند افراد بیشترِ است، مهم الگوریتمی ریاضیات که دارند اذعان همه هرچند برانگیخت. را

دارد. قرار اهمیت دوم مرتبۀ در ریاضیات، از نوع این
کنیم صحبت کاربردها مورد در چه می کند. بی معنی را بحث ها نوع این ما، مکملیتی رویکرد
همان بنابراین شوند. جدا دیگر هم از نمی توانند عملیاتی و ساختاری اجزای آموزش، مورد در چه و
مهم تر اجزا از کدام یک کنیم مشخص اینکه برای «تلاش است: گفته هالموس که می گوییم را چیزی
بر شواهدی چپ». پای یا است مهم تر راست پای رفتن، راه هنگام بپرسیم که است این مانند است،
و ساختاری ادراک دوی هر متقابل اهمیت و وابستگی و آورده بعدی بخش های در ادعا این اثبات
می کنند، بازی دو این که نقشی دربارۀ کامل بحث شد. خواهد داده نمایش و شرح به دقت عملیاتی
اساس بر بیشتر که مجرد ریاضیات چرا بفهمیم تا می کند کمک ما به شناختی فرآیندهای همۀ در
دید که شد خواهد داده نشان واقع، در است. بالا امتیازی دارای است، شده بنا ساختاری رویکرد
از اینکه و نیست امکان پذیر مجرد اشیای «دیدن» توانایی بدون ریاضیات، در ابداع برای لازم حقیقی
برخی که است دلیل همین به احتمالا) می آیند به دست سخت بسیار ساختاری ادراک های دیگر، سوی
«فناپذیرها» از ریاضیدانان تمایز نقطۀ ساختاری، درک ایجادِ قدرت که می کنند احساس شهودی به طور
خودش سهم عملیاتی، تفکّر است، شده ساختاری رویکرد به اینجا] [در که توجهاتی همۀ با است).
١duality ٢dichotomy ٣Maurer ۴Stein



٢٩ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت ٢٩دربارۀ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت ٢٩دربارۀ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت دربارۀ

پشتِ زیربنایی فرآیندهای از عمیق درک که آورد خواهیم استدلال ادعا] این [برای داشت: خواهد را
بیشتر نتیجه، به جای باید فرآیندها، این اجرای تبحر از خاصی مقدار شاید، حتی و ریاضی مفاهیم
«مهارت های اینکه از پس بنابراین شوند. گرفته نظر در مفاهیمی چنین فهم برای پایه ای به عنوان
اکنون بودند، داده دست از را خود جایگاه بی جهت رفتارگرایی١، مقابل مبالغه آمیز واکنشی در فنی»
که آزاردهنده سؤال این به شویم ناچار است ممکن حتی سرانجام یافت. خواهند باز را جایگاهشان

بدهیم: تجربی جواب یک می شود، پرسیده آموزشگران توسط معمولا
پیشرفت به دیده اند، آموزش به خوبی که خوش نیت و باهوش معلم های از بسیاری «چرا
اهمیت اندازه این تا جبری، و حسابی الگوریتم های انجام در دانش آموزان مهارت های
آن کرده اند؟ توصیه را آن خلاف سال ده ها طی در متخصصان که حالی در می دهند

(١٩٨٨ (کیلپاتریک٢، نمی دانند؟» بقیه اما می دانند معلم ها که چیست

تاریخی ریاضی–چشم انداز مفاهیم ایجاد در ساختاری و عملیاتی ادراکات نقش .٣
برای واقع، در باشد. مجردتر ساختاری، نسخۀ که می رسد نظر به ریاضی، تعریف نوع دو از
خود مورد در نگرانی بدون فرآیند، چند محصولاتِ به بتوانیم باید ریاضی، اشیای دربارۀ صحبت
ساختاری سؤال های مجبوریم امروزی)، معنای (به مجموعه ها و تابع ها مورد در بپردازیم. فرآیندها،
مرحله ای به عنوان می بایست ساختاری رویکرد می رسد نظر به بنابراین بگیریم. نادیده را آنها دربارۀ
که داریم خوبی دلایل دیگر، عبارت به شود. گرفته نظر در مفهوم شکل گیری٣ فرآیند در پیشرفته تر
این در است. ساختاری درک بر مقدم عملیاتی درک مفهوم، شکل گیری فرآیند در باشیم داشته انتظار
از چه و تاریخی سیر دیدگاه از چه ادعا این که دهیم نشان تا می شود آورده گوناگون شواهدی مقاله،

است. درست اساساً فردی، یادگیریِ دیدگاه
گسترده بسیار قلمرویی پیشنهادی مدل معتقدیم هرچند که کنیم اشاره باید مثالی هر از قبل اما
نمایش های آنها برای که هندسی ایده های مثال، برای است. نامناسب خاص حالات از برخی برای دارد،
از قبل حتی احتمالا می توانند می رسند، نظر به طبیعی ایده ها بقیۀ از بیشتر ایستا و یکپارچه ترسیمی
شوند. درک ساختاری به طور باشد، آمده به دست آنها فرآیندی توصیف به نسبت کاملی آگاهی اینکه
کشیده تصویر به (١٩٧٢ (تاتا۵، بول۴ م. توسط که گام هایی در می تواند دایره مفهوم نمونه، برای
از را ایده اش کرد، درک را دایره مفهوم بار نخستین که ابتدایی «هندسه کارِ بگیرد: شکل است، شده
برای [الگوریتمی بودن گرد قانون اینکه به محض اما گرفت هستند، گرد تقریبا که چیزهایی به نگاه
بیان جدیدی مادۀ در را بودن گرد توانست کرد، درک خودش ذهن طریق از را دایره] یک آوردن به دست
تحلیل های و تجزیه [امیدواریم] می رسد، محتمل نظر به [مفهوم] شکل گیری داستانِ این اگرچه کند.»
١behaviorism ٢Kilpatrick ٣develop ۴M. Boole ۵Tahta



اسفرد آنا اسفرد٣٠ آنا اسفرد٣٠ آنا ٣٠
ایده ها اغلب محاسباتی، ریاضیات در که کند قانع را خواننده می آید، ادامه در که دیگر مفاهیم تاریخی
مانند مفاهیمی پیدایش تاریخ به دقیق نگاه یک واقع، در اشیاء. از تا گرفته اند سرچشمه فرآیندها از
ابداع آنها ساختاری بازنمایی های و تعریف ها آنکه از قبل تر بسیار که داد خواهد نشان تابع، یا عدد
پرتلاطم تاریخ از خلاصه بازنمایشی می آید، پیش در اکنون آنچه شده اند. درک عملیاتی به صورت شوند،
به تنها من مقاله، این در نیست. کامل هیچ وجه به [البته] که است ریاضی اصلی و مهم مفهوم چند
جزئیات دانستن (برای می پردازم می کنند، بیان را نظرم مورد نکات که تاریخی اتفاقاتی و حقایق

بخوانید). را ١٩٨٩ کلینر٢، و ١٩٨۵ کجوری١، تاریخی،
اصطلاح، این طولانی مدت برای کنیم. شروع عدد مفهوم با را خود تحلیل و تجزیه دهید اجازه
نشأت شمارش فرآیند از عدد، نوع این داشت. اشاره می نامیم، طبیعی اعداد امروز که آنچه به فقط
بگیریم نظر در را خاصی و مشهور پدیدۀ دهید اجازه برگردیم، تاریخ به اینکه از قبل حتی پس می گیرد.
ص. ،١٩۵٢ پیاژه، مثال، (برای است شده مشاهده پژوهش ها در است. شده مشاهده کودکان نزد که
کلمات بین می تواند آن] [در که دارد وجود مرحله ای می گیرد، یاد را شمارش کودکی وقتی که (۶٢
برای اما کند برقرار یک به یک تناظر یک معین مجموعۀ یک اشیای و ... «سه»، «دو»، «یک»،
از هرگاه برد. نام را فرآیند این در استفاده شده آخرِ عددِ نمی تواند هستند؟»، «چندتا سؤال به پاسخ
عملیاتی ریشه های به روشنی پدیده این می کند. تکرار را شمارش روند فقط می شود، سؤال کودک
شمارش فرآیند خودِ می شود، مطرح «عدد» اصطلاح وقتی کودک برای می دهد: نشان را طبیعی اعداد

آن. مجرد محصول نه می شود تداعی
مدت های برای است. شده داده تعمیم بار چندین گذشته، سال هزار سه طی در «عدد» معنی
داده اند انجام بسیاری دست ورزی های خود، زمان در شناخته شده اعداد انواع با ریاضیدانان طولانی،
ریاضی اشیای از جدیدی نوع به عنوان را آن و کنند انتزاع فرآیندها این از را مجردی محصول تا
یک تا بود اندازه گیری فرآیند یک از کوتاهی شرح آغاز، در صحیح عدد دو نسبتِ مثال، برای بپذیرند.
سیزده دانش آموزان درصد پنجاه در (١٩٨٠ همکاران، و (کارپنتر٣ پژوهشگران تصادفی، به طور عدد.
ردپاهایی متوجه دهند»، نمایش کسر یک به صورت را ۴ بر ٧ «تقسیم نمی توانستند که امروزی سالۀ
یک فقط صحیح اعداد تقسیم دانش آموزان، این برای شدند. گویا اعداد به عملیاتی کاملا رویکرد از

شود. پذیرفته ایستا موجود یک به عنوان نمی توانست هنوز که بود فرآیند
فیثاغورسیان کشف می شد. ظاهر اندازه گیری فرآیندهای زمینۀ در عمدتاً «عدد» واژۀ مدت ها
نسبت های و طبیعی اعداد با قطر طول کردن پیدا برای معمول روند مربع ها، بعضی در اینکه بر مبنی
١Cajori ٢Kleiner ٣Carpenter



٣١ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت ٣١دربارۀ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت ٣١دربارۀ ریاضی مفاهیم دوگانۀ ماهیت دربارۀ

سردرگمی و حیرانی با ،( ندارند١ مشترک اندازه گیری واحد اضلاع، و قطر (چراکه نیست ممکن آنها
ارتداد به علت سنجش ناپذیری٢، بدبختِ کاشف متاپونتوم، اهل هیپاسوس که می شود (گفته شد همراه
فرآیندهای و عدد مفهوم بین بتوانند ریاضیدانان تا گذشت زیادی زمان شد٣). انداخته دریا به
است عددی بیانگر پاره خط هر طول که کنند تصدیق را حقیقت این و شوند قائل تمایز اندازه گیری
اعداد و یافت توسیع هم باز اعداد مجموعۀ سرانجام، نیاید. به دست متداول راه از عدد] [آن اگر حتی

شد. شامل نیز را مثبت گنگ
انواع آن، به دنبال و محاسباتی فرآیندهایِ جدیدِ انواع خود وسعت یافته مجموعۀ این آن، پی در
سال در که درجه چهار و درجه سه معادلات حل برای کاردانو۴ دستورالعمل آورد. به وجود را اعداد جدیدِ
ریشۀ کردن پیدا حتی و کوچکتر مثبت کسر یک از مثبت کسر یک تفریق شامل شد، منتشر ١۵۴۵
روش ها، این از گسترده استفادۀ علی رغم حال، این با است. می شود، نامیده منفی اعداد امروزه که آنچه
«بی معنی» آنها به قرن، چندین برای و می کردند خودداری فرعی محصول این پذیرش از ریاضیدانان
خلاصه نویسی  از بیش چیزی ابتدا در √−١ نماد و منفی» «عدد اصطلاح می گفتند. «موهومی» یا
تکامل یافته۵ ریاضی اشیاء این ریاضیدانان، زمانی نبودند. «بی معنی» عددیِ عملیات مجموعه یک

بودند. کرده عادت سودمند ولی عجیب محاسبات این به که کردند نامگذاری را
ای. پی. تاریخی نوشته های به می توان مختلط، و منفی اعداد علمیاتی منشأ بهتر درک برای
می گوید به صراحت ژوردِین زیر، متن در کرد. رجوع فیلسوف، و منطق دان ،(١٩١٩-١٨٧٩) ژوردِین۶

نیست: فرآیند نوع یک بجز چیزی منفی عدد که
را b برداشتن عمل باید ،a از c آوردن به دست برای کنید. فرض c برابر را a− b»
منفی» عدد «یک است، را» b کن «کم دستور اجرای که عملیات این دهیم. انجام
نشانش −b با شباهت، به سبب صرفاً و می نامند عدد را آن ریاضیدانان است.
است.» برقرار یکسانی محاسباتی قواعد مثبت اعداد و منفی اعداد برای می دهند:

«بی علامت» اعداد از خود ادراکات بین [مفاهیم]، شکل گیری به] [مربوط شکافِ ژوردِین، توضیح
که می داند «واقعی » و اصیل اشیایی را اولی نویسنده، که حالی  در می کند: رنگ پر را منفی اعداد و
،(certain squares) مربع ها از برخی نه و است بوده مربع ها همۀ احتمالا اینجا در نگارنده منظور مترجمان] ١[یادداشت
سنجش ناپذیرند. هم به نسبت درازا دو این نتیجه در و است √٢ آن ضلع طول به مربع قطر طول نسبت مربع هر در زیرا
می شود. نقل نوفیثاغورسی، مفسر ،(٣٢۵–٢۵٠) یامبلیخوس از که است هایی افسانه از یکی این مترجمان] ٣[یادداشت
دربارۀ کوتاه نسبتاً و دقیق متنی مطالعۀ برای هستند. متناقض هم با که می دهد روایت پنج باره این در یامبلیخوس
می شود: توصیه فاولر دیوید نوشتۀ افلاطون آکادمی ریاضیاتِ کتاب ٣.٨ مطالعۀ بخش آن، نقش و سنجش ناپذیری کشف
(Fowler, D., The Mathematics of Plato’s Academy: A new Reconstruction, Oxford University

Press Inc., New York, 1999.)

٢incommensurable ۴Gerolamo Cardano ۵fully-fledged mathematical object ۶P. E. Jourdain
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به اجبارِ فقط و می کند پیدا هویت فرآیندها با هنوز دومی است، شده فراموش کاملا عملیاتی شان منشأ
از مختلط اعداد ایدۀ که آنجا از گرفت. نظر در ایستا موجوداتی به عنوان را آنها می توان قرارداد،
اعداد از ژوردِین عملیاتی کاملا تعبیر شد، منشعب منفی  اعداد روی شده اجرا خاص دست ورزی های
عمل یک منفی، اعداد همانند i » که می گوید i عدد دربارۀ او نمی کند: شگفت زده را کسی موهومی،

.(٣٠ متفاوت»(ص. طریقی به اما می دهد نشان را
عدد، مفهوم شکل گیریِ که است این آموخت کوتاه تاریخی واقعۀ این از باید که چیزی مهم ترین
از توالی همان تقریباً می شود، متولد عدد از جدیدی نوع که بار هر آن، در که بود چرخه ای فرآیندِ یک
کدام هر است. شده جمع آوری ٣ شکل در نموداری، به صورت تکرارها این می شود. مشاهده رویدادها

است: مرحله سه شامل که می کند بازنمایی را طولانی فرآیند یک نمودار، در چرخه ها از
(یا قبلی شناخته شدۀ اعدادِ روی مشخصی عملیات به ریاضیدانان آن، در که پیش ادراکی١ مرحلۀ (آ )
سرراست محاسبات مرحله، این در کرده اند. عادت ملموس) اشیاء روی – شمارش حالت در
نبود، جدید اشیای به (نیازی دیگر چیزی نه و فرآیند دانست: هست، که چیزی همان باید را
تولید را قبلی پذیرفته شدۀ   عددهای که بودند محدود فرآیندهایی آن به محاسبات همۀ هنوز زیرا

می کردند).
با که فرآیندهایی دل از عدد جدید نوع آن، طی در که عملیاتی عمدتاً رویکرد از طولانی دورۀ یک (ب)
بود غیرمعمول عملیات سلسله یک شد، تغییر این باعث که (آنچه شد پدیدار بودند، مانوس آنها
پذیرفته بودنشان سودمند بودن، نامأنوس به رغم حالا ولی می شد انگاشته ممنوع کاملا پیشتر، که
واقعی شیء یک نشان دهندۀ اینکه به جای معرفی شده، تازه عددِ نام مرحله، این در بود). شده
گسترده به صورت حال به تا هرچند جدید، مجرد ساختار ایدۀ بود. مشخصی عملیاتی کدِ نام باشد،
برمی انگیزد. داغی فلسفی بحث های و شدید اعتراض های هنوز است، گرفته قرار استفاده مورد
شناخته تکامل یافته ریاضی شیء یک به عنوان بحث مورد عدد بالأخره که وقتی ساختاری؛ مرحلۀ (پ)
حتی بنابراین می شود. اجرا جدید عدد این روی متفاوتی فرآیندهای بعد، به اینجا از می شود.

شد. خواهند متولد اعداد، از پیشرفته تر انواعی
عملیاتی ادراکات از گذارهایی از طولانی زنجیرۀ یک به عنوان اعداد تاریخ اینجا در خلاصه، به طور
فرآیندهایی بارها و بارها پذیرفته شده، حال به تا مجردِ اشیاء روی شد: ارائه ساختاری ادراکات به
از جدید نوعی به و یابند جسمیت٢ یا و شوند تبدیل فشرده کل یک به فرآیندها این تا می گیرد صورت
از بسیاری برای می توان را مدل این که است این ما حدس شوند. تبدیل مستقل ایستای ساختارهای

داد. تعمیم دیگر ریاضی ایده های
١preconceptual ٢reified
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عدد مفهوم ٣.توسعۀ شکل

هفدهم قرن پایان در که مهم ایدۀ این می شود. دیده هم تابع تاریخ در ارائه شده، مدل نمونه، برای
فیزیکی پدیده های برای ریاضی مدل یک طولانی جستجوی نتیجۀ شد، متولد رسمی) به طور (حداقل
سال در لایب نیتس١ کارهای از یکی (در بار نخستین «تابع» اصطلاح که وقتی بود. متغیر مقادیر شامل
ورود و یافتن رواج حال در بود، شده ابداع تازه زمان آن در که جبری نمادگذاری شد، ظاهر ١۶٩٢
تنگاتنگ رابطه ای اساساً تابع مفهوم که ندارد تعجبی پس بود. ریاضی شاخه های همۀ به تدریجی
ترکیبی هر شامل «کمیتی به اشاره برای ابتدا در جدید، واژۀ این باشد. داشته جبری فرآیندهای با
تحلیلی» «عبارت به  اصطلاح برای یا و (١٧١٨ در برنویی٢ یوهان (توسط ثابت ها» و متغیرها از
جبری دست ورزی های برای تابع مفهوم معنا، یک به بنابراین شد. استفاده (١٧۴٧ در اویلر٣ (توسط
خودِ و محصول بین چیزی است: تفریق برای منفی عددهای ایدۀ که است چیزی همان متغیرها، با

فرآیند.
١Gottfried Wilhelm (von) Leibniz (1646–1716) ٢Johann Bernoulli (1667–1748) ٣Leonhard

Euler (1707-1783)
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مفهومی بودند. متغیر مفهوم به متّکی به شدت آنها که بود این تابع اولیۀ تعریف های اصلی مشکل
از یکی این احتمالا نداشت. فایده ای آن جسمیت سازی برای تلاش ها و نبود روشن چندان خودش که
اصطلاح آن در که را دیگری تعریف دالامبر١ با طولانی بحثی از پس ١٧۵۵ سال در اویلر که بود دلایلی
دیگری کمیت به که می شود نامیده تابع کمیتی داد: پیشنهاد بود، نشده بیان واضح به طور «متغیر»
عملیاتی گرایش می شود. تغییر دست خوش خود، نیز اولی کند تغییر دومی اگر که به طوری باشد وابسته

می شود. دیده قبلی توصیف های از بیشتر توصیف، این در
شکست خورده ولی سخت تلاش های از دنباله ای می توان را بعد به اینجا از مفهوم این تاریخ کل
نموداری بازنمایی یک متغیر» «کمیت های به کرد تلاش اویلر گرفت. نظر در آن جسمیت سازی برای
اویلر نه چون حال، این با برسد. تکامل یافته ساختاری نسخۀ یک به تا دهد اختصاص کننده٢ متبلور
بسازند، نموداری و جبری رویکرد بین قانع کننده ارتباط یک نتوانستند هم عصرانش از یک هیچ نه و
بود، منطبق جبری-عملیاتی شهود با که می شد ارائه تعریفی که بار هر نبود: سودمند خیلی او ایدۀ
ناقص ساختاری-نموداری نسخۀ در جدید توصیف این می داد نشان که می شد پیدا مثالی مدتی از پس

کنید). مراجعه ١٩٨٩ کلاینر٣، به بیشتر جزئیات دیدن (برای به عکس و است؛
مدتی برای که آنچه به فیلسوفان و ریاضیدانان مشخصی، مقطع در که کنیم خاطرنشان باید
به نیاز دوم، و جسمیت سازی برای تلاش اول شدند: آگاه َکاملا بود، شده انجام شهودی فقط احتمالا
به دهید اجازه مثال، برای کند. توجیه واقعی شیء یک به عنوان را تابع از متداول استفادۀ که تعریفی

بیندازیم: نگاهی بیستم قرن اوایل از زیر تذکر
باید آنالیز نتیجه در دارد. [تابع] تعریف های در برجسته  نقشی ’متغیر‘ کلمۀ «اخیراً
ولی می کشد. وسط را متغیرها پای چراکه باشد، داشته سروکار زمانی فرآیند یک با
زمانی، رخدادهای برای آن بردن به کار قابلیت ندارد. زمان با کاری هیچ واقع، در
می شویم مواجه چیزی با کنیم، اشاره متغیر یک به اینکه به محض ... است. نامربوط
اشاره حال، این با و نیست محض آنالیز به متعلق بنابراین و می کند تغییر زمان با که
اگر تازه باشد؛ امکانپذیر باید نیست، حساب از بیرون چیزی شامل که متغیری به

(١٩٠۴ آن: آلمانی اصل ،١٩٧٠ (فرگه، باشند.» آنالیز به متعلق اشیایی متغیرها
توضیح، این همچنین بود. جسمیت سازی برای شفاف درخواست یک زمان، حذف برای فرگه نظر
متعدد ناموفق تلاش های می دهد. نشان زمان آن در را مفهوم این ساختاری نسخۀ برای تلاش سختی
و الگوریتمی رویکرد علیه دیریکله۴ طغیان به منجر ساختاری، تعریف به عملیاتی شهود تبدیل برای
مجموعه ای را تابع ساده، توصیف این شد. بورباکی رایج و ساختاری کاملا تعریف به منجر سرانجام
١Jean-Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783) ٢solidifying ٣Kleiner ۴Peter Gustav

Lejeune Dirichlet (1805-1859)
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مسئلۀ بورباکی گروه ندارد. محاسباتی فرآیند نوع هیچ با پیوندی هیچ که می داند مرتب زوج های از
نظریه مجموعه ایِ مفاهیم با آن جایگزینی و متغیر جسمیت ناپذیرِ مفهوم حذف طریق از را زمان-محور
منشأ با کمی بسیار اشتراک که جدید تعریف این که نیست تعجب جای کردند. حل ساختاری، کاملا
برانگیخت. را بسیاری انتقادات شد، ارائه بار اولین برای که هنگامی داشت، خودش شهودیِ عملیاتی
ـ بود محاسباتی فرآیند یک فقط آغاز در ـ بود آورده دوام مدت ها که تابعی طولانی، مدتی از بعد اما
را خودش دیگر بار یک می تواند مفهوم شکل گیری از ما طرح اکنون شد. تبدیل ریاضی شیء یک به
با امروزه جدید عملیات این گیرد. صورت می تواند جدیدی عملیات جدید اشیاء این روی کند: تکرار

می شود. شناخته تابعک  نام
پدیده یک ما مثال های همۀ در می کنیم. جمع بندی دوباره کرده ایم، مشاهده اینجا تا که را آنچه
که شوند تبدیل ایستایی فشردۀ کل های به باید متنوع فرآیندهای شود. دیده بارها و بارها می تواند
داشته ریاضیات به کلی تر نگاهی اگر بود. خواهند بالاتر مرتبه ای از و جدید نظریۀ یک پایه ایِ واحدهای
در که است سلسله مراتب نوعی ریاضیات که درمی یابیم آن)، از بزرگی بخش های به دست کم (یا باشیم
ساختاری به طور بالاتر، سطحی در است، شده درک عملیاتی کاملا به طور سطح یک در که چیزی آن،
یک هر که می شود پدیدار جسمیت سازی ها از بلند دنباله ای در سلسله مراتبی چنین یک می شود. درک
پیچیدۀ به دستگاه جدید لایه ای آنها از کدام هر و است شده تمام قبلی که می شود شروع جایی از آنها از
نظر به ساده انگارانه اندکی می تواند تصویر این خاص، موارد در البته می کند. اضافه مجرد مفاهیم
دلالت آن بر ما یک سویۀ مدل که برسد نظر به آن از پیچیده تر می تواند مفهوم شکل گیری فرآیند برسد.
غالب تمایل نشان دهندۀ که باشد اولیه تقریب یک از بیش چیزی نباید مدل این حال، این با دارد.

است.

روان شناسانه نگاه ریاضی- مفاهیم شکل گیری در ساختاری و عملیاتی مفاهیم نقش .۴
ادراک یک شکل گیریِ که است این می آید چشم به که چیزی آوردیم، اینجا تا که مثال هایی در
این منشأ مورد در می آید پیش که سؤالی است. مشکل بسیار اغلب و طولانی فرآیندی ساختاری،
دقیقاً این و می گیرد قرار بررسی مورد روان شناسانه دیدگاه از مسئله این طبیعی به طور است. دشواری
مقدماتی مسئلۀ این به فقط بخش، این ادامۀ در شد. خواهد انجام بعدی بخش در که است کاری همان
بود؟ خواهد معتبر نیز فردی یادگیری مورد در مفاهیم، شکل گیریِ برای پیشنهادی مدل آیا می پردازم:
درک می شود، آشنا جدید ریاضی مفهوم یک با شخصی وقتی که است درست این آیا دیگر، عبارت به
باشد. مثبت باید سؤال این به پاسخ احتمالا می شود؟ ایجاد که است چیزی اولین اغلب عملیاتی،
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است، شده ساخته تاریخی مثال های پایۀ بر که طرحی می رسد نظر به کنم: روشن تر را این دهید اجازه

گیرد. قرار استفاده مورد نیز یادگیری فرآیندهای توصیف برای می تواند
گرفت نتیجه می توان بالا عبارت از نخست، کند. وارد ایراداتی می تواند دقیق خوانندۀ اینجا در
واقع، در باشد. آمده به وجود خود به  خود نمی تواند که دارد وجود رویدادها از طبیعی روند یک که
و معلم (به کمک خارجی دخالت بدون نمی تواند پیشرفته تر، سطح های در به ویژه ریاضیات یادگیری
بسیار است، شده به کاربرده که تدریسی) (روش محرکی نوع به بنابراین و بگیرد صورت درسی) کتاب
ناممکن تقریباً گاهی تدریس، برای مشخص طرح درس یک داشتن با حتی این، بر علاوه است. وابسته
شرایطی در و است خاص روش این تأثیر تحت اندازه چه تا مشاهده شده یادگیریِ فرآیندِ بدانیم که است
در که است این شک، نوع این به پرداختن برای راه ساده ترین باشد. متفاوت می تواند چقدر دیگر،
تدریس، برای دستورالعملی باید صرفاً را ساختاری» از پیش «عملیاتی عبارت روان شناسانه، زمینۀ
ما استدلال تمام نمی کند. توجیه را ما مدل هم کاملا ولی شود، گذاشته کنار نباید تفسیر این انگاشت.
است) بوده پیاژه از بعد شناختی پژوهش های بیشتر مبنای می رسد نظر به اتفاقاً (که فرض این پایۀ بر
ظاهراً که می شوند مشاهده مشخصی ثابت ویژگی های نوع، هر از یادگیری فرآیند در که است شده بنا
یکی ساختاری ادراکات بر علمیاتی ادراکاتِ تقدم ندارند. اثری آنها بر بیرونی محرک های در تغییرات

است. پایا ویژگی های گونه این از
نباید هیچ وجه به را مفهوم اکتساب از پیشنهادی مدل این که کرد أکید ت بلافاصله باید دوم،
ادعاهای دانست. تاریخ به نسبت خودبه خودی و روشنفکرانه بازتاب از روان شناسانه نتیجه ای
تاریخ به ارجاع بدون اغلب ریاضی، مفاهیم عملیاتی منشأ دربارۀ متعدد نویسندگان توسط طرح شده
(١۶ ص. ،١٩٧٠) تکوینی معرفت شناسی دربارۀ خود کتاب در حوزه، این پیشگام پیاژه، است. بوده
بیرون است، گرفته انجام آن روی بر عمل که شیئی از [ریاضی]، انتزاع شده «مفهوم است: نوشته
ریاضی و منطقی تجرید پایۀ این، من نظر به می شود. انتزاع عمل خودِ از بلکه نمی شود، کشیده
این تأثیر تحت ریاضی، تفکّر روی بر عملی و نظری پژوهش های گذشته، سال بیست در است».
آنها به و گرفته قرار بررسی مورد به دقت پیاژه اصلی ایده های اخیر، پژوهش های در است. بوده فرضیه
و دوبینسکی٣ ١٩٨۶؛ سینکلر٢، و سینکلر ١٩٨۵؛ (تامپسون١، است شده افزوده جدیدی محتواهای
دوگانگی مورد در ما گسترده ترِ بیش و کم حدس ببینید). را ١٩٨٩ و ١٩٨٧ ، دورفلر۵ ١٩٨۶؛ لوین۴،
برخی شود. اثبات و توجیه گوناگون طرق به می تواند عملیاتی، ادراکات ایجادیِ تقدم و ریاضی تفکّر
در دیگر اخیر یافته های از بسیاری و می کنند تأیید را ما تاریخی دلایل که دارند وجود تجربی شواهد از
١٩٨٩ و ١٩٨٨ ،١٩٨٧ (اسفرد، باشند دیگری تأیید های می توانند نیز ریاضیات یادگیری حوزه های
١Thompson ٢Sinclair & Sinclair ٣Dubinsky ۴Lewin ۵Dörfler
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اگر می کند. دفاع ما دیدگاه از که دارد وجود نظری محکم دلیل یک همه، از مهم تر ولی ببینید). را
از غیر چیزی توابع و اعداد فلسفی، دیدگاه از اگر باشد، عملیاتی رویکرد از مجردتر ساختاری، رویکرد
اینها همۀ اگر باشد، مجرد ساختارهای با برقرارکردن ارتباط راه تنها دست ورزی، اگر نباشند، فرآیندها
ساختاری ادراک به پیشین، عملیاتی فهم بدون کسی باشیم داشته انتظار اینکه آن گاه باشد، درست
را مکعب یک بعدی دو طرح بتواند کسی باشیم امیدوار که است غیرمنطقی اندازه همان یابد، دست

باشد. شده آشنا واقعی زندگی در آن سه بعدی مدل با آنکه بدون کند درک
سه مفهوم، شکل گیری روند در می توان ارائه شده، تاریخی توسعۀ و شکل گیری طرح به توجه با
تحلیل پایۀ بر می توان که ساختاری سازی» «درجۀ سه با متناظرند مرحله سه این نمود. مشخص مرحله
از ما مدل تحلیل، همان پرتو در برد. نام آنها از اشیاء، و فرآیندها میان پیوند دربارۀ نظری کاملا
آن گاه باشد، درست ریاضی اشیاء عملیاتی منشأ دربارۀ ما حدس اگر شود: دقیق تر می تواند یادگیری
موجود یک به فرآیند این تبدیل ایدۀ باید سپس شود؛ اعمال آشنا اشیاء روی بر فرآیندی باید ابتدا
یکپارچه شیءوارِ کل یک به عنوان جدید موجود این دیدن توانایی باید سرانجام، و گیرد شکل مستقل،
می نامیم. جسمیت سازی و چگالش درونی سازی، به ترتیب را مفهوم ایجاد از مرحله سه این شود. کسب
از بزرگ مشکلی حال، این با شود. داده مراحل این از کدام هر برای مفصل شرحی باید اینجا در
ماهیت دربارۀ دانش آموزان ضمنی باورهای با ما پژوهش، این در زیرا دارد، وجود روش شناسی منظر
می توانیم چگونه نباشیم، مشکل این بررسی به قادر مستقیم به طور وقتی داریم. سروکار ریاضی اشیاء
اینکه جز نداریم چاره ای که می رسد نظر به دهیم؟ تشخیص فراگیر در را مفهوم ایجاد متفاوت مراحل
رفتارها، جمله از دانش آموزان بیرونی مشخصه های قالب در را مجرد اشیاء شکل گیری از مرحله هر
از بتوان که باشند روشن آنقدر حاصل، مشخصات که امیدواریم کنیم. توصیف مهارت ها و حالت ها
دربارۀ ساختاری تفکّر در دانش آموزان توانایی اندازه گیری حتی یا و تشخیص برای ابزاری به عنوان آنها

کرد. استفاده نظر، مورد مفهوم
(مانند می انجامد جدید مفهوم یک به که می شود آشنا فرآیندی با فراگیر درونی سازی، مرحلۀ در
منجر توابع به که جبری دست ورزی های یا منفی، اعداد به که تفریق طبیعی، اعداد به که شمارش
می شوند. انجام پایین تر سطح ریاضی اشیاء روی بر که هستند عملیاتی فرآیندها، این می شود).
همان به اینجا در «درونی سازی» اصطلاح می شود. ماهر فرآیندها این انجام در فراگیر به تدریج،
عملیات یک می گوییم می شود: استفاده است، داده نسبت آن به (١۴ ص ،١٩٧٠) پیاژه که معنایی
گرفتن، نظر در برای و گیرد» انجام [ذهنی] بازنمایی هایی طریق از «بتواند هرگاه است درونی سازی شده
وقتی آن منفی، اعداد مورد در مرحله این نباشد. آن عملی اجرای به احتیاج آن مقایسۀ و کردن تحلیل
مهارت که است وقتی آن مختلط، اعداد مورد در می شود. ایجاد تفریق دادن انجام در مهارت که است
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و می گیریم یاد را متغیر ایدۀ که است وقتی آن توابع، مورد در و می شود ایجاد دوم ریشۀ از استفاده در

می آید. به دست «وابسته» متغیر مقادیر یافتن برای فرمول یک از استفاده توانایی
است، راحت تر آنها با کارکردن که واحدهایی به عملیات  از طولانی دنباله های چگالش، مرحلۀ در
کند، احساس جزئیات به پرداختن به نیازی آنکه بدون شخص مرحله این در می شوند. «فشرده»
برنامه نویسی در که است این مثل کند. فکر کل یک به عنوان داده شده فرآیند به بیشتر و بیشتر می تواند
قالب در را فرآیند فراگیر بعد، به حالا از شود: مستقل رویۀ یک خود برنامه، بازگشتی قسمت رایانه ای،
به می توان رایانه ای، رویه های همانند عملیات. یک به صورت تا می بیند ورودی-خروجی رابطه های
هر می شود. متولد صوری» «به طور جدید مفهوم که است اینجا داد. نسبت نام یک فشرده کل این
کوچکتر، عدد یک از بزرگتر عددی کردن کم (مانند اصلی فرآیند خروجی دادنِ نشان برای مشکلی
موجودِ یک ایدۀ برای اضافه محرکی به عنوان شده اند) شناخته علامت بدون اعداد فقط که هنگامی
تعمیم و مقایسه انجام دیگر، فرآیندهای با فرآیند ترکیب چگالش، به کمک می رود. به کار جدید ریاضی
مفهوم، یک از مختلف بازنمایی های می شود باعث چگالش در پیشرفت می شود. آسان تر بسیار دادن

شوند. جایگزین یکدیگر با فزاینده ای سهولتِ با
فرآیندهای کردنِ ترکیب در دانش آموز مهارت طریق از می توان را چگالش منفی، اعداد مورد در
حسابی دست ورزی های انجام برای او توانایی در دیگر، عبارت به یا محاسباتی عملیات  دیگر با اصلی
است مرحله ای چگالش مختلط، اعداد مورد در کرد. ارزیابی مثبت، و منفی اعداد ضرب یا جمع مانند
طولانی محاسبات از بخشی به عنوان مجذور، عمل کردن معکوس فایدۀ به تا می کند کمک فراگیر به که
۵ + ٢i مانند نمادی نشود. منجر مشروع ریاضی شیء یک به خود، خودیِ به اگر حتی ببرد؛ پی
با آید؛ نظر به مشخص فرآیندِ یک برای اختصاری فقط دانش آموز، یک چشم در هنوز است ممکن
از قسمت یک به عنوان آن از ماهرانه به طور او که نمی شود باعث موضوع این مرحله، این در حال، این
کار راحت تر کل، یک به عنوان نگاشت یک با هرچه تابع مورد در نکند. استفاده پیچیده الگوریتم یک
داریم. قرار چگالش فرآیندِ از پیشرفته تری سطح در بگیریم، نظر در را خاص مقادیر آنکه بدون کنیم
ترکیب را توابع از جفت هر کند، رسم را آنها نمودارهای کند، بررسی را توابع می تواند فراگیر نهایتاً

کند. پیدا را تابع یک معکوس می تواند حتی و کند
فرآیندِ یک با را تنگاتنگش رابطۀ جدید، موجود آن که می یابد ادامه زمانی تا چگالش مرحلۀ
باشد، تکامل یافته شی یک به عنوان مفهوم یک درک به قادر کسی که زمانی تنها کند. حفظ مشخص
هستی شناسانه گذار یک به عنوان جسمیت سازی بنابراین است. یافته جسمیت مفهوم که گفت می توان
که حالی در بنابراین جدید. کاملا پرتوی در آشنا چیزی دیدن برای ناگهانی توانایی می شود: تعریف
کوانتومی جهش یک جسمیت سازی، کیفی، تا هستند کمی و تدریجی تغییرات چگالش، و درونی سازی
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مفهوم، از متفاوت بازنمایی های می شود. متبلور ایستا ساختارِ یا شیء یک در فرآیندی است: ناگهانی
فرآیندی از به زودی جدید موجود می شود. یکی پنداری، کاملا و انتزاعی ساختار این با معنایی، لحاظ از
است، خاص دستۀ یک عضو که حقیقت این از را خود معنای و می شود جدا است، کرده تولید را آن که
به که است دسته ای جدید، شیء این مورد در ادعاها نهایی مبنای که می رسد زمانی می کشد. بیرون
نماینده های بین روابط و دسته این کلی ویژگی های می توان عینی. ساختار نوع هیچ نه دارد تعلق آن
یک که است دسته ای نمونه های همۀ یافتن شامل که کرد حل را مسائلی می توان کرد. بررسی را آن
است. آنها ورودی متولد، تازه شیء که کرد اجرا می توان را فرآیندهایی می کند. برآورده را معین شرط
دربارۀ ،(۶٧ ص. ،١٩٨٩) پنرز١ نظر ساخت. موجود اشیاء از می توان را جدیدتری ریاضی اشیاء حالا
شده نامگذاری اشیای از جهانی به شخص اینجا،] [در ٣» است: گویایی مثال چرچ٢، لاندای حسابان
شناسه های ... هستند ریاضی تابع یا عمل یک نمایندۀ کدام هر که می اندیشد ... و c ،b ،a با مثلا
یعنی هستند، نوع همین از دیگری چیزهای می کنند، عمل آنها بر توابع این که چیزهایی یعنی آنها،
به عنوان ابتدا در تابع، به ارجاع دارد: دیگری جالب جنبۀ گفته این (اتفاقاً، هستند» تابع هم آنها
رویکرد در را عملیاتی-ساختاری دوگانگی ریاضی، عملگر به عنوان سپس و «چیز» یا «شیء» یک

می دهد). نشان به روشنی نویسنده،
فرآیندهای از که (آنهایی بالاتر۴ سطح مفاهیم درونی سازیِ که است زمانی آن جسمیت سازی مرحلۀ
یک به عنوان منفی اعداد با کار قابلیت می شود. شروع می گیرند) ریشه نظر مورد شیء روی شده اجرا
نشانه ای می تواند حلقه)، صوریِ تعریف از آگاهی لزوم (بدون صحیح اعداد حلقۀ از زیرمجموعه
مختلط اعداد گفت می توان هنگامی آید. حساب به فراگیر برای منفی] [اعداد یافتن جسمیت از
یک از عضوی و پذیرفته شده شیء یک برای اسمی به عنوان ۵ + ٢i نماد که یافته اند جسمیت
تابع، مورد در خاص. دستورالعمل یک برای نسخه ای نه تنها و شود تعبیر خاص خوش تعریف مجموعۀ
که معادله هایی حل در مهارت می گیرد: صورت مرحله سه این طریق از احتمالا جسمیت سازی مشاهده
پارامتری)، معادلات تابعی، معادلات و دیفرانسیل معادلات (مانند هستند توابع آنها، «مجهولات»
ترکیب (مانند شده اند اجرا توابع روی که مختلفی فرآیندهای کلی ویژگی های آوردنِ کلام به توانایی
توجه با است. کرده حذف را پنرز قول نقل این از بخش هایی اسفرد می کنید، مشاهده که همان طور مترجمان] ٣[یادداشت
فراهم خواننده برای پانویس این در اصلی، منبع از را مطلب این کامل قول نقل مترجمان مطلب، دشواریِ و اهمیت به

کرده اند.
In this scheme, one is concerned with a ‘universe’ of objects, denoted by say a, b, c, d, … , z,
a’, b’, … , z’, a”, b”, … a”’, … , a””, … each of which stands for a mathematical operation or
function. (The reason for the primed letters is simply to allow an unlimited supply of symbols
to denote such functions.) The ‘arguments’ of these functions that is to say, the things on which

these functions act are other things of the same kind, i.e. also functions.

١Penrose ٢Church’s lambda-calculus ۴higher- level concepts
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تابع یک تشکیل  دهندۀ مرتبِ زوج های مجموعۀ که شناخت این سرانجام، و توابع) کردن معکوس یا

نیستند. محاسبه پذیر لزوماً
ممکن کردیم، ارائه مفهوم شکل گیریِ روند شرح برای ما که طرحی میزان چه تا و چگونه اینکه
بررسی جدا مقالۀ یک در باید که است مهم سؤالی باشد، هدفمند آموزشی فعالیت های تأثیر تحت است
بالقوۀ نقش هم آن گذشت؛ آن از سکوت در نباید که هست دیگری اساسی نکتۀ حال، این با شود.
نشان تاریخ است. جسمیت سازی و چگالش مراحل در بازنمایی ها دیگر و نمودارها نمادها، نام ها،
محرک به عنوان اعداد محور معرفی مثال، برای است. زیاد بسیار عامل این اهمیت که است داده
مختلط] [صفحۀ آرگان١ صفحۀ نام با امروزه که را آنچه ابداع و منفی اعداد جسمیت سازی نهایی
دانست. پذیرفته شده ریاضی اشیاء به مختلط اعداد تبدیل در اصلی قدم یک می توان می شود، شناخته
این گرچه است. منطقی و معقول کنند، ایفا فردی یادگیری در مشابه نقشی بازنمایی ها، اینکه انتظار
پژوهش های است، شده مطالعه کنید) نگاه ١٩٨٧ درفلر٢، مثال (برای مشابه زمینه ای در موضوع
قالب در باید را ما مرحله ای سه طرح که است شده روشن احتمالا اینجا تا می طلبد. را بیشتری تجربی
مراحل همۀ آنکه مگر شود کسب نمی تواند مرحله یک که معنی این به نگریست؛ سلسله مراتب یک
فراگیر که فرعی مسیرهای به توجه با این، وجود با ببینید). را ۴ (شکل باشد شده گذرانده قبلی
یک با مفهوم، یک به جای است ممکن دانش آموز کرد. اضافه باید دیگری نکتۀ کند، طی می تواند
در همکارانش و مارکوویتس۴ توسط شده جمع آوری داده های مثال، (برای کند کار خاص اولیه٣ نمونۀ
خطی نگاشت های تصور به مبتدی می شود، ذکر تابع مفهوم وقت هر که می دهد نشان ،١٩٨۵ سال
شبه ساختاریِ رویکرد یک می تواند کند، درک را نامرئی «اشیاء» این نمی تواند که وقتی یا دارد) تمایل
تابع: مورد (در بازنمایی هایش از یکی با را نظر مورد مفهوم که دارد تمایل یعنی کند، ایجاد را نازل
یا موقتی است ممکن دارد، مغایرت ما طرح با به روشنی که مرحله این بشناسد. نمودار) یا فرمول

باشد. همیشگی
احساس که آنهایی اول، می کنیم. جمع بندی منتقد خوانندۀ برای تذکر دو با را مطالعه از بخش این
در که ادعاهایی بیشتر که باشند داشته خاطر به باید است، مدعی حد از بیش گاهی نویسنده می کنند
طرح، سلسله مراتبی طبیعتِ مثال، برای ترکیبی۵. نه و بودند تحلیلی است، شده مطرح بخش این
مدل کلی، به طور دارد. وجود جسمیت سازی و چگالش درونی سازی، تعریف های در ضمنی به طور
نظریه ای از است: شده استنباط پایه فرضیۀ یک از شد، معرفی بخش این در که مفهوم اکتسابِ
هنوز که کسانی توسط طرح شده دیگر ایده های از بسیاری مانند ریاضی. اشیای عملیاتی منشأ دربارۀ
بر بسیار نیز ما مرحله ای سه طرح دارند، ایمان شناختی تحقیق برای نظری چارچوب یک امکان به
١Argand plane ٢Dörfler ٣prototype ۴Zvia Markovits ۵synthetic
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مفهوم شکل گیری از کلی ۴.مدل شکل

در فرضی و ساده اینکه علی رغم طرح این است. طبیعی کاملا این و است گمان و حدس اساس
و یکپارچه سازی برنامه ریزی، برای ابزاری به عنوان را خودش سودمندی تاکنون است، شده گرفته نظر
به می تواند نهایت در و ببینید) را ١٩٨٩ ،١٩٨٧ (اسفرد است داده نشان تجربی پژوهش های تفسیر

.(١٩٨٨ (اسفرد، بیانجامد آموزشی مهم نتایج
مقدم شکل گیری روند در ساختاری ادراک های به نسبت عملیاتی ادراک های که ادعا این دوم،
قابل تاریخی، نظر از هرچند است؛ تضاد در جدید مفاهیم معرفی متداول روش با ظاهراً هستند،
ساختاری ای تعریف های به کمک مفاهیم روش، این در زیرا باشد، تأیید قابل تجربی، نظر از و قبول
امروزی ریاضی درسی کتاب یک ندارند. روندی نوع هیچ به صریح ارجاع معمولا که می شوند معرفی
زوج های همۀ «مجموعۀ می کند: آغاز عبارت این با را مختلط عدد مفهوم معرفی موارد، بیشتر در
اینکه به اعتقاد با معاصر ریاضیدان بگیرید….» نظر در را زیر ویژگی های با حقیقی اعداد از مرتب
در را جدید کاملا ایده ای آید، به وجود مناسب تعریف یک اعمال طریق از می تواند مجرد، ساختار
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که گرفت نظر در باید را احتمال این بنابراین می دهد. پیشنهاد ساخته شده قبل از شیء یک قالب
این حرفه ای ریاضیدانان برای باشد. مقدّم مواقع بعضی است ممکن ساختاری ادراک نهایت، در
قادر محاسباتی، فرآیندهای واسطۀ بدون آنها، ورزیدۀ ذهن های به راستی و است درست مطمئناً حالت
یافته های و نظری استدلال های پرتو در باشد، چنین اگر حتی کند. کار مجرد اشیای با بی درنگ است
آنقدر می تواند گرایش این واقع، در می دهد. ارائه را غالب گرایش ما مدل می رسد نظر به تجربی،
تعریف ابتدا دانش آموز شود، معرفی ساختاری به صورت جدید مفهوم یک اگر حتی که باشد توانمند
و جبر دربارۀ اخیر مطالعات در امر این برای زیادی تجربی (شواهد کند تفسیر عملیاتی به صورت را

.(١٩٨٧،١٩٨٩ اسفرد، ١٩٨٩؛ دریفوس، و وینر١ به کنید رجوع است. موجود تابع مفهوم

شناختی فرآیندهای در ساختاری و عملیاتی مفاهیم نقش .۵
موضوع یک به دهید اجازه دهیم، توضیح را جسمیت سازی ذاتی سختی بخواهیم آنکه از پیش
مفاهیم که می کند ایجاب شد، پیشنهاد مفهوم شکل گیری برای هم اکنون که مدلی بپردازیم. دیگر مهم
هم و عملیاتی هم که شوند گرفته نظر در تکامل یافته کاملا می توانند زمانی تنها مشخص، ریاضی
می کند؟ ضروری را دوگانه نگاه این که چیست آن می آید: پیش سؤالی اینجا در شوند. درک ساختاری
چیزی چه شود، دیده ساختاری به صورت هم و عملیاتی به صورت هم مفهوم یک وقتی دیگر، عبارت به

نمی شود؟ حاصل رویکردها، این از یکی نبودِ با که می آید به دست
محض عملیاتی نگاه یک به ظاهر، کافی. هم مواقع بعضی لازم، قطعاً عملیاتی: رویکرد .١ . ۵
مفهوم خودِ باز، ذهنی با و غیرمتعصب شخص یک برای واقع، در است. مناسب کاملا ریاضیات، به
واقعی دغدغۀ تنها را فرآیندها می توان که آنجا از برسد: نظر به زاید است ممکن ریاضی» «شیء
مانند هستند، فلسفی مشکلات دارای و دسترس از دور که «چیزهایی» به باید چرا دانست، ریاضیات
ریاضیات همۀ تقریباً نظری، لحاظ از بپردازیم؟ مرتب٢» زوج های «توده های یا نامتناهی مجموعه های
سطح فرآیندهای تا ابتدایی فرآیندهای از می توانیم ما داد: انجام محض عملیاتی به صورت می توان را
کنیم. برخورد مجرد اشیای به هرگز اینکه بدون رویم پیش پیچیده تر فرآیندهای حتی آن، از پس و بالاتر
بزرگی بخش های به طولانی، زمانی مدت برای که می دهد نشان تاریخ به دقیق نگاهی واقع، در
ص. ،١٩٨٣) هرش۴ و دیویس٣ که همان طور شده است. پرداخته نحو همین به تقریباً ریاضیات از
فقط .… بودند الگوریتمی نوع از همگی باستان شرق و بابل مصر، «ریاضیات کردند، ذکر (١٨٢
که است الگوریتمی محتوای کمی مقدار حداکثر یا هیچ دارای ریاضیات که است معاصر دوران در
جدید نسبتاً نام با امروزه که محاسبات علم واقع، در نامید.» وجودی یا دیالکتیکی صرفاً را آن می توان
١Vinner ٢aggregates of ordered pairs ٣Davis ۴Hersh
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قبل تا است. کرده حفظ را مشخص عملیاتی ویژگی یک سال، هزاران برای می شود، شناخته «جبر»
فی نفسه «کلامی» به اصطلاح جبر بود، نیامده به وجود نمادین و خلاصه شده جبرِ که شانزدهم قرن از
حتی بودند. اعداد مباحث در مجرد اشیای تنها که حالی در داشت؛ سروکار محاسباتی فرآیندهای با
را دنباله ای ویژگی به روشنی می شدند، ارائه کلامی به صورت که عددی عملیات دنباله های پیچیده ترین
به محاسباتی، فرآیندهای که زمانی تا نمی دادند. نتیجه را جسمیت سازی و چگالش و می کردند القا
شوند، فشرده ایستا مجرد موجودات به صورت نمی توانستند می شده اند، ارائه محض عملیاتی روش

نداشت. وجود شیء به عنوان آنها پذیرش آمادگی بنابراین

قرن ریاضیاتِ در ساختاری نگاه که می رسد نظر به حال هر به ساختاری. مفاهیم لزوم .٢ . ۵
(در باشد داشته بازی خیلی ذهن می بایست امروزی ریاضیدان یک که است کرده نفوذ آن قدر بیستم
بدون می تواند روان شناختی!) نه (و فلسفی دیدگاه از که دهد تشخیص تا نباشد) خودش اصلا واقع،
در ماده ایدۀ که است ذاتی ریاضیات در چنان مفهوم این او، چشمان در کند. کار ریاضی» «اشیاء
انجام دربارۀ می تواند کسی آیا کند؟ تصور فیزیکی اجسام بدون را حرکت می تواند کسی (آیا فیزیک
تصویر در تجرید، به قوی  گرایشی چنین چرا کند؟). صحبت چیز هیچ روی محاسباتی فرآیندهای
جواب روشن ترین کرد. طرح مختلف سطوح در می توان را مهم سؤال این دارد؟ وجود مادی جهان
این برای دلیلی [جواب]، این شاید می گیرد. شکل ما حواس توسط ما تصور که است این سطحی
را آن فرآیند، که دیگری شیء و شود انجام آن روی فرآیند که شیئی داشتن بدون که باشد غالب حس

کنیم. اجرا را فرآیندی نمی توانیم کند، تولید
کار، این از قبل اما می پردازیم. شناختی طرحواره های نظریۀ به موضوع، عمیق تر شرح برای
قانع کننده ای به طور را ما آتی ادعاهای امیدواریم که می کنیم دعوت آزمایش یک انجام به را خواننده

کند. روشن
گام، اولین کنیم. آغاز ۵ شکل ریاضی تعریف های با بیایید شود. می انجام گام دو در ما تمرین
از بدانیم. را گردش١ تعریف باید آن، از قبل اما است کادر در فهرست شده فعالیت سه دادن انجام

کند. حل به ترتیب و یکی یکی را مسائل که می شود دعوت خواننده
بتوانند که آنها برای همچنین باشد. سخت می تواند دومی، به ویژه اول، فعالیت دو به دادن جواب
این هرچند نباشد؛ سرراست اصلا است ممکن سوم سؤال به دادن جواب کنند، حل را اول مسئلۀ
سراغ به اکنون نرسیدند، انجام به موفقیت با فعالیت سه هر اگر حتی می رسد. نظر به بدیهی سؤال
که را گردش مفهوم از جدیدی توصیف که می شود دعوت خواننده از می رویم. آزمایشمان دوم قسمت

کند. حل را مسئله سه دیگر بار یک و مطالعه است، شده ارائه ۶ شکل در
١stroll
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اول گام ۵.آزمایش- شکل

حل برای دوم و اول تلاش های بین قابل توجه تغییری باید برود، پیش به خوبی چیز همه اگر
چیزی چه نگارنده که دریابد تأمل اندکی با می تواند زیاد احتمال به خواننده باشد. داشته وجود مسائل
در (ارائه شده دوم تعریف با است: کرده مشاهده به روشنی درس کلاس در آزمایش اجرایِ بار هر در را
چنین که هست جدید تعریف این در چیزی چه می شوند. آسان تر به مراتب فعالیت سه هر (۶ شکل
جز چیزی آغاز، در که ١ گردشگاه است: آن ساختاری مشخصاً ویژگی احتمالا می کند؟ ایجاد را تفاوتی
«گردش» است. آمده در خوش دست شیء  مانندِ ساختارِ یک ترکیب به اکنون نبود، الگوریتم دسته ای
-خط ثابت شکل یک از مسیری به چشم می تواند اکنون بود، محاسباتی فرآیند یک اول تعریف در که
نشده اضافه اطلاعاتی هیچ ساختاری، به عملیاتی رویکرد از گذار با که است مهم شود. دیده شکسته-
یک به صورت می شود، تبدیل یخ قطعه یک به سرما با که آب مانند محاسباتی فرآیندهای است:

درآمده اند. ثابت ساختار
شناختی طرحواره های نظریۀ ساختاری، مفاهیم نقش از روشن تر شرحی آوردن به دست برای
صرفاً ملاحظات پایۀ بر که می دهد نشان قانع کننده اما ساده روشی به ما مثال می گیریم. به کار را
کاملا اگرچه است، شده درک عملیاتی به طور که اطلاعاتی شود: کشف می تواند چیزی چه نظری،
نوع این نیستند. پردازش قابل به سادگی می رسند، نظر به کافی مسئله حل برای به ظاهر و ضروری اند
حافظۀ ناچیز ابعاد برای که شود ذخیره دنباله ای غیرساختاریِ طرحواره های در می تواند فقط اطلاعات
و پرزحمت شیوه ای به می بایست عملیاتی صرفاً ایده های نتیجه در هستند. نامناسب انسان فعال
١promenade
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درک از را آزاردهنده حسی و بخواهد زیادی شناختی تلاش است ممکن که شوند پردازش غیرنظام مند
که کسی هر برای تلاشی چنین طبیعی به طور باشد. داشته دنبال به ناکافی بنابراین و موضعی صرفاً
می خواستیم اگر کنید فکر نمونه، برای بود. خواهد ناموفق کاملا دارد، پیچیده مسئلۀ یک حل در سعی
تصور یا می بود؛ دشوار چقدر کنیم، حل عملیاتی تعریف های با تنها را بالا آزمایش در اول تمرین دو
چقدر «کلامی» روش به صرفاً و جبری نمادهای از استفاده بدون پیشرفته، کلامی مسئلۀ یک حل کنید
که جدید دانش هضم دنباله ای، شناختی طرحوارۀ یک در که کرد اشاره باید همچنین است. مشکل
که سوم تمرین دلیل، همین به احتمالا می دهد. رخ به سختی می نامیم، معنادار یادگیری را آن معمولا
بسیار بود، دسترس در عملیاتی بازنمایی فقط که زمانی تا داشت، را اول سؤال جواب فراخوانی به نیاز

می رسید. نظر به سخت
طرحوارۀ و خلاصه فشرده، کل یک در را عملیاتی اطلاعات که ایستاست شیء مانندِ بازنمایی این
تغییری، چنین نتایج و ماهیت فهمیدن برای می کند. تبدیل مناسب تر ساختاری به را شناختی
طرحواره ها این که بگیرم نتیجه ندارم قصد من (طبعاً کنید مقایسه ٧ شکل در را B و A طرحواره های
از من است؛ شده ذخیره آنها در ما دانش که هستند «واقعی» ذهنی ساختارهای از وفاداری تصاویر
می کنم). استفاده ادعاهایمان فنی جنبه های توضیح برای مناسبی ابزارهای به عنوان فقط تصاویر این
مرحلۀ از که هستند سلسله مراتبی طرحوارۀ در بالایی «رئوس» ریاضی اشیاء فنی، کاملا دیدگاه از
آنها هستند. ما ذهن فهرست١ در جداگانه مورد یک آنها از کدام هر می شوند. نتیجه جسمیت سازی
درک قابل نگاه یک در که می کنند عمل ساده شده تصاویر مثل است، شناختن حال در که فردی برای
استفاده مسئله حل از خاصی مراحل در متناظر) (فرآیند واقعی» «چیز به جای است ممکن و هستند
با شوند؛ دیده می توانند ما ذهن چشم با فقط مجرد ساختارهای این اغلب، طبیعی، به طور شوند.
که باشیم گردش و گردشگاه مسئلۀ وضعیت خوش شانسی به می توانیم به ندرت خیلی بسیار، تأسف

کشید. واقعی به طور کاغذ روی «جسمیت ساز»، نمادهای و تصاویر قالب در را آن می شد به سادگی
هدایت ناوبری نقشه های روی از که کشتی ای مانند می توانند فراگیری و مسئله حل فرآیند دو هر
به طور نباشند، جزئیات با همراه که صورتی در البته فشرده کلی بازنمایی های این به کمک می شود،

شوند. هدایت مؤثری
نمی توانیم همیشه کنیم، شروع ملموس عملیات با اگر مشکل، واقعاً مسئلۀ یک با برخورد در
بازنمایی های این بازگردیم. مفاهیم مان ساختاری نسخۀ به است بهتر معمولا برویم؛ پیش خیلی
مانند کنیم؛ استفاده مجردمان اشیای دستگاه از می توانیم آن با که می دهند کلی» «نمایی ما به بالاسطحی
خیابانی، به رفتن برای که شخصی یا می کند استفاده فهرست از اطلاعات جستجوی برای که فردی
موجودات مسئله، حل فرآیندهای در دیگر، بیان به می کند. بررسی را نقشه برود، آنجا به اینکه از قبل
١catalogue
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٢ گام - ۶.آزمایش شکل

مراتبی سلسله طرحوارۀ یک از متفاوت ٧.سازمان دهی های شکل

هر تقریباً بنابراین دارند. جزئی تر اطلاعات سوی به رو که می کنند عمل نشانگرهایی مانند فشرده مجرد
یکسان ریاضی ایده هایِ ساختاریِ و عملیاتی نسخه های میان پیچیده تعاملی می توان را ریاضی فعالیت 
روی دیگر رویکردی به رویکرد یک از مرتباً می کنیم، برخورد پیچیده مسئلۀ یک با که هنگامی دید:
که کسی (١٩٧۴) هنریتسی قول از کنیم. استفاده ماهرانه دانشمان از امکان حد در بتوانیم تا می آوریم
تفکّر به ساختاری، «رویکرد که بگوییم می توانیم است، کرده معرفی را دیالکتیک و الگوریتمی ریاضیاتِ
عملیاتی، رویکرد می دهد؛ بینش ساختاری، رویکرد وامی دارد؛ فعالیت به عملیاتی، رویکرد وامی دارد؛
دربارۀ آدامار اظهارنظر در شیء‐هدایت گر١ مسئلۀ حل فرآیندِ از عالی شرح یک می رساند». نتیجه به
به روش قانع کننده ترین به ریاضیدان این :(٧–٧٧۶ ص. ،١٩۴٩ (آدامار می شود یافت خودش تفکّر
١object-navigated
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و اعداد) مجموعه های و (اعداد اشیاء بین آمد رفت و طریق از می توان چگونه که می گوید خواننده
کرد. بیان اول عدد بی نهایت وجودِ برای را استدلالی خلاصۀ یا اصلی نکات محاسبات،

می کنیم. فهرست باشد، داشته یادگیری بر می تواند جسمیت سازی که را سودمندی تأثیرات اکنون
مجدد سازمان دهی معنای به ساختاری مفهوم یک شکل گیریِ شد، داده توضیح این از پیش که همان طور
ساختارهای به پی درپی انباشت های تبدیل به وسیلۀ جدید لایه های کردن اضافه با شناختی طرحوارۀ
بیشتر طرحواره ظرفیت باشد، باریک تر و عمیق تر سلسله مراتب هرچه آشکارا است. سلسله مراتبی
طرحوارۀ دو دهید اجازه باشیم، داشته بازسازی از حاصل تغییر درباره بهتری ایدۀ آنکه برای بود. خواهد
کرد، اضافه می توان به ندرت را جدید موارد A طرحوارۀ در کنیم. مقایسه هم با را ٧ شکل در ارائه شده
در رأسی هیچ هنوز مقابل، در است. زیاد خیلی هم الان بالایی، سطح رأس «پسران» تعداد زیرا
نرسیده «٧±٢ جادویی «عدد به «پسران» تعداد میانگین چراکه است، نشده «اشباع» B طرحوارۀ
در همزمان به طور که است اطلاعات تکه های تعداد بیشترین عدد این (١٩۵۶) میلر١ کار (طبق است
کردن وارد برای بیشتری فضای ساختاری، رویکرد با بنابراین شود). حفظ می تواند ما کاری٢ حافظۀ
که هنگامی همچنین می شود. معنادارتر و مؤثرتر یادگیری، نتیجه در است. دسترس در جدید اطلاعات
سریع تر بازیابی فرآیندهای است، شده ذخیره سلسله مراتبی  درختی ساختارهای در ضروری اطلاعات
سوم فعالیت به مجدد پرداختن هنگام را تفاوت که بود خواهد قادر احتمالا خواننده می افتد. اتفاق

کند. مشاهده ،۵ شکل
این آغاز در ساختاری رویکرد لزوم به مربوط سؤال به می توانیم که هستیم موقعیتی در اکنون
می رسد نظر به اخیر، مثال های و توضیحات گرفتن نظر در با بدهیم: محتاطانه جواب یک بخش،
نیستیم، اَبررایانه ما چون بود. خواهد مشکل تر ما ذهنی فعالیت های همۀ مجرد اشیای بدون که
هر و بشکنیم کوچک تر تکه های به را آنها آنکه بدون بفمهیم را پیچیده خیلی فرآیندهای نمی توانیم
محاسباتی فرآیندهای میان فاصلۀ دیگر، عبارت به کنیم. فشرده کنترل پذیر، کل یک به را قسمت
آن هستند، شمارش) (مانند فرآیندها ابتدایی ترین از اشیاء که عینی ای ریاضی موجودات و پیشرفته
مجرد اشیای مشکل، این بر آمدن فائق برای کنیم. درک یک باره را آن نمی توانیم که است زیاد چنان
موجوداتِ این می کنند. بازی را ایستگاه  نقش به نوعی عقلی، سیرهای در که می کنیم خلق را میانجی
که همان هایی مجرد، اشیای می دارد. باز شدن سرریز از را کاری حافظۀ مؤثر به طور فشرده، شناختی
این دلیل احتمالا شده اند، سازمان دهی منظمی به طور خوش ساختار شناختی طرحوارۀ یک به صورت
را ریاضی] [طولانی استدلال یک کل می توانم من ...» :(۵١ ص ،١٩۵٢) بودند پوانکاره اظهارنظر
هر باشم؛ آن اجزای از یکی کردن فراموش نگران که نیست نیازی [بنابراین] کنم. درک نگاه یک در
١Miller ٢working memory
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احتیاج آنکه بدون می دهد جا است، شده فراهم برایش که مکانی در طبیعی به طور را خود آنها از یک

باشم.» داشته کردنشان حفظ به
از می تواند ساختاری درک حضور عدم دانش، اکتساب) (یا شکل گیری از خاصی مراحل در
و می شود اشباع تر قبلی طرحواره می یابد، افزایش اطلاعات میزان هرچه کند. جلوگیری بیشتر توسعۀ
از انتقال که نبود محض تصادف یک این قطعاً می کند. مقاومت شدن غنی تر گونه هر برابر در عملا
محاسباتی) ریاضیات در ساختاری رویکرد به عملیاتی رویکرد از (انتقال نمادین جبر به کلامی جبر
تقریباً متنوع دستگاه چندین که نبود تاریخی تصادف یک فقط این و افتاد اتفاق شانزدهم قرن در
پیچیدگی های بودن بالا زمان، آن در شدند. ابداع هم از مستقل ریاضیدانان توسط همزمان به طور
یک آن، در که شطرنج بازی از ([حالتی پات١ حالت در کلامی جبر شد باعث محاسباتی فرآیندهای
پایانی عملا و گرفته قرار می شود]) او شدن کیش موجب حرکتی هر اما نیست کیش حالت در طرف
نبودِ که بزنیم را حدس این جسورانه می توانیم بنگریم، آن از پیشتر به اگر حتی آن. توسعۀ بر باشد
علوم توسعۀ سرعت از که بود عواملی از یکی ساختاری) مفاهیم بنابراین (و ساختاری بازنمایی های

بیفتد. عقب هندسه از قرن ها برای جبر شد باعث و کاست باستان یونان در محاسباتی
حافظۀ محدودیت های مقابل در قوی خیلی سلاح یک به عنوان را ساختاری تفکّر اینجا تا من
در که بگوییم می توانیم باشیم، داشته فلسفی نگاه فنی، نگاه به جای اگر کردم. معرفی کاری مان
چراکه می دهد، بهبود ریاضیات فهم از را ما دریافت مجرد، اشیای به فرآیندها از گذار ریاضیات،
ما رویکرد هرچه بنابراین می دهد. افزایش را یادگیری و مسئله حل مهارت های جسمیت سازی،
که هنگامی می شود. بیشتر می دهیم، انجام که آنچه در ما نفس به اعتماد حس باشد، ساختاری تر
دلیلی که دیدند را نوری بارقۀ خوانندگان از تعدادی حداقل شد، ارائه ساختاری تعریف با گردش مفهوم
تعریف رابطه ایِ فهم پیش زمینۀ احتمالا ساختاری ادراک خلاصه، به طور است. ما ادعای صحت بر
می کنیم»؛ را کار آن چرا بدانیم هم و می کنیم کار چه بدانیم «هم می گوید: که است اسکمپ توسط شده
فراتر چیزی معمولا محض عملیاتی رویکرد باشیم. داشته همزمان را دلائل و قوانین دیگر، عبارت به
باید شد. ارائه دلیل بدون قوانین داشتن به عنوان اسکمپ توسط این از پیش که نمی دهد ابزاری فهم از
نگاهی از بعد اسکمپ خود توسط ظاهراً (که توهین آمیز نسبتاً توصیفِ این که کنیم أکید ت بی درنگ
هم یادگیری، مراحل از برخی در که فهم این مورد در را مطلب حق شد) بازنگری موضوع، به عمیق تر
خواهد ثابت و روشن بخش این پایان در ادعا این نمی کند. ادا هستند، اجتناب غیرقابل هم و ارزشمند
نوع که قوانین بدون دلایل دربارۀ و رفت خواهم فراتر اسکمپ ایدۀ از کمی آن، از قبل حال، این با شد.
حالت های در که است محض شهودیِ فهم نوعی من منظور کرد. خواهم صحبت است، فهم از سومی
عملیاتی پایۀ آنکه بدون می آید به دست مبهمی ساختاری ادراک حالت ها، این در می آید. به دست نادری
١stalemate
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نسخۀ اولین معرفی هنگام ریاضیدانان که است فهمی همان این احتمالا باشد. گرفته شکل کاملی
نظریۀ یک خلق برای قوانین» بدون «دلایل داشتن که است داده نشان تاریخ داشته اند. تابع مفهوم
پیشرفت های جهت های تعیین در و قضیه ها کشف در مطمئناً اما نیست کافی تکمیل شده، ریاضی
٩ شکل در عملیاتی و ساختاری ادراک های ویژگی های و نقش ها بود. خواهند سودمند بسیار بعدی،

شده اند. خلاصه
دادیم، نشان را ساختاری ادراک های اهمیت اینکه از بعد جسمیت سازی. ذاتی سختی .٣ . ۵
چرا است؟ مشکل این قدر جسمیت سازی چرا شد: مطرح قبل بخش در که می رسد سؤالی به نوبت
عدد مانند اولیه مفاهیم ساختاریِ کاملا نسخه های به تا داشتند لازم زمان قرن ها ریاضیدانان خود
پرش یک بنابراین و هستی شناسانه تغییر یک جسمیت سازی که آوریم خاطر به اگر برسند؟ تابع و
است پیچیده پدیده ای مفهومی، تحول این بود. خواهد پرسش برانگیز کمتر مسئله این است، کیفی
معمول اتفاقی چنین (که باشد کاربردها و معنا در نامحسوس تغییرات با همراه که هنگامی به ویژه
داد). وسعت بسیار را مفهوم این دید افق تابع، نظریه مجموعه ایِ ساختاری تعریف مثال برای است؛
مشکلات است. نبوده آسان هیچ وقت جدید، کاملا به گونه  ای آشنا چیزی دیدن توانایی آوردنِ به دست
یک از گذار هنگام در که هستند مشکلاتی مانند نظر یک از شیء، یک به فرآیند یک تبدیل از ناشی
بیشتر و بلندپروازانه کمتر مقایسه مان اینکه برای یا می شود؛ حاصل دیگر پارادایمی به علمی پارادایم
آنها با کاغذ روی ترسیم شده مکعب یک دیدن در شخص که است موانعی مانند باشد، متقاعدکننده

ببینید). را ٨ (شکل کند تصور دیگر زاویه ای از را آن می کند سعی که هنگامی می شود مواجه

٨.مکعب شکل

مدل، به توجه با می سازد. روشن تر را مشکلات این مفهوم، شکل گیری از سه مرحله ای طرحوارۀ
برای می دهد. رخ بالاسطحی فرآیندهای درونی سازی با همزمان دلخواه، فرآیند یک یافتن جسمیت
جزئی به صورت حداقل اعداد نوع این روی جبری عملیات که هنگامی منفی، اعداد مورد در مثال،
بازشناسی به که چیزی واقع، در است. محتمل تر بسیار جسمیت سازی باشند، شده درونی سازی
به عملیات، این شامل الگوریتم های شباهت می انجامد، اعداد به عنوان ٠-۶ و ٢-۵ مانند عملیاتی
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دو ضرب و جمع که است حقیقت این (یا شده اند انجام آشناتر اعداد روی که است الگوریتم هایی
این دیدن برای حال، این با است). مثبت اعداد ضرب و جمع شبیه بسیار ناهم علامت یا منفی مقدار
دیدن برای مشابه، به طور کرد. پیدا کافی مهارت منفی مقادیر روی بر عملیات انجام در باید شباهت،
تغییر برای دلیلی کرد. دست ورزی کل، یک به صورت آن با می بایست شیء، یک به عنوان تابع یک
فرآیند این روی که باشند داشته وجود بالاسطحی فرآیندهایی آنکه مگر ندارد وجود شیء به فرآیند
درونی سازیِ برای تلاش بدون طرف، یک از دارد: وجود باطل١ دور یک اما باشند. شده اجرا ساده تر
فرآیندهای آنها، روی بر که اشیایی وجود دیگر، طرف از و نمی افتد اتفاق جسمیت سازی بالاسطحی،
اشیایی، چنین بدون می رسند. نظر به اجتناب غیرقابل درونی سازی برای می گیرند، انجام بالاسطحی
درونی سازیِ و سطحی پایین جسمیت سازیِ دیگر، عبارت به بود. خواهند بی معنا کاملا حتماً فرآیندها

هستند! یکدیگر پیشنیاز سطحی، بالا
«دور باشد. داشته مهمی کاملا نتایج می تواند گفتیم آنچه می آید نظر به روان شناختی دیدگاه از
مدرسه در «ریاضیات افراد، از بسیاری برای چرا اینکه توضیح و فهم به اکنون جسمیت سازی «باطل
جواب به شود گرفته به کار و سپرده خاطر به درست اگر که است درک غیرقابل قوانین از مجموعه ای

.(٣ ص. ،١٩٧١ (اسکمپ، کرد خواهد کمک می شود»، منجر درست
روان شناسان برای مهم مسئله ای همواره یابند، پرورش باید که ریاضی مختلفِ مهارت های ترتیبِ
احترام ترین قابل از «یکی می کند، بیان (١٩٨٨) کیلپاتریک که همان طور است. بوده آموزشگران و
خوب اجرای ارتقای میان ادراک، و مهارت میان تبادلات ریاضی، آموزش مسائل آزاردهنده ترین و
مکاتب .« … است آنها معنای و رویه ها این کارکرد چگونگی و چرایی درک رشد و ریاضی رویه های
که بود این رفتارگرایان کلی دیدگاه داده اند. متفاوتی پاسخ های مسئله این به روان شناسی مختلف
این جدیدتر، نظریه های می رسد نظر به که حالی در شوند گرفته فرا تمرین] و تکرار [با باید مهارت ها
قبلا که فرآیندهایی و ایده ها که می شود توصیه زمانی تنها تمرین و «تکرار که می دهند ترجیح را دیدگاه
پایۀ بر حال، این با .(١٩ ص. ،١٩٣۵ ،٢ (برونل شوند» تمرین مهارت، ارتقای برای شده اند، درک
«دور نظریۀ شد. قائل نمی توان قابلیت ها برای آشکاری ترتیب هیچ مفهوم، شکل گیری از ما مدل
طرف، یک از کند: رشد کامل به طور دیگری بدون نمی تواند قابلیت یک که می دارد بیان بالا، باطل»
شامل که الگوریتم هایی اجرای در کاملی مهارت باید «اشیاء» از خوب فهمی به دستیابی برای شخص
را اشیاء آن، از قبل باید فنی، خُبرگی کسب برای دیگر، طرف از و باشد داشته هستند اشیاء این
مشکل آنها خاطرسپاری ِ به  و اجرا نتیجه در و هستند بی معنا فرآیندها آنها بدون زیرا باشد، داشته
محاسبات انجام به قادر شخص که می یابد جسمیت زمانی مختلط عدد مفهوم مثال، برای بود. خواهد
١vicious circle ٢Brownell
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اعداد به عنوان ٢ + ٣i یا i مانند ساختارهایی چنین درک حال، عین در اما باشد اعداد این شامل
با دست ورزی در تسلط برای پیشنیازی نتیجه») «بدون عملیاتِ برای نمادهایی نه تنها (و تکامل یافته
١٣ نوجوانان روی امریکا در که است بزرگ مقیاس در مطالعه ای نتایج با مطابق ادعا این است. آنها
مهارت، یک «رشد نتایج، این طبق بر .(١٩٨٠ همکاران، و (کارپنتر است گرفته انجام ساله ١٧ و

دارد». بستگی مهارت آن پشت مفهوم درک به کاملا
را ریاضی مهارت های بیشترِ «دانش آموزان اغلب، که کنیم تعجب نباید ادعاها این پرتو در
نمی کنند» درک را محاسبات در نهان مفاهیم و می گیرند فرا طوطی وار دست ورزی های سطح در ظاهراً
بگیرند، نظر در عدد به عنوان را کسرها نمی توانند اینکه علی رغم دانش آموزان مثال، برای (همان).
آنها، دوطرفۀ وابستگی پیچیدۀ ماهیت به دلیل دهند. انجام به خوبی را کسرها محاسباتِ می توانند
که تسلطی و مهارت احساس (این دانش آموز فهم و درک گاهی یادگیری، فرآیند در می رسد نظر به
به می گیرد. قرار فنی زبردستی پشت در ناگزیر می آید) مجرد ساختارهای «دیدن» توانایی همراه به
تحمل را مکانیکی تمرین مشخصی مقدار انجام [سختی] باید فراگیر موارد، از برخی در دیگر، عبارت
ریاضیدان حتی است. ابزاری) (صرفاً فهم بودنِ ناکافی احساس و معنا به شک با همراه که کند
ایده های معنای درک برای سخت تلاش لزوم از اغلب، و کند فرار سرنوشت این از نمی تواند حرفه ای
بوده دانشجو که می آورد یاد به را زمان هایی الف) ١٩٨۵) هالموس١ می کند. شکایت ساده، ظاهراً
نتوانسته حقیقتاً بعد سال ۵ یا ۴ «تا لاندا-ماتریس ها، مفهوم روی مجدّانه» «کار علی رغم و است
صورت چگالش ابتدا که زد حدس می توان .(۴١-۴٠ (صص. آورد» به دست موضوع از درستی درک

کشید. طول بسیار که جسمیت یافتنی سپس و بود گرفته
ما سه مرحله ای طرحوارۀ نتایج مهم ترین از یکی که را حقیقت این غالباً دانش آموزان و معلمان
جدید، ایدۀ یک درک برای فرد یک تلاش نتیجۀ که داشت انتظار همیشه نمی توان نمی پذیرند: است،
و می شود حاصل به سختی می آورد، همراه به رابطه ای درکِ که جسمیت سازی شود. منجر بینش به فوراً
جرقۀ یک با گاهی نیست؛ انتظارش اصلا که بیاید به دست زمانی است ممکن و می طلبد را زیادی تلاش
روشنگرانه٢»ای «اثر به ریاضی، روان شناسی دربارۀ پیشگامش کتاب در (١٩۴٩) آدامار ناگهانی.
نهفتگی٣») («دورۀ استراحت روز چند آن، به دنبال و سخت کار دوره یک از بعد احتمالا که می کند اشاره

دهد. رخ می تواند
به وجود معنا در که شک هایی نتیجه در و جسمیت سازی در تأخیر اصلی مشکل آموزشی، دیدگاه از
ریاضیات از مادام العمر ترس داشت: خواهد دنبال به دائمی آسیب یک خود، با که است این می آید،
برخورد از ناشی شک از نتوانند است ممکن برخی نیست. یادگیری قابل ریاضیات که باور این و
١Halmos ٢illumination effect ٣incubation period
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(برای معنی به دست یابی برای فعالانه تلاش آمادۀ که آنهایی شوند. رها مشکل موقعیت این با اول شان
نمی فهمند. هرگز را ریاضیات که می شوند متقاعد سریع نیستند، ریاضی] [مفاهیم جسمیت سازی)
بالاسطحی، درونی سازی با پایین سطحی جسمیت سازی بی دردسر و دقیق ساختن هماهنگ توانایی
«خُبره ترین ها برمی آید. ریاضیات پس از که باشد فردی مشخصه های مهم ترین از یکی است ممکن
و صبر انگیزه، کافی به اندازۀ ظاهراً کنند، احساس تزلزلی خود ادراک در گاهی اگر حتی ریاضی» در
موقعیت این پس از درست، و سالم بینشی از اعتماد قابل حدس یک با بتوانند تا دارند فکری نظم
می کند، بیان (١٩۵۶) ژوردِین که همان طور آموخت. تاریخ از می توان که است چیزی این قطعاً برآیند.
معترض (مختلط) موهومی و منفی اعداد «بی معنی» مفاهیم به منطقی» ذهن با مردانِ که «هنگامی
شد‘». خواهد باورتان بدهید؛ ادامه هم ’باز می گویند و نمی کنند توجه آنها به «ریاضیدانان می شوند،
به ظاهر «هرچند جدید، اعداد این که می کردند فکر ببیند، را ایده درونی زیبایی می توانستند که آنهایی
[اعداد] این از آنها بنابراین باشند. داشته منطق باید هستند، خود با متناقض حتی و تفسیر غیرقابل

.(٢٩-٣٠ (صص. شد» پیدا برایشان توجیهی بعدها و کردند استفاده محکمی تقریباً باور با

ساختاری-خلاصه و عملیاتی ٩.مفاهیم شکل

این بر باید ریاضیات، آموزش بهبود جهت در که می رسد نظر به باطل»، «دور نظریۀ پرتو در
می توان حد چه تا و کاری چه جسمیت سازی، برانگیختن و گره این کردن باز برای که کنیم تمرکز سؤال
شیئی درباره هنوز دانش آموزان که هنگامی که بپرسیم خود از را پرسش این باید همچنین داد. انجام
رضایت بخش کافی به اندازۀ درک شان که می کنند احساس نتیجه در و آشفته اند کنند، کار آن با باید که
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به سلامت معنی، در شکِ مراحل این از آنها شویم مطمئن تا کنیم استفاده باید ابزاری چه از نیست،
شد. خواهد داده اختصاص موضوع این به دیگری مقالۀ بگذرند.
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