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چکیده
به دست رهیافت های جدیدترین و معرفی را هیلبرت شانزدهم ضعیف شدۀ مسئلۀ مقاله، این در
شانزدهم مسئلۀ ساده شدۀ نسخه های از یکی مسئله، این می کنیم. مرور را آن حل دربارۀ آمده
جلد صدها چاپ و جدی پژوهش سال بیست و یکصد به نزدیک وجود با که است هیلبرت

است. باز مسئلۀ یک همچنان مقاله، هزاران و کتاب

مقدمه .١
معماری در زیادی بسیار تأثیر که است ریاضیدانانی برجسته ترین از یکی هیلبرت١ داوید شک، بدون
تحصیلات شد. متولد کونیگسبرگ٢ در میلادی ١٨۶٢ سال در او است. داشته میلادی بیستم قرن علمی
فیلسوف کانت۴ امانوئل که آلمان مدرسه های قدیمی ترین از یکی اسکولگ٣، فریدریش مدرسۀ در را خود
نارضایتی، به علت مدتی از بعد اما کرد آغاز بود، کرده تحصیل آنجا در آن، از قبل سال ١۴٠ نیز آلمانی بزرگ
دانشگاهی تحصیلات سپس شد. فارغ التحصیل آنجا از و رفت ویلهلم۵ مدرسۀ به و داد تغییر را خود مدرسۀ
دکتری درجۀ اخذ به موفق کونیگسبرگ دانشگاه از ١٨٨۵ سال در و کرد آغاز کونیگسبرگ دانشگاه در را
این از بعد پرداخت. ریاضیات تدریس به کونیگسبرگ دانشگاه در ١٨٩۵ تا ١٨٨۶ سال های خلال در شد.
بسیاری دکتری دانشجویان آنجا، در تدریس دوران در و شد گوتینگن دانشگاه وارد هیلبرت دیوید دوران،

یکنوایی. چبیشف؛ منزوی؛ صفر آبلی؛ انتگرال هیلبرت؛ شانزدهم ضعیف شدۀ مسئلۀ کلیدی. کلمات و عبارات
١David Hilbert ٢Koenigsberg ٣Friedrichskolleg ۴Immanuel Kant ۵Wilhelm

ایران) ریاضی (انجمن ١۴٠٠ ©
١٠١
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به ١٩٣٠ سال تا هیلبرت دیوید شدند. میلادی بیستم قرن ریاضیدانان بزرگترین جملۀ از که داد پرورش را
١٩۴٣ سال در و کرد بازنشسته را خود سال، این در اینکه تا بود مشغول ریاضیات در پژوهش و تدریس

درگذشت.
داد. قرار دانش جهان توجه مورد را او تغییرناپذیرها، نظریۀ دربارۀ هیلبرت بزرگ اثر اولین انتشار
به منجر که شدند منتشر دیگری از پس یکی او اکتشافات و آثار سال، بیست به نزدیک مدتی در سپس
بود، دنیا اول تراز ریاضیدانان جزو زمان آن در که هیلبرت دیوید ،١٩٠٠ سال در شد. وی جهانی شهرت
کرد مطرح را مسئله ٢٣ شامل فهرستی شد، برگزار پاریس در که ریاضیدانان بین المللی کنگرۀ دومین در
گیرند قرار بیستم قرن ریاضیدانان توجه مورد باید که بودند ریاضی مسائل مشکل ترین از به نظرش، که
و است بوده درست او نظر که داد نشان آینده می شود). توصیه [٢] مقالۀ مطالعۀ مسائل، این مرور (برای
پیشبرد مسیر عملا ریاضیدانان، اهداف صدر در مسائل این حل گرفتن قرار  با که گفت می توان به جرأت
زیاد بسیار ریاضیات پیشرفت در هیلبرت فکری نفوذ اغراق، از به دور شد. مشخص بیستم قرن ریاضیات
در مسائل آن اهمیت دادن نشان برای خود سخنرانی از قسمتی در او است. بوده پایدار عین حال، در و
٢٣ هر دهد....» ارائه را مسائل از انبوهی که است زنده زمانی تا علم از شاخه «هر گفت: ریاضیات پیشبرد
مورد کماکان برخی شده اند، حل کاملا برخی شدند. واقع ریاضیدانان توجه مورد بیش و کم هیلبرت، مسئلۀ
حل نشده کامل به طور نیز برخی و است نیامده به دست آنها برای قطعی راه حل هنوز اما واقع اند پژوهش
بررسی به آن دوم قسمت که است شانزدهم مسئلۀ حل نشده، مسائل از یکی میان، این در مانده اند. باقی
بخش می شود. مربوط صفحه در چندجمله ای دیفرانسیل معادلات حدی دورهای موقعیت و ماکسیمم تعداد
اختصاص آن، حل برای حاصل شده پیشرفت های بر مختصری مرور و مسئله این بیان به را مقاله این دوم

می دهیم.

هیلبرت شانزدهم مسئلۀ دوم قسمت .٢
مسطح دیفرانسیل معادلات دستگاه هیلبرت، شانزدهم مسئلۀ دوم قسمت دقیق بیان برای

ẋ = Pn(x, y), ẏ = Qn(x, y) (٢ . ١)
و x متغیرهای به نسبت حقیقی چندجمله ای های Qn(x, y) و Pn(x, y) آن، در که می گیریم نظر در را
«برای که می شود بیان صورت این به هیلبرت شانزدهم مسئلۀ دوم قسمت هستند. n حداکثر درجۀ با y
همۀ برای (٢ . ١) دستگاه حدی دورهای نسبی موقعیت همچنین و تعداد ماکسیمم مورد در ،n طبیعی عدد
یک (٢ . ١) دستگاه از حدی دور یک که کنید توجه گفت؟» می توان چه Qn و Pn ممکن انتخاب های
دستگاه های نظریۀ در پژوهش اولیۀ زمینه های از یکی حدی، دورهای مطالعۀ است. منزوی تناوبی مدار
آنری فرانسوی، بزرگ ریاضیدان کارهای با که می رود به شمار غیرخطی دیفرانسیل معادلات و دینامیکی
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اتصالِ بدون که مسطح برداری میدان «هر که کرد ثابت پوانکاره است. شده شروع ١٨٨٢ سال در پوانکاره،
دارد.» حدی دور متناهی تعداد باشد، زینی

:[١۶] می شود تقسیم زیر مسئلۀ سه به هیلبرت شانزدهم مسئلۀ دوم قسمت تاریخی، به لحاظ
دارد؟ حدی دور متناهی تعداد مسطح، چندجمله ای برداری میدان هر آیا اول: مسئلۀ

درجۀ به فقط که عددی به مسطح چندجمله ای برداری میدان های حدی دورهای تعداد آیا دوم: مسئلۀ
H(n) با دوم، مسئلۀ در شده مطرح حدی دورهای تعداد کران است؟ کراندار دارد، بستگی چندجمله ای
تناوبی مدار است ممکن اگرچه خطی برداری میدان می نامند. هیلبرت عدد را آن و می شود داده نشان

.H(١) = ٠ این رو از ندارد. حدی دور هیچ پس نیستند، منزوی مدارها این اما باشد داشته
است؟ موجود H(n) برای بالایی کران آیا سوم: مسئلۀ

سال در دولاک١ دارد. بر در را قبلی مسائل برای مثبت پاسخ مسئله، هر به مثبت پاسخ که کنید توجه
١٩۵٧ و ١٩۵۵ سال های در لاندیس٣ و پتروفسکی٢ .[٨] است کرده حل را اول مسئلۀ که کرد ادعا ١٩٢٣
P٣(n) آن، در که H(n) ≤ P٣(n) و H(٢) = ٢ که کردند ادعا [٢۶] و [٢۵] مقالۀ دو در به ترتیب
داده اند ارائه سوم مسئلۀ برای پاسخی می کردند فکر آنها واقع، در است. ٣ درجۀ از خاص چندجمله ای یک
چن۶ ١٩٧٩ سال در شد. رد ایلیاشنکو۵ و نُویکف۴ توسط آنها ادعای میلادی ١٩۶٠ دهۀ اوایل در اینکه تا
دادند؛ ارائه حدی دور ۴ با درجه دو برداری میدان های [٢٨] در شی٨ ١٩٨٠ سال در و [۵] در وانگ٧ و

.H(٢) ≥ ۴ که دادند نشان یعنی
از پس نتیجه در و یافت دولاک اثبات در بزرگ اشتباه یک ایلیاشنکو میلادی، ١٩٨١ سال آغاز در
سال در بار نخستین که زمانی آغازش، نقطۀ به تقریباً هیلبرت شانزدهم مسألۀ پژوهش، و مطالعه سال ٨٠
تعداد مرتبه دو چندجمله ای دستگاه هر که کرد ثابت بامن٩ ١٩٨۵ سال در بازگشت. بود، شده مطرح ١٩٠٠
چندجمله ای مسطح دستگاه یک حدی دورهای تعداد بودنِ متناهی سرانجام .[۴] دارد حدی دور متناهی
آنها شد. ثابت کال١٠[٩] ا و [١٧] ایلیاشنکو توسط به ترتیب، ١٩٩٢ و ١٩٩١ سال های در n > ٢ درجۀ از

دادند. مثبت پاسخ اول مسئلۀ به زیر، قضیۀ ارائۀ با
است. حدی دور متناهی تعداد دارای چندجمله ای، مسطح برداری میدان یک .٢ . ١ قضیه

حدی، دورهای تعداد یکنواخت بودن متناهی اثبات هیلبرت، شانزدهم مسئلۀ حل برای بعدی قدم
(٢ . ١) دستگاه برای حدی دورهای نسبی موقعیت مورد در همچنین است. H(n) < ∞ اثبات یعنی
اینجا در که است آمده به دست [٢١] در ردریگس١٢ و لیوره١١ توسط ٢٠٠۴ سال در کلی نتیجۀ بهترین

می کنیم. بیان را آن به اختصار
١Dulac ٢Petrovskii ٣Landis ۴Novikov ۵Ilyashenko ۶Chen ٧Wang ٨Shi ٩Bamon ١٠Ecalle
١١Llibre ١٢Rodriguez
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خم های از C = {C١, . . . , Cm} متناهی مجموعۀ یک حدی، دورهای از پیکربندی١ یک .٢ . ٢ تعریف
.Ci ∩ Cj = ∅ ،i ̸= j هر برای که گونه ای به است صفحه در مجزا سادۀ بستۀ

گوییم اولیه Ciرا خم باشد. شده داده حدی دورهای از C = {C١, . . . , Cm} پیکربندی کنیم فرض
حدی دورهای از C′ و C پیکربندی دو همچنین نباشد. Ci به محدود ناحیۀ مشمول C از Cj خم هیچ اگر
دستگاه گوییم بنگارد. C′ به را C که باشد موجود R٢ در همانریختی یک اگر گوییم هم ارز توپولوژیکی را
هم ارز توپولوژیکی C با آن حدی دورهای مجموعۀ اگر است حدی دورهای از C پیکربندی دارای (٢ . ١)

باشد.

در باشد. آن اولیۀ خم های تعداد r و حدی دورهای از پیکربندی یک C کنیم فرض [٢١] .٢ . ٣ قضیه
چندجمله ای دستگاه جبریِ حدیِ دورهای به عنوان C = {C١, . . . , Cm} پیکربندی یک صورت، این

است. دسترس در n ≤ ٢(m+ r)− ١ درجۀ با (٢ . ١)

مسئلۀ دوم قسمت در حدی دورهای نسبی مکان مورد در پرسش به جزئی پاسخ یک اخیر قضیۀ
دورهای از پیکربندی نوع چه n طبیعی عدد «برای که است این باره، این در باقیمانده سؤال است. شانزدهم
جدی پژوهش های علی رغم شانزدهم مسئلۀ تلاش ها، این همۀ با است؟» ممکن (٢ . ١) دستگاه برای حدی
به دلیل است. حل نشده n = ٢ برای حتی هنوز سال بیست و یکصد به نزدیک گذشت با آن، دربارۀ
منجر حتی آنها از بعضی که شد مطرح مسئله این از ساده تری نسخه های هیلبرت، شانزدهم مسئلۀ پیچیدگی
تاریخچۀ شده، اقتباس [١٧] از که ١ شکل در شدند. دینامیکی دستگاه های از شاخه هایی توسعۀ و ایجاد به
ساده تر نسخه های از یکی است. شده داده نمایش مختصر به طور میلادی بیستم قرن پایان تا شانزدهم مسئلۀ
شانزدهم ضعیف شدۀ مسئلۀ یا مماسی مسئلۀ به که شد ارائه ١٩٧٧ سال در آرنولد٢ توسط شانزدهم، مسئلۀ
ریاضیدان آرنولد، ایگورویچ ولادیمیر است. معروف هیلبرت کوچک بی نهایت شانزدهم مسئلۀ یا هیلبرت
کارهایش تأثیرگذاری و عمق گستردگی، علت به که است معاصر ریاضیدانان بزرگترین از و اوکراینی تبار
هیدرودینامیک، دیفرانسیل، معادلات دینامیکی، دستگاه های جمله از علمی شاخه های از وسیعی طیف در
نظریۀ و فاجعه نظریۀ هم تافته، هندسۀ جبری، هندسۀ توپولوژی، هندسه، سماوی، و کلاسیک مکانیک
بیشتر سال ١٩ زمانی که یعنی میلادی، ١٩۵٧ سال در را خود شاخص کار اولین وی است. شهره تکینگی
هیلبرت، مسئلۀ سیزدهمین حل راستای در کولموگرف کرد. ارائه کولموگرف٣ استادش نظر زیر نداشت،
ساخت. سه متغیره تابع متناهی تعداد ترکیب از می توان را چندمتغیره پیوستۀ تابع هر که بود داده نشان
به مهم، نتیجه ای به عنوان و داد کاهش دو به می توان را سه عدد که داد نشان قضیه، این بهبود با آرنولد
١Configuration ٢Arnold ٣Kolmogorov
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:P −L دولاک، :D هیلبرت، :H پوانکاره، :P شانزدهم، مسئلۀ تاریخچۀ از خلاصه ای .١ شکل
بی نهایت شانزدهم مسئلۀ :IHP نرمال فرم، :NF ایلیاشنکو، :I کال، ا :E پتروفسکی-لاندیس،
استوکس پدیدۀ :NSP برگردنده، تابع :RF تحلیلی، برگ بندی های :AF هیلبرت، کوچک

هیلبرت شانزدهم مسئلۀ تحدیدشدۀ نسخه های :RV انشعاب، :B غیرخطی،

حل  به موفق نیز کولموگرف خودِ نتیجه، این از استفاده با بعدها آمد. نائل هیلبرت مسئلۀ سیزدهمین حل
می پردازیم. هیلبرت شانزدهم ضعیف شدۀ مسئلۀ دقیق بیان به بعد بخش در شد. هیلبرت مسئلۀ ششمین

هیلبرت شانزدهم ضعیف شدۀ مسئلۀ .٣
m درجۀ از چندجمله ای یک H(x, y) کنیم فرض هیلبرت، شانزدهم ضعیف شدۀ مسئلۀ بیان برای

مسطح دیفرانسیل معادلات دستگاه باشد.
ẋ = Hy(x, y), ẏ = −Hx(x, y) (٣ . ١)

دستگاه آن گاه باشد، y٢ +Φ(x) از ثابتی مضرب H اگر به ویژه Hمی نامیم. نظیر همیلتونی١ دستگاه را
همیلتونی دستگاه از خاص حالتی نیوتنی دستگاه واقع، در می شود. نامیده نیوتنی٢ دستگاه یک نظیر،

مختل شدۀ دستگاه حال است.
ẋ = Hy(x, y) + εp(x, y), ẏ = −Hx(x, y) + εq(x, y) (٣ . ٢)

ضرایب که هستند n حداکثر درجۀ از y و x به نسبت چندجمله ای های q و p آن، در که می گیریم نظر در را
مثبت پارامتر یک ε و می شوند گرفته نظر در فشرده مجموعۀ یک در متغیر پارامترهای به عنوان معمولا آنها
که باشد H فشردۀ تراز منحنی های از خانواده یک γh ⊂ H−١(h) کنیم فرض همچنین است. کوچک
تناوبی مدار یک γh ،h ∈ (a, b) هر برای بنابراین است. وابسته h ∈ (a, b) پارامتر به پیوسته به طور
١Hamiltonian system ٢Newtonian system
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دستگاه برای تناوبی طوق یک ،h ∈ (a, b) برای γhها همۀ اجتماع و است (٣ . ١) همیلتونی دستگاه از
می گیریم: نظر در را اول ملنیکف١مرتبۀ تابع به معروف زیر آبلی انتگرال حال می شود. نامیده (٣ . ١)

I(h) =

∮
γh

q(x, y)dx− p(x, y)dy. (٣ . ٣)

می شود. نامیده آبلی انتگرال جبری، بستۀ خم یک روی گویا تک فرمی یک انتگرال که می کنیم یادآوری
،n mو ثابت های «برای که می شود بیان صورت این به آرنولد، مسئلۀ همان یا ضعیف شده شانزدهم مسئلۀ
اول نگاه در می دهیم. نشان Z(m,n) با را عدد این است؟» چند I(h) منزوی صفرهای تعداد حداکثر
یافتن برای ندارند. هم با ارتباطی هیچ هیلبرت شانزدهم مسئلۀ و آرنولد مسئلۀ که آید به نظر است ممکن
دستگاه برای h ∈ (a, b) ،γh تناوبی مدارهای از تعداد چه می پرسیم نخست مسئله، دو این بین ارتباط
مدار هم باز مختل شده دستگاه برای (یعنی می مانند؟ باقی سالم کوچک کافی به اندازۀ ε به ازای (٣ . ٢)
عکس البته هستند. حدی دور همگی آن گاه باشد، متناهی تعداد این اگر که کنید توجه هستند.) تناوبی
دستگاه از Γε تناوبی مدار و h ∈ (a, b) است ممکن آیا یعنی گرفت، نظر در می توان نیز را سؤال این
کند؟ میل γh به هاسدورف، متر به نسبت Γε آن گاه ،ε → ٠ اگر که یافت چنان را (٣ . ٢) مختل شدۀ
فضای از ناتهی زیرمجموعۀ دو B و A اگر که می کنیم یادآوری است؟ موجود Γε تعداد چه h هر برای

به صورت آنها هاسدورف فاصلۀ باشند، (X, d) متری
dH(A,B) = max{sup

x∈A
inf
y∈B

d(x, y), sup
y∈B

inf
x∈A

d(x, y)}

می شود. تعریف
دارای ٠ < |ε| < ε∗ برای (٣ . ٢) دستگاه که باشند موجود چنان ε∗ > ٠ و h∗ ∈ (a, b) اگر
میل γh∗ به هاسدورف متر به نسبت نیز Γε می کند، میل صفر به ε که وقتی و باشد Γε حدی دور یک
طوق از (٣ . ٢) دستگاه برای Γ حدی دور گوییم همچنین می شود. منشعب γh∗ از Γε گوییم آن گاه کند،

شود. منشعب γh از Γ که باشد موجود چنان h ∈ (a, b) اگر می شود منشعب (٣ . ١) دستگاه تناوبی
می دهد. ارائه را فوق سؤال دو پاسخ می شود نتیجه پوانکاره-پونتریاگین٢[٢٧] قضیۀ از که زیر قضیۀ
زیر گزاره های صورت، این در نباشد. صفر با متحد h ∈ (a, b) برای I(h) کنیم فرض [۶] .٣ . ١ قضیه

برقرارند:
I(h∗)؛ = ٠ آن گاه باشد، γh∗ از منشعب حدی دور یک دارای (٣ . ٢) دستگاه اگر (الف)

دارای (٣ . ٢) آن گاه ،I ′(h∗) ̸= ٠ و I(h∗) = ٠ که باشد موجود چنان h∗ ∈ (a, b) اگر (ب)
است؛ γh∗ از منشعب یکتا هذلولوی حدی دور یک

١Melnikov ٢Pontryagin
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که باشد موجود چنان h∗ ∈ (a, b) اگر (پ)
I(h∗) = I ′(h∗) = · · · = I(k−١)(h∗) = ٠, I(k)(h∗) ̸= ٠,

است؛ تکرار احتساب با γh∗ از منشعب حدی دور k حداکثر دارای (٣ . ٢) آن گاه
تعداد برای بالا کران یک تکرار، احتساب با (٣ . ٣) آبلی انتگرال منزوی صفرهای کل تعداد (ت)

است. (٣ . ١) تناوبی طوق از شده منشعب (٣ . ٢) دستگاه حدی دور های
در می شود. (٢ . ١) دستگاه از خاص (٣ . ٢) حالتی دستگاه آن گاه ،m = n+ ١ دهیم قرار اگر حال
برای پایین کران H∗(n)یک که است روشن می دهیم. H∗(n)نمایش با را Z(n+ ١, n) حالت، این
روشنی چشم انداز H(n)از برای یکنواخت بالای کران های یافتن که حالی در H(n)است. هیلبرت عدد
کننده ای امیدوار نتایج ،H(n) برای نتیجه در H∗(n)و برای پایین کران های یافتن در نیست، برخوردار

.[١۴] است شده حاصل
شکل به آبلی انتگرال هر که است این I(h) آبلی انتگرال منزوی صفرهای تعداد تخمین در مهم نکتۀ
که کنید توجه مطلب، این مشاهدۀ برای نوشت. I(h) = ∮

γh
F (x, y)dx به صورت می توان را (٣ . ٣)

گرین١، قضیۀ از استفاده با
I(h) =

∮
γh

q(x, y)dx− p(x, y)dy

= −
∫ ∫

int(γh)
(
∂p

∂x
+
∂q

∂y
)dxdy =

∮
γh

F (x, y)dx

نتیجه در و ∂F
∂y

= (
∂p

∂x
+
∂q

∂y
) آن، در که

F (x, y) =

∫ y

٠
(
∂p

∂x
(x, y) +

∂q

∂y
(x, y))dy

= q(x, y)− q(x, ٠) +
∫ y

٠
∂p

∂x
(x, y)dy.

خطی ترکیب به صورت بتوان را I(h) تابع کنیم فرض
I(h) = α٠I٠(h) + α١I١(h) + · · ·+ αnIn(h) (۴ . ٣)

k = ٠, . . . , n هر برای و دارند بستگی (q و p (ضرایب اولیه پارامتر های به αkها آن، در که نوشت
به می توان را هیلبرت شانزدهم ضعیف شدۀ مسئلۀ صورت، این در .Ik(h) = ∮

γh
fk(x)g(y)dx داریم

Ik(h)ها توسط تولیدشده برداری فضای به متعلق تابع هر منزوی صفرهای تعداد برای بالا کران یک یافتن
١Green’s theorem
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دستگاه یک ⟨I٠(h), . . . , In(h)⟩ برداری فضای پایۀ اینکه اثبات با قویاً نیز مسئله این کرد. تبدیل
می پردازیم. مفهوم این معرفی به بعد بخش در بنابراین است. مرتبط است، چبیشف١

چبیشف دستگاه های .۴
I باز بازۀ روی تحلیلی و خطی مستقل تابع n+ ١ از متشکل F = {f٠, f١, . . . , fn} مجموعۀ

به صورت F (x) ناصفر تابع هر حقیقی صفرهای تخمین مسئلۀ است. مفروض

F (x) = α٠f٠(x) + α١f١(x) + · · ·+ αnfn(x)

را I بازۀ روی تکرار احتساب با F (x) تابع صفرهای تعداد اگر است. کاربرد پر و جذاب مسائل از یکی
دهیم قرار وجود، صورت در و دهیم نشان z(F ) با

Z(F) = max
F∈(spanF)\{٠} z(F ),

.Z(F) = n که می شود جالب تر وقتی مسئله .Z(F) ≥ n که می شود ملاحظه به سادگی آن گاه

است. مفروض I باز بازۀ روی تحلیلی توابع از F = {f٠, f١, . . . , fn} مجموعۀ .١ . ۴ تعریف
خطی ترکیب هر اگر می نامیم I بازۀ روی T−دستگاه) چبیشف٢( دستگاه یک را F مجموعۀ (الف)

به صورت نابدیهی

α٠f٠(x) + α١f١(x) + · · ·+ αnfn(x)

باشد؛ داشته I در متمایز ریشۀ n حداکثر
هر برای اگر می نامیم I بازۀ روی CT−دستگاه) کامل٣( چبیشف دستگاه یک را F مجموعۀ (ب)

باشد؛ I روی چبیشف دستگاه یک {f٠, f١, . . . , fk} ،k = ٠, ١, . . . , n
می نامیم I بازۀ روی ECT−دستگاه) توسعه یافته۴( کامل چبیشف دستگاه یک Fرا مجموعۀ (پ)

به صورت نابدیهی خطی ترکیب هر ،k = ٠, ١, . . . , n هر برای اگر

α٠f٠(x) + α١f١(x) + · · ·+ αkfk(x),

باشد؛ داشته I در تکرار احتساب با ریشه k حداکثر
١Chebyshev ٢Chebyshev system ٣complete Chebyshev system ۴extended complete Chebyshev

system
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نابدیهی خطی ترکیب هر اگر است I بازۀ روی k دقت با چبیشف دستگاه یک F مجموعۀ (ت)
به صورت

α٠f٠(x) + α١f١(x) + · · ·+ αnfn(x)

باشد. I در تکرار احتساب با صفر n+ k دارای حداکثر

این عکس اما هست نیز I روی CT−دستگاه یک I بازۀ روی ECT−دستگاه هر که است روشن
روی {١, x, x٢, . . . , xn} مجموعۀ ECT−دستگاه، یک از مثال معروف ترین نیست. صادق مطلب

مجموعۀ به می توان مثال ها دیگر از است. باز بازۀ هر

{١, log x, x, x log x, x٢, x٢ log x, . . . , xn, xn log x}

مجموعۀ ،(٠,∞) بازۀ روی

{١, cosx, cos ٢x, . . . , cosnx}

مجموعۀ و (٠, π) بازۀ }روی ١
x+ a٠

,
١

x+ a١
, . . . ,

١
x+ an

}
قضیۀ آخرین بیان از پیش .[١٠] کرد اشاره ،a = maxj=٠,...,n(−aj) آن، در که (a,∞) بازۀ روی

نیازمندیم. زیر تعریف به بخش، این

تعریف زیر به صورت x ∈ I نقطۀ در I باز بازۀ روی fn،…،f١،f٠ تحلیلی توابع رونسکین .٢ . ۴ تعریف
می شود:

W [f٠, f١, . . . , fn](x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f٠(x) · · · fn(x)

f ′٠(x) · · · f ′n(x)... ... ...
f
(n)٠ (x) · · · f

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

می دهد. ارائه توابع از مجموعه یک بودن ECT−دستگاه تعیین برای محکی زیر قضیۀ

اگر تنها و اگر   است I بازۀ روی ECT−دستگاه یک {f٠, f١, . . . , fn} مجموعۀ [١٨] .٣ . ۴ قضیه
.W [f٠, f١, . . . , fk](x) ̸= ٠ ،x ∈ I هر و k = ٠, ١, . . . , n هر برای
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آبلی انتگرال های منزوی صفرهای تعداد تخمین برای چبیشف محک .۵
منزوی صفرهای تعداد برای بالا کران یک یافتن با معادل ضعیف شده شانزدهم مسئلۀ که آنجا از
است شده انجام آبلی انتگرال صفرهای تعداد تخمین باب در فراوانی پژوهش های است، (٣ . ٣) در I(h)
اکثر در رفته به کار استدلال های و روش ها می شود). توصیه [٣] مقالۀ مطالعۀ آنها، از برخی مرور (برای
مطالعۀ به نویسندگان آنها، از برخی در مثال، برای است. پیچیده و طولانی بسیار معمولا پژوهش ها، این
پیکار-فوکس٣ معادلات از آمده به دست ریکاتی٢ معادلۀ در صادق مرکزوار١ منحنی هندسی ویژگی های
تحلیلی (ادامۀ مختلط آنالیز از نویسندگان دیگر، برخی در .[١۵ ،٧] می پردازند آبلی انتگرال های با متناظر
می کنند استفاده مسئله بر آمدن فائق برای پیکار-لفشتس۴ فرمول و جبری توپولوژی شناسه)، اصل و
به صورت بتوان را (٣ . ٣) در I(h) کردند فرض [٢۴ ،١٣] مقالات نویسندگان ٢٠١١ سال در .[١٢ ،١١]

،k = ٠, . . . , n هر برای آن، در که نوشت (۴ . ٣)

Ik(h) =

∮
γh

fk(x)g(y)dx. (١ . ۵)

بودن چبیشف تشخیص برای جبری محک یک Ikها در انتگرالده توابع روی شرایطی وضع با سپس
از که معمول روش های به نسبت روش این مزیت دادند. ارائه F = {I٠(h), . . . , In(h)} دستگاه
مطالعۀ برای محض جبری محاسبات از استفاده می کنند، استفاده دیفرانسیلی و انتگرالی پیچیدۀ محاسبات

می پردازیم. محک این مرور به بخش این ادامۀ در این رو از است. آبلی انتگرال های ریشه های تعداد
در موضعی مینیمم یک دارای که باشد تحلیلی تابعی H(x, y) = Φ(x) + Ψ(y) کنیم فرض
که است موجود مبدأ از P محذوف همسایگی صورت، این در است. H(٠, ٠) = ٠ شرط با مبدأ
h٠ ∈ (٠,∞] بنابراین است. شده برگ بندی γh ⊂ {(x, y)|H(x, y) = h} بادامی های توسط
طوق به موسوم تناوبی مدارهای از خانواده یک تشکیل h ∈ (٠, h٠) برای γhها که است موجود چنان
با را y محور بر و (xl, xr) با را x محور بر P تصویر می دهد. (٣ . ١) همیلتونی دستگاه برای تناوبی
x = ٠ در موضعی مینیمم یک دارای Φ و Φ(٠) = ٠ شرایط، این تحت می دهیم. نشان (yl, yr)
و Ψ(٠) = ٠ ترتیب همین به .xΦ′(x) > ٠ داریم x ∈ (xl, xr) \ {٠} هر برای پس است.
موجود σ٢ و σ١ برگردان  های۵ تحلیلی بنابراین .yΨ′(y) > ٠ داریم y ∈ (yl, yr) \ {٠} هر برای
،y ∈ (yl, yr) هر به ازای و Φ(x) = Φ(σ١(x)) ،x ∈ (xl, xr) هر به ازای که به طوری هستند
و σ ◦ σ = Id اگر نامیم برگردان یک را σ نگاشت که می شویم متذکر .Ψ(y) = Ψ(σ٢(y))
فوق، شرایط با نتیجه در است. یکتا ثابت نقطۀ یک با وابرریختی یک برگردان، یک بنابراین .σ ̸= Id

١centroid curve ٢Riccati ٣Picard-Fuchs ۴Picard-Lefschetz ۵involution
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به صورت σ برگردان به نسبت را آن توازن١ ،κ مفروض تابع برای همچنین .σi(٠) = ٠ داریم
Bσ(κ)(x) = κ(x)− κ(σ(x)),

داریم. را زیر قضیۀ اخیر نمادهای با می کنیم. تعریف
می گیریم نظر در (١ . ۵) به صورت را Ik(h) آبلی انتگرال های ،k = ٠, . . . , n هر برای [١٣] .١ . ۵ قضیه
مبدأ حول {Φ(x) + Ψ(y) = h} تراز منحنی از بادامی یک γh ،h ∈ (٠, h٠) هر برای آن، در که
g٠ = g می دهیم قرار باشند. Ψ و Φ با متناظر برگردان های به ترتیب، σ٢ و σ١ کنیم فرض است.
بازۀ روی ECT−دستگاه یک {I٠, I١, . . . , In} صورت، این در .gk+١ =

g′k
Ψ′ می کنیم تعریف و

باشند: برقرار زیر شرایط اگر است (٠, h٠)
باشد؛ (٠, xr) بازۀ روی CT−دستگاه یک {Bσ١(

f٠
Φ′ ),Bσ١(

f١
Φ′ ), . . . ,Bσ١(

fn
Φ′ )} الف)

باشد؛ (٠, yr) بازۀ روی CT−دستگاه یک {Bσ٢(g٠),Bσ٢(g١), . . . ,Bσ٢(gn)} ب)
چنان که است موجود e > ٠ عدد آن، در که Bσ٢(g٠)(y) = o(y٢m(n−١)) باشیم داشته پ)

ψ(y) = e y٢m + o(y٢m).

به شکل همیلتونی تابع گیریم قبلی، فرض های با
H(x, y) = A(x) +B(x)y٢m,

است، مبدأ در موضعی مینیمم یک دارای H فرض، بنابر چون .s ∈ N که g(y) = y٢s−١ و باشد
می توان به سادگی شرط ها این با است. x = ٠ در موضعی مینیمم یک دارای A و B(٠) > ٠ پس
.xA′(x) > ٠ ،x ∈ (xl, xr) \ {٠} هر برای و A(x) > ٠ ،x ∈ (xl, xr) هر برای که کرد ثابت
برای که است موجود چنان σ برگردان بنابراین و است x = ٠ در فرد مرتبۀ از ریشه ای دارای A بنابراین
[١٣] از آن اولِ قسمت که داریم را زیر قضیۀ صورت، این در .A(x) = A(σ(x)) ،x ∈ (xl, xr) هر

است. شده اقتباس [٢۴] از آن دوم قسمت و

است مفروض Ik(h) = ∫
γh
fk(x)y

٢s−١dx آبلی انتگرال های ،k = ٠, . . . , n برای .٢ . ۵ قضیه
حول {A(x) + B(x)y٢m = h} تراز منحنی از بادامی یک γh ،h ∈ (٠, h٠) هر برای آن، در که

فرض با باشد. A با متناظر برگردان ،σ کنیم فرض است. مبدأ

lk = Bσ

( fk

A′B
٢s−١
٢m

)
,

١balance
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آن گاه ،s > m(n − ١) و باشد CT−دستگاه یک (٠, xr) بازۀ روی {l٠, . . . , ln} اگر الف)
است؛ (٠, h٠) بازۀ روی ECT−دستگاه یک {I٠, I١, . . . , In}

روی W [l٠, . . . , ln] باشد، ECT−دستگاه یک (٠, xr) بازۀ روی {l٠, . . . , ln−١} اگر ب)
{I٠, I١, . . . , In} آن گاه ،s > m(n+ k− ١) و باشد ریشه k دارای تکرار احتساب با (٠, xr) بازۀ

است. (٠, h٠) بازۀ روی k دقت با چبیشف دستگاه یک
انتگرال های می توانیم اما نیستند برقرار s > m(n+ k − ١) یا s > m(n− ١) شرایط گاهی
کند. صدق فوق شرایط از یکی در نیاز برحسب تا باشد بزرگ کافی به اندازۀ s آنها در که بیابیم جدیدی آبلی

می شود. ارائه زیر لم در جدید، آبلی انتگرال های این یافتن فرآیند
F تابع و باشد {A(x) + B(x)y٢ = h} تراز منحنی از بادامی یک γh کنیم فرض [١٣] .٣ . ۵ لم

داریم k ∈ N هر برای صورت، این در است. تحلیلی x = ٠ در F
A′ تابع که باشد ∫چنان

γh

F (x)yk−٢dx =

∫
γh

G(x)ykdx

.G(x) = ٢
k

(
BF

A′

)′
(x)−

(
B′F

A′

)
(x) آن، در که

می شود. پیشنهاد [٢٩ ،١٩] نمونه، برای ٢ . ۵ قضیۀ از کاربردهایی مطالعۀ برای

آبلی انتگرال دو نسبت یکنوایی برای محکی .۶
آن، در که نوشت ∑n

k=٠ αkIk(h) به صورت بتوان را (٣ . ٣) آبلی انتگرال می کنیم فرض مجدداً
هم بعد را حالت این هستند. (١ . ۵) به شکل و خطی مستقل Ikها و ثابت αkها ،k = ٠, . . . , n هر برای

می دهیم قرار آن گاه باشد، ناصفر I٠(h) مثلا Ikها از یکی اگر حال می نامیم. n+ ١

u(h) =
I١(h)
I٠(h)

, υ(h) =
I٢(h)
I٠(h)

.

داریم حالت این در زیرا می دهد، نتیجه را ٢ هم بعد در I(h)
I٠(h) یکنوایی ،u(h) یکنوایی

I(h)

I٠(h)
= α٠ + α١

I١(h)
I٠(h)

= α٠ + α١u(h).

یکی اگر همچنین دارد. یکتا ریشۀ یک حداکثر ٢ هم بعد در I(h) آن گاه باشد، یکنوا u(h) اگر بنابراین
نقاط تعداد با ٣ هم بعد حالت در I(h) صفرهای تعداد آن گاه باشد، یکنوا u(h) مثلا υ(h) یا u(h) از
صفحۀ در {(u, y)| y = −α٢υ(h(u))} منحنی و {(u, y)| y = α٠ + α١u} راست خط تقاطع
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ملاحظه مطلب، این اثبات برای است. u = u(h) تابع وارون ،h = h(u) آن، در که است برابر uy
داریم ،I٠(h) ̸= ٠ اینکه فرض با حالت این در که کنید

I(h)

I٠(h)
= α٠ + α١

I١(h)
I٠(h)

+ α٢
I٢(h)
I٠(h)

= α٠ + α١u(h) + α٢υ(h) = ٠.

تعداد تعیین برای آبلی انتگرال دو نسبت یکنوایی بنابراین .α٠ + α١u(h) = −α٢υ(h) نتیجه در
پژوهش هایی لذا است. برخوردار ویژه ای اهمیت از ضعیف شده، هیلبرت شانزدهم مسئلۀ در I(h)صفرهای
برخی مرور (برای است شده انجام آبلی انتگرال دو نسبت یکنوایی اثبات برای روش هایی یافتن مورد در
که محک تابع دو ژنگ٢ و لی١ میلادی، ١٩٩۶ سال در به ویژه می شود). توصیه [١] مقالۀ مطالعۀ آنها، از
این یکنوایی که دادند ارائه می آیند، به دست آبلی انتگرال های در شده ظاهر توابع توسط مستقیم به صورت
واقع در ١ . ۵ قضیۀ که است گفتنی .[٢٠] می دهد نتیجه را آبلی انتگرال دو نسبت یکنوایی محک، توابع
یک [٢٣] در ژائو۴ و لیو٣ ٢٠١٣ سال در است. n + ١ هم بعد به ٢ هم بعد از ژنگ و لی محک تعمیم
برخی که دادند ارائه آبلی انتگرال دو نسبت یکنوایی برای ژنگ و لی محک از مؤثرتر و ساده تر بسیار محک
این محدودیت کرد. حل آن از استفاده با می توان را نیستند بررسی قابل پیشین روش های با که مسائلی
مرور برای است. استفاده قابل نیوتنی دستگاه های برای تنها که است این قبل روش های به نسبت محک

به صورت همیلتونی تابع کنید فرض اخیر، محک
H(x, y) = y٢ +Φ(x) (١ . ۶)

داریم x ∈ (α,A) \ {٠} هر برای و است تحلیلی صفر، شامل (α,A) بازۀ در Φ(x) که باشد
xΦ′(x) > ٠. (٢ . ۶)

کلیت، از شدن کم بدون است. Φ تابع برای موضعی مینیمم یک (٠, ٠) نقطۀ ،(٢ . ۶) شرط به توجه با
γh تراز منحنی h ∈ (٠, h٠) هر برای به طوری که دارد وجود h٠ > ٠ بنابراین .Φ(٠) = ٠ کنیم فرض
γhها اجتماع واقع، در است. {(x, y) : H(x, y) = h} تراز سطح از فشرده مؤلفۀ یک (٠, ٠) حول

نیوتنی دستگاه برای تناوبی طوق یک h ∈ (٠, h٠) برای
ẋ = y, ẏ = −Φ′(x) (٣ . ۶)

شرط با بنابراین .Φ(α) = Φ(A) = h٠ می کنیم فرض کلیت، از شدن کم بدون می دهد. تشکیل
و هستند اکید یکنوای Φ : (a,A) −→ (٠, h٠) و Φ : (α, a) −→ (٠, h٠) نگاشت های ،(٢ . ۶)
١Li ٢Zhang ٣Liu ۴Xiao
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دیگر، عبارت به می دهیم. نمایش υ و µ با به ترتیب را متناظر وارون توابع دارند. تحلیلی وارون نتیجه در
،٠ < h < h٠ هر برای

.α < µ(h) < ٠ < υ(h) < A که Φ(µ(h)) ≡ Φ(υ(h)) ≡ h

حاصل جمع زیرا است، تحلیلی (٠, h٠) بازۀ روی U(h) تابع .U(h) = µ(h) + υ(h) می دهیم قرار

υ(h) و µ(h) موقعیت .٢ شکل

مختل شدۀ دستگاه ،(٣ . ۶) با متناظر حال است. تحلیلی تابع دو
ẋ = y, ẏ = −Φ′(x)− ε(β٠ + β١x)y

صفرهای تعداد بالای کران یافتن به هیلبرت شانزدهم ضعیف شدۀ مسئلۀ صورت، این در می گیریم. نظر در را
دهیم قرار اگر به ویژه می شود. تبدیل I(h) = ∮

γh
(β٠ + β١x)y dx برای منزوی 

I١(h) =
∮
γh

xy dx, I٠(h) =
∮
γh

y dx,

گرین، قضیۀ بنابر که کنید توجه .I(h) = β٠I٠(h) + β١I١(h) آن گاه
I٠(h) =

∫∫
H(x,y)≤h

dxdy

می دهیم قرار است. ناصفر نتیجه در و γh درون محصور ناحیۀ مساحت با برابر I٠(h) یعنی این و

P (h) =
I١(h)
I٠(h)

.

برابر I(h) منزوی صفرهای تعداد بالای کران که می شود نتیجه آن گاه است، یکنوا P (h) دهیم نشان اگر
است. سودمند بسیار زیر محک مورد، این در است. یک با

بازۀ در اگر است. برقرار (٢ . ۶) شرط و (١ . ۶) به صورت H(x, y) تابع کنیم فرض [٢٣] .١ . ۶ قضیه
.(P ′(h) < ٠) P ′(h) > ٠ آن گاه (U ′(h) < ٠) ،U ′(h) > ٠ ،(٠, h٠)
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آن، یکنوایی که است U(h) = µ(h) + υ(h) محک تابع اخیر، قضیۀ در که است ذکر شایان
نمادهای و شرایط تحت را ژنگ و لی محک اگر که است حالی در این می دهد. نتیجه را P (h) یکنوایی

به صورت محک تابع کنیم، بیان اخیر
µ(h)Φ′(υ(h))− υ(h)Φ′(µ(h))

Φ′(υ(h))− Φ′(µ(h))

بود. خواهد
تابع آنها، محک مرور برای دادند. ارائه قبلی محک از تعمیمی [٢٢] در سان٢ و چِن١ لیو، اخیراً
x = ٠ در Φ چون می گیریم. نظر در (٢ . ۶) شرط همچنین و قبل فرض های با را (١ . ۶) همیلتونی
.Φ(x) = Φ(σ(x)) که است موجود (α,A) روی σ تحلیلی برگردان پس دارد، موضعی مینیمم یک
آن، در که می گیریم نظر در را Ik(h) =

∮
γh
fk(x)y dx آبلی انتگرال های k = ٠, ١ برای حال

داریم x ∈ (٠, A) هر برای و fk ∈ C١(α,A)

f١(x)
Φ′(x)

− f١(σ(x))
Φ′(σ(x))

> ٠.
دهیم قرار اگر

ξ(x) =

∫ x
σ(x) f١(t)dt∫ x
σ(x) f٠(t)dt

(۴ . ۶)

داریم: را زیر قضیۀ آن گاه ،P (h) = I١(h)
I٠(h) کنیم فرض قبل مانند و

آن گاه ،(ξ′(x) < ٠) ξ′(x) > ٠ ،x ∈ (٠, A) هر برای اگر اخیر، شرایط تحت [٢٢] .٢ . ۶ قضیه
.(P ′(h) < ٠) P ′(h) > ٠ ،h ∈ (٠, h٠) هر برای

نتیجه را P (h) یکنوایی آن، یکنوایی که است (۴ . ۶) ضابطۀ دارای ξ(x) محک تابع اخیر قضیۀ در
محک تابع کنیم، بیان اخیر نمادهای و شرایط تحت را ژنگ و لی محک اگر که است حالی در این می دهد.

به صورت
f١(x)Φ′(σ(x))− f١(σ(x))Φ′(x)

f٠(x)Φ′(σ(x))− f٠(σ(x))Φ′(x)

دهیم قرار (۴ . ۶) در اگر زیرا است، اخیر محک خاص حالت ژائو و لیو محک همچنین بود. خواهد
است. ژائو و لیو محک تابع نصف که ξ(x) = ١٢(x+ σ(x)) آن گاه ،f١(x) = x و f٠(x) = ١

می کنیم. بررسی را زیر سادۀ مثال ،٢ . ۶ قضیۀ از کاربرد یک به عنوان
١Chen ٢Sun
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دستگاه ،Φ(x) = x٢
٢ − x٣

٣ که H(x, y) = ١٢y٢ +Φ(x) همیلتونی تابع با متناظر .٣ . ۶ مثال

ẋ = y, ẏ = −Φ′(x) = x(x− ١)

تناوبی مدارهای از پیوسته خانوادۀ یک و (١, ٠) در هذلولوی زین یک مختصات، مبدأ در مرکز یک داری
بازۀ x محور بر تناوبی طوق این تصویر است. h ∈ (٠, ١۶) برای γh = {(x, y)|H(x, y) = h}
Φ(x) = که است موجود σ : (− ١٢ , ١) → (− ١٢ , ١) تحلیلی برگردان همچنین است. (− ١٢ , ١)
بنابر می گیریم. نظر در را Ik(h) = ∮

γh
xky dx آبلی انتگرال های k = ٠, ١ برای حال .Φ(σ(x))

تابع که دهیم نشان است کافی ،(٠, ١۶) بازۀ روی P (h) = I١(h)
I٠(h) یکنوایی اثبات برای ،٢ . ۶ قضیۀ

ξ(x) =

∫ x
σ(x) tdt∫ x
σ(x) ١dt =

١
٢(x+ σ(x))

نتیجه در و σ′(x) = Φ′(x)
Φ′(σ(x)) داریم ،Φ(x) = Φ(σ(x)) به توجه با است. یکنوا (٠, ١) بازۀ بر

تابع منظور، این به است. مثبت (٠, ١) بر ξ′(x) که می دهیم نشان حال .٢ξ′(x) = ١ + Φ′(x)
Φ′(σ(x))

داریم x ∈ (− ١٢ , ١) هر برای می گیریم. نظر در را g(x) = ٢Φ(x)− (Φ′(x))٢

g′(x) = ٢Φ′(x)− ٢Φ′(x)Φ′′(x) = ۴x١)٢ − x) > ٠

یعنی g(x)؛ < g(σ(x)) پس − ١٢ < σ(x) < ٠ < x < ١ ،(٠, ١) روی چون و

٢Φ(σ(x))− (Φ′(σ(x)))٢ < ٢Φ(x)− (Φ′(x))٢.

.ξ′(x) > ٠ نتیجه در و |Φ′(σ(x))| > |Φ′(x)| پس ،Φ(x) = Φ(σ(x)) که آنجا از

ضعیف شدۀ مسئلۀ با رابطه در اخیر برجستۀ پژوهش های از کوچکی بخش بر مروری صرفاً مقاله این
آشنایی به می تواند که است مسئله این فعلی وضعیت شدن روشن آن، اصلی هدف و است هیلبرت شانزدهم

شود. منجر دینامیکی دستگاه های در پژوهشی زمینه های فعال ترین از یکی با خوانندگان جزئی هرچند

از همچنین و شد مقاله بهبود موجب آنها ارزندۀ نظرات که مقاله محترم داوران از نگارنده سپاسگزاری:
برای تحریریه، هیئت اعضای دیگر و جهانی پور روح اله دکتر آقای جناب ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ محترم سردبیر

می نماید. قدردانی و تشکر ریاضی، علوم ترویج در آنها صادقانۀ تلاش های
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57 (1985), 111–142.

[5] Chen, L. S., Wang, M. S., The relative position and the number of limit cycles of a quadratic

differential system, Acta Math. Sinica, 22 (1979), 751–758.

[6] Christopher, C., Li, C., Limit Cycles of Differential Equations, Advanced Courses in Mathe-

matics, CRM Barcelona, Birkhäuser Verlag, Basel, 2007.

[7] Dumortier, F., Li, C., Zhang, Z., Unfolding of a quadratic integrable system with two centers

and two unbounded heteroclinic loops, J. Differential Equations, 139 (1997), 146–193.

[8] Dulac, H., Sur les cycles limites, Bull. Soc. Math. France, 51 (1923), 45–188.

[9] Ecalle, J., Introduction aux Fonctions Analysables et Preuve Constructive de la Conjecture de

Dulac (French), Hermann, Paris, 1992.

[10] Gasull, A., Lázaro,J. T., Torregrosa, J., On the Chebyshev property for a new family of func-

tions, J. Math. Anal. Appl., 387 (2012), 631–644

[11] Gautier, S., Gavrilov, L., Iliev, I., Perturbations of quadratic centers of genus one, Discrete

Contin. Dyn. Syst., 25 (2009), no. 2, 511–535.

[12] Gavrilov, L., The infinitesimal 16th Hilbert problem in the quadratic case, Invent. Math., 143

(2001), 449–497.

[13] Grau, M., Mañosas, F., Villadelprat, J., A Chebyshev criterion for Abelian integrals, Trans.

Amer. Math. Soc., 363 (2011), 109–129.

[14] Han, M., Li, J., Lower bounds for the Hilbert number of polynomial systems, J. Differential

Equations, 252 (2012), 3278–3304.

[15] Horozov, E., Iliev, I., On the number of limit cycles in perturbations of quadratic Hamiltonian

systems, Proc. London Math. Soc., 69 (1994), 198–224.

[16] Ilyashenko, Y., Centennial history of Hilbert’s 16th problem, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.),

39 (2002), no. 3, 301–354.

[17] Ilyashenko, Y., Finiteness Theorems for Limit Cycles, American Mathematical Society, Prov-

idence, RI, 1991.



کاظمی رسول کاظمی١١٨ رسول کاظمی١١٨ رسول ١١٨

[18] Karlin, S., Studden, W., Tchebycheff Systems: with Applications in Analysis and Statistics,

Interscience Publishers, 1966.

[19] Kazemi, R., Zangeneh, H. R. Z., Bifurcation of limit cycles in small perturbations of a hyper-

elliptic Hamiltonian system with two nilpotent saddles, J. Appl. Anal. Comput., 2 (2012), no. 4,

395–413.

[20] Li, C., Zhang, Z., A criterion for determining the monotonocity of the ratio of two Abelian

integrals, J. Differential Equations, 124 (1996), 407–424.

[21] Llibre, J., Rodrıguez, G., Configuration of limit cycles and planar polynomial vector fields, J.

Differential Equations, 198 (2004), 374–380.

[22] Liu, C., Chen, G., Sun, Z., New criteria for the monotonicity of the ratio of two Abelian inte-

grals, J. Math. Anal. Appl., 465 (2018), no. 1, 220–234.

[23] Liu, C., Xiao, D., The monotonicity of the ratio of two Abelian integrals, Trans. Amer. Math.

Soc., 365 (2013), no. 10, 5525–5544.

[24] Mañosas, F., Villadelprat, J., Bounding the number of zeros of certain Abelian integrals, J.

Differential Equations, 251 (2011), 1656–1669.

[25] Petrovski, I. G., Landis, E. M., On the number of limit cycles of the equation dy/dx =

P (x, y)/Q(x, y), where P and Q are polynomials of 2nd degree, Mat. Sb. N.S., 79 (1955),

209–250.

[26] Petrovski, I. G., Landis, E. M., On the number of limit cycles of the equation dy/dx =

P (x, y)/Q(x, y), where P and Q are polynomials (Russian), Mat. Sb. N.S., 85 (1957), 149–

168.

[27] Pontryagin, L., On dynamical systems close to Hamiltonian ones, Zh. Exp. & Theor. Phys., 4

(1934), 234–238.

[28] Shi, S. L., A concrete example of the existence of four limit cycles for plane quadratic systems,

Sci. Sinica, 23 (1980), 153–158.

[29] Sun, X., Xi, H., Zangeneh, H. R. Z., Kazemi, R., Bifurcation of limit cycles in small perturba-

tion of a class of Liénard systems, Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg., 24 (2014), no. 1,

1450004, 23 pp.

١٣٩٨/٧/۵ پذیرش: تاریخ ١٣٩٨/٧/۵؛ بازنگری: تاریخ ١٣٩٨/۵/٢٧؛ ارسال: تاریخ
ریاضی علوم دانشکدۀ کاشان، دانشگاه کاظمی: رسول

https://faculty.kashanu.ac.ir/rkazemi/fa تارنما:
r.kazemi@kashanu.ac.ir رایانامه:



Mathematical Culture and Thought

Volume 40, Number 68, Spring/Summer 2021, Pages 101–118

doi: 10.30504/mct.2021.314

Some New Approaches to Hilbert’s Weakened Sixteenth
Problem

R. Kazemi

Department of Pure Mathematics, Faculty of Mathematical Sciences, University of Kashan, Iran

Abstract. Studying the history of science shows the ways and methods of the discov-
erers of science and the factors influencing the success or failure of scientists. It is
expected that the evolution and discovery of scientific subjects will be mentioned in
the textbooks as a written document of the culture of the society that is provided to the
students. Studying the history of mathematics, especially, can play a significant role in
improving the quality of mathematics education. In this article, the margins added to
the text of non-mathematical textbooks with the title ”Readable”, including historical
references, have been critically examined and a number of obvious mistakes in these
sections have been raised and suggestions for their correction have been presented.

Keywords: the weakened Hilbert’s 16th problem, abelian integral, isolated zero, Chebyshev,
monotonicity
Article history: Recieved 18 August 2019; Accepted 27 September 2019
Article type: review

References
[1] Bamon, R., The solution of Dulac’s problem for quadratic vector fields, Ann. Acad. Bros. Cienc., 57

(1985), 111–142.
[2] Chen, L. S., Wang, M. S., The relative position and the number of limit cycles of a quadratic differential

system, Acta Math. Sinica, 22 (1979), 751–758.
[3] Christopher, C., Li, C., Limit Cycles of Differential Equations, Advanced Courses in Mathematics, CRM

Barcelona, Birkhäuser Verlag, Basel, 2007.

1r.kazemi@kashanu.ac.ir

ISSN 1022-6443/© Iranian Mathematical Society under the CC BY-NC-SA 4.0 license



Some New Approaches to Hilbert’s /Kazemi 2

[4] Dumortier, F., Li, C., Zhang, Z., Unfolding of a quadratic integrable system with two centers and two
unbounded heteroclinic loops, J. Differential Equations, 139 (1997), 146–193.

[5] Dulac, H., Sur les cycles limites, Bull. Soc. Math. France, 51 (1923), 45–188.
[6] Ecalle, J., Introduction aux Fonctions Analysables et Preuve Constructive de la Conjecture de Dulac

(French), Hermann, Paris, 1992.
[7] Elahi, D., Zohuri-Zangeneh, h., The relationship of Hilbert’s 16th problem with Abelian integrals and

some methods for checking the uniformity of ratio of Abelian integrals, Mathemarical Culture and
Thought, 32 (2004), 31-44. [in Persian]

[8] Gasull, A., Lázaro,J. T., Torregrosa, J., On the Chebyshev property for a new family of functions, J. Math.
Anal. Appl., 387 (2012), 631–644

[9] Gautier, S., Gavrilov, L., Iliev, I., Perturbations of quadratic centers of genus one, Discrete Contin. Dyn.
Syst., 25 (2009), no. 2, 511–535.

[10] Gavrilov, L., The infinitesimal 16th Hilbert problem in the quadratic case, Invent. Math., 143 (2001),
449–497.

[11] Grau, M., Mañosas, F., Villadelprat, J., A Chebyshev criterion for Abelian integrals, Trans. Amer. Math.
Soc., 363 (2011), 109–129.

[12] Han, M., Li, J., Lower bounds for the Hilbert number of polynomial systems, J. Differential Equations,
252 (2012), 3278–3304.

[13] Horozov, E., Iliev, I., On the number of limit cycles in perturbations of quadratic Hamiltonian systems,
Proc. London Math. Soc., 69 (1994), 198–224.

[14] Ilyashenko, Y., Centennial history of Hilbert’s 16th problem, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 39 (2002),
no. 3, 301–354.

[15] Ilyashenko, Y., Finiteness Theorems for Limit Cycles, American Mathematical Society, Providence, RI,
1991.

[16] Karlin, S., Studden, W., Tchebycheff Systems: with Applications in Analysis and Statistics, Interscience
Publishers, 1966.

[17] Kazemi, R., Zangeneh, H. R. Z., Bifurcation of limit cycles in small perturbations of a hyperelliptic
Hamiltonian system with two nilpotent saddles, J. Appl. Anal. Comput., 2 (2012), no. 4, 395–413.

[18] Li, C., Zhang, Z., A criterion for determining the monotonocity of the ratio of two Abelian integrals, J.
Differential Equations, 124 (1996), 407–424.

[19] Llibre, J., Rodrıguez, G., Configuration of limit cycles and planar polynomial vector fields, J. Differential
Equations, 198 (2004), 374–380.

[20] Liu, C., Chen, G., Sun, Z., New criteria for the monotonicity of the ratio of two Abelian integrals, J.
Math. Anal. Appl., 465 (2018), no. 1, 220–234.

[21] Liu, C., Xiao, D., The monotonicity of the ratio of two Abelian integrals, Trans. Amer. Math. Soc., 365
(2013), no. 10, 5525–5544.

[22] Mañosas, F., Villadelprat, J., Bounding the number of zeros of certain Abelian integrals, J. Differential
Equations, 251 (2011), 1656–1669.

[23] Petrovski, I. G., Landis, E. M., On the number of limit cycles of the equation dy = dx = P (x; y) =
Q(x; y), where P andQ are polynomials of 2nd degree,Mat. Sb. N.S., 79 (1955), 209–250.

[24] Petrovski, I. G., Landis, E. M., On the number of limit cycles of the equation dy = dx = P (x; y) =
Q(x; y), where P and Q are polynomials (Russian), Mat. Sb. N.S., 85 (1957), 149– 168.

[25] Pontryagin, L., On dynamical systems close to Hamiltonian ones, Zh. Exp. Theor. Phys., 4 (1934), 234–
238.

[26] Shi, S. L., A concrete example of the existence of four limit cycles for plane quadratic systems, Sci.
Sinica, 23 (1980), 153–158.



3 Mathematical Culture and Thought, Year 40, Number 68 (Spring/Summer 2021)

[27] Sun, X., Xi, H., Zangeneh, H. R. Z., Kazemi, R., Bifurcation of limit cycles in small perturbation of a
class of Liénard systems, Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg., 24 (2014), no. 1, 1450004, 23
pp.

[28] Zohuri-Zangeneh, H., Asheghi, R., Hilbert’s problems and a look at its sixteenth problem,Mathemarical
Culture and Thought, 34 (2005), 33-47. [in Persian]

[29] Zohuri-Zangeneh, H., Atabeigi, A., Methods of estimating the number of zeros of the Abelian integral,
Mathemarical Culture and Thought, 42 (2008), 75-89. [in Persian]


	1. مقدمه 
	2. قسمت دوم مسئلهٔ شانزدهم هیلبرت 
	3. مسئلهٔ ضعیفشدهٔ شانزدهم هیلبرت 
	4. دستگاههای چبیشف 
	5. محک چبیشف برای تخمین تعداد صفرهای منزوی انتگرالهای آبلی
	6. محکی برای یکنوایی نسبت دو انتگرال آبلی
	مراجع

