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ورآنتروپی از استفاده با دم پهن توزیع های مقایسۀ
گودرزی فرانک

چکیده
ورآنتروپی با آن ارتباط و پیوسته تصادفی متغیر یک برای λ مرتبۀ از رنی اطلاع مقاله، این در
می توان توزیع، یک شکل اندازۀ به عنوان ورآنتروپی گرفتن به کار با همچنین می شود. مطالعه
به کار می شوند، استفاده غالباً که چگالی هایی گوناگون شکل های و دم ها مقایسه برای را آن
به می توان توزیع ها این میان در نیست. اجرا قابل معمول کشیدگی اندازۀ که حالی در برد
و لوی کرامر، کُشی، آزادی، درجۀ هر با استودنت تی توزیع مانند دم پهن توزیع های از بسیاری
اشاره دیریکله و تی نرمال، توزیع های به می توان چندمتغیره حالت در همچنین کرد. اشاره بر

نمود.

سرآغاز .١
قبیل از مختلف علوم در ویژه ای جایگاه از اطلاع، نظريۀ زيربنای به عنوان شانون آنتروپی اندازۀ
برخوردار زلزله شناسی و زیست شناسی آب، مهندسی ارتباطات، نظریۀ بیمه، اقتصاد، احتمال، آمار، فیزیک،
مقدار متوسط یا عدم حتمیت از اندازه ای و شد مطرح شانون١ کلود توسط بار نخستین اندازه، این است.
به صورت پیوسته تصادفی متغیرهای برای شانون آنتروپی می داد. نشان را تصادفی متغیر یک از اطلاع

می نامند: تفاضلی آنتروپی را آن حالت، این در که می شود تعریف زیر

ورآنتروپی. رنی؛ اطلاع کشیدگی؛ پهن؛ دم های کلیدی. کلمات و عبارات
١Claude Shannon
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آن آنتروپی آن گاه باشد، f(x) احتمال چگالی تابع با پیوسته تصادفی متغیر یک X اگر .١ . ١ تعریف
از است عبارت

h(X) = −
∫ ∞

−∞
f(x) ln f(x)dx = −E[ln f(X)]. (١ . ١)

باشد. نیز منفی می تواند تفاضلی آنتروپی مقدار که است بدیهی

استفاده آن عدم حتمیت اندازه گیری برای h(X) از می توان آن گاه باشد، دستگاه یک عمر Xطول اگر
آنتروپی واریانس طریق از آنتروپی، از اطلاع محتوای انحراف برآورد مطالعۀ برای متداول مسئلۀ یک کرد.
محتوای انحراف دوم توان میانگین ورآنتروپی واقع، در می شود. خوانده ورآنتروپی١ به اختصار که است

است. h(X) آنتروپی از h̃(x) = (− ln f(x)) اطلاع

صورت، این در باشد. f چگالی تابع و حقیقی مقادیر با تصادفی متغیر یک X کنیم فرض .١ . ٢ تعریف
از است عبارت ورآنتروپی

Var[− ln f(X)] =

∫ ∞

−∞
f(x)(ln f(x))٢dx−

(∫ ∞

−∞
f(x) ln f(x)dx

)٢
. (١ . ٢)

همان طور کنید توجه داد. تعمیم نیز چندمتغیره حالت برای می توان را بالا تعریف های که است بدیهی
چگالی به تنها و نیستند وابسته X تحقق به ورآنتروپی و آنتروپی می شود، ملاحظه بالا تعریف های در که

آن گاه باشد، f چگالی تابع با و Rn در مقادیری با تصادفی بردار یک X اگر بنابراین دارند. بستگی f

h(X) = −
∫
Rn

f ln f, V (X) = Var(ln f(X)) =

∫
Rn

f(ln f)٢−
(∫

Rn

f ln f

)٢
.

است ناوردا Rn آفین تبدیل هر تحت h̃(X)−h(X) اختلاف توزیع که دادند نشان [٣] مادیمان و بابکو
.(T : Rn → Rn وارون پذیر آفین نگاشت هر برای h̃(TX)−h(TX) = h̃(X)−h(X) (یعنی
بود. نخواهد ناوردا آفین تبدیلات تحت آنتروپی آنکه حال است، ناوردا آفین V (X) ورآنتروپی بنابراین
توزیع به تنها آنها که می شود ناشی حقیقت این از V (X) و h(X) دوی هر برای ناوردایی دیگر نوع
یکسانی حجم زیرسطحی مجموعه های که شود تعدیل طوری f اگر که به طوری دارند بستگی ln f(X)

کاهشی آرایش تجدید f∗ اگر که می دهد نشان این می مانند. باقی تغییر بدون مقادیر این کنند، حفظ را
آن گاه شود، توزیع f∗ چگالی طبق بر X∗ و باشد f از متقارن کروی به طور
h(X) = h(X∗), V (X) = V (X∗).

١varentropy
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آنتروپی توانی نامساوی های گسترش در کلیدی عنصر یک آرایش، تجدید از ناشی آنتروپی ناوردایی
است. [١٧] مادیمان و وانگ در تظریف شده

داریم. اصطلاحات برخی تعریف  به نیاز مقاله، این اصلی مطالب بیان از قبل

در Xباشد. ∼ F (x;µ) ،µ پارامتر با F توزیع تابع Xدارای تصادفی متغیر کنیم فرض .١ . ٣ تعریف
است؛ µ از مستقل F٠ آن، در که Z = X − µ ∼ F٠(z) اگر است مکان پارامتر یک µ صورت، این

.F (x;µ) = F٠(x− µ) یعنی

اگر است مقیاس پارامتر یک σ صورت، این در .X ∼ F (x;σ) کنیم فرض .۴ . ١ تعریف
Z = X/σ ∼ F٠(z)

.F (x;σ) = F٠(x/σ) یعنی است؛ σ از مستقل F٠ آن، در که

گوییم ١ دم پهن R روی را F توزیع باشد. F توزیع تابع با تصادفی متغیر Xیک کنیم فرض .۵ . ١ تعریف
.∫∞

−∞ etxdF (x) = ∞ ،t > ٠ هر برای اگر

کرد. معرفی زیر به صورت را پایدار توزیع های [۵] فلر

و باشد F توزیع تابع با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای . . . ،X٢ ،X١ ،X اگر .۶ . ١ تعریف
n ∈ N هر برای اگر است پایدار) (اکیداً پایدار F ناتباهیدۀ توزیع گوییم ،Sn = X١ + · · · + Xn

.(Sn
d
= cnX)Sn

d
= cnX + γn که به طوری باشند داشته وجود γn و cn > ٠ عددهای

می توان آنها جملۀ از که است شده ارائه پایدار توزیع برای نیز دیگری تعریف های بالا، تعریف بر علاوه
کرد. اشاره است، شده ذکر [١٣] نولان در که زیر تعریف به

به صورت آن مشخصۀ تابع اگر تنها و اگر است پایدار توزیع دارای X تصادفی متغیر .١ . ٧ تعریف

E exp(itX) =

exp(−σα|t|α[١ − iβ tan πα٢ (sign(t))] + iµt) α ̸= ١
exp(−σ|t|[١ + iβ ٢

π (sign(t)) log |t|] + iµt) α = ١
(١ . ٣)

−١ ≤ β ≤ ١ ،X تصادفی متغیر مشخصۀ نمای یا پایداری شاخص ٠ < α ≤ ٢ آن، در که باشد
است. مکان پارامتر µ ∈ R و مقیاس پارامتر σ ∈ R+ چولگی، پارامتر

١heavy tailed
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که به طوری باشد σ و µ ،β ،α پارامترهای با پایدار توزیع داری X اگر که کرد بیان [١٣] نولان

آن گاه ،−١ < β ≤ ١ و ٠ < α < ٢

P (X > x) ∼ σαcα(١ + β)x−α, x→ ∞

،−١ ≤ β < ١ برای که کرد بیان او همچنین .cα = sin(πα٢ )Γ(α)/π آن، در که

P (X < −x) ∼ σαcα(١ − β)x−α, x→ ∞.

اصلی نتایج .٢
به صورت f(x) چگالی تابع با پیوسته تصادفی متغیر یک برای λ مرتبۀ از رنی اطلاع

IR(λ) = (١ − λ)−١ ln
(∫

R
fλ(x)dx

)
که به طوری می شود، تعریف λ ̸= ١ برای

lim
λ→١ IR(λ) = −

∫
R
f(x) ln f(x)dx.

،[١٠] همکاران و مورالس ،[١۴] رنی جمله از پژوهشگران از بسیاری توسط رنی آنتروپی ویژگی های
به عنوان شده اند. مطالعه [۶] همکاران و گلشنی و [١] برچر ،[١٢ ،١١] زگرافوس و ناداراجا ،[١۵] سانگ
سودمندی اطلاعات λ به نسبت آن نمودار رسم با و می شود نامیده رنی١ اطلاع طیف IR(λ) ،λ از تابعی
وجود λ خاص مقدارهای برخی با متناظر طیف از استفاده به زیادی علاقۀ کاربردها در می آید. به دست
مورد [٨] اقتصادی٢ تنوع اندازۀ به عنوان غالباً ٢ مرتبۀ از رنی اطلاع گسستۀ نسخۀ مثال، برای دارد.
که است علوم در اطلاع یا عدم حتمیت اندازه های کاربردترین پر از یکی اندازه این می گیرد. قرار استفاده
لگاریتم انتظار مورد مقدار منفی با برابر زیرا است، توجیه قابل درستنمایی لگاریتم دیدگاه از آماری نظر از
طیف، گرادیان از استفاده با بلکه می سازد، منتقل را سودمند اطلاعات نه تنها طیف، است. درستنمایی
را طیف گرادیان واقع، در داد. پیوند یکدیگر به را رنی اطلاع و درستنمایی لگاریتم می توان ،İR(λ)

و خوش تعریف ∫
fλ(x)dx نظیر استفاده مورد کمیت های که صورتی در می کنیم؛ مقداریابی λ = ١ در

λ = ١ دادن قرار سپس و λ به نسبت IR(λ) از مشتق گیری با آن گاه باشند، مجاز مشتق عملگرهای
١spectrum ٢economic diversity
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می آوریم به دست

İR(١) = lim
λ→١

(١ − λ)(
∫
fλ(x)dx)−١ ∫ fλ(x) ln f(x)dx+ ln

∫
fλ(x)dx

(١ − λ)٢

= lim
λ→١

(
−
∫
fλ(x) ln f(x)dx∫

fλ(x)dx

+(١ − λ)
(
∫
fλ(x)(ln f(x))

٢
dx)(

∫
fλ(x)dx)− (

∫
fλ(x) ln f(x)dx)٢

(
∫
fλ(x)dx)٢

+

∫
fλ(x) ln f(x)dx∫

fλ(x)dx

)/{
− ١)٢ − λ)

}
= − ١

٢ lim
λ→١

{∫
fλ(x)(ln f(x))٢dx∫

fλ(x)dx
−

(∫
fλ(x) ln f(x)dx∫

fλ(x)

)٢}

= − ١
٢Var[ln f(X)].

شکل Lf = −٢İR(١) ورآنتروپی آن گاه بدانیم، پراکندگی یا تمرکز احتمال اندازۀ را آنتروپی اگر
به که است مثبت تابعکی Lf اینکه مشاهدۀ با موضوع این .[٢] می گیرد اندازه را توزیع یک ذاتی
f(x) = آن، در که Lf = Lg یعنی است؛ بررسی قابل نیست، وابسته مقیاس و مکان پارامترهای

.σ−١g((x− µ)/σ)

که گوناگونی چگالی های شکل های مقایسۀ در ورآنتروپی باشد، متناهی f(x) چهارم گشتاور اگر
چهارمین µ۴ آن، در که B٢ = µ۴

σ۴ ) کشیدگی اندازۀ به شبیه نقشی آنکه ضمن می شوند، استفاده غالباً
ورآنتروپی پس می گیرد. اندازه نیز را توزیع ها دم های سنگینی بلکه می کند، بازی است) مرکزی گشتاور
اندازه به کارگیریِ مشکلات از یکی می گیرد. اندازه باشد، آن اندازه گیری به قادر کشیدگی که را آنچه از بیش
است ممکن چهارم گشتاور هستند، پهن توزیع دم های وقتی موقعیت ها از بسیاری در که است این کشیدگی
t توزیع توجه، جالب و نوعی مثال یک نباشد. موجود میانگین است ممکن بدتر، حتی یا نباشد موجود
تصور دم ها سنگینی اندازه گیری برای اغلب که کشیدگی اندازۀ که به طوری است آزادی درجۀ v ≤ ۴ با
رخ عمل در که شرایطی بیشتر در همواره تقریباً Lf شکل اندازۀ نیست. مناسب موقعیت این در می شود،
با توزیع هایی برای می تواند و ندارد نیاز را تقارن فرض قبیل از محدودیت هایی و است مناسب می دهد،
خانوادۀ یک برای را Lf اندازۀ بتوانیم اینکه برای رود. به کار پارتو یا لوی کرامر، کُشی، نظیر پهن دم های
را کار این کنیم. محاسبه را درستنمایی لگاریتم دوم گشتاور و آنتروپی که است لازم کنیم، تعیین پارامتری
و λ به نسبت آن از مشتق گیری بار دو و I (λ) =

∫
fλ(x)dx اطلاع مولد تابعک معرفی با می توان

داد. انجام λ→ ١ وقتی حد تعیین سپس
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احتمال چگالی تابع دارای که را آزادی درجۀ v > ٠ با t توزیع .٢ . ١ مثال

f(x) =
١

(vπ)١/٢
Γ(v/٢ + ١٢)
Γ(v/٢)

(
١ + x٢

v

)−(v+١)/٢
, −∞ < x <∞

بر t توزیع ،v = ١ برای و است موجود n < v برای تنها nاُم گشتاور که می دانیم بگیرید. نظر در است،
توزیع اطلاع مولد تابع λ > ١١+v برای ندارد. وجود میانگین حتی که به طوری است منطبق کُشی توزیع

با است برابر t

I (λ) =

∫ ∞

−∞

١
(vπ)λ/٢

Γλ(v/٢ + ١٢)
Γλ(v/٢)

(
١ + x٢

v

)−(v+١)λ/٢
dx

= (πv)(١−λ)/٢
{
Γ(v/٢ + ١٢)
Γ(v/٢)

}λ
Γ(vλ/٢ + λ/٢ − ١٢)

Γ(vλ/٢ + λ٢ )

با است مساوی رنی اطلاع طیف و

IR(λ) =
١

١ − λ
ln

{
B(vλ/٢ + λ/٢ − ١٢ , ١٢)

Bλ(v/٢, ١٢)

}
+

١
٢ ln(v)

از است عبارت طیف مشتق و است بتا تابع B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β) آن، در که

˙IR(λ) = (ln{B(vλ/٢ + λ/٢ − ١
٢ ,

١
٢)/B(v/٢, ١

٢)}

+
١
١)٢ − λ)(v + ١){ψ(vλ/٢ + λ/٢ − ١

٢)
−ψ(vλ/٢ + λ/١)/({(٢ − λ)٢

بنابراین است. گاما دو تابع ψ(x) = d
dx ln Γ(x) آن، در که

Lf (v) = lim
λ→١

١
۴(v + ٢(١

{
ψ̇

(
vλ

٢ +
λ

٢ − ١
٢
)
− ψ̇

(
vλ

٢ +
λ

٢
)}

=
١
۴(v + ٢(١

{
ψ̇
(v

٢
)
− ψ̇

(
v + ١

٢
)}

(٢ . ١)

داریم کُشی توزیع برای به ویژه است. گاما سه تابع ψ̇(x) = d٢
dx٢ ln Γ(x) آن، در که

Lf (١) = ψ̇

( ١
٢
)
− ψ̇(١) = ٢ζ(٢) = π٢/٣
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مشابه به طور کنید. مراجعه [٧] به بیشتر، جزئیات مطالعۀ برای است. ریمان زتای تابع ζ(s) آن، در که
می آوریم به دست v = ٢, ٣, ۴, ۵ برای

Lf (٢) = ٩ − ٣
۴π

نیست)٢ موجود واریانس اما دارد، وجود ,(میانگین

Lf (٣) = ۴
٣π

٢ − موجودند)١٢ واریانس و ,(میانگین

Lf (۴) = ٧٧۵
٣۶ − ٢۵

١٢π
هستند)٢ متناهی نخست گشتاور ,(سه

Lf (۵) = ٣π٢ − ١١۵
۴ هستند) متناهی نخست گشتاور .(چهار

می یابد: کاهش v افزایش با Lf (v) اندازۀ که است جالب

Lf (١) ≈ ٣٫٢٨٩٩,Lf (٢) ≈ ١٫۵٩٧٨,Lf (٣) ≈ ١٫١۵٩۵,

Lf (۴) ≈ ٠٫٩۶۶١,Lf (۵) ≈ ٠٫٨۵٨٨

فرمول های از استفاده با واقع، در می شوند. باریکتر دم ها می یابد، افزایش v وقتی زیرا است، منطقی که
برای Lf اندازه با متناظر که limv→∞ Lf (v) =

١٢ که داد نشان می توان گاما سه تابع برای مجانبی
توزیع مثلا با را کُشی نمی توان حتی بریم، به کار را کشیدگی اندازۀ اگر که کنید توجه است. نرمال توزیع
کشیدگی، ملاک از استفاده با همچنین ندارد. وجود کُشی چگالی برای کشیدگی چون کرد، مقایسه لاپلاس
هستند، دم ها برحسب یکسانی سنگینی دارای v = ۶ با استودنت t توزیع و لاپلاس توزیع که کرد ادعا باید

اما B٢ = ۶ توزیع دو هر برای زیرا

Lf (۶) = ۴٩
۴ {ψ̇(٣)− ψ̇(٧/٢)} =

١۴٧٩٣١
٣۶٠٠ − ۴٩π٢

١٢ ≈ ٠٫٧٩١٠۶.

نتیجه می توان و Lf = ١ لاپلاس توزیع برای که داد نشان می توان جبری سادۀ محاسبات انجام از پس
است. پهن تری دم دارای ۶ آزادی درجۀ با t توزیع با مقایسه در لاپلاس توزیع که گرفت

باشد: زیر چگالی تابع با کرامر توزیع دارای X تصادفی متغیر کنیم فرض .٢ . ٢ مثال

f(x) =
θ

١)٢ + θ|x|)٢ , −∞ < x <∞, θ > ٠.



گودرزی ف. گودرزی١٢۶ ف. گودرزی١٢۶ ف. ١٢۶
با است برابر رنی اطلاع طیف متغیر، تغییر و تقارن از استفاده با ندارد. وجود کرامر توزیع برای کشیدگی

IR(λ) =
١

١ − λ
ln

(∫ ∞

−∞

θλ

٢λ(١ + θ|x|)٢λdx
)

=
١

١ − λ
ln

(∫ ∞

٠
θλ

٢λ−١)١ + θy)٢λdy
)

=
١

١ − λ
ln

{
θλ

٢λ−١ .
١

θ(٢λ− ١)
}

= ln
(٢
θ

)
− ln(٢λ− ١)

١ − λ

است: زیر به صورت طیف مشتق و

İR(λ) =
٢(λ− ٢)(١λ− ١−(١ − ln(٢λ− ١)

(١ − λ)٢

است. کُشی توزیع از پهن تر کرامر توزیع این رو از .Lf = limλ→١ ۴
(٢λ−١)٢ = ۴ که به طوری

استاندارد براونی حرکت که است زمانی اولین توزیع با مساوی که است لوی توزیع دربارۀ سوم مثال
می رسد. a > ٠ تراز به

باشد: زیر چگالی تابع با لوی توزیع دارای X تصادفی متغیر کنیم فرض .٢ . ٣ مثال

f(x) =
( σ

٢π
)١/٢ ١

(x− µ)٣/٢ exp

{
− σ

٢(x− µ)

}
چون است. x > µ آن، در که

ϕX(t) = eiµt−
√
−٢iσt = eiµt−|σt|١/٢

(١ − i sign(t)),

توجه است. α = ١٢ پایداری شاخص و µ مکان پارامتر ،σ مقیاس پارامتر با پایدار توزیع یک این پس
سودمند بالا تغییرپذیری مدل بندیِ برای توزیع این اما هستند نامتناهی گشتاور، دومین و اولین که کنید
توانی تابع یک به شبیه لوی توزیع دم کُشی، توزیع به شبیه است. مجاز بزرگ نوسانات برای زیرا است،
استفاده و متغیر تغییر با اکنون است. ملایم تر خیلی کُشی توزیع به نسبت کاهش، این اما می یابد کاهش

،λ > ٢٣ برای که داد نشان می توان گاما، توزیع چگالی از

IR(λ) = ln
(σ

٢
)
+

١
١ − λ

{
ln

Γ(٣٢λ− ١)
Γλ( ١٢)

−
(٣

٢λ− ١
)
lnλ

}



١٢٧ دم پهن توزیع های ١٢٧مقایسۀ دم پهن توزیع های ١٢٧مقایسۀ دم پهن توزیع های مقایسۀ

کاربرد پر چگالی های .١ جدول

ها محدودیت f(x) نام
α > ٠, β > ٠, ٠ < x < ١ xα−١(١−x)β−١

B(α,β) بتا
−∞ < µ <∞, σ > ٠ ١

πσ{١+( x−µ
σ )

٢}
کُشی

−∞ < x <∞, θ > ٠ θ
٢(١+θ|x|)٢ کرامر

α > ٠, x > ٠ α exp{−αx} نمایی
k > ٠,m > ٠, x > ٠ ( k

m )
k/٢

x(k−٢)/٢
B( k٢ ,m٢ )(١+ k

mx)(k+m)/٢ F

α > ٠, β > ٠, x > ٠ αβxβ−١ exp{−αx}
Γ(β) گاما

−∞ < α <∞, β > ٠ β−١e−(x−α)/β exp{−e−(x−α)/β} گامبل
−∞ < x, µ <∞, σ > ٠ ١

٢١/٢σ exp{−٢١/٢|x− µ|/σ} لاپلاس
x > µ ( σ٢π )١/٢ ١

(x−µ)٣/٢ exp{− σ
٢(x−µ)} لوی

−∞ < x, µ <∞, σ > ٠ π
σ٣١/٢

e−π(x−µ)/(σ٣١/٢)
(١+e−π(x−µ)/(σ٣١/٢))٢ لجستیک

ρ > ٠, τ > ٠, x > ٠ τxτ−١ρτ
(١+(ρx)τ )٢ لجستیک لگ

ρ > ٠, τ > ٠, x > ٠ ١
(٢π)١/٢τx exp{−

log٢(ρx)
٢τ ٢ } نرمال لگ

−∞ < x, µ <∞, σ > ٠ ١
(٢π)١/٢σ exp{− (x−µ)٢

٢σ٢ } نرمال
|x| < δ, κδ٣ = ٣/۴ κ(δ٢ − x٢) سهموی
x > β, α > ٠, β > ٠ αβαx−(α+١) پارتو
−∞ < x <∞, δ > ٠ δ

٢(١+δ−١)Γ(١/δ) exp{−
١
٢ |x|δ} توانی نمایی

υ > ٠ ١
(υπ)١/٢

Γ(υ/٢+ ١٢ )
Γ(υ/٢) (١ + x٢

υ )
−(υ+١)/٢ استودنت تی

α > ٠
 ٢x/α ٠ ≤ x ≤ α,

٢(١−x)
١−α α ≤ x ≤ ١, مثلثی

α < x < β ١
β−α یکنواخت

١ + βx > ٠ (١ + βx)
−(١+β−١)

exp{−(١ + βx)
−β−١

} میزس فون
α > ٠, β > ٠, x > ٠ βαβxβ−١ exp{−(αx)β} وایبول

و

˙IR(λ) =
٣
٢ (١ − λ)ψ( ٣

٢λ− ١) + ln{Γ( ٣
٢λ− ١)/(λ١/٢Γ( ١

٢ ))}+ (٣λ− ٢)(λ− ١)/(٢λ)
(١ − λ)

٢ .



گودرزی ف. گودرزی١٢٨ ف. گودرزی١٢٨ ف. ١٢٨
بنابراین

Lf (لوی) = −٢ lim
λ→١

˙IR(λ) = lim
λ→١

{٩
۴ ψ̇

(٣
٢λ− ١

)
− ٣λ+ ٢

٢λ٢

}
=

٩
۴ ψ̇

( ١
٢
)
− ۵

٢ =
٩π٢
٨ − ۵

٢ .

رنی اطلاع طیف .٢ جدول

IR(λ) نام
(١ − λ)−١ ln B(λ(α−١)+١,λ(β−١)+١)

Bλ(α,β)
بتا

lnσ − λ
١−λ lnπ + (١ − λ)−١ lnB( ١

٢ , λ− ١
٢ ) کُشی

ln( ٢
θ )− (١ − λ)−١ ln (٢λ− ١) کرامر
− ln(αλ)− λ

١−λ ln(λ) نمایی
(١ − λ)−١ ln B( ١٢λ(k−٢)+١, ١٢λ(m+٢)−١)

Bλ( k٢ ,m٢ )
− ln( km ) F

(١ − λ)−١ ln Γ(λ(β−١)+١)
Γλ(β)

− λβ
١−λ lnλ− ln(αλ) گاما

ln(β)− λ
١−λ ln(λ) + (١ − λ)−١ ln(Γ(λ)) گامبل

١
٢ ln(٢σ٢)− (١ − λ)−١ ln(λ) لاپلاس

ln(σ٢ ) +
١

١−λ{ln
Γ( ٣٢λ−١)
Γλ( ١٢ )

− ( ٣
٢λ− ١) lnλ} لوی

(١ − λ)−١ lnB(λ, λ)− ١
٢ ln(

π٢
٣σ٢ ) لجستیک

(١ − λ)−١ lnB((λ− ١)( ١
τ + ١) + ١, λ(١ − ١

τ ) +
١
τ )− ln(τρ) لجستک لگ

(١+λ٢)τ ٢
٢λ(١−λ) − ١

١−λτ ٢ − ١
٢(١−λ) lnλ+ ١

٢ ln(
٢πτ ٢
ρ٢ ) نرمال لگ

١
٢ ln(٢πσ٢)− ١

٢ (١ − λ)−١ lnλ نرمال
ln(δ) + λ

١−λ ln( ٣
۴ ) + (١ − λ)−١ lnB(λ+ ١, ١/٢) سهموی

λ
١−λ lnα− (١ − λ)−١ ln{(١ + α)λ− ١}+ lnβ پارتو

ln{٢(١+δ−١)Γ(١ + δ−١)} − ln(λ)
(١−λ)δ توانی نمایی

١
١−λ ln{B(υλ/٢+λ/٢− ١٢ , ١٢

Bλ(υ/٢, ١٢ )
}+ ١

٢ ln(υ) استودنت تی
λ

١−λ ln ٢ − (١ − λ)−١ ln(١ + λ) مثلثی
ln(β − α) یکنواخت

β ln(λ)− λ
١−λ ln(λ) + (١ − λ)−١ ln(Γ((λ− ١)(β + ١) + ١)) میزس فون

(١ − λ)−١ ln Γ(λ− λ−١
β )− λ

λ−١ lnλ− ln(αβλβ) وایبول



١٢٩ دم پهن توزیع های ١٢٩مقایسۀ دم پهن توزیع های ١٢٩مقایسۀ دم پهن توزیع های مقایسۀ

رفتار x → ∞ وقتی x−α به شبیه لوی توزیع برای دمی احتمالات شد، ذکر قبلا که همان طور
با مقایسه در که Lf (لوی) ≈ ٨٫۶٠٣٣ می دهد نتیجه بالا محاسبۀ .α = ١٢ اینجا در که می کند
دم های از پهن تر خیلی لوی توزیع دم های که می دهد نشان ،Lf (کرامر) = ۴ و Lf (کُشی) ≈ ٣٫٢٨٩٩
متناظر Lf ,پارتو) α) = (١ + ١/α)٢ با را این است جالب همچنین هستند. کرامر و کُشی توزیع های
x→ ∞ وقتی x−α توانی توزیع به شبیه همچنین دم ها آن، در که کنیم مقایسه α پارامتر با پارتو توزیع با
نشان که Lf ,پارتو) ١٢) = ٩ ،α = ١٢ وقتی که کنید مشاهده ببینید). را ٣ و ١ (جداول می یابد کاهش
با مشابه جالب کاربردهای برخی در می گیرد. اندازه را توزیع ها دم های پهنی Lf زیادی، حد تا می دهد
چنین در است. R+ = (٠,∞) مانند تکیه گاهی دارای و نیست متقارن زیربنایی چگالی مثال، این
چگالی همواره می توان دهیم، انجام مفیدتری مقایسۀ متقارن چگالی های بین بخواهیم اگر موقعیت هایی،

توسط را f(x)
f∗(x) =

١
٢{f(x)I(x > ٠) + f(−x)I(x < ٠)}

دهد. تغییر عدم حتمیت بجز را زیربنایی توزیع اصلی شکل نباید متقارن سازی بنابراین ساخت. متقارن
که حالی در Lf = Lf∗ یعنی نمی دهد؛ تغییر را Lf اندازۀ متقارن سازی که می دهیم نشان واقع، در

که می دانیم ابتدا در داد. خواهد افزایش ln ٢ مقدار به را f (عدم حتمیت) آنتروپی

Lf∗ = lim
λ→١

{∫∞
−∞(f∗(x))λ(ln f∗(x))٢dx∫∞

−∞(f∗(x))λdx
−

(∫∞
−∞(f∗(x))λ ln f∗(x)dx∫∞

−∞(f∗(x))λdx

)٢
}
.

(٢ . ٢)
طرفی، ∫از ∞

−∞
(f∗(x))λ(ln f∗(x))٢dx =

∫ ٠

−∞
(

١
٢f(−x))

λ(ln
١
٢f(−x))

٢dx

+

∫ ∞

٠
(

١
٢f(x))

λ(ln
١
٢f(x))

٢dx (٢ . ٣)

= (
١
٢)

λ−١
∫ ∞

٠
(f(x))λ[ln f(x)− ln ٢[٢dx.

که داد نشان می توان مشابه ∫به طور ∞

−∞
(f∗(x))λ ln f∗(x)dx = (

١
٢)

λ−١ ∫ ∞

٠
(f(x))λ ln(

١
٢f(x))dx

= (
١
٢)

λ−١ ∫ ∞

٠
(f(x))λ(ln f(x)− ln ٢)dx. (۴ . ٢)



گودرزی ف. گودرزی١٣٠ ف. گودرزی١٣٠ ف. ١٣٠

Lf اندازه های .٣ جدول
Lf (λ) اندازه های آنتروپی نام

(α− ٢(١ψ̇(α) + (β − ٢(١ψ̇(β) lnB(α, β) − (α− ١)(ψ(α) − ψ(α+ β)) بتا
−(α− ١ + β − ٢(١ψ̇(α+ β) −(β − ١)(ψ(β) − ψ(α+ β))

π٢/٣ ln(۴πσ) کُشی
۴ ٢ + ln( ٢

θ ) کرامر
١ ١ − ln(α) نمایی

(k−٢)٢
۴ ψ̇(k/٢) + (m+٢)٢

۴ ψ̇(m/٢) ln[B(k/٢,m/٢)m/k] + (١ − k/٢)ψ(k/٢) F

− (k+m)٢
۴ ψ̇( k+m

٢ ) −(١ +m/٢)ψ(m/٢) + (k +m)/٢ψ( k+m
٢ )

(β − ٢(١ψ̇(β) − β + ٢ ln
Γ(β)
α − (β − ١)ψ(β) + β گاما

π٢/۶ − ١ ln(β) − ψ(١) + ١ گامبل
٩π٢/٨ − ۵/٢ ١٢ ln(١۶πeσ٢) + ٣٢γ لوی

۴ − π٢/٣ ٢ − ln π
σ
√٣ لجستیک

π٢
٣ ( ١

τ٢ − ١) + ۴ ٢ − ln(τρ) لجستیک لگ
τ ٢ + ١٢ ١٢ ln(٢πeτ ٢) − ln(ρ) نرمال لگ

١٢ ١٢ ln(٢πeσ٢) نرمال
٣١/٩ − π٢

٣ ln(δ/٣) + ۵/٣ سهموی
(١ + ١/α)٢ ln(β/α) + ١/α+ ١ پارتو

١
δ ln{٢(١+δ−١)Γ(١ + δ−١)} + ١/δ توانی نمایی

(υ+١)٢
۴ {ψ̇( υ٢ ) − ψ̇( υ+١

٢ )} υ+١
٢ {ψ( υ٢ + ١٢ ) − ψ( υ٢ )} + ١٢ ln{υB٢(υ/٢, ١/٢)} استودنت تی

١/۴ ١/٢ − ln ٢ مثلثی
٠ ln(β − α) یکنواخت

π٢
۶ (β + ٢(١ − ٢β − ١ ١ + γ(١ + β) میزس فون

π٢
۶ (١ − β−٢(١ + ٢β−١ − ١ ١ + γ(١ − β−١) − ln(αβ) وایبول

همچنین
∫ ∞

−∞
(f∗(x))λdx = (

١
٢)

λ−١
∫ ∞

٠
(f(x))λdx. (۵ . ٢)

می آوریم به دست ،(٢ . ٢) در (۵ . ٢) و (۴ . ٢) ،(٢ . ٣) راست سمت جایگذاری با

Lf∗ = lim
λ→١

١∫∞
٠ fλ(x)dx

{∫ ∞

٠
(f(x))λ(ln f(x))٢dx

+ (ln ٢(٢
∫ ∞

٠
(f(x))λdx− ٢ ln ٢

∫ ∞

٠
(f(x))λ ln f(x)dx

}
− lim

λ→١
١

(
∫∞

٠ fλ(x)dx)
٢
(∫ ∞

٠
(f(x))λ(ln f(x)− ln ٢)dx

)٢
= Lf .



١٣١ دم پهن توزیع های ١٣١مقایسۀ دم پهن توزیع های ١٣١مقایسۀ دم پهن توزیع های مقایسۀ

که می گیریم نتیجه ،λ = ١ دادن قرار با ،(۴ . ٢) از استفاده با f∗ آنتروپی آوردن به دست برای

−
∫ ∞

−∞
f∗(x) ln f∗(x)dx = −

∫ ∞

٠
f(x)(ln f(x)− ln ٢)

= −
∫ ∞

٠
f(x) ln f(x)dx+ ln ٢.

شاخص این بگیرد. اندازه را مقیاس نباید شکلی، اندازۀ یک به عنوان Lf زیرا است، مطلوب ویژگی این
مقایسه ،١ جدول در f(x) چگالی با گاما توزیع مثلا گرفتن نظر در با β٢ متداول کشیدگی اندازۀ با باید را

به صورت متقارن شده چگالی کرد.

f∗(x) =
αβ|x|β−١ exp{−α|x|}

٢Γ(β)
می آوریم به دست جبری، محاسبات مقداری از پس است.

Lf∗ = Lf = (β − ٢(١ψ̇(β)− β + ٢.
دوگانه) (نمایی لاپلاس و نمایی توزیع های با متناظر به ترتیب، f∗(x) و f(x) ،β = ١ وقتی به ویژه
برای و β٢ = ۶ لاپلاس، توزیع برای کشیدگی که حالی در Lf∗ = Lf = ١ حالت، این در هستند.
گمراه کننده کاملا است ممکن کشیدگی اندازۀ برای مقادیر در اختلاف این است. β٢ = ٩ نمایی، توزیع
بیشتر شرح برای گرفت. نظر در x = ٠ حول تاشده لاپلاس توزیع می توان را نمایی توزیع زیرا باشد،
در را نرمال لگ توزیع نوعی مثال توزیعی، شکل نشانگر به عنوان کشیدگی از استفاده کفایتِ عدم دربارۀ

با است برابر کشیدگی توزیع، این برای بگیرید. نظر
β٢ = (e۶τ٢

+ ۶eτ٢ − ۴e٣τ٢ − ٣)/(eτ٢ − ٢(١.

نرمال لگ توزیع برای که می کنیم مشاهده ،٣ جدول از اما .β٢ ≈ ١١٣٫٩٣۴۶ ،τ٢ = ١ وقتی به ویژه
شکلی پارامتر با وایبول توزیع به شبیه که Lf (١) = ٣٢ و Lf (τ

٢) = τ٢ + ١٢

β = ٢π١)}/٢۴۴ + ١٢π١/٢(٢ + ٢π٢ − ١٢} ≈ ٠٫٨٢۴۵۶
،β = ٠٫٨٢۴۵۶ مقدار با وایبول توزیع برای که حالی در Lf (وایبول) = ٣٢ آن، برای که می کند رفتار
β٢ ≈ ١۴٫۴٧ و β٢ ≈ ١١٣٫٩٣۶۴ بین زیاد اختلاف این است. β٢ ≈ ١۴٫۴٧ با برابر کشیدگی
(دم های) شکل دربارۀ ایده ای ما به Lf اندازۀ که حالی در می کند آشکار را کشیدگی محدودیت به روشنی

می دهد. زیربنایی چگالی



گودرزی ف. گودرزی١٣٢ ف. گودرزی١٣٢ ف. ١٣٢

اساس بر شکلی، پارامتر برآورد جدید روش برای بینشی ما به که داشت خواهیم مثالی ادامه در
دشوار دیگر روش های از استفاده با برآوردیابی مثال، این در می دهد. ارائه درستنمایی لگ گشتاورهای

است.

بگیرید: نظر در را زیر چگالی تابع با نمایی توانی توزیع .۴ . ٢ مثال

f(x) =
δ

٢(١+١/δ)Γ(١/δ) exp{−
١
٢ |x|

δ}, −∞ < x <∞.

و نرمال توزیع با متناظر δ = ٢ است، دوگانه نمایی توزیع توزیع، این آن گاه ،δ = ١ اگر که کنید توجه
توزیع به توزیع این ،δ → ∞ اگر همچنین است. pاُم توانی توزیع معین) مثبت زوج عدد (یک δ = p

است. اولیه جامعۀ بودنِ نرمال» «غیر میزان بیانگر δ شکلی پارامتر بنابراین می شود. منجر یکنواخت
از است عبارت رنی اطلاع طیف توزیع، این برای

IR(λ) =
١

١ − λ
ln

∫ ∞

−∞

δλ

٢λ(١+ ١
δ
)[Γ( ١

δ )]
λ
exp{− ١

٢ |λ
١
δ x|δ}dx

=
١

١ − λ
ln

{
δλ

٢λ(١+ ١
δ
)[Γ( ١

δ )]
λ
.
٢١+ ١

δΓ( ١
δ )λ

− ١
δ

δ

}

= ln
{

٢١+ ١
δΓ(١ + ١

δ
)
}
− ln(λ)

(١ − λ)δ

با است برابر طیف مشتق و

˙IR(λ) =
١ − λ−١ − ln(λ)

(١ − λ)٢δ
.

بنابراین

Lf = −٢ lim
λ→١

١ − λ−١ − ln(λ)

(١ − λ)٢δ
= lim

λ→١
λ−٢ − λ−١
(١ − λ)δ

= lim
λ→١

١
λ٢δ =

١
δ
.

شکلی پارامتر تا می دهد یاری ما به β٢ = Γ(۵/δ)Γ(١/δ)
Γ٢(٣/δ) کشیدگی با مقایسه در ساده، بسیار عبارت این

معادلۀ حل با تجربی به طور را δ
١
۴
{ ١
n

n∑
i=١

|Xi|٢δ − (
١
n

n∑
i=١

|Xi|δ)٢} =
١
δ
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درستنمایی بیشینۀ برآورد زیرا نیست، ساده آن برآورد دیگر، روش های از استفاده با آنکه حال کنیم برآورد
برای می شوند. ظاهر گاما تابع پیچیدۀ عبارت های گشتاورها، روش در نیز و است گاما دو تابع شامل δ

از عبارت اند زوج m برای mاُم مرکزی گشتاورهای مثال،

µm =
٢m/δΓ(m/δ + ١/δ)

Γ(١/δ) .

تصادفی Xnمتغیرهای ،. . . ،X١ کنیم فرض است. کرانگین مقدار توزیع های به مربوط مثال آخرین
P{Y ≤ صورت، این در .Y = max{X١, . . . , Xn} و باشند F مشترک توزیع تابع با مستقل
توزیع تابع ،bn و an ثابت های از مناسب انتخاب یک برای اگر است. Y توزیع تابع t} = Fn(t)

یعنی باشد، همگرا پیوسته حدی توزیع تابع یک به ماکسیمم

Fn(anx+ bn) → G(x), n→ ∞,

است: زیر توزیع تابع سه از یکی برابر G آن گاه
(x)G٠؛ = exp(−e−x), x ∈ R گامبل الف)

α(x),G١؛ = exp(−x−α), x ≥ ٠, α > ٠ فرشه ب)
.G٢,α(x) = exp(−(−x)−α), x ≤ ٠, α < ٠ وایبول پ)

پارامتری سازی با ادامه در Gاست. کرانگین مقدار توزیع ربایش دامنۀ به Fمتعلق توزیع تابع این، بر علاوه
پارامتری سازی در را مدل ها این می توان مناسب، مکان و مقیاس پارامترهای و β = ١/α مجدد

ساخت: متحد زیر به صورت فون میزس

Gβ(x) =

exp(−(١ + βx)−١/β) ١ + βx > ٠, β ̸= ٠
exp(−e−x) x ∈ R, β = ٠

خواهد برابر کرانگین مقدار توزیع چگالی تابع نیز و Gβ(x) → G٠(x) ،β → ٠ برای که کنید توجه
با شد

f(x) =

(١ + βx)−(١+β−١) exp{−(١ + βx)−β−١} ١ + βx > ٠, β ̸= ٠
exp{−x− e−x}, x ∈ R, β = ٠
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داریم گاما، توزیع چگالی از استفاده و متغیرها تغییر با رنی، اطلاع طیف محاسبۀ برای

IR(λ) =
١

١ − λ
ln

∫ ∞

−١/β
(١ + βx)−λ(١+١/β) exp{−λ(١ + βx)−١/β}dx

=
١

١ − λ
ln

∫ ∞

٠
y(β+١)(λ−١)e−λydy

=
١

١ − λ
ln{(١/λ)(β+١)(λ−١)+١Γ((β + ١)(λ− ١) + ١)}

=
{β(١ − λ)− λ} lnλ+ lnΓ((λ− ١)(β + ١) + ١)

١ − λ

و
˙IR(λ) =

١
(١ − λ)٢

[{
(−β − ١) lnλ+

١
λ
(β(١ − λ)− λ)

+ (β + ١)ψ((λ− ١)(β + ١) + ١)
}
(١ − λ)

+ (β(١ − λ)− λ) lnλ+ lnΓ((λ− ١)(β + ١) + ١)
]

=
(
(١ − λ)(β + ١)ψ((λ− ١)(β + ١) + ١)
+ ln

{
λ−١Γ((λ− ١)(β + ١) + ١)

}
+ (β(١ − λ)٢ − λ(١ − λ))/λ

)/
(١ − λ)٢.

بنابراین

Lf میزس) ,فون β) = −٢ lim
λ→١

˙IR(λ)

= lim
λ→١

{
(β + ٢(١ψ̇((λ− ١)(β + ١) + ١)− β(١ + λ) + λ

λ٢
}

= (β + ٢(١ψ̇(١)− ٢β − ١

=
π٢
۶ (β + ٢(١ − ٢β − ١.

گامبل، کرانگین مقدار توزیع با متناظر ،β = ٠ وقتی که گرفت نتیجه می توان بلافاصله این، از

Lf میزس) ,فون ٠) = Lf (گامبل) = π٢
۶ − ١.
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آنها رنی اطلاع طیف و می گیریم نظر در را آمار در توزیع ها کاربردترین پر و مهم ترین از برخی ادامه در
طیف شده اند. فهرست ١ جدول در چگالی توابع می آوریم. به دست Lf متناظر ورآنتروپی با همراه را
λ آن، در که است آنها آنتروپی های با همراه Lf اندازه شامل ٣ جدول می شوند. داده ٢ جدول در متناظر
بیان آنتروپی بین رابطۀ ٣ جدول از که کنید توجه است. (γ = ٠٫۵٧٧٢١ . . .) اویلر ثابت نشان دهنده
میان رابطۀ گاما، سه تابع توسط شده داده نشان درستنمایی لگاریتم واریانس و گاما دو تابع توسط شده
ورآنتروپی که می کنیم مشاهده ٣ جدول از همچنین می کند. منعکس را طیف مشتق و رنی اطلاع طیف
جدول در مذکور لجستیک لگ توزیع برای مثال، برای می گیرد. اندازه را دم ها پهنی زیادی، میزان به ،Lf

را کرامر توزیع برای اندازه همان Lf (١) = ۴ ،τ٢ = ١ وقتی .Lf (τ
٢) = π٢

٣ ( ١
τ٢ − ١) + ۴ ،١

مقاله، این در اگرچه .Lf (τ
٢) → ۴ − π٢

٣ = Lf (لجستیک) ،τ٢ → ∞ وقتی و می دهد نتیجه
می توان را Lf اندازۀ که کنیم خاطرنشان مایلیم نمی گیریم، نظر در را Lf ورآنتروپی مقایسه ای بررسی ما
باشد معنی این به f ≤ g نماد اگر دیگر، عبارت به داد. قرار استفاده مورد جزئی ترتیب یک القای برای
توزیع ها دم های ترتیب برای را پهنی نماد این می توانیم آن گاه است، f از پهن تر g یعنی Lf؛ ≤ Lg که

مثال، برای بریم. به کار

یکنواخت ≤ گون سهمی ≤ مثلثی ≤ نرمال ≤ گامبل کرانگین مقدار ≤ لجستیک
≤ استودنت تی (۴ ≤ υ ≤ ۵ مثال برای (با ≤ لاپلاس
≤ استودنت تی (١ ≤ υ ≤ ٣ مثال برای (با ≤ کُشی ≤ کرامر ≤ .لوی

پارامتر با لوی چگالی تابع ،C(٠, ١) کُشی چگالی تابع ،N(٠, ١) نرمال چگالی تابع چهار نمودار ١ شکل
ترتیب کردن مقایسه می دهد. نشان را θ = ١ پارامتر با کرامر چگالی تابع و ١ مقیاس پارامتر و ٠ مکان
،[١۶] در شده گرفته نظر در توزیع های برای کشیدگی از حاصل جزئی ترتیب با ،Lf اندازۀ از حاصل

است. آموزنده

باشد: زیر چگالی تابع با ١٢ نوع بر توزیع دارای X کنیم فرض .۵ . ٢ مثال

f(x) =
kcxc−١

(١ + xc)k+١ , x > ٠, c > ٠ , k > ٠ (۶ . ٢)

داریم ابتدا در
∫ ∞

٠
kλcλxλ(c−١)
(١ + xc)λ(k+١) =

kλcλ−١Γ(λck+λ−١
c )Γ(λc−λ+١

c )

Γ(λ(k + ١)) .
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چگالی. توابع از برخی نمودار .١ شکل

با است برابر رنی اطلاع طیف

IR(λ) = − ln(kc) +
١

١ − λ
ln

[
kB

(
λc− λ+ ١

c
,
λkc+ λ− ١

c

)]
بنابراین و

I ′
R(λ) =

c− ١
c(١ − λ)

ψ(
λc− λ+ ١

c
) +

kc+ ١
c(١ − λ)

ψ

(
λkc+ λ− ١

c

)
− ١ + k

١ − λ
ψ(λ+ λk) +

١
(١ − λ)٢ ln

[
kB

(
λc− λ+ ١

c
,
λkc+ λ− ١

c

)]
.

شد خواهد بر توزیع ورآنتروپی این رو از

LR(λ) =
(

١ − ١
c

)٢
ψ′(١) +

(
k +

١
c

)٢
ψ′(k)− (k + ٢(١ψ′(k + ١).

چندمتغیره تعمیم .٣
بردار یک x کنیم فرض دهیم. تعمیم چندمتغیره حالت به را Lf اندازۀ می خواهیم بخش این در
تابع با تصادفی بردار یک برای λ مرتبۀ از رنی اطلاع باشد. x = (x١, . . . , xd) ∈ Rd بعدی d
به عنوان ∫ fλ(x)dx تفسیر با IR(λ) = (١ − λ)−١ ln(

∫
fλ(x)dx) به صورت f(x) چگالی
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اندازۀ و رنی اطلاع طیف می شود. تعریف ∫ . . . ∫ fλ(x١, . . . , xd)dx١ . . . dxd چندگانۀ انتگرال
می دهیم. شرح مثال چند طی را مفاهیم این می شوند. تعریف مشابه به طور Lf

بگیرید: نظر در آزادی درجۀ υ با را زیر چندمتغیرۀ t توزیع .٣ . ١ مثال

f(x) =
Γ((d+ υ)/٢)

(υπ)d/٢Γ(υ/٢)|Σ|١/٢ (١ +
١
υ
xΣ−١xT )−(d+υ)/٢.

{ υ
λ(d+υ)−d)}

d/٢ برابر تبدیل ژاکوبی اینکه به توجه با و y = (λ(d+υ)−d
υ )d/٢x متغیر تعویض با

می شود: محاسبه زیر به صورت λ > d/(d+ υ) برای رنی اطلاع طیف است،

I (λ) =

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞

[Γ(υ+d٢ )]λ

[Γ(υ٢ )]λ(υπ)
λd٢ |Σ|λ/٢ (١ +

١
υ
xΣ−١xT )−( d+υ

٢ )λdx١dx٢ . . . dxd

=

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞

[Γ(υ+d٢ )]λ

[Γ(υ٢ )]λ(υπ)
λd٢ |Σ|λ/٢ (١ +

١
λ(d+ υ)− d

yΣ−١yT )
−( d+υ

٢ )λ

× (
υ

λ(d+ υ)− d
)

d٢ dy١ . . . dyd

=
[Γ(υ+d٢ )]λ

[Γ(υ٢ )]λ(υπ)
λd٢ |Σ|λ/٢ (

υ

λ(d+ υ)− d
)

d٢
Γ(λ(d+υ)−d٢ )

Γ(λ(d+υ)٢ )
((λ(d+ υ)− d)π)

d٢ |Σ|
١٢

=
B(λ(d+υ)−d٢ , d٢ )

[B(υ٢ ,
d
٢ )]λ

١
|Σ|

λ−١
٢ (υπ)

d٢ (λ−١) [Γ(
d

٢ )]
λ−١

بنابراین و

IR(λ) =
١

١ − λ
ln
B(λ(d+υ)−d

٢ , d٢ )
[B(υ٢ , d٢ )]λ

+
١
٢ ln{(υπ)d|Σ|} − ln Γ(

d

٢).

از است عبارت طیف مشتق همچنین

˙IR(λ) =
(
ln

{B((λ(d+ υ)− d)/٢, d/٢)
B(υ/٢, d/٢)

}
+

١
١)٢ − λ)(d+ υ){ψ((λ(d+ υ)− d)/٢)

− ψ((λ(d+ υ))/٢)}
)
/(١ − λ)٢,



گودرزی ف. گودرزی١٣٨ ف. گودرزی١٣٨ ف. ١٣٨
نتیجه در

L̇f = lim
λ→١

(d+ υ)٢
۴

{
ψ̇

(
λ(d+ υ)− d

٢
)
− ψ̇

(
λ(d+ υ)

٢
)}

=
(d+ υ)٢

۴
{
ψ̇
(υ

٢
)
− ψ̇

(
d+ υ

٢
)}

.

می شود. تبدیل (٢ . ١) راست سمت به این ،d = ١ وقتی به ویژه
می گیریم: نظر در را زیر چگالی تابع با چندمتغیره نرمال توزیع مثال، این در .٣ . ٢ مثال

f(x) = (٢π)−d/٢|Σ|−١/٢ exp
{
− ١

٢(x− µ)Σ−١(x− µ)T
}
.

می شود: محاسبه زیر به صورت اطلاع مولد تابع
I (λ) =

∫
. . .

∫
(٢π)−dλ/٢|Σ|−λ/٢

exp{−λ٢ (x− µ)Σ−١(x− µ)
T }dx١ . . . dxd

=

∫
. . .

∫
(٢π)−dλ/٢|Σ|−λ/٢

exp{− ١
٢ (x− µ)

(Σ
λ

)−١
(x− µ)

T }dx١ . . . dxd

=(٢π)−dλ/٢|Σ|−λ/٢(٢π)−d/٢|Σ
λ
| ١٢ = (٢π)−d(λ−١)/٢|Σ|−(λ−١)/٢

λ−d/٢

با است برابر رنی اطلاع طیف بنابراین و

IR(λ) = ln{(٢π)d/٢|Σ|١/٢} − d

١)٢ − λ)
ln(λ).

از است عبارت طیف مشتق همچنین
˙IR(λ) = − d

١)٢ − λ)٢ {ln(λ) + λ−١ − ١},

شد: خواهد توزیع این برای ورآنتروپی که به طوری

Lf = d lim
λ→١

lnλ+ λ−١ − ١
(١ − λ)

٢ = −d lim
λ→١

١/λ− ١/λ٢
١)٢ − λ)

=
d

٢ lim
λ→٢)١/λ

٣ − ١/λ٢) = d

٢ .
است. جالب ،β٢,d = d(d+ ٢) ،[٩] ماردیا چندمتغیره نرمال کشیدگی با ،d از ساده خطی تابع این مقایسۀ

می دهیم: قرار بحث مورد را چندمتغیره) (بتای دیریکله توزیع مثال، این در .٣ . ٣ مثال
f(x١, . . . , xd−١) =

Γ(α٠)
Γ(α١) · · ·Γ(αd)

xα١−١
١ · · ·xαd−١−١

d−١ (١ − x١ − · · · − xd−١)αd−١,
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داریم رنی، اطلاع طیف محاسبۀ برای .α٠ =
∑d
i=١ αi آن، در که

∫
· · ·

∫ (
Γ(α٠)

Γ(α١) · · ·Γ(αd)

)λ
x
λ(α١−١)
١ · · ·xλ(αd−١−١)

d−١ (١ − x١ − · · · − xd−١)λ(αd−١)

× dx١ · · · dxd

=

(
Γ(α٠)

Γ(α١) · · ·Γ(αd)

)λ ∏d
i=١ Γ(λ(αi − ١) + ١)
Γ(λ(α٠ − d) + d)

با است برابر دیریکله توزیع برای رنی اطلاع طیف بنابراین و

IR(λ) =
λ

١ − λ

{
ln

Γ(α٠)
Γ(α١) · · ·Γ(αd)

}
+

١
١ − λ

d∑
i=١

ln Γ(λ(αi − ١) + ١)

− ١
١ − λ

ln Γ(λ(α٠ − d) + d)

از است عبارت طیف مشتق نتیجه در و

˙IR(λ) =
١

(١ − λ)٢ ln
Γ(α٠)

Γ(α١) · · ·Γ(αd)
+

١
(١ − λ)٢

d∑
i=١

ln Γ(λ(αi − ١) + ١)

+
١

١ − λ

d∑
i=١

(αi − ١)ψ(λ(αi − ١) + ١)− ١
(١ − λ)٢ ln Γ(λ(α٠ − d) + d)

− ١
١ − λ

(α٠ − d)ψ(λ(α٠ − d) + d)

=
١

١ − λ

{
ln

Γ(α٠)
Γ(α١) · · ·Γ(αd)

+

d∑
i=١

(αi − ١)ψ(λ(αi − ١) + ١)

− (α٠ − d)ψ(λ(α٠ − d) + d)
}
+

١
١ − λ

IR(λ).

دیگر، طرف از

lim
λ→١

˙IR(λ) =− lim
λ→١

{ d∑
i=١

(αi − ٢(١
ψ̇(λ(αi − ١) + ١)

− (α٠ − d)
٢
ψ̇(λ(α٠ − d) + d)

}
− lim
λ→١

˙IR(λ),
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شد: خواهد ورآنتروپی لذا و

Lf = lim
λ→١

{ d∑
i=١

(αi − ٢(١
ψ̇(λ(αi − ١) + ١)− (α٠ − d)٢ψ̇(λ(αi − d) + d)

}

=
d∑
i=١

(αi − ٢(١
ψ̇(αi)− (α٠ − d)

٢
ψ̇(α٠).

شد. بحث قبل در که است بتا توزیع ورآنتروپی فوق عبارت ،d = ٢ وقتی به ویژه

می دهند. شرح را دمی رفتار و تابعی شکل توصیف در اندازه سودمندی و توان به روشنی مثال ها این
مقاله این تمرکز چون که آورد به دست چندمتغیره توزیع چندین برای را Lf اندازۀ می توان مشابه به طور

نمی دهیم. بسط را آنها بود، تک متغیره حالت روی

نتیجه گیری .۴
آن رابطۀ و گرفتیم نظر در پیوسته تصادفی متغیر یک برای را λ مرتبه از رنی اطلاع مقاله، این در
بدون درستنمایی تابع لگاریتم پایۀ بر توزیع اندازۀ یک همچنین کردیم. ثابت درستنمایی لگاریتم با را
Lf اندازۀ سنتی، کشیدگی اندازۀ برخلاف گردید. بیان بودن هموار یا متناهی گشتاور فرض های به نیاز
اندازه این می شود. پیشنهاد است، مجاز آنها میان داری معنی مقایسه های که چگالی هایی همۀ برای تقریباً
که حالی در گیرد؛ قرار استفاده مورد پهن دم توزیع های برای به ویژه توزیعی شکل های مطالعه در می تواند
کاربردها از بسیاری در ورآنتروپی این، بر علاوه ندارد. وجود توزیع ها این از بسیاری برای کشیدگی اندازۀ
همچنین بود. خواهد مفید خیلی رگرسیون تحلیل در باقیمانده ها اساس بر تشخیصی ابزارهای ساختن نظیر

است. کرانگین مقدار نظریۀ در بالقوه ای کاربردهای دارای

مراجع
[1] Bercher, J. F., On some entropy functionals derived fromRényi information divergence, Inform.

Sci., 178 (2008), 2489–2506.

[2] Bickel, P. J., and Lehmann, E. L., Descriptive statistics for nonparametric models: I. Introduc-

tion, Ann. Statist., 3 (1975), 1038–1044.

[3] Bobkov, S., Madiman, M., Concentration of the information in data with log-concave distribu-

tions, Annal. Prob., 39 (2011), 1528–1543.

[4] Cramér, H., Mathematical Methods of Statistics, Prinston University Press, Princeton, 1946.

[5] Feller, W., An introduction to Probability Theory and Its Applications, vol. 2, 2nd edn., John

Wiley & Sons, New York, 1971.



١۴١ دم پهن توزیع های ١۴١مقایسۀ دم پهن توزیع های ١۴١مقایسۀ دم پهن توزیع های مقایسۀ

[6] Golshani, L., Pasha, E., Yari, G., Some properties of Rényi entropy and Rényi entropy rate,

Inform. Sci., 179 (2009), 2426–2433.

[7] Gradshteyn, I. S., Ryzhik, I. M., Table of Integrals, Series, and Products, 7th edn. San Diego,

Academic Press, 2007.

[8] Hart, P. E., Moment distributions in economics: an exposition, J. Roy. Statist. Soc. Ser. A, 138

(1975), 423-434.

[9] Mardia, K. V., Measures of multivariate skewness and kurtosis with applications, Biometrika,

57 (1970), 519–530.

[10] Morales, D., Pardo, L., Vajda, I., Some new statistics for testing hypotheses in parametric

models, J. Multivar. Anal., 62 (1997), 137–168.

[11] Nadarjah, S., Zografos, K., Formulas for Rényi information and relatedmeasures for univariate

distributions, Inform. Sci., 155 (2003), 119–138.

[12] Nadarjah, S., Zografos, K., Expressions for Rényi and Shannon entropies for bivariate distri-

butions, Inform. Sci., 170 (2005), 173–189..

[13] Nolan, J. P., Stable Distributions: Models for Heavy Tailed Data, Birkhauser, Boston, 2013.

[14] Rény, A., On Measures of entropy and information, Proceedings of the Fourth Berkeley Sym-

posium on Mathematical Statistics and Probability, vol. I, University of California Press, 1961.
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Abstract. In this article, the Reny information of order for a continuous random vari-
able and its relationship with varentropy are studied. Also, varentropy is used as a
measure of the shape of a distribution, allowing for comparison of different tails and
shapes of densities. This is particularly useful when the usual skewness measure is not
applicable. Among these distributions, we canmentionmany broad-tailed distributions
such as T-Student distribution with any degree of freedom, Cauchy, Kramer, Levy and
Burr. Also, in multivariate mode, we can refer to normal, t and Dirichlet distributions.

Keywords: heavy tailed, kurtosis, Renyi information, varentropy
Article history: Recieved 17 October 2018; Accepted 22 October 2019
Article type: review

References
[1] Bercher, J. F., On some entropy functionals derived from Rényi information divergence, Inform. Sci., 178

(2008), 2489–2506.
[2] Bickel, P. J., and Lehmann, E. L., Descriptive statistics for nonparametric models: I. Introduction, Ann.

Statist., 3 (1975), 1038–1044.
[3] Bobkov, S., Madiman, M., Concentration of the information in data with log-concave distributions, Annal.

Prob., 39 (2011), 1528–1543.
[4] Cramér, H.,Mathematical Methods of Statistics, Prinston University Press, Princeton, 1946.
[5] Feller, W., An introduction to Probability Theory and Its Applications, vol. 2, 2nd edn., John Wiley Sons,

New York, 1971.
[6] Golshani, L., Pasha, E., Yari, G., Some properties of Rényi entropy and Rényi entropy rate, Inform. Sci.,

179 (2009), 2426–2433.
1fgoodarzi@kashanu.ac.ir

ISSN 1022-6443/© Iranian Mathematical Society under the CC BY-NC-SA 4.0 license



Varentropy and Comparing Heavy Tailed Distributions/Goodarzi 2

[7] Gradshteyn, I. S., Ryzhik, I. M., Table of Integrals, Series, and Products, 7th edn. San Diego, Academic
Press, 2007.

[8] Hart, P. E., Moment distributions in economics: an exposition, J. Roy. Statist. Soc. Ser. A, 138 (1975),
423-434.

[9] Mardia, K. V., Measures of multivariate skewness and kurtosis with applications, Biometrika, 57 (1970),
519–530.

[10] Morales, D., Pardo, L., Vajda, I., Some new statistics for testing hypotheses in parametric models, J.
Multivar. Anal., 62 (1997), 137–168.

[11] Nadarjah, S., Zografos, K., Formulas for Rényi information and related measures for univariate distribu-
tions, Inform. Sci., 155 (2003), 119–138.

[12] Nadarjah, S., Zografos, K., Expressions for Rényi and Shannon entropies for bivariate distributions,
Inform. Sci., 170 (2005), 173–189..

[13] Nolan, J. P., Stable Distributions: Models for Heavy Tailed Data, Birkhauser, Boston, 2013.
[14] Rény, A., On Measures of entropy and information, in Proceedings of the Fourth Berkeley Symposium

on Mathematical Statistics and Probability, vol. I, University of California Press, 1961.
[15] Song, K. S., Rény information, loglikelihood and an intrinsic distribution measure, J. Statist. Plann.

Inference, 93 (2001), 51–69.
[16] van Zwet, W. R., Convex Transformations of Random Variables, Math. Centrum. Amsterdam, 1964.
[17] Wang, L., Madiman, M., Beyond the entropy power inequality, via rearrangements, IEEE Trans. Inform.

Theory, 60 (2014), no. 9, 5116–5137.


	1. سرآغاز
	2. نتایج اصلی
	3. تعمیم چندمتغیره
	4. نتیجه‌گیری
	مراجع

