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چکیده
و متناهی گروه های در آن کاربردهای و فروبنیوس قضیۀ از مقدماتی اثباتی مقاله، این در
کرد. ثابت قبل سال یک صد از بیش فروبنیوس را قضیه این می شود. ارائه اعداد نظریۀ
این در ولی است متناهی گروه های نمایش نظریۀ از نتیجه ای داد، ارائه فروبنیوس که اثباتی

شد. خواهد ارائه گروه ها نمایش نظریۀ از استفاده بدون مقدماتی بسیار برهانی مقاله،

سرآغاز .١
که دارد وجود x عضو d دقیقاً گروه، مرتبۀ از d دلخواه مقسوم علیۀ برای متناهی، دوریِ گروه هر در
مضربی xd = ١ معادلۀ جواب های تعداد متناهی، آبلی گروه هر در نتیجه در می کنند. صدق xd = ١ در
است توجه جالب نوشت. دوری گروه های از مستقیم حاصلضربی به صورت می توان آن را زیرا است، d از
در فروبنیوس١ که است اساسی قضیۀ یک نتیجه، این است. صادق هم متناهی گروه هر برای حکم این که
متناهی گروه مرتبۀ از مقسوم علیهی d اگر که داد نشان او واقع، در است. کرده ثابت آن را ١٨٩۵ سال

اویلر. فی تابع سیلو؛ قضیۀ فروبنیوس؛ قضیۀ کلیدی. کلمات و عبارات
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قضیۀ آن را ما که نتیجه این است. d از مضربی G در xd = ١ معادلۀ جواب های تعداد آن گاه باشد، G
آن را جزئیات که است کرده ایجاد گروه ها در معادلات حل در فراوانی انگیزه های می نامیم، فروبنیوس
که است یافته تعمیم و شده ثابت نیز دیگری روش های به قضیه این .[٨] یافت فینکلشتاین١ در می توان
ملاحظه [٧٧ ص. ،١٨] و [١٣۶ ص. ،١٢] ،[١١] ،[٩٢ ص. ،٣] ،[۴٩ ص. ،٢] ،[١] در را آنها می توان
می توانید مثال، (برای است گروه ها نمایش نظریۀ از نتیجه ای است، کرده ارائه فروبنیوس که اثباتی کرد.
وجود با دارد. وجود آن برای متعددی مقدماتی اثبات های حاضر، حال در اما کنید). مراجعه [٢٠] به
درسی کتاب های در را خود شایستۀ جایگاه سیلو، قضیه های برخلاف فروبنیوس، قضیۀ بنیادی ماهیت
در پیشرفته درسی کتاب های بیشتر در حتی فروبنیوس قضیۀ واقع، در است. نکرده پیدا کارشناسی دورۀ
اساس بر صرفاً می کنیم، ارائه مقاله این در که کاربردهایی و اثبات نمی شود. مشاهده نیز گروه ها نظریۀ
[١٣] هرشتاین٢ کتاب به می شود توصیه خوانندگان به این رو از است. گروه ها نظریۀ از مقدماتی اطلاعات
می کنیم. بحث اعداد نظریۀ در فروبنیوس قضیۀ کاربردهای از تعدادی دربارۀ پایانی، بخش در کنند. مراجعه
از استفاده با معمولا که را استاندارد نتیجه ای ببرید، پی فروبنیوس قضیۀ اهمیت به اینکه برای
می دانیم می کنیم. یادآوری است، شده ثابت جبر زمینۀ در کارشناسی کتاب های اکثر در سیلو قضیه های
گروه هر به طوری که دارد وجود n مانند دیگری طبیعی عدد آیا است. دوری اول، مرتبۀ از گروه هر که
که n = pq برای سیلو قضیه های از استفاده با متداول روش یک ادامه در باشد؟ دوری مرتبه، این از
است. pq مرتبۀ از گروهی G کنیم فرض می کنیم. بیان p < q و هستند اول عدد دو q و p آن، در
و است ١ + kq با برابر G سیلوی q-زیرگروه های تعداد به طوری که دارد وجود k نامنفی صحیح عدد
نتیجه که دارد وجود q مرتبۀ از یکتا زیرگروهی بنابراین .k = ٠ پس p < q چون .(١ + kq) | p
این رو از است. نرمال نیز G سیلوی p-زیرگروه آن گاه ،p ∤ (q− ١) اگر است. نرمال زیرگروه این می دهد
فروبنیوس قضیۀ اما است. دوری G لذا و بود خواهد q و p مرتبۀ از زیرگروه هایی مستقیم حاصلضرب G

nها این واقع، در کرد. شناسایی را n مرتبۀ از دوری گروه های می توان آن به کمک و دارد قوی تر نتیجه ای
به نسبت که است n از کوچکتر مثبت صحیح اعداد تعداد ϕ(n) آن، در (که (n, ϕ(n)) = ١ شرط در

هستند. صادق اول اند) n
گروه های تنها مثال، برای باشند. آن نرمال زيرگروه های تنها G و {١} اگر می ناميم ساده را G گروه
سری صورتی كه در می نامیم حل پذير را G گروه هستند. اول عددی مرتبۀ از دوری گروه های آبلی، ساده
گروه ،١ ≤ i ≤ r كه i به ازای هر باشد كه داشته {١} = N٠ ◁N١ ◁ · · ·◁Nr = G مانند نرمالی

نیست. ساده غیرآبلی، حل پذير گروه یک مخصوصاً باشد؛ آبلی Ni/Ni−١ خارج قسمتی
١H. Finkelstein ٢I. N. Herstein
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،(p < q) باشند اول عدد دو q و p آن، در که pq مرتبۀ از گروهی در شد، اشاره بالا در که همان طور
قضیه های از استفاده با و بیشتر تلاش کمی با نیست. Gساده بنابراین است. Gنرمال در سیلو زیرگروه -q
،p < q < r و باشند اول عدد سه r و q ،p به طوری که pqr مرتبۀ از گروهی هر که داد نشان می توان سیلو
از بیش حاصلضرب آن مرتبۀ که گروهی برای سیلو قضیه های اما است. نرمال سیلوی r-زیرگروه دارای

ندارد. کارایی باشد، متمایز اول عدد سه
دوری G سیلوی p-زیرگروه هر اگر که داد نشان می توان به آسانی فروبنیوس، قضیۀ از استفاده با
آن گاه باشد، گروه مرتبۀ اول مقسوم علیه بزرگترین q و باشد) مربع از خالی گروه مرتبۀ اگر مثال، (برای
ساده  گروهی که بود زده حدس [٢] برنساید١ نیست. ساده G بنابراین و است نرمال G در سیلو q-زیرگروه
[٧] تامسون٣ و فیت٢ توسط فرد مرتبۀ از گروه های حل پذیریِ اثبات با وی ادعای ندارد. وجود فرد مرتبۀ از
زیرگروه آن گاه باشد، فرد مرتبۀ از غیرآبلی گروهی G اگر دادند نشان آنها واقع، در شد. تأیید ١٩۶٣ سال در
فروبنیوس قضیۀ از استفاده با نیست. ساده G لذا و است G نرمال سرۀ زیرگروه G′ یعنی ،G مشتق

است. حل پذیر باشند، دوری آن زیرگروه های سیلو همۀ که گروهی که داد نشان می توان به آسانی

فروبنیوس قضیۀ .٢
متناهی مجموعه ا  ی S اگر می گیریم. G از g عضو مرتبۀ را o(g) و متناهی گروهی را G ادامه در
با آن را باشد، G (نرمال (زیرگروه زيرگروه H اگر است. S عضوهای تعداد ،|S| از منظور آن گاه باشد،
تعریف زیر به صورت را Ad آن گاه بشمارد، را G مرتبۀ d اگر می دهيم. نشان (H ⊴G) H ≤ G نماد

می کنیم:
Ad = {x ∈ G : xd = ١}.

مقسوم علیه بزرگترین می دهیم. نشان ⟨S⟩ نماد با را S توسط تولیدشده زیرگروه آن گاه ،S ⊆ G اگر
نشان lcm(m,n) و gcd(m,n) نمادهای با به ترتیب را n و m مشترک مضرب کوچکترین و مشترک

،a ∈ G عضو برای می دهیم.
N(a) = {g ∈ G : ag = ga}

و a مرکزساز
C(a) = {gag−١ : g ∈ G}

مقاله این در به دفعات که می کنیم ثابت را زیر لم ابتدا فروبنیوس، قضیۀ اثبات برای است. a تزویج ردۀ
گرفت. خواهد قرار استفاده مورد

١W. Burnside ٢W. Feit ٣J. G. Thompson
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است. ϕ(n) از مضربی یا صفر ،G گروه در n مرتبۀ از عضوهای تعداد ،n طبیعی عدد به ازای هر .٢ . ١ لم
آن گاه ،gcd(p, s) = ١ و pα+١ | |G| که به طوری  باشد |G| از مقسوم علیهی d = pαs اگر به علاوه

است. ϕ(pα+١) از مضربی آن، عضوهای تعداد یا است تهی یا A = Adp \Ad مجموعۀ
می کنیم: تعریف G گروه روی را زیر رابطۀ اثبات.

.⟨x⟩ = ⟨y⟩ اگر تنها و اگر دارد رابطه y xبا
،(t, o(x)) = ١ اگر تنها و اگر o(xt) = o(x) چون است. G روی هم ارزی رابطۀ یک این، به روشنی
مجموعۀ پس است، هم ارزی رده های از اجتماعی G چون است. عضو ϕ(o(x)) دارای x هم ارزی ردۀ پس
است. ϕ(n) از مضربی آن، اصلی عدد بنابراین است. هم ارزی رده های از اجتماعی n مرتبۀ از عضوهای

به صورت می توان را A مجموعۀ که داریم توجه دوم، قسمت اثبات برای
A = {x ∈ G : o(x) = pα+١s١, s١ | s}

o(x) = pα+١s١ که است x مانند عضوهایی هم ارزی رده های اجتماع A آن گاه ،A ̸= ∅ اگر نوشت.
تعداد بنابراین .ϕ(pα+١s١) = ϕ(pα+١)ϕ(s١) زیرا است، ϕ(pα+١) از مضربی آن، اصلی عدد و
□ است. ϕ(pα+١) از مضربی A اعضای
گروهی G کنیم فرض می کنیم. یادآوری را زیر گزارۀ بپردازیم، فروبنیوس قضیۀ اثبات به اینکه از قبل
G در z و y این صورت، در .gcd(m,n) = ١ به طوری که o(x) = mn و x ∈ G باشد، متناهی
n و m صحیح اعداد (راهنمایی: .yz = zy و o(z) = n ،o(y) = m ،x = yz دارند که وجود

(... و y = xbn دهید قرار اکنون .am+ bn = ١ دارند که وجود
است. Ad از مقسوم علیهی d آن گاه باشد، |G| از علیهی مقسوم d اگر (فروبنیوس). ٢ . ٢ قضیه

،d = |G| یا |G| = d = ١ اگر می گیریم. به کار d و |G| روی را دوگانه استقرای اثبات.
|G| ماکسیمال مقسوم علیه هر برای حکم و d < |G| ،|G| > ١ کنیم فرض است. بدیهی حکم آن گاه
و باشد |G|

d
از دلخواهی اول مقسوم علیه p کنیم فرض باشد. برقرار |G| از کمتر مرتبۀ از گروه هایی و

.|Adp| = |Ad|+|A| که داریم توجه .A = Adp\Ad کنیم فرض .(p, s) = ١ آن، در که d = pαs

،A = ∅ اگر .d | |A| که دهیم نشان است کافی بنابراین .d | |Adp| استقرا، فرض بنابر طرفی از
ϕ(pα+١) = از مضربی |A| قبل، لم از استفاده با .A ̸= ∅ می کنیم فرض پس است. برقرار حکم آن گاه

چون .s||A| که دهیم نشان است کافی نتیجه در است. pα(p− ١)
A = {x ∈ G : o(x) = pα+١s١, s١ | s},
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a ∈ G با متناظر .zs = ١ و o(y) = pα+١ آن، در که است yz = zy به شکل A از x عضو هر پس
می کنیم: تعریف زیر به صورت را Sa ،pα+١ مرتبۀ از

Sa = {ab ∈ G : b ∈ N(a), bs = ١};

می کنیم: تعریف زیر به صورت را SC(a) همچنین

SC(a) =
∪

{Sx : x ∈ C(a)}.

مجزا دوبه دو اجتماع این عضوهای که می دهیم نشان اینک است. Saها از اجتماعی A در این صورت،
ab = ba آن، در که bs = bs١ = ١ و ab = a١b١ ،o(a) = o(a١) = pα+١ کنیم فرض هستند.
و ap

α+١
= ap

α+١
١ که آنجا از .as = as١ پس ،(ab)s = (a١b١)s چون .a١b١ = b١a١ و

کافی بنابراین است. Saها از مجزایی اجتماع A می دهد نشان که a = a١ داریم ،gcd(pα+١, s) = ١
نگاشت اینکه به توجه با است. |SC(a)| از مقسوم علیهی s که دهیم نشان است

φ : Sa −→ Sxax−١

کنیم فرض .|SC(a)| = |C(a)||Sa| داریم است، دوسویی φ(ab) = xax−١xbx−١ ضابطۀ با
نگاشت این صورت، در .m = gcd(s, k) و o(N(a)/⟨a⟩) = k

φ١ : Sa −→ {y ∈ N(a)/⟨a⟩ : ys = ١} = {y ∈ N(a)/⟨a⟩ : ym = ١}

عددی استقرا، فرض بنابر ،|N(a)/⟨a⟩| < |G| چون است. دوسویی φ١(ab) = b⟨a⟩ ضابطۀ با
که دارد وجود c مانند طبیعی

|{y ∈ N(a)/⟨a⟩ : ym = ١}| = |Sa| = cm;

همچنین
|SC(a)| = |C(a)||Sa| = |G||Sa|/|N(a)| = |G|cm/kpα+١.

مقسوم علیه  s می دهد نشان که lcm(k, s) = ks/m داریم هستند، |G| مقسوم علیه دو هر s و k چون
نتیجه ،gcd(p, s) = ١ و است |G|cm/k از مقسوم علیهی pα+١ چون سرانجام، است. |G|cm/k

□ است. |SC(a)| مقسوم علیه s که می گیریم
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گروه ها نظریۀ در فروبنیوس قضیۀ کاربرد چند .٣
می کنیم. بیان شد، اشاره آنها به مقدمه در که را فروبنیوس قضیۀ کاربردهای از تعدادی بخش، این در
هر آن گاه ،|Ad| = d و |G| از مقسوم علیه ای d اگر می کنیم: استفاده به دفعات گزاره این از ادامه در

است. نرمال G در لذا و است برابر Ad با d مرتبۀ از H مانند زیرگروه
p١ < p٢ < · · · < pr که باشد pα١١ pα٢٢ · · · pαr

r مرتبۀ از گروهی G کنیم فرض .١ کاربرد
نرمال G در G سیلوی pr-زیرگروه آن گاه باشد، دوری G سیلو p-زیرگروه هر اگر هستند. اول اعدادی
مقسوم علیه بزرگترین p و مربع از خالی عددی |G| اگر خاص، حالت در است. حل پذیر G به علاوه است.

است. حل پذیر G و نرمال G در G سیلوی p-زیرگروه آن گاه باشد، |G| اول

k ≤ r آن، در که pβk
k p

αk+١
k+١ · · · pαr

r به شکل |G| از d مقسوم علیه هر برای می دهیم نشان اثبات.
و d < |G| می کنیم فرض پس است، بدیهی نتیجه d = |G| برای .|Ad| = d داریم ،βk ≤ αk و
باشد |G|

d
اول مقسوم علیه بزرگترین p کنیم فرض باشد. برقرار d از بزرگتر مقسوم علیه هر برای نتیجه

فرض به توجه با .A ̸= ∅ پس است، دوری G سیلو -pزیرگروه هر چون .A = Adp \ Ad و
.|Ad| = dt و ١ ≤ t ≤ p که دارد وجود t مانند طبیعی عددی فروبنیوس، قضیۀ بنابر و |Adp| = dp

است، p مساوی یا بزرگتر d اول مقسوم علیه هر چون .(p− ١) | dp− dt = d(p− t) بالا، لم بنابر
حالت در و |Ad| = d بنابراین .t = ١ و p − ١ | p − t این رو از .gcd(p − ١, d) = ١ پس
استفاده با اینک است. نرمال G در N مانند سیلو -pزیرگروه که می شود نتیجه |Apαr

r
| = pαr

r خاص
از گروه هر چون است. حل پذیر G بنابراین و حل پذیرند G

N
و N که می شود ثابت ،|G| روی استقرا از

□ است. روشن آن خاص حالت است، دوری اول عددی مرتبۀ

دوری n مرتبۀ از گروه هر این صورت، در باشد. مثبت صحیح عدد یک n کنیم فرض .٢ کاربرد
.(n, ϕ(n)) = ١ تنها اگر و اگر است

و باشد مربع از خالی عددی n اگر تنها و اگر (n, ϕ(n)) = ١ که می شود ملاحظه به آسانی اثبات.
می دهیم نشان .(n, ϕ(n)) ̸= ١ کنیم فرض .p ∤ q− ١ باشیم داشته n از q و p مقسوم علیه دو هر برای
Zp×Zp×Zn/p٢ آن گاه p٢ | n ،p مانند اول عددی برای اگر دارد. وجود n مرتبۀ از غیردوری گروه که
اگر تنها و اگر است دوری Zm × Zn گروه که می کنیم (یادآوری است n مرتبۀ از غیردوری گروه یک
به طوری باشند n اول مقسوم علیه دو q و p و باشد مربع از خالی n کنیم فرض حال .(gcd(m,n) = ١
و می دهد گروه تشکیل q پیمانۀ به ضرب عمل به نسبت Zq \ {٠} چون .p | q − ١ و p < q  که
به صورت Zq ×H مجموعۀ روی دوتایی عمل یک است. p مرتبۀ از H زیرگروه دارای پس ،p | q− ١
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می کنیم: تعریف زیر
(x, h)(y, k) = (x+ hy, hk).

وارون که به طوری می دهد (٠, ١) همانی عضو با گروه یک تشکیل عمل، این با Zq × H مجموعۀ
هر برای چون طرفی، از .(x, h)−١ = (−h−١x, h−١) از است عبارت آن، از (x, h) دلخواه عضو
بنابراین است. غیرآبلی گروه یک G := Zq ×H پس ،(١, h)(١, ١) ̸= (١, ١)(١, h) داریم h ̸= ١
مقسوم علیه هر برای .(n, ϕ(n)) = ١ کنیم فرض حال است. n مرتبۀ از غیرآبلی گروه یک G×Zn/pq

آن گاه ،d = |G| اگر می دهیم. ادامه d روی استقرا از استفاده با .|Ad| = d که می کنیم ثابت |G| از d
فرض باشد. برقرار d از بزرگتر مقسوم علیه هر برای نتیجه و d < |G| کنیم فرض است. واضح حکم
فرض بنابر .A ̸= ∅ به روشنی .A = Apd \ Ad و باشد |G|/d از دلخواهی مقسوم علیه p کنیم
١ < t < p که دارد وجود t مانند طبیعی عددی فروبنیوس، قضیۀ به موجب و |Adp| = dp استقرا،
بنابراین .t = ١ که داد نشان می توان شد، ارائه ١ کاربرد در که آن مشابه بحثی با .|Ad| = dt و
هر نتیجه در .|Ap| = p داریم p مانند |G| اول مقسوم علیه هر برای خاص، حال در .|Ad| = d

است دوری اش p-زیرگروه های مستقیم حاصلضرب G این رو از است. نرمال G در G سیلوی p-زیرگروه
□ است. دوری G لذا و اول اند هم به نسبت دوبه دو آنها مرتبۀ که
مورِنو٣ و میلر٢ .[۶] است دوری n مرتبۀ از هرگروه ،n از مقادیری چه به ازای که داد نشان دیکسون١
هر مرتبۀ که دادند نشان آنها کردند. مطالعه است، آبلی آنها زیرگروه هر که غیرآبلی ای گروه های روی
همان طور .[١٧] است متمایز اول عامل دو دارای حداکثر است، آبلی آن زیرگروه هر که غیرآبلی گروه
این عکس است. نرمال باشد، برابر Ad با که زیرگروهی هر آن گاه ،|Ad| = d اگر شد، اشاره قبلا که
اگر مثال، برای نباشد. برابر Ad با است ممکن نرمال زیرگروه یک یعنی نیست، برقرار همواره مطلب
که حالی در |A٢|؛ = ۴ اما .|N | = ٢ و N ⊴ G آن گاه ،N = ⟨(١, ٠)⟩ و G = Z٢ × Z٢
کنیم فرض مطلب، این اثبات برای .N = A|N | آن گاه ،gcd(|N |, |G/N |) = ١ و N ⊴ G اگر
بنابراین .a ∈ A|N | و a|G/N | ∈ N می شود نتیجه که aN ∈ G/N این صورت، در .a ∈ A|N |

.a ∈ N می گیریم نتیجه ،gcd(N |, |G/N |) = ١ اینکه به توجه با .a|N | = ١ ∈ N

آن گاه ،gcd(|K|, |N/K|) = ١ و K ⊴ N ⊴ G اگر که داد نشان می توان مشابه بحثی با
و x|N/K| ∈ K بنابراین .x = gkg−١ ∈ N آن گاه ،g ∈ G و k ∈ K اگر زیرا ،K ⊴ G

برای نیست. درست زیرنرمال سری هر برای نتیجه این اما .x ∈ K می دهد نتیجه که ،x|K| = ١ ∈ K

و G = Alt۴ کنیم فرض مثال،
N = V۴ = {١, (١٢)(٣۴), (١٣)(٢۴), (١۴)(٢٣)}

١L. E. Dickson ٢G. A. Miller ٣H. C. Moreno
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نادرستی دلیل نیست. نرمال G در K ولی K ⊴ N ⊴ G این صورت، در .K = {١, (١٢)(٣۴)} و
.gcd(|K|, |N/K|) ̸= ١ که است این آن

.[٩] می دهد زیرگروه یک تشکیل Ad آن گاه ،|Ad| = d اگر که زد حدس فروبنیوس ١٨٩۵ سال در
سال در حدس این سرانجام، کردند. تلاش حدس این اثبات برای گروه ها نظریۀ متخصصین از بسیاری
که است pαm مرتبۀ از گروهی G کنیم فرض شد. منتشر [١۵] در بعداً آن جزئیات و ثابت [١۴] در ١٩٩١
آن گاه باشد، دوری G سیلوی p-زیرگروه اگر است. |G| مقسوعلیه کوچکترین p و (p,m) = ١ آن، در
از بنابراین .|An/pβ | = n/pβ داریم ١ ≤ β ≤ α که β هر برای شد، بحث ١ کاربرد در که همان طور

دارد. n/pβ مرتبۀ  از زیرگروهی G که می شود نتیجه فروبنیوس حدس

اعداد نظریۀ در فروبنیوس قضیۀ کاربرد چند .۴
دو که می دانیم .[١٩ ،١۶ ،۵ ،۴] کرده اند مطالعه متقارن گروه روی را Ad متعددی پژوهشگران
ساختار اگر بنابراین باشند. یکسانی دوری ساختار دارای اگر تنها و اگر هستند مزدوج Sn در عنصر
به طوری که باشد m طول به دور lm و ... ،٢ به طول دور l٢ ،١ به طول دور l١ شامل σ ∈ Sn دوری

با است برابر Sn در σ مزدوج های تعداد که داد نشان می توان آن گاه ، m∑
i=١

lini = n

n!
m∏
i=١

lni
i

m∏
i=١

ni!

; (١ . ۴)

Sn متقارن گروه در d مناسبِ انتخابِ با است. n!/r(n− r)! با برابر Sn در r-دورها تعداد همچنین
آورد. به دست اعداد نظریۀ در فراوانی سودمند روابط می توان |Ad| محاسبه و

داریم n ≥ p که n طبیعی عدد هر و p اول عدد هر برای .٣ کاربرد
t∑

k=١

n!

pk(n− kp)!k!
≡ −١ (mod p)

.tp ≤ n که است طبیعی عدد بزرگترین t آن، در که
داریم (١ . ۴) از استفاده با است، p و ١ طول به دورهایی شامل فقط Sn در Ap چون اثبات.

|Ap| = ١ +
t∑

k=١

n!

pk(n− kp)!k!

جمعوند و است ١-دور تا n− kp و p-دور تا k حاصلضرب به صورت جایگشت هایی تعداد t آن، در که
□ می شود. حاصل نتیجه فروبنیوس قضیۀ به کمک اکنون می شمارد. را همانی جایگشت هم ١
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نتیجه ویلسون معروفِ قضیۀ آن گاه کنیم فرض p با برابر را n ،٣ کاربرد در اگر که است توجه قابل
.(p− ١)! ≡ −١ (mod p) ،p اول عدد برای می گوید که می شود

اول اعدادی piها و n ∈ N آن، در که n/٢ < p١ < p٢ < · · · < pk < n اگر .۴ کاربرد
آن گاه هستند،

k∑
t=١

n!

pt(n− pt)!
≡ −١ (mod p١p٢ · · · pk)

□ آوریم. به دست ٣ کاربرد مانند Sn در را |Ap١p٢···pk | است کافی اثبات.

آورد. به دست بالا روابط مشابه روابطی می توان روش، این ادامۀ با
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