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ژئودزیک فضاهای در نیوتن بهینه سازی روش
کاکاوندی احمدی بیژن

چکیده
غیرخطی  اند. فضا های مهندسی، یا داده علوم به مربوط مسائل در مهم فضاهای از بسیاری
روی تعریف شده تابع های بهینه سازی برای عددی روش های اخیر سال های در ازاین رو،
ازطرف  دیگر، است. گرفته قرار بسیاری پژوهش و توجه مورد ریمانی، خمینه های
تازه ای دریچۀ ژئودزیک، فضاهای ابداع با گرومف، و آلیکساندرف چون هندسه دانانی
علاوه بر و، ریمانی اند خمینه های تعمیم فضاها این گشودند. هندسی اشیاء مطالعۀ به
بسیاری فضاها این هستند. خمینه ها این تانسوری پیچیدگی های فاقد دیگر، مزیت های
می شوند. شامل هم را توپولوژیک خمینه های یا گراف ها ازجمله ریاضی، ناهموار اشیاء از
فضاهای روی خودسازگار تابع یک مینیمم نقطۀ یافتن برای نیوتن روش مقاله، این در
روش با قیاس در بررسی نوع این مهم مزیت های از می شود. ارائه ژئودزیک متری
است. محاسبات حجم کاهش و نظریه بسیارِ سادگی ریمانی، خمینه های روی نیوتن
مفهوم از استفاده با صرفاً خمینه ها، روی تانسوری جبر و هموار ساختار نبود علی رغم
ساده تر حتی و موفق به شکلی را نیوتن روش می توان که می  دهیم نشان ژئودزی» «خم

کرد. اجرا و طراحی ریاضی معمول ساختارهای از وسیعی ردۀ روی

مقدمه .١
علوم آمار، کاربردی، ریاضی در مسائل پردامنه ترین و مهم ترین ازجملۀ بهینه  سازی مسائل امروزه
پژوهش های نخستین و دارد طولانی ای نسبتاً تاریخ بهینه سازی اینکه با است. ماشین یادگیری و داده،

خودسازگار. تابع نیوتن، روش ژئودزیک، فضای خمینه ها، روی بهینه سازی کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١۴٠٠ ©

٢٣



٢۴ ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٢۴روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٢۴روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن روش

با همگام و اخیر نیم قرن در می رسد، لاگرانژ و فرما، نیوتن، مانند بزرگی ریاضی دانان به حوزه این
به طورکلی است. شده تبدیل زمینه ها این در اصلی پایه های از یکی به مدرن، کاربردی ریاضی گسترش

کرد صورت بندی زیر به شکل را بهینه سازی مسئلۀ یک می توان

min
x∈D

f(x) (١ . ١)

فضای یک از (به ندرت) یا متناهی بعد با اقلیدسی فضای از زیرمجموعه یک D ،معمولا آن، در که
وضعیت های از یکی Dاست. روی حقیقی مقدار تابع یک f Xو نامتناهی بعد با توپولوژیک برداری
زیرمجموعه ای D که است زمانی می آید- پیش بسیار هم عمل در خوشبختانه -که خوش رفتار نسبتاً
دربارۀ مفصلی شرح [٧] کتاب در ،مثلا می تواند، علاقه مند خوانندۀ باشد. محدب تابعی f و محدب
همچنین بیابد. عددی الگوریتم های ارائه همچنین و عملی و نظری جنبۀ از محدب» بهینه سازی «نظریۀ

دید. را ماشین یادگیری نظریۀ در بهینه سازی از مهمی کاربردهای می توان [٢۴] کتاب در
یک نیوتن روش است. نیوتن روش بهینه سازی، مسئلۀ عددی حل برای مهم روش های از یکی
می توان ،(١ . ١) مسئلۀ مستقیم جواب یافتن به جای که است ایده این مبتنی بر و گام به گام عددی روش
دوبار مشتق پذیر f تابع که است ضروری منظور، این برای زد. تقریب را ∇f گرادیان تابع صفر
یک در دست کم ،∇٢f هسه ای١ ماتریس یعنی آن، دوم مرتبۀ مشتقات ماتریس باید به علاوه باشد؛
صورت این به نیوتن الگوریتم در تکرار گام دراین صورت، باشد. ناتکین مسئله، جواب از همسایگی

است
xn+١ = xn − [∇٢f(xn)]−١∇f(xn).

دارد. سنگینی هزینۀ مزیت، این اما است. آن بالای همگرایی سرعت در نیوتن روش بزرگ مزیت
دستگاه یک حل با معادل -که کرد محاسبه را هسین ماتریس وارون ، گام هر در باید علاوه بر آنکه
برای باشد. فراهم نیوتن روش همگرایی برای هم زیادی نسبتاً شرایط باید است- خطی معادلات از
نیوتن روش که دادند نشان خودسازگار۴ تابع های ردۀ معرفی با نیمیروفسکی٣ و نستیرف٢ نخستین بار
تابع .[١٨] می شود تضمین نیز آن همگرایی و است خوش رفتار بسیار تابع ها از دسته این برای
(یعنی باشد محدب اکیداً باشد، سه بار مشتق پذیر دست  کم هرگاه می نامیم خودسازگار را f : R→ R

باشیم داشته و ،(f ′′(x) > ٠ ،x حقیقی عدد هر برای

|f ′′′(x)| ≤ ٢ (f ′′(x)) ٣
٢ (x ∈ R).

١Hessian ٢Nesterov ٣Nemirovskii ۴self-concordant



کاکاوندی احمدی بیژن کاکاوندی٢۵ احمدی بیژن کاکاوندی٢۵ احمدی بیژن ٢۵

اسکالر تابع x,v ∈ Rn هر برای هرگاه است خودسازگار f : Rn → R تابع به همین ترتیب،
باشد. خودسازگار راست خط هر به f تحدید یعنی باشد؛ خودسازگار t 7→ f(x+ tv)

ناحیۀ یا X خودِ یا که می دهد رخ زمانی (١ . ١) بهینه سازی مسئلۀ در پیچیده تر وضعیت یک
در متداول تقریباً وضعیتی این نظر، یک از درواقع، باشد. خمینه است مسئله قید با متناظر که D
طبیعی به طور آن، مستوی١ زیرفضای هر یا Rn فضای خودِ که کنیم توجه است. بهینه سازی مسائل
غیرتخت خمینۀ یک موردنظر خمینۀ که می دهد رخ زمانی دیگر مشکل اما هستند. همواری خمینه های
است حالتی مهم، بسیار مورد یک دیگری. دلخواه خمینۀ هر یا سهمی گون یک یا کُره یک مثلا باشد؛
از معین مثبت متقارن ماتریس های همۀ مجموعۀ که دید می توان مثلا باشد. ماتریسی خمینۀ X که
از بسیاری در خمینه هایی چنین از طرفی، است. n(n + ٢/(١ بعد از ریمانی خمینۀ یک n مرتبۀ
کلاسیکِ روش های از طرف دیگر، و می شوند ظاهر داده علوم یا فیزیک مهندسی، در بهینه سازی مسائل
خمینه هایی چنین ساختار با چندانی تناسب هستند، اقلیدسی فضای مبتنی بر چون بهینه سازی، مسائل
خمینه آن در را تکرار گام های حتی و هستند پرهزینه بسیار موارد این در روش ها این اغلب ندارند.
روی بهینه سازی موضوع اخیر، سال های در به همین دلیل نیستند. مفید عملا بنابراین و نمی کنند، حفظ
تبدیل داده علوم و مهندسی، کاربردی، ریاضی رشته های در پراهمیتی پژوهشی موضوع به خمینه ها
نیوتن بهینه سازی روش بحث کند. مراجعه [٢۵ ،٢٢ ،١] به زمینه این در می تواند خواننده است. شده
نستیرف خود ازجمله بسیاری توجه مورد اخیراً هم ریمانی خمینه های روی خودسازگار تابع های نیز و
این در مناسبی مرجع هم [١٣] دکتری رسالۀ ،[١٧ ،١۴ ،١٢ ،١١ ،۶] بر علاوه .[١٩] است گرفته قرار

است. موضوع
چون کسانی و کارتان٣ و ،٢ آدامار گاوس، چون بزرگی هندسه دانان کارهای برپایۀ ازسوی دیگر،
به دست ندارد، بهینه سازی به چندانی ارتباط که انگیزه هایی با گرومف۶ و ،۵ توپونوگف آلکیساندرف۴،
و می برند نام آلیکساندرف هندسۀ یا متریکی هندسۀ به آن از که زده اند جدید هندسی مفهوم یک ابداع
فضاهای یا و ، CAT(κ) فضاهای ژئودزیک، فضاهای طولی، فضاهای را مطالعه مورد ساختارهای
ریاضی دانان توجه مورد ریاضی سراسر در وسیعی به طور هندسی مفهوم این امروزه می نامند.٧ آدامار
نتایج برخی در جدید شاخۀ این تأثیر به نیز و [٢١] زمینه این در پرلمان آثار به می توان ازجمله است.
از کوتاهی شرح حاضر مقالۀ دوم بخش در کرد. اشاره فیلدز- جایزۀ برندگان از دو -هر [١۶] ویّنی
سودمند و خواندنی بسیار که [۴] منتشر شدۀ تازه کتاب نیز و [١٠ ،٩ ،٨] آثار می آوریم. را فضاها این

شود. مراجعه (۶ . ٢) رابطۀ نیز و مقاله ادامۀ در ٢ بخش به دارد؛ فرق هم با فضاها این تعریف ٧

١affine ٢Hadamard ٣Cartan ۴Alexandrov ۵Toponogov ۶Gromov



٢۶ ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٢۶روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٢۶روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن روش

محسوب ریمانی خمینه های تعمیم با آنکه فضاها، این در هستند. زمینه این در معروف منابع از است،
خمینه های در نظیر محاسبات از ساده تر اغلب تانسوری، ساختار فقدان به دلیل محاسبات، می شوند،
فضاهایی چنین شمار در می توان را ریاضی ناهموار ساختارهای از بسیاری به علاوه، است. ریمانی
[٢٠] و [۵] نمونه برای است؛ انجامیده فضاها این روی بهینه سازی موضوع به ملاحظاتی چنین آورد.

کنید. مطالعه را
مرور را متریکی هندسۀ به اختصار ژئودزیک، فضاهای معرفی از پس مقاله این ٢ی بخش در
فرمول ازجمله و می پردازیم فضاها این روی خودسازگار تابع مفهوم تعمیم به ،٣ بخش در می کنیم.
بهینه سازی الگوریتم ، ۴ بخش در سرانجام می کنیم. بیان تابع ها این برای را (٣ . ٩) دوم مرتبۀ تقریب
این می شود. اثبات آن همگرایی و ارائه ژئودزیک فضاهای روی خودسازگار تابع های برای نیوتن
کاربردی هم و نظری جنبۀ از هم که پژوهشی جدید حوزۀ معرفی برای است کوششی دراصل، مقاله،
شروعی نقطۀ صرفاً نیوتن روش دربارۀ بحث است. جذاب و عمیق مسائل از سرشار و غنی بسیار

است. هدف این به رسیدن برای

ژئودزیک فضاهای .٢
γ : Iγ → X مانند پیوسته تابعی خم، یک باشد. متریک فضای یک (X, d) کنید فرض

می شود تعریف زیر به صورت γ خم طول است. R در ناتهی بازه ای Iγ آن در که است

L(γ) = sup

n∑
k=١

d(γ(tk−١), γ(tk))

t٠ < · · · < tn شرط با t٠, . . . , tn ∈ Iγ نقاط همۀ روی سوپریمم و طبیعی عددی n آن در که
یک (X, d) متریک فضای گوییم .L(γ) < +∞ هرگاه نامیم طول پذیر را γ خم می شود. گرفته

باشیم٢ داشته x, y ∈ X نقطۀ دو هر برای اگر است طولی١ فضای
d(x, y) = inf

{
L(γ)|γ : [٠, ١]→ X, γ(٠) = x, γ(١) = y

}
. (٢ . ١)

خم ها طول توسط آن نقاط میان فاصلۀ که است متریک فضای یک طولی فضای به عبارت دیگر،
آید. به دست

سپس کرد تعریف طولی» «ساختار یک همراه به مجموعه یک به صورت را طولی فضای ابتدا می توان روش، این جای ٢به
.[٩] دوم فصل به کنید مراجعه است؛ برقرار آن برای (٢ . ١) رابطۀ که می کند القاء متریک یک ساختار این

١length space



کاکاوندی احمدی بیژن کاکاوندی٢٧ احمدی بیژن کاکاوندی٢٧ احمدی بیژن ٢٧

یعنی باشند، اول ربع از خارج که صفحه از نقاطی مجموعۀ .٢ . ١ مثال
X = {(x, y) ∈ R٢|x ≤ ٠ یا y ≤ ٠ }

(١, ٠) نقطۀ دو بین خم هر طول ،مثلا زیرا، نیست؛ طولی فضای یک به وضوح، اقلیدسی، متریک با
متریکی تعریف به عنوان را (٢ . ١) رابطۀ اگر بااین حال، است. ٢ با برابر حداقل X در (٠, ١) و
فضای هر از می توان ایده، همین از استفاده با می آید. به دست طولی فضای یک بگیریم، نظر در جدید

ببینید. را [٩] ساخت؛ طولی فضای یک مسیری، همبند متریک

معادل اند: زیر شرایط که دید می توان بگیرید. درنظر را γ : Iγ → X مانند خمی
داریم a < b < c شرط با a, b, c ∈ Iγ هر برای (١)

d(γ(a), γ(c)) = d(γ(a), γ(b)) + d(γ(b), γ(c)).

داریم a, b ∈ Iγ هر برای (٢)
L(γ|[a,b]) = d(γ(a), γ(b)).

داریم a, b ∈ Iγ هر برای که به طوری دارد وجود s نامنفی و ثابت حقیقی عدد یک (٣)
d(γ(a), γ(b)) = s|a− b|.

است. s سرعت با ژئودزی یک می گوییم کند، صدق شرط ها این در γ خم اگر

دست کم آن نقطۀ دو هر بین هرگاه نامیم ژئودزیک فضای را (X, d) متریک فضای .٢ . ٢ تعریف
هر بین هرگاه است ژئودزیک١ یکتا به طور فضای یک (X, d) گوییم باشد. داشته وجود ژئودزی یک

باشد. داشته وجود ژئودزی یک تنها آن متمایز نقطۀ دو

آنگاه باشند آن متمایز نقطۀ دو x, y ∈ X و ژئودزیک یکتا به طور فضای یک (X, d) اگر
.γxy(١) = y و γxy(٠) = x نیز و [٠, ١] ⊂ Iγxy به طوری که دارد وجود γxy یکتای ژئودزی
فضای ژئودزیک، فضای هر که است روشن است. d(x, y) سرعت با ژئودزی یک γxy که کنید توجه
است. برقرار نیز هاینه-بورل آشنای ویژگی فشرده موضعاً و کامل طولی فضاهای در است. طولی

داریم. را زیر سودمند بسیار قضیۀ درواقع،
١uniquely geodesic space



٢٨ ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٢٨روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٢٨روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن روش

در باشد. فشرده موضعاً طولی فضای یک (X, d) کنید فرض هوپف-رینو١). (قضیۀ ٢ . ٣ قضیه
هم ارزند: زیر گزاره های صورت این

همگراست. آن در کوشی دنبالۀ هر یعنی است، کامل متریک فضای یک (X, d) (١)
است. فشرده (X, d) در X از کراندار و بسته زیرمجموعۀ هر (٢)

است. ژئودزیک فضای یک (X, d) شرط، دو این برقراری درصورتِ به علاوه،
توپولوژیکی- برداری فضاهای با -مشابه هم اینجا در که کنیم توجه موضوع این به است خوب
ادامۀ در دارد. برقرار نزدیکی ارتباط آن بعد بودن متناهی و ژئودزیک فضای بودن فشرده موضعاً بین

کرد. خواهیم ارائه ژئودزیک فضاهای از متنوعی مثال های بخش، این
ریمانی خمینۀ سه بااین حال، است. ژئودزیک فضایی همبند ریمانی خمینۀ هر مدل. فضاهای
ادامه در که به دلیلی هستند، منفی و مثبت، صفر، ثابتِ مقطعی٢ خمیدگی های دارای به ترتیب که زیر
ریمانی خمینۀ یک که می پردازیم اقلیدسی فضای به ابتدا، دارند. مضاعفی اهمیت شد، خواهد روشن

یافت. [٨] در ،مثلا می توان، را مثال ها این به مربوط اثبات های و جزئیات است. تخت٣
مجموعۀ باشد. مثبت و صحیح عددی n کنید فرض .۴ . ٢ مثال

Rn = {x = (x١, . . . , xn)|xi ∈ R}

متریک و ،∥x∥ = √x · x اقلیدسی نُرم ،x ·y =
n∑
k=١

xkyk استانداردِ داخلی حاصل ضرب به را
En که دید می توان به سادگی می دهیم. نشان En با را متریک فضای این می کنیم. مجهز آن از ناشی

داریم x,y ∈ Rn نقطۀ دو هر برای درواقع، است. ژئودزیک یکتا به طور فضای یک
γxy(t) = (١− t)x+ ty, (t ∈ R).

است. +١ ثابت مقطعی خمیدگی دارای که است واحد n-بعدی کُرۀ دوم، مثال
کنید تعریف باشد. مثبت و صحیح عددی n کنید فرض .۵ . ٢ مثال
Sn = {x ∈ Rn+١|∥x∥ = ١}.

می شود تعریف زیر به صورت فضا این روی ذاتی۴ متریک
dSn(x,y) = cos−١(x · y) ∈ [٠, π], (x,y ∈ Sn). (٢ . ٢)

١Hopf-Rinow Theorem ٢sectional curvature ٣flat ۴intrinsic



کاکاوندی احمدی بیژن کاکاوندی٢٩ احمدی بیژن کاکاوندی٢٩ احمدی بیژن ٢٩

همۀ درواقع، است. فشرده و کامل ژئودزیک متریک فضای یک (Sn, d) که دید می توان به سادگی
و دلخواه نقطۀ یک x ∈ Sn گیریم می شوند: توصیف زیر به صورت یک سرعت با آن ژئودزی ها

دراین صورت u؛ · x = ٠ و ∥u∥ = ١ یعنی باشد، x بر عمود و یکه برداری u ∈ Rn+١

γ(t) = (cos t)x+ (sin t)u (٢ . ٣)
شرط با t, s ∈ R هر برای درواقع، است. γ(٠) = x از آغاز شده واحد سرعت با ژئودزی یک

داریم |t− s| ≤ π
d(γ(t), γ(s)) = |t− s|.

تعریف با ،y /∈ {x,−x} یعنی باشند، غیرمتَقاطر و متمایز نقطۀ دو x,y ∈ Sn اگر
θ := d(x,y) = cos−١(x · y) ∈ (٠, π)

و
u :=

y − (cos θ)x

sin θ

می آید به دست زیر ژئودزی ضابطۀ
γxy(t) = (cos θt)x+ (sin θt)u (۴ . ٢)

.γxy(١) = y و γxy(٠) = x ما، انتظار مطابق که
است. −١ ثابت مقطعی خمیدگی با n-بعدی هذلولوی فضای مثال، سومین

بگیرید درنظر را زیر دوخطی صورت ابتدا .۶ . ٢ مثال

⟨x , y⟩ = −xn+١yn+١ +
n∑
k=١

xkyk, (x,y ∈ Rn+١).

می کنیم تعریف
Hn = {x ∈ Rn|⟨x,x⟩ = −١, xn+١ > ٠}.

تنها تساوی و ⟨x,y⟩ ≤ −١ داریم x,y ∈ Hn نقطۀ دو هر برای که داد نشان می توان به سادگی
تعریف متریک یک زیر تابع که کرد ثابت می توان مطلب این کمک به .x = y که است برقرار وقتی

می کند
dHn(x,y) = cosh−١(−⟨x,y⟩), (x,y ∈ Hn). (۵ . ٢)



٣٠ ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٣٠روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٣٠روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن روش

همۀ درواقع، است. فشرده موضعاً و کامل ژئودزیک متریک فضای یک نیز (Hn, d) متریک فضای
دلخواه نقطۀ یک x ∈ Hn کنید فرض می شوند: توصیف زیر به صورت یک سرعت با آن ژئودزی های

دراین صورت .⟨u,x⟩ = ٠ و ⟨u,u⟩ = ١ که باشد برداری u ∈ Rn+١ و

γ(t) = (cosh t)x+ (sinh t)u

است. γ(٠) = x از آغاز شده واحد سرعت با ژئودزی یک

خمیدگی با دوبعدی ریمانی خمینۀ یک فضا این می کنیم. تعریف را Mκ مدل فضای اکنون
است. κ ثابت مقطعی

می شود: تعریف چنین Mκ فضای ،κ حقیقی عدد برای .٢ . ٧ تعریف
است؛ اقلیدسی صفحۀ M٠ = E٢ (١)

ضرب ١/√κ در (٢ . ٢) استانداردش متریک که است S٢ همان Mκ باشد، مثبت κ اگر (٢)
است؛ شده

١/√−κ در (۵ . ٢) استانداردش متریک که است H٢ همان Mκ باشد، منفی κ اگر (٣)
است. شده ضرب

هنگامی که Dκتنها درواقع، است. مفید بسیار Dκپارامتری = diamMκ مدل فضای قطر
است. Dκ = π/

√
κ برابر و متناهی عدد یک κ > ٠

kی ،k = ٠ چپ) به راست از (به ترتیب با متناظر مدل فضای .١ شکل
مثبت kی و منفی،



کاکاوندی احمدی بیژن کاکاوندی٣١ احمدی بیژن کاکاوندی٣١ احمدی بیژن ٣١

هندسه های کشف دوران اوائل به خم ها برحسب خمیدگی بیان اولیۀ اندیشۀ تانسور. بدون خمیدگی
می شود گفته نادقیق، زبان به متریکی، هندسۀ کنونی شکل در می رسد. گاوس تحقیقات و نااقلیدسی
از آن مثلث هر هرگاه است κ مساوی یا کمتر آلیکساندرف خمیدگی دارای ژئودزیک فضای یک که
است κ مساوی یا بیشتر آلیکساندرف خمیدگی دارای همچنین نباشد؛ «چاق تر » Mκ در نظیر مثلث
بیان ریاضی دقیق زبان به را مفاهیم این نباشد. «لاغرتر» Mκ در نظیر مثلث از آن مثلث هر هرگاه
مثلث و ژئودزیکی مثلث مفاهیم با باید نخست کار این برای ببینید)؛ را ٢ . ٨ (تعریف کرد خواهیم

شویم. آشنا قیاسی١
باشند. آن در متمایز نقطۀ سه x١, x٢, x٣ ∈ X و ژئودزیک فضای یک (X, d) کنید فرض
است X در نقاط این میان واصل ژئودزی سه اجتماع ∆(x١, x٢, x٣) ژئودزیکی مثلث از منظور
ژئودزیکی مثلث هر و κ حقیقی عدد هر برای آلیکساندرف، از قضیه ای بنابر مثلث). محیط (همان
در ∆̄(x̄١, x̄٢, x̄٣) ژئودزیکی مثلث یک باشد، کمتر ٢Dκ از آن محیط Xکه در ∆(x١, x٢, x٣)

و یکتاست طولپایی تاحد که دارد وجود Mκ

dX(xi, xj) = dMκ(x̄i, x̄j), (i, j ∈ {١, ٢, ٣}).
می نامیم. ∆ ⊂ X ژئودزیکی مثلث نظیر قیاسی مثلث را ∆̄ ⊂Mκ مثلث

هر برای هرگاه است κ مساوی یا کمتر خمیدگی دارای (X, d) ژئودزیک فضای گوییم .٢ . ٨ تعریف
قیاسی مثلث ∆̄ اگر باشد: برقرار شرط این ٢Dκ از کوچک تر محیط با ∆ ⊂ X ژئودزیکی مثلث

باشیم داشته p̄, q̄ ∈ ∆̄ متناظر نقطه های برای باشند، دلخواه نقطۀ دو p, q ∈ ∆ و متناظر
dX(p, q) ≤ dMκ(p̄, q̄).

می شود. تعریف برعکس جهت در نامساوی با مشابه به طور نیز κ مساوی یا بزرگ تر خمیدگی

κ مساوی یا کوچک تر خمیدگی با ژئودزیک فضاهای ردۀ ،[١٠] گرومف از پیروی به معمولا
کارتان، اسامی نخست حروف به ترتیب، ،T و ،A ،C حروف می دهند. نشان CAT(κ) با را
نظریۀ در آن کاربردهای برخی و فضاها این مطالعۀ به [٨] کتاب در توپونوگف اند. و آلیکساندرف،
پایین یا بالا از آن خمیدگی که را ژئودزیک فضای یک است. شده پرداخته جبری توپولوژی و گروه ها
فضاها این به مفصل به طور [٩] و [۴] کتاب های می نامند. آلیکساندرف» «فضای باشد کراندار
فضاهای می نامند. آدامار» «فضای یک را کامل CAT(٠) فضای یک خاص، حالت در می پردازند.
١comparison triangle



٣٢ ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٣٢روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٣٢روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن روش

فراوانی ویژگی های دارای فضاها این درواقع، کرد! تصور «خمیده» هیلبرتِ فضاهای می توان را آدامار
بهینه سازی نظریۀ و محدب، آنالیز غیرخطی، آنالیز برای مناسبی چارچوب به تبدیل آن ها را که هستند
مشابه مفهومی محدب، زیرمجموعۀ هر روی تصویر تابع وجود به می توان ویژگی ها این ازجملۀ می کند.
قضیۀ مشابه خاصیتی ،[٣] ضعیف توپولوژی های ،[٢] شبه خطی سازی١ نام به داخلی حاصل ضرب با
این در را [١۵] و [۵] منابع می تواند علاقه مند خواننده کرد. اشاره دیگر موارد بسیاری و باناخ-آلااقلو٢،
ریمانی خمینه های هیلبرت، فضاهای از عبارت اند آدامار فضای مثال های مهم ترین کند. مطالعه زمینه
بسته زیرمجموعۀ هر دور)، فاقد و همبند (گراف های درخت ها نامثبت، مقطعی خمیدگی با ساده همبند
ردۀ از توابع آدامار، فضاهای از شبه مستقیم یا مستقیم حاصل ضرب های آدامار، فضای یک از محدب و
خارج قسمت یا ریشتنیاک٣ شیوۀ به چسباندن از حاصل فضاهای آدامار، فضای یک در مقادیر با L٢

برای را قابلیت بیشترین آدامار فضاهای اینکه با دیگر. بسیار موارد و آدامار، فضاهای از گرفتن
چارچوب می کنیم. عرضه کلی تر بسیار چارچوبی در را بحث مقاله این در ما دارند، بهینه سازی نظریۀ
حتی و آلیکساندرف فضاهای همۀ فضاها این است. کامل ژئودزیک فضای یک مقاله، ادامۀ در ما،
می توان را متریکی هندسۀ در مطرح فضاهای میان ارتباط درواقع، می شوند. شامل آن را از فراتر

کرد. خلاصه زیر به صورت
آدامار ⇒فضای CAT (κ)فضای⇒ آلیکساندرف ژئودزیک⇒فضای ⇒فضای طولی متریک⇒فضای فضای (۶ . ٢)

روشن را آلیکساندرف فضاهای و ریمانی خمینه های بین ارتباط که قضیه، دو ذکر با را بخش این
بیابد. [١٠ ،٩] کتاب های در آن را اثبات می تواند علاقه مند خوانندۀ می بریم. پایان به می کنند،

خمیدگی باشد. حقیقی عددی κ و همبند و کامل ریمانی خمینۀ یک M کنید فرض .٢ . ٩ قضیه
خمیدگی موضعی به طور اگر تنها و اگر است κ مساوی) یا (بیشتر مساوی یا کمتر Mهمه جا مقطعی

باشد. κ مساوی) یا (بیشتر مساوی یا کمتر (٢ . ٨ تعریف (با آن آلیکساندرف
است. ریمانی خمینه های در مقطعی خمیدگی مفهوم تعمیم آلیکساندرف خمیدگی به عبارت دیگر،
داده نامنفی و صحیح عدد n و مثبت، و حقیقی عددی D > ٠ حقیقی، عدد κ کنید فرض اکنون
و ،D مساوی یا کمتر قطر ،κ مساوی یا بیشتر خمیدگی با ژئودزیک فضاهای همۀ ردۀ باشند. شده

می دهیم. نشان M(n, κ,D) با را n مساوی یا کمتر هاوسدورف بعد
گرومف-هاوسدورف متریک به نسبت M(n, κ,D) ردۀ گرومف). فشردگی (قضیۀ ٢ . ١٠ قضیه

است. فشرده
١quasilinearization ٢Banach–Alaoglu Theorem ٣Reshetnyak’s gluing



کاکاوندی احمدی بیژن کاکاوندی٣٣ احمدی بیژن کاکاوندی٣٣ احمدی بیژن ٣٣

است متریک فضاهای بین فاصله تابع یک گرومف-هاوسدورف، متریک که کنیم یادآوری
بعد همچنین است. متریک فضای یک فشردۀ زیرمجموعه های بین هاوسدورف متریک تعمیم که
مثال برای را کلاسیک تعریف های این است. متریک فضاهای به خمینه ای بعد تعمیم هاوسدورف،
خمیدگی با ریمانی خمینه های همۀ ردۀ که کنید توجه کرد. مطالعه می توان [٩] دهم فصل و اول فصل در
M(n, κ,D) زیرردۀ n مساوی یا کمتر بعد و ، D مساوی یا کمتر قطر ،κ مساوی یا بیشتر مقطعی
متریک در خمینه هایی چنین از همگرا دنبالۀ هر حد که می شود نتیجه بالا قضیۀ از بنابراین است.
ریمانی خمینۀ یک دیگر است ممکن درحالی که، است؛ آلیکساندرف فضای یک گرومف-هاوسدورف
اثبات مطلب، این از غیرمنتظره و جذاب کاربرد یک باشد. نداشته هموار ساختار حتی و نباشد

.[٢٣] است کیهان شناسی در فریدمن١ مدل پایداری

خودسازگار تابع های .٣
هر برای باشد. کامل ژئودزیکِ متریک فضای یک (X, d) می کنیم فرض همواره ازاین پس
راستای می دهیم. نشان Sx(X) علامت با را x از آغاز شده راستاهای همۀ مجموعۀ x ∈ X نقطۀ
شرط با باز بازه ای Iγ ⊂ R آن در که است γ : Iγ → X مانند ژئودزی یک γ ∈ Sx(X)

راستاهای همه مجموعۀ نیز را S(X) :=
∪
x∈X Sx(X) مجموعۀ است. γ(٠) = x و ٠ ∈ Iγ

را آن ها که کرد مجهز طبیعی متریک  یک به می توان هم را مجموعه ها این خود می نامیم. X روی
فضای تعمیم به ترتیب، می توان، را فضاها این می کند. تبدیل جدیدی ژئودزیک متریک فضاهای به
استفاده راستاها خودِ از تنها مقاله این در چون کرد. تلقی مشتق پذیر خمینۀ بر مماسی کلاف و مماسی
[٩ ،٨ ،۴] کتاب های به می تواند علاقه مند خوانندۀ نمی پردازیم؛ اخیر متریک تعریف به می کنیم،
D ⊂ X که می کنیم یادآوری می کنیم. تعریف را زمینه این در مهم مفهوم دو اکنون کند. مراجعه

باشد. خود نقاط تمام بین واصل ژئودزی های همۀ شامل هرگاه است محدب
باشد. محدب و باز، ناتهی، مجموعه ای D ⊂ X کنید فرض .٣ . ١ تعریف

در γ ∈ S(X) راستای هر برای هرگاه می نامند محدب اکیداً را f : D → R پیوستۀ تابع (١)
.(f ◦γ)′′(٠) > ٠ و باشد دو بار مشتق پذیر f ◦γ : Iγ → R تابع ،γ(Iγ) ⊂ D یعنی ،D
Mf مانند مثبتی و ثابت عدد هرگاه گوییم خودسازگار را f : D → R محدب اکیداً تابع (٢)

و باشد سه بار مشتق پذیر f ◦ γ تابع D در γ راستای هر برای به طوری که باشد موجود
|(f ◦ γ)′′′(٠)| ≤Mf ((f ◦ γ)′′(٠)) ٣

٢ . (٣ . ١)
١Friedmann



٣۴ ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٣۴روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٣۴روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن روش

در f تابع اگر درواقع، داد؛ تغییر مثبت اعداد در f تابع ضرب کردن با می توان را Mf ضریب
ضریب با فوق، شرط در af تابع آنگاه باشد مثبتی حقیقی عدد a > ٠ و کند صدق (٣ . ١) رابطۀ

. Mf = ٢ می کنیم فرض کلیت، از کاستن بدون اغلب، می کند. صدق ، Mf/
√
a

است. کُره روی خودسازگار تابعی برای نابدیهی مثال یک زیر، مثال
منظور آن در که بگیرید درنظر Dرا = {x ∈ Sn|x > ٠} یعنی واحد، کُرۀ مثبت کُنج .٣ . ٢ مثال
ضابطۀ با f : D → R تابع که می دهیم نشان است. x مؤلفه های همۀ مثبت بودن ،x > ٠ نماد از

f(x) = −
n+١∑
k=١

lnxk

که (٢ . ٣) یعنی ، Sn روی ژئودزی ها ضابطۀ از استفاده با کار، این برای است. خودسازگار تابع یک
داشت خواهیم محاسبه اندکی و باشند، شده آغاز D از

(f ◦ γ)′(٠) = −
n+١∑
k=١

uk
xk
, (f ◦ γ)′′(٠) =

n+١∑
k=١

(١ + (
uk
xk

)٢)
و

(f ◦ γ)′′′(٠) = −٢
n+١∑
k=١

(
uk
xk

)
(١ + (

uk
xk

)٢).
از استفاده با همچنین f)؛ ◦ γ)′′(٠) > ٠ زیرا است، محدب اکیداً تابع یک f به این ترتیب،
داریم مثبت، حقیقی اعداد برای ∑

k

a٢
k ≤ (

∑
k

ak)
٢ نابرابری نیز و کوشی-شوارتس نابرابری

(
(f ◦ γ)′′′(٠))٢ ≤ ۴

n+١∑
k=١

(
uk
xk

)٢
n+١∑
k=١

(١ + (
uk
xk

)٢(٢

≤ ۴
n+١∑
k=١

(١ + (
uk
xk

)٢)( n+١∑
k=١

(١ + (
uk
xk

)٢((٢
= ۴((f ◦ γ)′′(٠))٣

.

است. برقرار Mf = ٢ ضریب همان با f تابع برای (٣ . ١) خودسازگاری تعریف پس
بیضی گون هایی می توان هموار، حالت با مشابه ،D ژئودزیک یکتا به طور زیرمجموعۀ هر برای

کنید تعریف ،r > ٠ و x ∈ D کنید فرض کرد. تعریف زیر به شکل دیکین١ نوع از
W (x; r) := {γ ∈ Sx(X)| [(f ◦ γ)′′(٠)] ١

٢ < r}
١Dikin-type ellipsoids



کاکاوندی احمدی بیژن کاکاوندی٣۵ احمدی بیژن کاکاوندی٣۵ احمدی بیژن ٣۵

و
W ◦(x; r) := {y ∈ X| [(f ◦ γxy)′′(٠)] ١

٢ < r}.

باشیم داشته اگر تنها و اگر γ ∈ W (x; r) داریم γ ∈ Sx(X) راستای هر برای که کنیم توجه
یکتا به طور زیرمجموعۀ یک D مجموعۀ که می کنیم فرض همیشه ازاین پس، .γ(١) ∈ W ◦(x; r)

باشد. X از ژئودزیک
آمد. خواهد کار به بسیار زیر لم مقاله ادامۀ در

کنید تعریف باشند. شده داده D در γ جهت و f : D → R خودسازگار تابع کنید فرض .٣ . ٣ لم
ϕ(t) := ((f ◦ γ)′′(t))−

١
٢ , (t ∈ Iγ).

دراین صورت
.|ϕ′(t)| ≤ ١ داریم t ∈ Iγ هر برای (١)

.(−ϕ(٠) , ϕ(٠)) ⊂ Iγ آنگاه ϕ(٠) > ٠ اگر (٢)

داریم ϕ تابع از گرفتن مشتق با اثبات.

ϕ′(t) = − ١
٢((f ◦ γ)

′′(t))−
٣
٢ (f ◦ γ)′′′(t), (t ∈ Iγ).

از آغاز شده راستای هر می تواند γ چون اما ،|ϕ′(٠)| ≤ ١ که می شود نتیجه (٣ . ١) تعریف از اکنون
می شود. نتیجه (١) حکم پس باشد دلخواه نقطه ای

درغیراین صورت زیرا نباشد، حقیقی اعداد کل با برابر Iγ باز بازۀ کنید فرض (٢) حکم اثبات برای
دست کم آنگاه ،(−T, T ) ⊂ Iγ که بگیریم عددی بزرگ ترین را T > ٠ اگر است. واضح حکم
.ϕ(٠) ≤ T کنیم ثابت است کافی  اکنون .T /∈ Iγ مثلا نیست، Iγ در بازه این انتهای دو از یکی
(١) از t ∈ (−T, T ) هر برای .T < ϕ(٠) کنید فرض می کنیم. عمل خلف برهان با کار این برای

پس |ϕ(t)− ϕ(٠)| ≤ |t| که می شود نتیجه
ϕ(t) ≥ ϕ(٠)− |t| ≥ ϕ(٠)− T.

که می شود نتیجه ϕ تابع تعریف و خلف فرض از بنابراین

(f ◦ γ)′′(t) = ϕ(t)−٢ ≤ ١
(ϕ(٠)− T )٢



٣۶ ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٣۶روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٣۶روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن روش

داریم t ∈ (−T, T ) هر برای درنتیجه

(f ◦ γ)(t) = (f ◦ γ)(٠) +
∫ t

٠
(
(f ◦ γ)′(٠) +

∫ τ

٠
(f ◦ γ)′′(s) ds

)
dτ

≤ (f ◦ γ)(٠) + (f ◦ γ)′(٠)t+ t٢
٢(ϕ(٠)− T )٢ .

□ است. تناقض در T انتخاب با که T ∈ Iγ پس ،(f ◦ γ)(T ) < +∞ یعنی این اما

مانند «بازپرمایش»شده ای خم ، t ∈ Iγ ثابت نقطۀ هر و γ : Iγ → X ژئودزی هر برای
می کنیم تعریف چنین را γt : [٠, ١]→ X

γt(s) = γ(st), (s ∈ [٠, ١]). (٣ . ٢)

واضح آنگاه باشد، مشتق پذیر نیز f ◦ γ و باشد گرفته قرار f تابع دامنۀ در γ خم اگر صورت این در
.(f ◦ γt)′(s) = t(f ◦ γ)′(st) داریم s ∈ [٠, ١] هر برای که است

و ، γ := γxy ،x, y ∈ D خودسازگار، تابع یک f : D → R کنید فرض .۴ . ٣ گزاره
داریم در این صورت .r := ((f ◦ γ)′′(٠)) ١

٢ > ٠

(f ◦ γ)′′(١) ≥ r٢
(١ + r)٢ , (٣ . ٣)

(f ◦ γ)′(١)− (f ◦ γ)′(٠) ≥ r٢
١ + r

, (۴ . ٣)
f(y) ≥ f(x) + (f ◦ γ)′(٠) + r − ln(١ + r). (۵ . ٣)



کاکاوندی احمدی بیژن کاکاوندی٣٧ احمدی بیژن کاکاوندی٣٧ احمدی بیژن ٣٧

است. (٣ . ٣) رابطۀ همان این و ϕ(١) ≤ ϕ(٠)+ ١ داریم ٣ . ٣ لم از (١) قسمت بنابه اثبات.
می آید: به دست (۴ . ٣) رابطۀ ،٣ . ٢ تعریف و رابطه این از استفاده با اکنون

(f ◦ γ)′(١)− (f ◦ γ)′(٠) =
∫ ١

٠
(f ◦ γ)′′(t) dt

=

∫ ١

٠
١
t٢ (f ◦ γ

t)′′(١) dt

≥
∫ ١

٠
١
t٢

(f ◦ γt)′′(٠)(١ + ((f ◦ γt)′′(٠)) ١
٢
)٢ dt

=

∫ ١

٠
r٢

(١ + rt)٢ dt =
r٢

١ + r
.

اینکه سرانجام و

f(y)− f(x)− (f ◦ γ)′(٠) =
∫ ١

٠
(
(f ◦ γ)′(t)− (f ◦ γ)′(٠)) dt

=

∫ ١

٠
١
t

(
(f ◦ γt)′(١)− (f ◦ γt)′(٠)) dt

≥
∫ ١

٠
١
t

(f ◦ γt)′′(٠)
١ + ((f ◦ γt)′′(٠)) ١

٢
dt

=

∫ ١

٠
r٢t

١ + rt
dt = r − ln(١ + r).

□

داریم. را زیر گزارۀ درواقع، .r < ١ کنیم فرض باید عکس، جهت در نابرابری هایی برای

y = γ ∈ W (x; ١) ،x ∈ D خودسازگار، تابع یک f : D → R کنید فرض .۵ . ٣ گزاره
داریم صورت این در .r := ((f ◦ γ)′′(٠)) ١

٢ ∈ (٠, ١) و ، γ(١)

(١− r)٢r٢ ≤ (f ◦ γ)′′(١) ≤ r٢
(١− r)٢ , (۶ . ٣)

(١− r + r٢
٣ )r٢ ≤ (f ◦ γ)′(١)− (f ◦ γ)′(٠) ≤ r٢

١− r , (٣ . ٧)
f(y) ≤ f(x) + (f ◦ γ)′(٠)− r − ln(١− r). (٣ . ٨)



٣٨ ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٣٨روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن ٣٨روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن روش

اگر بگیرید. درنظر ψ(t) = (f ◦ γ)′′(t) ضابطۀ با را ψ : Iγ → (٠,+∞) تابع اثبات.
برای ،(٣ . ٢) از استفاده با ببریم، به کار s 7→ γ(s+ t) خم برای را (٣ . ١) خودسازگار تابع تعریف

داریم t ∈ Iγ

ψ′(t) ≤ ٢((f ◦ γ)′′(t)) ١
٢ (f ◦ γ)′′(t) = ٢

t
((f ◦ γt)′′(١)) ١

٢ψ(t).

می رسد زیر رابطه به که ϕ(١) ≥ ϕ(٠)− ١ داریم γt برای ٣ . ٣ لم (١) قسمت از استفاده با

((f ◦ γt)′′(١)) ١
٢ ≤ ((f ◦ γt)′′(٠)) ١

٢

١− ((f ◦ γt)′′(٠)) ١
٢
,

بنابراین
ψ′(t)

ψ(t)
≤ ٢r

١− rt .

رابطۀ ψ(٠) = r٢ که مطلب این به توجه و ، t = ١ تا t = ٠ از رابطه، این از انتگرال گیری با حال
می شود. نتیجه (۶ . ٣)

دادن نشان برای نخست می کنیم. استفاده (٣ . ٧) نابرابری های اثبات برای رابطه این از اکنون
می نویسیم راست، سمت نابرابری درستی

(f ◦ γ)′(١)− (f ◦ γ)′(٠) =
∫ ١

٠
(f ◦ γ)′′(t) dt

=

∫ ١

٠
١
t٢ (f ◦ γt)′′(t) dt

≤
∫ ١

٠
١
t٢

(f ◦ γt)′′(٠)(
١− ((f ◦ γt)′′(٠)) ١

٢
)٢ dt

=

∫ ١

٠
r٢

(١− rt)٢ dt =
r٢

١− r .



کاکاوندی احمدی بیژن کاکاوندی٣٩ احمدی بیژن کاکاوندی٣٩ احمدی بیژن ٣٩

می نویسیم چپ، سمت نابرابری اثبات برای سپس و

(f ◦ γ)′(١)− (f ◦ γ)′(٠) =
∫ ١

٠
(f ◦ γ)′′(t) dt

=

∫ ١

٠
١
t٢ (f ◦ γ

t)′′(t) dt

≥
∫ ١

٠
١
t٢
(

١− ((f ◦ γt)′′(٠)) ١
٢
)٢

(f ◦ γt)′′(٠) dt

=

∫ ١

٠
r١)٢− rt)٢ dt = (١− r + r٢

٣ )r٢.

می آوریم به دست زیر به ترتیب (٣ . ٧) رابطۀ از را (٣ . ٨) رابطۀ سرانجام

f(y)− f(x)− (f ◦ γ)′(٠) =
∫ ١

٠
(
(f ◦ γ)′(t)− (f ◦ γ)′(٠)) dt

=

∫ ١

٠
١
t

(
(f ◦ γt)′(١)− (f ◦ γt)′(٠)) dt

≤
∫ ١

٠
١
t

(f ◦ γt)′′(٠)
١− ((f ◦ γt)′′(٠)) ١

٢
dt

=

∫ ١

٠
r٢ t

١− rt dt = −r − ln(١− r).
□

عدد برای که باشیم داشته به خاطر و کنیم مقایسه یکدیگر با را (٣ . ٨) و (۵ . ٣) رابطه های اگر
تیلر سری r ∈ (٠, ١) دلخواه

r − ln(١ + r) =
r٢
٢ −

r٣
٣ +

r۴
۴ − · · ·

نوشت می توان آنگاه است، معتبر
f(y) = f(x) + (f ◦ γ)′(٠) + (f ◦ γ)′′(٠)

٢ +O(r٣). (٣ . ٩)
فضاهای روی خودسازگار تابع های تقریب فرمول به صورت می توان را رابطه این روشن، به دلایلی
تیلر بسط نخست جملۀ سۀ (٣ . ٩) رابطۀ گویی، کرد؛ تفسیر دوم»  درجۀ «تابع های با ژئودزیک متریک

می دهد. دست به را f



۴٠ ژئودزیک فضاهای در نیوتن ۴٠روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن ۴٠روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن روش

نیوتن بهینه سازی روش .۴
زیرمجموعۀ Dیک ⊂ X کامل، ژئودزیک متریک فضای یک (X, d) کنید فرض معمول مطابق
x ∈ D هر برای باشد. خودسازگار تابع یک f : D → R و ژئودزیک، یکتا به طور و باز ناتهی،

می کنیم تعریف را زیر کمیت

λf (x) = sup

{
|(f ◦ η)′(٠)|(
(f ◦ η)′′(٠)) ١

٢

∣∣∣η ∈ Sx(X)

}
. (١ . ۴)

در f همچنین ندارد، بستگی η خم های سرعتِ به  فوق، تعریف در کسرها مقدار که باشیم داشته توجه
نیوتنی١ کاهش می توان را عدد این درواقع، .λf (x) = ٠ اگر تنها و اگر می گیرد را خود مینیمم x

کرد. تلقی

داشته x٠ ∈ D یک حداقل برای و باشد فشرده Xموضعاً اگر بالا، مفروضات علاوه بر .١ . ۴ قضیه
یکتاست. مینیمم نقطۀ یک دارای f تابع آنگاه ،λf (x٠) < ١ باشیم

بسته، D در D٠ = {x ∈ D|f(x) ≤ f(x٠)} زیرمجموعۀ که است روشن اثبات.
D٠نتیجه فشردگی ٢ . ٣ قضیۀ بنابه هست، نیز D٠کراندار که دهیم نشان اگر است. ناتهی و محدب،
نقطۀ وجود است، یکسان D٠ و D روی آن مینیمم مقدار و است پیوسته تابع یک f چون می شود.
فرض منظور این برای کنیم. ثابت را D٠ کرانداری است کافی پس می شود. ثابت f تابع مینیمم

داریم (١ . ۴) و (۵ . ٣) بنابر .x ∈ D٠ کنید

f(x٠) ≥ f(x) ≥ f(x٠) + (f ◦ γx٠x)
′(٠) + r − ln(١ + r)

≥ f(x٠)− rλf (x٠) + r − ln(١ + r)

بنابراین .r = ((f ◦ γx٠x)
′′(٠)) ١

٢ آن در که
ln(١ + r)

r
≥ ١− λf (x٠) > ٠.

اما
lim

r→+∞

ln(١ + r)

r
= ٠,

١Newton decrement



کاکاوندی احمدی بیژن کاکاوندی۴١ احمدی بیژن کاکاوندی۴١ احمدی بیژن ۴١

باشیم داشته x ∈ D٠ هر برای به طوری که دارد وجود K مانند مثبتی و ثابت عدد یک ضرورتاً پس
(
(f ◦ γx٠x)

′′(٠)) ١
٢ ≤ K.

D٠ در η : [٠,+∞]→ D٠ ژئودزی یک آن، بی کران بودن فرض با است، D٠محدب ازآنجایی که
دراین صورت باشد. واحد برابر آن سرعت کرد فرض می توان کلیت، از کاستن بدون که دارد، وجود

بنابراین و ηt = γη(٠)η(t) داریم t > ٠ هر برای

t
(
(f ◦ η)′′(٠)) ١

٢ =
(
(f ◦ ηt)′′(٠)) ١

٢ ≤ K,

است. کراندار D٠ پس باشد. برقرار t مثبت اعداد همۀ برای رابطه این است غیرممکن ولی،
مینیمم نقطۀ دو هر و متمایز نقطۀ دو x∗, x∗∗ ∈ D اگر است. واضح تقریباً مینیمم نقطۀ یکتایی
،t 7→ (f ◦ γx∗x∗∗)′(t) حقیقی تابع برای میانگین مقدار قضیۀ از استفاده با آنگاه باشند، f تابع

که می شود ثابت t ∈ (٠, ١) مانند عددی وجود
(f ◦ γx∗x∗∗)′′(t) = (f ◦ γx∗x∗∗)′(١)− (f ◦ γx∗x∗∗)′(٠) = ٠.

□ است. تناقض در f محدب بودن اکیداً با مطلب این ولی
می شویم. نزدیک مینیمم نقطۀ به λf (x) عدد کاهش با هم اینجا در کلاسیک، روش با مشابه

داریم. را زیر قضیۀ دقیق تر به طور درواقع،

و x ∈ W ◦(x∗; ١) بگیرد، را خود مینیمم x∗ ∈ D نقطۀ در f تابع کنید فرض .٢ . ۴ قضیه
داریم دراین صورت .λf (x) < ١

(
(f ◦ γxx∗)′′(٠)) ١

٢ ≤
λf (x)

١− λf (x) , (٢ . ۴)
٠ ≤ f(x)− f(x∗) ≤ −λf (x)− ln

(١− λf (x)). (٣ . ۴)

داریم (٣ . ٧) و (۴ . ٣) بنابر .r = ((f ◦ γxx∗)′′(٠)) ١
٢ ∈ (٠, ١) فرض بنابه اثبات.

٠ ≤ r٢
١ + r

≤ −(f ◦ γxx∗)′(٠) ≤ r٢
١− r

است. (٢ . ۴) رابطۀ همان که ،r/(١ + r) ≤ λf (x) پس ،|(f ◦ γxx∗)′(٠)| ≤ r λf (x) اما



۴٢ ژئودزیک فضاهای در نیوتن ۴٢روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن ۴٢روش ژئودزیک فضاهای در نیوتن روش

که می شود نتیجه (۵ . ٣) و (١ . ۴) از اکنون
f(x∗)− f(x) ≥ (f ◦ γxx∗)′(٠) + r − ln(١ + r)

≥ r − ln(١ + r)− rλf (x).

داریم ٠ ≤ b < ١ و a ≥ ٠ حقیقی عدد دو هر برای که دید می توان به سادگی ازطرف دیگر،
a− ln(١ + a)− ab ≥ b+ ln(١− b).

بنابراین
f(x∗)− f(x) ≥ λf (x) + ln(١− λf (x))

□ است. (٣ . ۴) رابطۀ همان نیز این که
ماکسیمم مقدار که باشد واحد سرعت با راستایی η ∈ Sx(X) نیز و x ∈ D کنید فرض

می نویسیم .λf (x) = |(f◦η)′(٠)|
((f◦η)′′(٠)) ١٢

یعنی شود، اختیار آن در (١ . ۴)

τ =
|(f ◦ η)′(٠)|
(f ◦ η)′′(٠)

نیست. یکتا لزوماً γx خم که باشید داشته توجه .γx = ητ می کنیم تعریف و
است برقرار γx راستای و λf (x) کمیت میان زیر رابطۀ x ∈ D هر برای .٣ . ۴ لم

λ٢
f (x) = |(f ◦ γx)′(٠)| = (f ◦ γx)′′(٠).

.λ٢
f (x) = −(f ◦ γx)′(٠) که کرد انتخاب طوری را γx می توان همیشه به علاوه،

داریم (٣ . ٢) رابطۀ و γx تعریف از استفاده با اثبات.

λf (x)
٢ =

((f ◦ η)′(٠))٢
(f ◦ η)′′(٠) = τ |(f ◦ η)′(٠)| = |(f ◦ γx)′(٠)|.

ازطرف دیگر،
(f ◦ γx)′′(٠) = τ٢(f ◦ η)′′(٠) = τ |(f ◦ η)′(٠)| = |(f ◦ γx)′(٠)|.

شرط با (−δ, δ) مانند بازه یک روی γx خم تعریف، بنابر که می کنیم توجه آخر، حکم اثبات برای
بگیریم، درنظر t ∈ (−δ, δ) وقتی را γ−x (t) = γ(−t) خم اگر اکنون است. شده تعریف δ > ٠
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دو از یکی پس .(f ◦ γ−x )′′(٠) = (f ◦ γx)′′(٠) و (f ◦ γ−x )′(٠) = −(f ◦ γx)′(٠) داریم
□ می رساند. مقصود به را ما γ−x یا γx خم
الگوریتم اکنون دارد. را کلاسیک روش در نیوتنی١ گام نقش همان دقیقاً فوق لم در γx خم
در فشرده موضعاً ژئودزیکِ متریک فضاهای روی خودسازگار تابع های برای نیوتن بهینه سازی روش

می شود. ارائه ١ الگوریتم

نیوتن روش ١ الگوریتم
باشد. داده شده مقداری ٠ < ϵ و دلخواه نقطه ای x٠ ∈ D کنید فرض (١)

دهید قرار ،ϵ ≤ λf (xk) زمانی که تا (٢)
xk+١ = γxk

( ١
١ + λf (xk)

)

نشان و می کنیم ثابت را ١ الگوریتم توسط تولید شده دنبالۀ همگرایی مقاله، این پایانی قضیۀ در
شود. تکرار باید گام تعداد چه دست کم الگوریتم مطلوب، دقتِ میزان به رسیدن برای که می دهیم

داریم می کند تولید ١ الگوریتم که دنباله ای برای .۴ . ۴ قضیه
f(xk+١) ≤ f(xk)− λf (xk) + ln

(١ + λf (xk)
)
. (۴ . ۴)

آنگاه شود، مینیمم x∗ نقطۀ در f تابع اگر به علاوه،
می شود. متوقف گام ⌊f(x٠)−f(x∗)

ϵ−ln(١+ϵ) ⌋ حداکثر در الگوریتم این (١)
داریم ایجاد شده نامتناهی دنبالۀ برای نکنیم، متوقف را الگوریتم اگر (٢)

lim
k→+∞

f(xk) = f(x∗).

و فشرده موضعاً X اگر به ویژه، همگراست. x∗ به {xk} دنبالۀ از همگرا زیردنبالۀ هر (٣)
. lim
k→+∞

xk = x∗ آنگاه باشد کراندار D

داریم ،٣ . ۴ لم از استفاده با دراین صورت، .tk = ١
١+λf (xk) کنید تعریف )اثبات.

(f ◦ γtkxk)
′′(٠)) ١

٢ = tk λf (xk) < ١,
١Newton step
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و ، tk تعریف و (٣ . ٨) رابطۀ ،٣ . ۴ لم از مجدد استفادۀ با اکنون .xk+١ ∈ W ◦(xk; ١) بنابراین
داشت خواهیم (٣ . ٢) رابطۀ

f(xk+١) ≤ f(xk) + (f ◦ γtkxk)
′(٠)− ((f ◦ γtkxk)′′(٠)) ١

٢

− ln
(

١− ((f ◦ γtkxk)′′(٠)) ١
٢
)

= f(xk) + tk(f ◦ γxk)
′(٠)− tk((f ◦ γxk)′′(٠)) ١

٢

− ln
(

١− tk((f ◦ γxk)′′(٠)) ١
٢
)

= f(xk)− λf (xk) + ln
(١ + λf (xk)

)
.

بودن صعودی و (۴ . ۴) بنابر باشد. داشته ادامه nام گام تا الگوریتم کنید فرض ،(١) اثبات برای
داریم مثبت، حقیقی اعداد مجموعۀ روی λ 7→ λ− ln(١ + λ) تابع

n(ϵ− ln(١ + ϵ)) ≤
n∑
k=١

(
λf (xk−١)− ln

(١ + λf (xk−١)
))

≤
n∑
k=١

(
f(xk−١)− f(xk)

)
= f(x٠)− f(xn) ≤ f(x٠)− f(x∗).

همگراست. فوق سری ،(!ϵ = ٠ فرض با (یعنی، شود بزرگ به دلخواه بتواند n عدد اخیر، رابطۀ در اگر
بنابراین

lim
k→+∞

(
λf (xk)− ln(١ + λf (xk))

)
= ٠

سرانجام، می آید. به دست (٣ . ۴) رابطۀ از (٢) حکم اکنون . lim
k→+∞

λf (xk) = ٠ درنتیجه و
نتیجه آن دوم گزارۀ ٢ . ٣ قضیۀ از و (٣) نخستِ گزارۀ مینیمم، نقطۀ یکتایی و f تابع پیوستگی از
□ می شود.
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Abstract. Many important spaces in data science or engineering problems are non-
linear spaces. Therefore, in recent years, numerical methods for optimizing functions
defined on Riemannian manifolds have received much attention and research. On the
other hand, geometers such as Alexandrov and Gromov opened a new door to the study
of geometric objects by inventing geodesic spaces. These spaces are generalizations of
Riemannian manifolds and, among other advantages, they lack the tensor complexities
of these manifolds. These spaces contain many crude mathematical objects, includ-
ing graphs or topological manifolds. In this article, Newton’s method for finding the
minimum point of a self-concordant function on geodesic metric spaces is presented.
One of the important advantages of this type of investigation compared to Newton’s
method on Riemannian manifolds is the simplicity of the theory and the reduction of
the amount of computation. Despite the lack of a smooth structure and tensor algebra
on curves, we show, simply by using the concept of ”geodesic curve”, that Newton’s
method can be successfully and evenmore simply designed and implemented on a wide
range of common mathematical structures.
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