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مهدوی امیری نظام الدین و رابوکی، گلپر عفت اردولالو، زهرا

چکیده
کوچک ترین از است ماتریسAعبارت رتبۀ است. ماتریس هر مهم مشخصه های از یکی رتبه
رتبۀ نوشت. رتبه یک ماتریس r مجموع از استفاده با بتوان را A به طوری که r صحیح عدد
رتبۀ آورد. به دست پلکانی تجزیۀ یا گاوسی حذف روش از استفاده با می توان را ماتریس
r مجموع به وسیلۀ A به طوری که r صحیح عدد کوچک ترین از است عبارت A تانسور
نیست، محاسبه قابل به راحتی تانسور رتبۀ ماتریس، رتبۀ برخلاف شود. ایجاد رتبه یک تانسور
در گسترده ای مطالعات تاکنون است. NP-سخت مسئله ای خاص، مواردی در به جز چنان که
محاسبۀ شامل روش چندین و است گرفته انجام ٢× ٢× ٢ تانسورهای رتبۀ محاسبه زمینۀ
ارائه کانونی صورتهای به تانسور طبقه بندی نیز و تانسور درونی ساختار بررسی ابردترمینان،
رتبۀ تقریب بهترین محاسبۀ تانسورها، و ماتریس ها با کار در اساسی مسئلۀ یک شده اند.
k مجموع با ماتریس ها در k رتبۀ تقریب بهترین اکارت-یانگ، قضیۀ طبق است. پایین
محاسبۀ ماتریس، یک برای به علاوه، است. محاسبه قابل تکین مقدار تجزیۀ از اول جملۀ
برخلاف اما است. امکان پذیر ،k رتبۀ تقریب بهترین از استفاده با k+ ١ رتبۀ تقریب بهترین
باشند. نداشته مشخص شده ای پایین رتبۀ تقریب تانسورها از بسیاری است ممکن ماتریس ها،
پایین، رتبۀ تانسورهای از دنباله ای با می توان را تانسورها این و است تبهگن مسئله ای این

زد. تقریب نزدیک، کافی به قدر

مقدمه .١
با معمولا که هستند مطرح عددی داده هایی مهندسی، و علوم در داده کاوی مسائل از بسیاری در
بردارها تعمیم با و هستند چند بعدی آرایه هایی تانسور ها .[٨] می شوند داده نمایش تانسورها و ماتریس ها

تانسور. تجزیۀ پایین، رتبۀ تقریب تانسور، رتبۀ تانسور، عددی، چندخطی جبر کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١۴٠٠ ©

۶١
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مطرح جرجیو ریتچی٢ و لوی١ تولیو اولین بار را تانسور ها می شوند. تعریف بالاتر ابعاد به ماتریس ها و
تجزیه های .[٣] کرد مطرح ١٩٢٧ سال در هیچکاک٣ را تانسوری تجزیه های و تانسور رتبۀ مفهوم کردند.
را تانسور یک ،۴CP تجزیۀ می انجامد. رتبه محاسبۀ به که هستند عملیاتی مهم ترین تانسوری و ماتریسی
دارد. (SVD) تکین مقدار تجزیۀ به شبیه عملکردی و می کند بیان رتبه یک تانسورهای مجموع به صورتِ
به دست تانسور رتبۀ از تقریبی آن، نتیجۀ در که است تکراری روش های مستلزم CP تجزیۀ محاسبه البته،
تانسورهای به ویژه، آن ها، از خاصی دسته های تانسور، رتبۀ محاسبۀ مسئلۀ پیچیدگی به توجه با می آید.
شده است. ارائه ٢ × ٢ × ٢ تانسورهای رتبۀ محاسبۀ برای روش چند شده اند. بررسی ،٢ × ٢ × ٢
روش است. تانسور درایه های بر مبتنی چندجمله ای یک که می پردازد ابردترمینان بررسی به روش یک
این از یکی در نا تکین تبدیل های از استفاده با تانسور، هر به طوری که می کند ارائه دسته بندی یک دیگر
پایین رتبۀ تقریب بهترین محاسبۀ تانسور، و ماتریس با کار در اساسی مسئلۀ یک می گیرد. قرار دسته ها
باشد. نداشته مشخص شده ای  رتبۀ با پایین رتبۀ تقریب است ممکن تانسور یک ماتریس، برخلاف است.
دسترس در کند، محاسبه تانسورها برای وجود، صورت در را، پایین رتبه تقریب بهترین که الگوریتمی حتی
مانند تکراری روش های می شود. محاسبه مناسب دقت با پایین رتبۀ تقریب یک عموماً ازاین رو، نیست.
بررسی از پس مقاله، این در می روند. به کار مناسب دقتی با پایین رتبۀ تقریب یک محاسبۀ برای CP تجزیۀ
را راهکاری ادامه در و می کنیم مطرح را پایین رتبۀ تقریب بهترین وجود عدم نخست تانسورها، در رتبه

می کنیم. مرور مناسب پایین رتبۀ تقریب یک محاسبۀ برای

اولیه مفاهیم .٢
یک U به V١ × · · · × Vn از φ نگاشت باشند. برداری فضاهای U و Vn ،. . . ،V١ کنید فرض
هر برای و i = ١, . . . , n آن در که vi, v′i ∈ Vi هر برای اگر است (n-خطی) چندخطی نگاشت

باشیم: داشته a ∈ R

φ(v١, . . . , vi + v′i, . . . , vn) = φ(v١, . . . , vi, . . . , vn) + φ(v١, . . . , v′i, . . . , vn),

φ(v١, . . . , avi, . . . , vn) = aφ(v١, . . . , vi, . . . , vn).

یک φ : V١ × · · · × Vn −→ U و برداری فضاهای U و Vn ،. . . ،V١ کنید فرض .٢ . ١ تعریف
در این صورت، می نامیم. Vn ،. . . ،V١ تانسوری» «حاصل ضرب را (φ,U)زوج است. چندخطی نگاشت

.[٧] می شوند داده نشان v١ ⊗ · · · ⊗ vn با φ(v١, . . . , vn) و V١ ⊗ · · · ⊗ Vn با U
١Tullio Levi ٢Gergorio Ricci ٣Hitchckock ۴CANDECOMP/PARAFAC



۶٣ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ۶٣رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ۶٣رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور رتبۀ

تانسورهای ازاین رو، و Vi = Rdi مقاله، این در می شوند. نامیده تانسور V١ ⊗ · · · ⊗ Vn عناصر
آرایۀ یک n مرتبۀ از A ∈ Rd١×···×dn تانسور می شوند. بررسی Rd١ ⊗ · · · ⊗ Rdn فضای حقیقی
مرتبۀ تانسور یک ماتریس، و یک مرتبۀ تانسور یک بردار، صفر، مرتبۀ تانسور یک اسکالر، است. nگانه

است. شده ارائه سه مرتبۀ تانسور یک و ماتریس، بردار، اسکالر، از نمایشی ،١ شکل در .[١] است دو

سه تا صفر مرتبۀ از تانسورهایی .١ شکل

تک بعدی قطعه ای یا بردار یک می توان را تار١ یک می شوند. تشکیل ماتریس ها و بردارها از تانسورها
برش٢، حالی که در می گیرد، شکل آن ها از یکی به جز ابعاد همۀ نگه داشتن ثابت با که گرفت درنظر تانسور از
آن ها دوتای به جز ابعاد همه نگه داشتن ثابت با که است تانسور از بعدی دو قطعه یک یا ماتریس یک

می دهد. نشان را سه مرتبۀ تانسور یک مختلف برش های و تار ها ٢ شکل می آید. به دست
می کنند. تبدیل ماتریسی صورتِ یک به را تانسور معمولا تانسورها با کار برای

به Aنسبت ∈ Rd١×d٢×···×dn تانسور ماتریسی صورتِ تانسور). یک ماتریسی (صورت ٢ . ٢ تعریف
از که است di× (d١ . . . di−١di+١ . . . dn) اندازۀ با ماتریسی می شود، داده نشان A(i) با که iام وجه

.[١] می شود ساخته تانسور یک تارهای مجدد چینش
است. شده داده نشان آن وجه سه هر به نسبت ٢×۴×٣ تانسور یک ماتریسی صورت ٣ شکل در

رتبه مفهوم .٣
بعد، سال پنجاه .[٣] کرد مطرح ١٩٢٧ سال در هیچکاک٣ نخستین بار را تانسورها در رتبه مفهوم

.[۵] کرد ارائه مستقلا را تانسور از دیگری تعریف ۴ کراسکل
بیان به ابتدا دارد. متفاوتی ویژگی های اما است، ماتریس رتبۀ تعریف به شبیه تانسور رتبۀ تعریف

می کنیم. بیان را تفاوت ها این از برخی سپس و می پردازیم تانسور رتبۀ مفهوم
١fiber ٢slice ٣Hitchcock ۴Kruskal
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[۴] A تانسور از برش نوع سه پایین: ردیف ،A تانسور از تار نوع سه بالا: ردیف .٢ شکل

مستقل ستون های یا سطرها تعداد از است Aعبارت ∈ Rm×n ماتریس رتبۀ ماتریس. رتبۀ .٣ . ١
کمترین از است عبارت ماتریس رتبۀ است: صورت این به ماتریس رتبۀ برای دیگر تعریف یک آن. خطی

یعنی کند، تولید را A ماتریس آن ها مجموع که رتبه یک ماتریس های تعداد

rank(A) = min{r : A = Σri=١ai ⊗ bi ،bi و ai بردارهای برخی ,{به ازای

است. خارجی حاصل ضرب نماد ⊗ آن در که

.[٩] می کنیم تعریف را چند خطی١ رتبۀ و تانسورها رتبۀ بخش این در تانسور. رتبۀ .٣ . ٢

به صورت آن را بتوان اگر می شود نامیده رتبه یک تانسوری A ∈ Rd١×d٢×···×dn تانسور .٣ . ١ تعریف
تانسور .xi ∈ Rdi آن در Aکه = x١ ⊗ x٢ ⊗ · · · ⊗ xn یعنی نوشت، بردار n خارجی حاصل ضرب
از کمتر با نتوان را A و نوشت رتبه یک تانسور r مجموع به صورت آن  را بتوان اگر است r رتبۀ دارای A
١multilinear rank



۶۵ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ۶۵رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ۶۵رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور رتبۀ

[١] تانسور یک ماتریسی صورت های .٣ شکل

به بیان دیگر، کرد. تولید رتبه یک تانسور r

rank(A) = min
{
r : A =

r∑
i=١

x
(i)
١ ⊗ · · · ⊗ x(i)n

}
.

نشان rank⊞(A) یا mrank(A) با که A ∈ Rd١×···×dn تانسور چند خطی رتبۀ .٣ . ٢ تعریف
به صورتِ و است آن وجه هر به نسبت تانسور ماتریسی صورت رتبۀ شامل nتایی یک می شود، داده

است. A(i) رتبۀ ri(A) آن در که می شود، داده نمایش rank⊞(A) = (r١(A), . . . , rn(A))

باشند A تانسور جلویی برش های زیر ٢::Aبه صورتِ و A::١ کنید فرض .٣ . ٣ مثال

A::١ =
(٠ ١٠ ١

)
, A::٢ =

(١ ٠١ ٠
)

این صورت در
rank(A) = ٢, rank⊞(A) = (١, ٢, ٢).
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صورت این در ،A ∈ Rd١×···×dn کنید فرض .([٩]) ۴ . ٣ قضیه
ri(A) ≤ min{rank(A), di}, i = ١, . . . , n.

درنظر را Lk = (ℓ
(k)
ij ) ∈ Rci×di ماتریس های و A = (ai١···in) ∈ Rd١×···×dn تانسور

داده نشان (L١, . . . , Ln) · A به صورتِ که Ln ،. . . ،L١ در A چندخطی حاصل ضرب می گیریم.
به صورت آن درایه های که ′Aاست = (a′i١···in) ∈ Rc١×···×cn مانند تانسوری می شود،

a′i١···in =

d١,...,dn∑
j١,...,jn=١

ℓ
(١)
i١j١ · · · ℓ

(n)
injn

aj١···jn

.[٩] دارند بالایی اهمیت چندخطی رتبۀ و تانسور رتبۀ مورد در زیر نتایج می شوند. تعریف

در این صورت .Lk ∈ Rci×di و A ∈ Rd١×···×dn کنید فرض .۵ . ٣ قضیه
rank((L١, . . . , Ln) · A) ≤ rank(A),

rank⊞((L١, . . . , Ln) · A) ≤ rank⊞(A).

آنگاه باشند، ناتکین ماتریس هایی Liها اگر و
rank((L١, . . . , Ln) · A) = rank(A),

rank⊞((L١, . . . , Ln) · A) = rank⊞(A).

کرد. تعریف زیر به صورتِ بالا رتبۀ با تانسورهایی می توان خطی مستقل بردارهای داشتن با

باشند. خطی مستقل x(i)١ , . . . , x
(i)
r ∈ Rdi بردارهای ١ ≤ i ≤ n برای کنید فرض .۶ . ٣ لم

است. r با برابر A =
∑r

j=١ x
(١)
j ⊗ · · · ⊗ x

(n)
j تانسور رتبۀ در این  صورت،

می کنیم. اشاره آن ها از برخی به که دارند متفاوتی ویژگی های تانسور یک رتبۀ و ماتریس یک رتبۀ
متفاوت مختلط و حقیقی اعداد میدان روی است ممکن حقیقی مقادیر با تانسور یک رتبۀ •
کنید فرض مثال، برای است. یکسان میدان ها این روی ماتریس ها رتبۀ در حالی که باشد،
برای .[٧] باشند خطی مستقل دوبه دو x٣, y٣ ∈ Rp و x٢, y٢ ∈ Rm ،x١, y١ ∈ Rl

کنید تعریف زیر به صورتِ را A تانسور و zk = xk + iyk دهید قرار k = ١, ٢, ٣

A =
١
٢((z١ ⊗ z٢ ⊗ z٣) + (z١ ⊗ z٢ ⊗ z٣))



۶٧ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ۶٧رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ۶٧رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور رتبۀ

داریم در  این  صورت،
rankC(A) = ٢ < ٣ = rankR(A).

مسئله ای تانسور رتبۀ تعیین در حقیقت، ندارد. وجود تانسور رتبۀ تعیین برای مشخصی الگوریتم •
تجزیۀ و گاوسی حذف مانند گوناگون روش های با ماتریس رتبۀ در حالی که، است، NP-سخت

می آید. به دست ماتریس اندازۀ به نسبت چند جمله ای زمانی در تکین مقدار
رتبه ای بزرگ ترین ماکسیمم رتبه، است. ماکسیمم رتبه به مربوط تانسورها دیگر متفاوت ویژگی •
ماتریس برای است. دست در Rd١×···×dn فضای در تانسورها از مجموعه ای برای که است
،A ∈ Rd١×···×dn تانسور برای در حالی که ،min{J, I} با است برابر رتبه این ،A ∈ RI×J

باشد. min{d١, . . . , dn} از بزرگ تر است ممکن ماکسیمم رتبه
که است رتبه ای هر نوعی رتبۀ است. نوعی١ رتبۀ تانسورها برای دیگری قابل تعریف رتبۀ •
مجموعه ای برای .[۴] باشد صفر از بزرگ تر مثبت، اندازه با مجموعه یک روی آن وقوع احتمال
در در حالی که ،min(I, J) با است برابر ماکسیمم رتبه و نوعی رتبۀ I × J ازماتریس های

.[۴] دارند تفاوت هم با ماکسیمم رتبه و نوعی رتبۀ معمولا تانسورها

٢× ٢× ٢ تانسورهای در رتبه تعیین .۴
رتبۀ محاسبۀ برای نتایجی ندارد، وجود خاصی روش تانسورها رتبۀ دقیق محاسبۀ برای هرچند

شده است. ارائه ٢× ٢× ٢ تانسورهای مانند تانسورها از مشخصی دسته های
باشند دست در زیر به صورت T تانسور جلویی برش های کنید فرض

T::١ =
[
t١١١ t١٢١
t٢١١ t٢٢١

]
, T::٢ =

[
t١١٢ t١٢٢
t٢١٢ t٢٢٢

]
می کنیم تعریف است، زیر به صورتِ چندجمله ای یک که T)△را ) ابردترمینان٢ T تانسور برای
△(T ) = (t٢١١١t٢٢٢٢ + t٢١١٢t٢٢٢١ + t٢١٢١t٢٢١٢ + t٢١٢٢t٢٢١١)− ٢(t١١١t١١٢t٢٢١t٢٢٢

+ t١١١t١٢١t٢١٢t٢٢٢ + t١١١t١٢٢t٢١١t٢٢٢ + t١١٢t١٢١t٢١٢t٢٢١ + t١١٢t١٢٢t٢٢١t٢١١

+ t١٢١t١٢٢t٢١٢t٢١١) + ۴(t١١١t١٢٢t٢١٢t٢٢١ + t١١٢t١٢١t٢١١t٢٢٢).

دسته بندی و است، ٣ حداکثر ٢×٢×٢ تانسور یک رتبۀ که داد نشان چندجمله ای این بررسی با کراسکل
.[١٠ ،٩ ،٨] کرد ارائه را زیر

١typical rank ٢hyperdeterminant
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در این صورت باشد. ٢× ٢× ٢ بعد از T تانسور T)△ابردترمینان ) کنید فرض .١ . ۴ قضیه
.rank(T ) = ٢ آنگاه ،△(T ) > ٠ اگر (١)
.rank(T ) = ٣ آنگاه ،△(T ) < ٠ اگر (٢)

.٠ ≤ rank(T ) ≤ ٣ آنگاه ،△(T ) = ٠ اگر (٣)

بررسی با برگ١ تن نمی کند، مشخص دقیق به صورتِ را تانسور T)△رتبۀ ) = ٠ خاص حالت چون
دسته بندی این آورد. به دست ٢×٢×٢ تانسورهای برای جدیدی دسته  بندی تانسور یک مختلف برش های

.[١٠] است آمده زیر قضیۀ در

دراین صورت باشد. ٢× ٢× ٢ تانسوری T کنید فرض .٢ . ۴ قضیه
باشد. صفر تانسور T اگر تنها و اگر دارد صفر رتبۀ T تانسور (١)

باشند. تکین T ممکن برش ۶ همۀ اگر تنها و اگر دارد یک رتبۀ T تانسور (٢)
باشد. داشته ناتکین برش یک دست کم T اگر تنها و اگر دارد بیشتر یا ٢ رتبۀ T تانسور (٣)

خاص ماتریس یک ویژه مقدارهای بررسی دارد، ناتکین برش یک دست کم T تانسور که سوم حالت در
.[١٠] است نتیجه بخش

T١ به طوری که باشند آن جلویی برش های T٢ و T١ و ٢ × ٢ × ٢ تانسوری T کنید فرض .٣ . ۴ قضیه
در این صورت است. ناتکین

رتبۀ آنگاه باشد، قطری شدنی) در نتیجه (و داشته متمایز و حقیقی ویژه مقدار دو T٢T−١
١ اگر (١)

است. ٢ با برابر T
است. ٣ با برابر T رتبۀ آنگاه باشد، داشته مختلط ویژه مقدار دو دست کم T٢T−١

١ اگر (٢)
٣ با برابر T رتبۀ آنگاه باشد، قطری ناشدنی) (اما داشته حقیقی ویژه مقدار دو T٢T−١

١ اگر (٣)
است.

L×M ×N تانسورهای برای رتبه تعیین .۵
.[١٠] است سودمند بسیار زیر، قضیۀ در برگ، تن روش p× p× ٢ تانسورهای رتبۀ تعیین برای

ناتکین T١ به طوری که باشند آن از جلویی برش های T٢ و T١ و T ∈ Rp×p×٢ کنید فرض .١ . ۵ قضیه
در این صورت است.

١Ten Berge



۶٩ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ۶٩رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ۶٩رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور رتبۀ

آنگاه باشد، قطری شدنی) در نتیجه (و متمایز و حقیقی ویژه مقدار pدارای T٢T−١
١ ماتریس اگر (١)

.rank(T ) = p

.rank(T ) ≥ p+ ١ آنگاه باشد، داشته مختلط ویژه مقدار دو دست کم T٢T−١
١ اگر (٢)

rank(T ) ≥ آنگاه باشد، قطری ناشدنی) (ولی حقیقی ویژه مقدار p دارای T٢T−١
١ اگر (٣)
.p+ ١

.rank(T ) ≤ p+ k آنگاه باشد، مختلط ویژه مقدار مزدوج جفت k دارای T٢T−١
١ اگر (۴)

با برابر زوج pی برای ممکن ماکسیمم رتبۀ ، ٢ × p × p تانسورهای برای که داد نشان کراسکل
.[۵] است (٣p− ٢/(١ با برابر فرد pی برای و ،٣p/٢

همۀ اگر است. p برابر ناتکین p × p برش یک دست کم با ٢ × p × p تانسور رتبۀ .٢ . ۵ ملاحظه
است. ١ با برابر T رتبۀ آنگاه باشند، تکین T ممکن برش های

به سادگی بالاتر مرتبۀ از تانسورهای نیز و ،N ̸= ٢ شرط با ،L×M×N تانسورهای رتبۀ محاسبۀ
ویژه ای برای الگوریتم هیچ اگرچه است. نشد ه  ا رائه آن  برای مناسبی راه حل تاکنون و نیست امکان پذیر
تجزیۀ تکراری روش از استفاده با را رتبه از تقریبی می توان ندارد، وجود تانسورها نوع این رتبۀ  محاسبۀ
می شود محاسبه متناوب١ مربعات کمترین الگوریتم از استفاده با اغلب CP تجزیۀ کرد. محاسبه CP

تانسور از مولفه m با CP تجزیۀ یک می کند. بهنگام و محاسبه مرحله هر در را عامل ماتریس های که
آن در که minG ∥T − G∥ مینمم سازی مسئلۀ حل با ،T ∈ Rd١×d٢×d٣

G =

m∑
k=١

λk ak ⊗ bk ⊗ ck

.[۴] است هم ارز
استفاده با متناوب مربعات کمترین الگوریتم متلب، نرم افزار در متلب. در رتبه محاسبه .١ . ۵
به را T تانسور دستور، این می شود. اجرا [P]=cp_als(T,n) دستور با و تانسور٢ ابزار جعبۀ از
دستور می دهد. قرار P سلول در و می کند تجزیه عامل ماتریس های و هسته تانسورِ یک حاصل ضرب
محاسبه CP تجزیۀ اساس بر را T تانسور از تقریبی و می کند ضرب درهم را تجزیه عوامل full(P)

می گیرند به کار را زیر معیار T تانسور و تجزیه نزدیکی سنجش برای می کند.
Final− fit = ١− ∥T − full(P)∥F

∥T ∥F
.

١alternating least squares (ALS) ٢http://www.sandia.gov/ ~tgkolda/TensorToolbox/index-2.5.html
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nهای برای الگوریتم اجرای با است. دست در بهتری تقریب باشد، نزدیک تر ١ به Final-fit هرقدر
nای به ازای هرگاه آورد. به دست را تانسور رتبۀ از تقریبی می توان Final-fit ملاحظۀ با و مختلف

.[٨] است تانسور رتبۀ با برابر تقریباً n آن مقدار باشد، نزدیک ١ به کاملا Final-fit مقدار

پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ .۶
با k رتبۀ تانسور یک محاسبۀ هدف ،A ∈ Rd١×···×dn برای پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ در
داشته A از را فاصله کمترین k از نابیشتر رتبۀ با تانسورها همۀ میان از که است k < rank(A) شرط
جواب که به گونه ای است k از نابیشتر رتبۀ با B مانند تانسوری کردن پیدا هدف به عبارت دیگر، باشد.

باشد زیر مینیمم سازی مسئلۀ
min

rank(B)≤k
∥A − B∥.

از است عبارت آمده اند [٩] در که زمینه این در موجود نتایج مهم ترین
است؛ بدحالت١ kها از بسیاری برای k رتبه تقریب بهترین مسئلۀ (١)

است؛ بدحالت تانسورها از بسیاری برای k رتبه تقریب بهترین مسئلۀ (٢)
است. k رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ بدحالتی با مقابله برای راهکاری ضعیف٢ جوابهای (٣)

می پردازیم. نتایج این بررسی به ادامه، در
ماتریسی با اغلب عملی، کاربردهای از برخی در ماتریس. فشرده سازی و پایین رتبۀ تقریب .١ . ۶
دارد، آن با کمی فاصلۀ که پایین تر، رتبۀ از ماتریس یک با آن را می خواهیم و داریم سروکار بزرگ بسیار

.[٢] برد به کار را تکین مقدار تجزیۀ می توان این کار برای بزنیم. تقریب

به صورت می توان mرا ≥ n شرط m×nبا مرتبۀ از Aماتریس هر تکین). مقدار (تجزیۀ ١ . ۶ قضیه
A = U

(
Σ٠
)
V T

است: قطری Σ ∈ Rn×n و متعامد ماتریس هایی V ∈ Rn×n و U ∈ Rm×m آن در که کرد تجزیه
Σ = diag(σ١, σ٢, . . . , σn), σ١ ≥ σ٢ ≥ · · · ≥ σn ≥ ٠

نوشت رتبه یک ماتریس n حداکثر مجموع به صورتِ می توان را A ماتریس تکین، مقدار تجزیۀ بنابر
A = σ١u١vT١ + σ٢u٢vT٢ + · · ·+ σnunv

T
n (١ . ۶)

١ill-posed ٢weak solutions



٧١ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ٧١رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ٧١رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور رتبۀ

را k رتبۀ تقریب بهترین تکین، مقدار تجزیۀ هستند. V و U ستون های به ترتیب viها و uiها آن در که
.[٢] می دهد به دست A ماتریس برای

در این صورت .k < rank(A) و باشد m× n ماتریس یک A گیریم (اکارت-یانگ). ٢ . ۶ قضیه
min

rank(B)=k
∥A−B∥٢ = ∥A−Ak∥٢ = σk+١

است. (١ . ۶) در اول جملۀ k مجموع Ak آن در که
بهترین ،r رتبۀ با ماتریسی برای شد، بیان همان گونه که تانسور. برای پایین رتبۀ تقریب .٢ . ۶
رتبۀ تقریب بهترین به علاوه، می آید. به دست (١ . ۶) مجموع از اول جملۀ k گرفتن درنظر با k رتبۀ تقریب
به سادگی تانسورها به مطلب این تعمیم کرد. محاسبه k رتبۀ تقریب بهترین از استفاده با می توان را k+ ١
شده مشخص رتبۀ با پایین رتبۀ تقریب بهترین نظر مورد تانسور موارد از بسیاری در و نیست امکان پذیر
رتبۀ تقریب های از استفاده با نمی توان را بالاتر رتبۀ تقریب های تقریبی، چنین وجود صورت در و ندارد

.[٩] می کند بیان را مطلب این زیر نتیجۀ کرد. بهنگام پایین تر
r هر برای صورت این در .di ≥ ٢ ،١ ≤ i ≤ n که i هر به ازای و n ≥ ٣ کنید فرض .٣ . ۶ قضیه
دارند وجود s < r ثابت و r رتبۀ با A ∈ Rd١×···×dn تانسور ،٢ ≤ r ≤ min{d١, . . . , dn} که

ندارد. s رتبۀ تقریب بهترین A به طوری که
به صورتِ Sr توپولوژیکی زیرفضای ،Rd١×···×dn فضای روی موضوع این بیشتر بررسی برای

Sr(d١, . . . , dn) = {A ∈ Rd١×···×dn : rank(A) ≤ r}

یعنی است، بسته n = ٢ برای زیرفضا این بگیرید. درنظر را Sr(d١, . . . , dn) نماد با آن بستار و
برای این، علی رغم نیست. بسته (معمولا حتی (یا لزوماً Sr زیرفضای n ≥ ٣ برای اما .Sr = Sr
دنباله ای {Ai} اگر به بیان دیگر، است. بسته {A ∈ Rm×n : rank(A) ≤ r} مجموعه ماتریس ها،
.rank(A) ≤ r لزوماً آنگاه ،Ai → A و rank(Ai) ≤ r که باشد m × n ماتریس های از
می شود. همگرا پایین تر رتبه ای یا رتبه همان از ماتریسی به بالا رتبۀ ماتریس های از دنباله ای به این ترتیب،
می تواند که دارد وجود r از نابیشتر رتبۀ با تانسورها از دنباله یک و نیست برقرار تانسورها برای گزاره این

ببینید. را زیر مثال شود. همگرا r بزرگ تر از رتبۀ با تانسوری به
بگیرید درنظر زیر به صورتِ Aεرا تانسور .۴ . ۶ مثال

Aε =

(
٠ ١
١ ١

ε

∣∣∣∣∣١ ١
ε١

ε
١
ε٢

)
= ε

(١
١
ε

)
⊗
(١

١
ε

)
⊗
(١

١
ε

)
− ε

(١
٠
)
⊗
(١

٠
)
⊗
(١

٠
)
.
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با زیر تانسور به {Aε} تانسورهای دنبالۀ درحالی که، ،rank(Aε) = ٢ که داد نشان می توان به سادگی
همگراست ٣ رتبۀ

A =

(
٠ ١
١ ٠

∣∣∣∣∣١ ٠
٠ ٠

)
.

رتبه یک تانسورهای برای تنها مشخص شده، رتبۀ با پایین رتبۀ تقریب بهترین وجود تانسورها، برای
به طور می شود. همگرا صفر یا رتبه یک با تانسوری به تنها رتبه یک تانسورهای دنبالۀ و است شده تضمین
دارد. رتبه یک تقریب بهترین دلخواه رتبۀ با تانسور هر و دارد، k رتبۀ تقریب بهترین ماتریس هر خلاصه،

.[٩] داریم را زیر گزاره یک، از بزرگ تر رتبۀ با تانسورهای برای

زیر گزاره های ،Rd١×···×dn روی مفروض نرمی توپولوژی با .n ≥ ٣ و r ≥ ٢ کنید فرض .۵ . ۶ گزاره
هم ارزند

نیست. بسته Sr(d١, . . . , dn) مجموعۀ (الف)
به که دارد وجود rank(Ai) ≤ r شرط Aiبا ∈ Rd١×···×dn تانسورهای از {Ai} دنبالۀ (ب)

همگراست. rank(B) > r شرط با B ∈ Rd١×···×dn تانسور

شود تعریف زیر به صورتِ A تانسور و xi, yi ∈ Rdi ،i = ١, ٢, ٣ به ازای کنید فرض .۶ . ۶ لم
A = x١ ⊗ x٢ ⊗ y٣ + x١ ⊗ y٢ ⊗ x٣ + y١ ⊗ x٢ ⊗ x٣ ∈ Rd١×d٢×d٣ .

باشد. خطی مستقل {xi, yi} مجموعۀ i = ١, ٢, ٣ به ازای اگر تنها و اگر rank(A) = ٣ در این صورت

.[٩] ندارند ٢ رتبۀ تقریب بهترین که می کنیم معرفی را ٣ رتبۀ تانسورهای از رده ای ادامه، در

در این صورت باشند. خطی ,xiمستقل yi ∈ Rdi بردارهای ،i = ١, ٢, ٣ به ازای کنید فرض .٧ . ۶ قضیه
تانسور

A = x١ ⊗ x٢ ⊗ y٣ + x١ ⊗ y٢ ⊗ x٣ + y١ ⊗ x٢ ⊗ x٣

رتبۀ تقریب Aبهترین بنابراین، زد. تقریب ٢ رتبۀ تانسورهای با دلخواه به طور می توان آن را و دارد ٣ رتبۀ
ندارد. ٢

به صورت را An دنبالۀ ،n ∈ N برای دارد. ٣ رتبۀ A تانسور ،۶ . ۶ لم طبق اثبات.

An = n(x١ +
١
n
y١)⊗ (x٢ +

١
n
y٢)⊗ (x٣ +

١
n
y٣)− nx١ ⊗ x٢ ⊗ x٣ (٢ . ۶)



٧٣ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ٧٣رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ٧٣رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور رتبۀ

از سوی دیگر، .rank(An) ≤ ٢ که است روشن کنید. تعریف
An −A = ١

n(y١ ⊗ y٢ ⊗ x٣ + y١ ⊗ x٢ ⊗ y٣ + x١ ⊗ y٢ ⊗ y٣) + ١
n٢ (y١ ⊗ y٢ ⊗ y٣)

A می توان و Aهمگراست به {An} از این رو، .∥An −A∥F → ٠ داریم ،n→∞ وقتی بنابراین،
□ ندارد. ٢ رتبۀ تقریب بهترین A در نتیجه، زد. تقریب An ها با نزدیک دلخواه به طور را
همگرا شود. ٣ رتبۀ از تانسوری به می تواند ٢ رتبۀ تانسور های از دنباله یک که دیدیم ٧ . ۶ قضیۀ در

.[٩] داد تعمیم بالاتر مرتبه های با تانسورهای به می توان آن را و دارد نام رتبه١ پرش مفهوم، این
بهترین یک یافتن مسئلۀ .di ≥ ٢ ،١ ≤ i ≤ n که i هر به ازای و n ≥ ٣ کنید فرض .٨ . ۶ قضیه
عموماً Rd١×···×dn فضای در تانسوری برای k = ٢, . . . ,min{d١, . . . , dn} که k رتبۀ تقریب
به طوری که دارد وجود rank(A) = k + ١ با A ∈ Rd١×···×dn تانسور همچنین، ندارد. جواب

ندارد. بستگی نرم انتخاب به نتیجه این ندارد. k رتبۀ تقریب بهترین
در موفقیت عدم دلیل که است این می شود مطرح اینجا که مهمی سوال ضرایب. واگرایی .٣ . ۶
ضرایب همۀ نمی توان هم زمان که است این پاسخ یک چیست؟ مناسب پایین رتبۀ تقریب یک به رسیدن

می کنیم. توجه زیر مثال به موضوع، این شدن روشن برای داشت. نگه کراندار را تانسورها از دنباله یک
جمله   های ،n → ∞ وقتی می بینیم، همان طور که باشد. (٢ . ۶) به صورت An کنید فرض .٩ . ۶ مثال
ضرایب از برخی که می دهد رخ زمانی رتبه پرش حقیقت، در واگراست. ضرایب ولی هستند، همگرا برداری

باشند. واگرا دنباله
عبارت مینیمم سازی ندارد، k رتبۀ تقریب بهترین که A تانسور برای که است این توجه قابل −A∥∥∥نکتۀ k∑

i=١
λ١ uk ⊗ vk ⊗ wk

∥∥∥
می انجامد. ضرایب از برخی شدن واگرا به

ضعیف جواب های .٧
برای پایین رتبۀ تقریب بهترین باشد، پایین تر رتبۀ تانسورهای از دنباله ای حد r رتبۀ تانسور یک اگر
Sr(d١, . . . , dn) زیرفضای نبودن بسته اصلی دلیل کردیم، بررسی همان گونه که ندارد. وجود تانسور این
در واقع، کرد. استفاده Sr به جای Sr زیرفضای عناصر از می توان تقریبی جواب یک محاسبۀ برای است.
١rank jumping



مهدوی امیری و گلپررابوکی، اردولالو، مهدوی امیری٧۴ و گلپررابوکی، اردولالو، مهدوی امیری٧۴ و گلپررابوکی، اردولالو، ٧۴

تقریب بهترین که تانسورهایی برای هستیم. پایین رتبۀ تقریب بهترین محاسبه برای جایگزین راه حلی پی در
تعریف را مرزی١ رتبۀ مفهوم ابتدا بدین منظور، می شود. استفاده ضعیف جواب یک از ندارند، پایین رتبۀ

.[۶] می کنیم
اگر است r مرزی رتبۀ دارای A ∈ Rd١×···×dn تانسور مرزی). (رتبۀ ٧ . ١ تعریف
A /∈ Sr−١(d١, . . . , dn) و A ∈ Sr(d١, . . . , dn)

می دهیم. نشان rank(A) با را A تانسور مرزی رتبۀ
.[٧] است زیر به صورت مرزی رتبۀ برای دیگر تعریف یک

rank(A) = min
{
r : inf

rank(B)≤r
∥A − B∥ = ٠

}
.

تانسور برای بااین حال، .rank(A) = rank(A) داریم A ∈ Rm×n ماتریس  برای که است روشن
وقتی بنابراین ،S١ = S١ و S٠ = S٠ چون .rank(A) ≤ rank(A) همواره A ∈ Rd١×···×dn

.rank(A) = rank(A) ،rank(A) ≤ ٢
و e٢ = (٠, ١)T ،e١ = (١, ٠)T کنید فرض .([٧]) ٧ . ٢ مثال

A = e١ ⊗ e١ ⊗ e٢ + e١ ⊗ e٢ ⊗ e١ + e٢ ⊗ e١ ⊗ e١ =
(

٠ ١
١ ٠

∣∣∣∣∣١ ٠
٠ ٠

)
.

بگیرید درنظر زیر به صورت را {Aε} تانسوری دنبالۀ اکنون .rank(A) = ٣ در این صورت

Aε =
١
ε

(١
ε

)
⊗
(١
ε

)
⊗
(١
ε

)
− ١
ε
e١ ⊗ e١ ⊗ e١ =

(
٠ ١
١ ε

∣∣∣∣∣١ ε
ε ε٢

)
.

به این ترتیب، .rank(A) = ٢ بنابراین ،rank(Aε) ≤ ٢ چون و ،limε→٠Aε = A در این صورت
تانسور رتبۀ بین شکافی نشان دهندۀ این و شد همگرا ٣ رتبۀ تانسور یک به ،٢ رتبۀ تانسورهای از دنباله ای

است. آن مرزی رتبۀ و
تانسور یک مرزی رتبۀ و رتبه نبودن یکسان پایین، رتبۀ تقریب بهترین مسئله بدحالت بودن اصلی دلیل

.[٧ ،٩] است
بهترین A تانسور آنگاه ،s < r اگر .rank(A) = s و rank(A) = r کنید فرض .٧ . ٣ قضیه

ندارد. s رتبۀ تقریب
١border rank



٧۵ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ٧۵رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ٧۵رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور رتبۀ

کنید فرض می شود. استفاده S̄r عناصر از پایین رتبۀ تقریب محاسبۀ برای ضعیف جواب روش در
یافتن مسئلۀ اینکه تضمین برای راهی در این صورت .n ≥ ٣ و di ≥ ٢ آن در که A ∈ Rd١×···×dn

تقریب مسئلۀ حل به جای که است آن دارد سودمند جوابی همیشه A تانسور برای k رتبۀ تقریب بهترین
به صورت k رتبۀ

min
rank(B)≤k

∥A − B∥

کرد حل را زیر به صورتِ k مرزی رتبۀ تقریب مسئلۀ
min

rank(B)≤k
∥A − B∥. (٧ . ١)

رتبۀ با تانسوری به ٢ رتبۀ و ٣ بعد با تانسورهای بنابراین ،S٢(d١, d٢, d٣) ⊆ S٣(d١, d٢, d٣) چون
صورت دو از یکی به می توان را S٢(d١, d٢, d٣) در تانسور هر می شوند. همگرا ٣ حداکثر

y١ ⊗ x٢ ⊗ x٣ + x١ ⊗ y٢ ⊗ x٣ + x١ ⊗ x٢ ⊗ y٣ (٧ . ٢)
یا

x١ ⊗ x٢ ⊗ x٣ + y١ ⊗ y٢ ⊗ y٣ (٧ . ٣)
.[٩] نوشت

برای ضعیف جواب یک .rank(A) = ٣ و di ≥ ٢ به طوری که A ∈ Rd١×d٢×d٣ کنید فرض
(٧ . ٣) یا (٧ . ٢) عبارت از (٧ . ١) مسئلۀ در B انتخاب با می توان Aرا از پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ
شود، انتخاب  (٧ . ٣) به صورتِ B اگر آورد. به دست باشد، داشته A از را فاصله کمترین B به طوری که
آنگاه شود، انتخاب (٧ . ٢) به صورت B اگر دارد. ٢ رتبۀ تقریب بهترین A آنگاه ،rank(B) = ٢ یعنی
٢ رتبۀ تقریب بهترین A بنابراین و است ٢ رتبۀ تانسورهای از دنباله ای حد B تانسور ،٧ . ۶ قضیۀ طبق

است. A برای ٢ مرزی رتبۀ تقریب بهترین B درحالی که ندارد،
تانسورهای می شوند. نامیده تبهگن١ است تانسور خود رتبۀ از کمتر آن ها مرزی رتبۀ که تانسورهایی
تانسورهای از دنباله ای با که می دهد نشان Yرا تانسور ۴ شکل .[٨] ندارند پایین رتبۀ تقریب بهترین تبهگن
بین مرز روی تقریب بهترین و است نزدیک Y به به دلخواه {X (n)} دنبالۀ است. شده زده تقریب ٢ رتبۀ
دنباله این نیست، بسته ٢ رتبه تانسورهای فضای چون به هرحال، دارد. قرار ٣ رتبۀ و ٢ رتبۀ تانسورهای
تانسورهای فضای مرز روی الزاماً تقریب بهترین .[۴] شود همگرا ٣ رتبۀ با X ∗ تانسور به است ممکن

دارد. قرار ٣ رتبۀ و ٢ رتبۀ
مثبت لبِگ اندازۀ kها) از برخی برای (دست کم ندارند k رتبۀ تقریب بهترین که تانسورهایی مجموعۀ

.[۴] ندارند p رتبۀ تقریب بهترین p+ ١ رتبۀ با p× p× ٢ تانسورهای به علاوه، .[٩] دارد
١degenerate
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.[۴] می شود همگرا بالاتر رتبۀ با تانسوری به که تانسورها از دنباله ای تصویر .۴ شکل

تانسورهای مجموعۀ بین مرز در دارند، صفر با برابر ابردترمینان که ٣ رتبۀ با ٢× ٢× ٢ تانسورهای
به دلخواه می توانند تانسورها این بنابراین، دارند. △قرار > ٠ با ٢ رتبۀ تانسورهای △و < ٠ با ٣ رتبۀ

تابع که است معنی بدین این و شوند نزدیک ٢ رتبۀ تانسورهای به

f(A,B,C) =
∥∥∥T − ٢∑

r=١
λr ar ⊗ br ⊗ cr

∥∥∥ (۴ . ٧)

کمترین الگوریتم از استفاده با CP تجزیۀ تانسورها، این در ٢ رتبۀ تقریب یک یافتن برای ندارد. مینیمم
می انجامد. شکست به متناوب مربعات

تحت را R٢×٢×٢ در تانسورها هم ارزی بخش، این در .٢× ٢× ٢ تانسورهای دسته  بندی .٧ . ١
این می دهیم. ارائه ٢×٢×٢ تانسورهای از دسته بندی یک و می کنیم بیان ماتریس ها چندخطی ضربِ عمل
صورت های را تانسورهایی چنین می آید. به دست ناتکین ماتریس های چندخطی ضرب طریق از هم ارزی

می نامند. کانونی١
مشخص کانونی تانسورهای ابردترمینان علامت و چندخطی، رتبۀ رتبه، رتبۀ مرزی،  دسته  بندی، این در
به متعلق تانسورهای بقیۀ و دارد وجود مجزا کانونی صورت هشت ،٢× ٢× ٢ تانسورهای برای است.
این به روشنی زیر قضیۀ دارند. یکسانی مشخصات و هم ارزند کانونی صورت های این از یکی با R٢×٢×٢

می کند. بیان را مطلب
١canonical forms



٧٧ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ٧٧رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور ٧٧رتبۀ پایین رتبۀ تقریب بهترین مسئلۀ و تانسور رتبۀ

٢× ٢× ٢ تانسورهای کانونی صورت های .١ جدول
تانسور △ علامت rank⊞ rank rank

D٠ =
(

٠ ٠٠ ٠
∣∣∣∣∣٠ ٠٠ ٠

)
٠ (٠, ٠, ٠) ٠ ٠

D١ =
(

١ ٠٠ ٠
∣∣∣∣∣٠ ٠٠ ٠

)
٠ (١, ١, ١) ١ ١

D٢ =

(
١ ٠٠ ١

∣∣∣∣∣٠ ٠٠ ٠
)

٠ (١, ٢, ٢) ٢ ٢

D′٢ =

(
١ ٠٠ ٠

∣∣∣∣∣٠ ١٠ ٠
)

٠ (٢, ١, ٢) ٢ ٢

D′′٢ =

(
١ ٠٠ ٠

∣∣∣∣∣٠ ٠١ ٠
)

٠ (٢, ٢, ١) ٢ ٢

G٢ =

(
١ ٠٠ ٠

∣∣∣∣∣٠ ٠٠ ١
)

+ (٢, ٢, ٢) ٢ ٢

D٣ =

(
١ ٠٠ ٠

∣∣∣∣∣٠ ١١ ٠
)

٠ (٢, ٢, ٢) ٣ ٢

G٣ =

(
١ ٠٠ ١

∣∣∣∣∣٠ −١١ ٠
)

- (٢, ٢, ٢) ٣ ٣

در کانونی صورت یک با دقیقاً ناتکین تبدیل های طریق از R٢×٢×٢ در تانسور هر .([٩]) ۴ . ٧ قضیه
است. هم ارز ١ جدول

جمع بندی .٨
از بسیاری و تصویر، و صدا پردازش ماشین، بینایی روانشناسی، فیزیک، در چندخطی روش های
در شده ذخیره داده های بین پنهان روابط تشخیص داده ها، رشد به توجه با دارند. کاربرد دیگر زمینه های
از یکی می روند. به شمار مسائل مهم ترین از موردنیاز حافظۀ و پردازش زمان در صرفه جویی و تانسور
استفاده پایین رتبۀ تقریب بهترین محاسبۀ مسئلۀ در آن از که است رتبه تانسور یک مشخصه های مهم ترین
رتبۀ محاسبۀ مسئلۀ هر چند پرداختیم. تانسورها رتبۀ محاسبۀ چگونگی بررسی به ما مقاله، این در می شود.
دارند. وجود تانسورها از برخی رتبۀ محاسبۀ برای مناسبی روش ها ی است، NP-سخت مسئله ای تانسور
دارند. تانسور یک رتبۀ تعیین در ا ساسی نقش هایی برش ها از هر یک ناتکینی یا تکینی و درایه ها بین ارتباط
از جمله زمینه ها از بسیاری در که است اساسی مسائل از جملۀ ماتریس ها برای پایین رتبۀ تقریب محاسبۀ
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صرفه جویی به منظور پایین، رتبۀ تقریب مسئلۀ دارد. کاربرد توصیه گر١ سیستم های و تصویر و صدا پردازش
می کند ارائه حجیم داده های از مناسب تقریبی داده ها، پنهان روابط بررسی و نیاز مورد حافظۀ و زمان در
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