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ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
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چکیده
ناجابه جایی، هندسۀ در ناجابه جایی فضاهای مثال های ساده ترین و مهم ترین از یکی
است. شده مطالعه گسترده سطحی در و عمیق بسیار که است دو بعدی ناجابه جایی چنبرۀ
است. فضا این مقدماتی ویژگی های بعضی با خواننده کردن آشنا مقاله این در ما قصد

مقدمه .١
در وقتی محض. ریاضیات در هم و دارد ریشه کوانتومی مکانیک در هم ناجابه جایی هندسۀ
ریاضی دان  ها می آید. ذهن به خمینه نام بی درنگ می شود، هندسه از صحبت پیشرفته ریاضیات
موضعی مختصات دستگاه یک برحسب آن را می توان که می کنند تصور شیئی Mرا m-بعدی خمینۀ
هستند. خمینه ها از نمونه ساده ترین چنبره و کره کرد. توصیف هموار به گونه ای xm ،. . . ،x١ مثل
است. هموار١ تابع آن ها ابتدایی ترین که می شود تعریف آن وابسته های یا خمینه بر گوناگونی مفاهیم
و جمع با مجموعه این می دهند. نمایش C∞(M) با را M خمینۀ بر هموار توابع همۀ مجموعۀ
یک به را C∞(M) می توان خمینه ها از برخی برای است. جابه جایی جبر یک توابع، معمول ضرب
مجهز پواسون، کروشه به موسوم ،{·, ·} : C∞(M) × C∞(M) −→ C∞(M) لی، کروشۀ

می نامند. پواسون خمینه را خمینه ها این گونه کرد؛
ناجابه جایی. هندسۀ گاوس-بونه، قضیۀ لوی-چِیویتا، التصاق ناجابه جایی، چنبرۀ کلیدی. کلمات و عبارات
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٨٨ ناجابه جایی چنبرۀ با ٨٨آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ٨٨آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
دینامیکی سامانه یک فاز فضای توصیف برای پواسون خمینه های از کلاسیک، مکانیک در
سامانه زمانی تحول مشخص کنندۀ دینامیکی معادله های می توان کروشه این کمک با می کنند. استفاده

نوشت زیر به صورت را
df

dt
= {H, f}, f ∈ C∞(M).

سه بعدی فضای در که فیزیکی ذرۀ یک برای مثلا است. سامانه همیلتونی H ∈ C∞(M) اینجا در
R٣ در مختصات q٣ و ،q٢ ،q١ اگر و است T ⋆R٣ کتانژانت١ فضای M می کند، حرکت اقلیدسی

است زیر به صورت پواسون کروشه دهند، نشان را کتانژانت٢ کلافِ تار مختصات p٣ و ،p٢ ،p١ و

{f, g} =
٣∑
i=١

∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂f

∂qi
∂g

∂pi
.

جایگزین H مثل مختلطی هیلبرت فضای شعاع های همه مجموعۀ کوانتومی، مکانیک در اما
با جبر این می شود. C∞(M) جایگزین L(H) کراندار) لزوماً (نه عملگرهای جبر همچنین و M

کرد: مجهز کروشه یک به می توان هم آن را و است ناجابه جایی جبر یک ترکیب، عمل

[A,B] = AB −BA.

Hqu ∈ L(H) آن در که می آید به دست dA
dt = [Hqu, A] رابطه از A عملگر زمانی تحول

است. کوانتومی همیلتونی
توصیف به سامانه یک کلاسیک توصیف از می توان چگونه که می شود مطرح پرسش این اکنون
داشته وجود Q تناظر یک که دارند تمایل فیزیک دان  ها آرمانی، حالت در یافت. دست آن کوانتومی

به گونه ای که کند متناظر Q(f) ∈ L(H) عملگر یک f ∈ C∞(M) هر به که باشد

Q({f, g}) = −١
iℏ

[Q(f), Q(g)].

می کند، حرکت حقیقی خط امتداد در ذره یک که حالت ساده ترین برای حتّی است شده ثابت متأسفانه
است این در مشکل این بروز علت که پنداشت مویال٣ ١٩۴٩ سال در ندارد. وجود تناظری چنین
دیگری و است جابه جایی یکی دارد: وجود L(H) و C∞(M) جبر دو بین بنیادی تفاوت یک که
⋆ℏ ناجابه جایی ضرب یک با را C∞(M) در معمولی ضرب که کرد سعی او بنابراین، ناجابه جایی.
١cotangent space ٢the fiber of the cotangent bundle ٣J. E. Moyal
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براین، افزون و شود معمولی ضرب همان به تبدیل ⋆ℏ ،ℏ −→ ٠ وقتی به گونه ای که کند جایگزین

lim
ℏ−→٠

f ⋆ℏ g − g ⋆ℏ f
ℏ

= {f, g}.

یک چرا که می یابیم، ناجابه جایی هندسه اقلیم در را خود ، C∞(M) در ضرب این اتخاذ با
توضیح برای نیست! اضافی ساختار چند با ناجابه جایی جبر یک بیش از چیزی ناجابه جایی فضای
می توان را گوناگونی مفاهیم شد اشاره که آنجا برمی گردیم، گفتار این ابتدای به موضوع، این بیشتر
دیگر، مهم مفهوم است. هموار تابع آن ها ابتدایی ترین که کرد تعریف آن وابسته های Mیا خمینۀ روی
مماس بردار یک p ∈ M نقطۀ هر به که است تابعی M بر X برداری میدان است. برداری میدان
xm ،. . . ،x٢ ،x١ مانند موضعی مختصاتی دستگاه یک در می کند. متناظر خمینه روی نقطۀ این در

به صورت نمایشی X میدان

X = X١ ∂

∂x١ +X٢ ∂

∂x٢ + · · ·+Xm ∂

∂xm

به شکل که گرفت درنظر نیز C∞(M) بر عملگری به عنوان می توان را X میدان دارد.

X(f) = X١ ∂f
∂x١ +X٢ ∂f

∂x٢ + · · ·+Xm ∂f

∂xm

می کند صدق لایب نیتس اتحاد در عملگر این می کند. عمل
X(fg) = X(f)g + fX(g), f, g ∈ C∞(M).

کاملا به شکلی می توان را برداری میدان مفهوم بنابراین C∞(M)است. روی اشتقاق١ Xیک یعنی
و دیفرانسیل صورت های چون دیگری مفاهیم افزون  براین، کرد. تعریف C∞(M) به کمک و جبری
هموردا٣، مشتق خمیدگی، تانسور التصاق٢، ریمانی، متریک مانند ساختارهایی و تانسوری میدان های
میدان های و هموار توابع به کمک را همگی می توان می شوند، افزوده M بر که یانگ-میلز نظریۀ و
کلاف مهم مفهوم حتّی نمود. تعریف آن، نقاط و M به اشاره بدون و جبری کاملا به شیوه ای برداری،
را M شناخت در C∞(M) جبر اهمیت زیر قضیۀ دارد. جبری کاملا تعریفی نیز هندسه در برداری

می دهد. نشان بیشتر

C∞(M) جبر دو اگر تنها و اگر هستند Nهموارریخت۴ Mو فشردۀ و هموار خمینۀ دو .١ . ١ قضیه
باشند. یکریخت C∞(N) و

١derivation ٢connection ٣covariant derivative ۴diffeomorphic



٩٠ ناجابه جایی چنبرۀ با ٩٠آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ٩٠آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
C∞(M) اگر اکنون دارد. خود در Mرا خمینۀ دیفرانسیلی ویژگی های C∞(M)همۀ بنابراین،
بعضی که ،A ناجابه جایی جبر یک با آن را به طور کلی یا کنیم مجهز ناجابه جایی ضرب یک به را
کرد. تعریف آن برای را بالا در اشاره شده مفاهیم می توان کنیم، جایگزین دارد، هم مطلوب ویژگی های
وجود M مانند ناجابه جایی خمینۀ یک اصطلاحاً آیا بنامیم، جابه جایی خمینۀ یک را M اگر اما
فضای یک یعنی است. منفی پاسخ باشد؟ شده حاصل آن از A ناجابه جایی جبر به گونه ای که دارد
خمینه به عبارت دیگر، نیست. اضافی ساختار چند با ناجابه جایی جبر یک جز چیزی ناجابه جایی

میانه! ز غایب خود آن و مشغول اند آن به جمعی که است شیئی ناجابه جایی
هر یک، زیادی پژوهشگران و است گوناگون میوه های با پهناور باغی ناجابه جایی هندسه امروزه
انجام که گوناگونی پژوهش های از بردن نام می چینند. خود توانمندی های درخور میوه ای باغ این از
هندسه اصلی معمار کُن، نوشتۀ ، [٢] مطالعۀ به را خواننده ازاین رو، نمی گنجد، مقاله این در است شده
شده مرور گذشته بیست سال در انجام شده پژوهش های مهم ترین آن در که می کنیم توصیه ناجابه جایی،

است.
در است. ناجابه جایی فضاهای مهم ترین از یکی آن، دو بعدی حالت به ویژه ناجابه جایی، چنبرۀ
مفاهیم سپس و کنیم آشنا فضا این ابتدایی ویژگی های از برخی با را خواننده کرد خواهیم کوشش ادامه
دهیم. ارائه را گاوس-بونه و لوی-چیویتا قضیه های و التصاق، یک خمیدگی و التصاق برداری، کلاف

گلفاند-نائیمارک قضیۀ .٢
خواهیم برشمرد؛ ⋆Cجبرها مجرد مفهوم مطالعۀ آغاز نقطۀ می  توان را گلفاند-نائیمارک١ قضیه
می کنیم. معرفی را جبرها این ابتدا بنابراین، هستند. جبرها این از گونه ای ناجابه جایی فضاهای دید
(a, b) 7−→ a · bبه صورت · : A×A −→ A و مختلط برداری فضای یک A کنید فرض
یک (A, ·) جفت است؛ توزیع پذیر بردارها جمع به نسبت که باشد ضرب به موسوم دو خطی تابع یک
جبر یک .a · b = b · a ،a, b ∈ A هر به ازای هرگاه است جابه جایی جبر این می شود. خوانده جبر
با است A روی نرم یک ∥ · ∥ و جبر یک A آن در که (A, ∥ · ∥) جفت یک از است عبارت باناخ
،x, y ∈ A هر به ازای افزون بر این، و همگراست نرم این به نسبت کوشی دنبالۀ هر که خاصیت این
برگشت٢ یک را A جبر بر x 7−→ x⋆ به صورت ⋆ : A −→ A تابع .∥x · y∥ ≤ ∥x∥ ∥y∥

،λ ∈ C هر برای و x, y ∈ A هر برای هرگاه گویند
(x+ y)⋆ = x⋆ + y⋆, (λx)⋆ = λ̄x⋆,

(x.y)⋆ = y⋆ · x⋆x⋆, x⋆⋆ = x.

١Gelfand-Naimark ٢involution
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باناخ ⋆-جبر یک سرانجام، می گویند. برگشتی جبر یا ⋆-جبر یک را ⋆ برگشت با همراه A جبر
می توان .∥a⋆ · a∥ = ∥a∥٢ ،a ∈ A هر به ازای هرگاه می گویند ⋆C-جبر یک را (A, ∥ · ∥)

است. یک نرم دارای و یکتا وجود، صورت ،در ⋆C-جبر هر در ضربی همانی عضو که داد نشان

می دهند، Mn(C)نمایش با آن را که مختلط، n× n مربعی ماتریس های همۀ مجموعه .٢ . ١ مثال
T ⋆) است متناهی بعد با یکه دار ⋆C-جبر یک ⋆ : T 7−→ T ⋆ تعریف با برگشت و عملگری نرم با
Mn١(C) ⊕ · · · ⊕ پس است، ⋆C-جبر هم ⋆C-جبرها مستقیم جمع چون است). T الحاقی
است شکل همین به نیز متناهی بعد ⋆C-جبر هر است. متناهی بعد با ⋆C-جبر یک Mnkنیز

(C)
.[١٢]

B(H) مجموعۀ دراین صورت باشد. تفکیک  پذیر هیلبرت فضای یک H کنید فرض .٢ . ٢ مثال
⋆C-جبر یک ⋆ : T 7−→ T ⋆ برگشت و عملگری نرم با H روی کراندار عملگرهای همۀ از مرکب
بسته الحاقی، عمل به نسبت که B(H) از زیرجبر هر همچنین است). T الحاقی T ⋆) است یکه دار
هر که کرده اند ثابت نائیمارک و گلفاند است. ⋆C-جبر یک باشد بسته نیز توپولوژیکی لحاظ به و
هیلبرت فضای یک H آن در که گرفت نظر در B(H) از بسته زیرجبر یک می توان را ⋆C-جبر

است. مناسب

در جابه جایی ⋆C-جبرهای مهم ترین از یکی هستند. ناجابه جایی ⋆C-جبرهای بالا مثال دو هر
است . آمده زیر مثال

توابع همۀ مجموعۀ باشد. هاسدورف و فشرده توپولوژیک فضای یک X کنید فرض .٢ . ٣ مثال
توابع، معمول ضرب و جمع اعمال با می دهیم. نمایش C(X) با را X روی مختلط مقدار و پیوسته
روی ،∥f∥ = supx∈X ∥f(x)∥ سوپریمم، نرم است، فشرده X چون است. جبر یک C(X)

برگشت یک f 7−→ f̄ تعریف با ⋆ : C(X) −→ C(X) افزون بر این، است. کامل C(X)

فضای یک را X اگر است. یکه دار ⋆C-جبر یک C(X) پس است). f مختلط مزدوج f̄) است
صفر بی نهایت در که C(X) از عضوهایی همۀ مجموعۀ ،C٠(X) بگیریم فشرده موضعاً هاسدورف

نیست. یکه دار اما است، ⋆C-جبر یک نیز می شوند،

،a, b ∈ A هر برای اگر گویند ضربی A جبر روی را χ : A −→ C ناصفر خطی تابعک
χx : f 7−→ f(x) تابع ،x ∈ X و A = C(X) اگر مثال، برای .χ(ab) = χ(a)χ(b)

با را A روی ضربی خطی تابعک های همۀ مجموعۀ است. C(X) روی ضربی خطی  تابعک یک



٩٢ ناجابه جایی چنبرۀ با ٩٢آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ٩٢آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
و باشد جابه جایی باناخ جبر یک A کنید فرض می گوییم. A طیف آن به و می دهیم نمایش Σ(A)
به  کنیم. تعریف x̂(χ) = χ(x) به صورت را x̂ : Σ(A) −→ C خطی تابعک x ∈ A برای
توپولوژی این در حقیقت، کرد. مجهز توپولوژی یک به را Σ(A) می توان خطی تابعک های این کمک

پیوسته اند. آن به نسبت x̂ها همۀ که است توپولوژی ای ضعیف ترین

با Γ : A −→ C٠(Σ(A)) گلفاند تبدیل ، A جابه جایی ⋆C-جبر هر برای .([١٢]) ۴ . ٢ قضیه
است. ⋆C-جبر دو بین یکریختی یک x 7−→ x̂ تعریف

هاسدورف توپولوژیک فضاهای رستۀ که می کند بیان گلفاند-نائیمارک، قضیۀ به موسوم ،۴ . ٢ قضیۀ
برخی به می توان هم ارزی این کمک به است. هم ارز جابه جایی ⋆C-جبرهای رسته با فشرده موضعاً و
در همسان ریختی و مترپذیری، فشردگی، ،مثلا کرد. نظیر جبری مفهومی توپولوژیکی، مفهوم های

می شود. متناظر جبر در بودن خودریختی و بودن، تفکیک  پذیر بودن، یکه دار با به ترتیب، توپولوژی،
آن در که است مکانیکی سامانۀ مشاهده پذیرهای C(X) باشد، خمینه X اگر که کنید توجه
عملگرهای جبر با X بر حقیقی مقدار پیوسته توابع جبر کوانتومی، مکانیک در است. فاز فضای X
است: ناجابه جایی جبر یک جبر این و می شود جایگزین H هیلبرت فضای یک روی خودالحاقی
می توان گلفاند، دوگانگی و موضوع این گرفتن درنظر با کنید. مطالعه را [١] بیشتر آشنایی برای
نامیده ناجابه جایی» «فضاهای که انگاشت غریبی فضاهای رستۀ دوگان را ناجابه جایی ⋆C-جبرهای
و مهم ترین از یکی یافت. [١۴] در می توان را ناجابه جایی فضاهای از فراوانی مثال های می شوند.
پایان در  است. دو بعدی ناجابه جایی چنبره است، شده مطالعه گسترده ای به طور که مثال ها ساده ترین

می آوریم. به دست آن را به وابسته جابه جایی ⋆C-جبر و معرفی را T ٢ دو بعدی چنبرۀ بخش، این
می کنیم تعریف زیر به صورت را ∼ هم ارزی رابطۀ R٢ صفحۀ روی نخست برای این کار،

(x, y) ∼ (x+ ١, y) ∼ (x, y + ١).

خارج قسمتی توپولوژی به آن را و می دهیم نمایش T ٢ با را رابطه این هم ارزی رده های همۀ مجموعۀ
(جابه جایی) دو بعدی چنبرۀ است، هاسدورف و فشرده که توپولوژی، این Tبا ٢ مجموعۀ می کنیم. مجهز
f ∈ C(T ٢) برای است. یکه دار جابه جایی ⋆C-جبر یک C(T ٢) ،٣ مثال بنابه می شود. نامیده

می شود تعریف زیر به صورت f فوریۀ ∑سری
m,n∈Z

am,ne
٢πi(mx+ny), am,n =

∫
T ٢
f(x, y)e−٢πi(mx+ny) (٢ . ١)
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این است. شده گرفته لبگ اندازۀ به نسبت انتگرال و است چنبره روی مختصات (x, y) آن در که
به صورت می توان را ∑سری

m,n∈Z
am,nU

mV n(e٢πnyi)(x) (٢ . ٢)

زیرند شرط های با عملگرهای U, V : L٢(S١) −→ L٢(S١) آن در که کرد بازنویسی
V = id, U(f)(x) = e٢πixf(x), f ∈ L٢(S١).

نمایش f ∈ C(T ٢) برای ∑به این ترتیب،
am,nU

mV n

توسط که است L(L٢(S١)) از یکه دار ⋆C-زیرجبر همان C(T ٢) به عبارتِ دیگر، می شود. حاصل
می شود. تولید V و U

دو بعدی ناجابه جایی چنبرۀ .٣
C(T ٢) همان که می کنند تولید ⋆C-جبر یک V و U عملگرهای که دیدیم پیشین بخش در
کمی با را U, V : L٢(S١) −→ L٢(S١) عملگر دو و انتخاب به دلخواه را θ ∈ R اکنون، است.

به صورت قبل، بخش به نسبت تغییر
U(f)(x) = e٢πixf(x), V (f)(x) = f(x+ θ)

همۀ مجموعۀ بنابراین .V ⋆ = V −١ و U⋆ = U−١ که است روشن می کنیم. ∑تعریف
m,n∈Z

am,nU
mV n, am,n ∈ C

بنابراین، و است بسته الحاقی عمل به نسبت است، ناصفر am,nها از متناهی تعداد فقط آن در که
،V U = e٢πiθUV چون می کند. تولید Aθ نماد با ⋆C-جبر یک L(L٢(S١)) در آن بستار
θ به زیادی بستگی Aθ ساختار شود. نام گذاری دوبعدی» ناجابه جایی «چنبرۀ Aθ که است طبیعی
U که نگاشتی همچنین، یکریخت اند. ، n صحیح عدد هر برای ، Aθ+n و Aθ که است روشن دارد.
θ دامنۀ می توان بنابراین می کند. القاء A١−θ و Aθ بین یکریختی یک بنگارد U به را V و V به را
نایکریخت Aθهای بازه، این در متمایز θهای برای که است شده ثابت کرد. محدود [٠, ١٢ ] بازۀ به را
به نسبت q > ٠ و p آن در که ،θ = p/q برای که است شده ثابت افزون براین، می شود. حاصل



٩۴ ناجابه جایی چنبرۀ با ٩۴آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ٩۴آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
این پیوستۀ مقطع  های جبر با Aθ که دارد وجود T ٢ روی q رتبۀ از برداری کلاف یک اول اند، هم
پس دارد. متناهی بعد از نمایش یک Aθ حالت این در به عبارتِ دیگر، .[١۴] است یکریخت کلاف

باشد. گنگ θ که است زمانی حالت جذاب ترین
(am,n)m,n دنباله های مجموعۀ یعنی باشد، شوارتس دنباله های همه (Z٢)Sمجموعۀ کنید فرض

،k ∈ N هر برای که
sup{(١ +m٢ + n٢)k|am,n| : m,n ∈ Z} <∞.

به صورت نمایشی که می گیریم Aθ در a اعضای همۀ مجموعۀ را A∞
θ اکنون

a =
∑

am,nU
mV n, {am,n} ∈ S(Z٢)

است. یکریخت C∞(T ٢) با A∞٠ که می شود ثابت است. Aθ در چگال ⋆-جبر یک A∞
θ دارند.

حالت از الهام با می نامند. دو بعدی ناجابه جایی چنبرۀ روی هموار توابع مجموعۀ را A∞
θ از این رو،

کرد. تعریف را n دلخواه بعد از ناجابه جایی چنبرۀ می توان اکنون دو بعدی،

دلخواهی حقیقی درایه های با پادمتقارن n × n ماتریس Θ = (Θij) کنید فرض .٣ . ١ تعریف
که AΘ عام ⋆C-جبر از است عبارت Θ ناجابه جایی پارامتر با n-بعدی ناجابه جایی چنبرۀ باشد.
همۀ مجموعۀ می شود. تولید UjUk = e٢πiΘjkUkUj رابطه های و Un ،. . . ،U١ مولدهای توسط

به صورت AΘ از ∑عضوهایی
ai١,...,inU

i١١ · · ·U inn , {ai١,...,in} ∈ S(Z
n)

می نامیم. AΘ روی هموار تابعی را آن ها از هریک و می دهیم نمایش A∞
Θ با را

هر برای هرگاه می گوییم اثر١ را A ⋆C-جبر بر τ خطی تابعک .Aθ بر اثر تعریف .٣ . ١
.τ(a⋆a) > ٠ ،a ̸= ٠ برای و τ(ab) = τ(ba) ،a, b ∈ A

انتگرال باشد. Ω حجم صورت با جهت دار و فشرده، هموار، خمینه ای M کنید فرض .٣ . ٢ ∫مثال
: C(M) −→ C, f 7−→

∫
M
fΩ

است. C(M) بر اثر یک
١trace
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به صورت را τ : A∞
θ −→ C نگاشت

a =
∑

am,nU
mV n 7−→ a٠,٠

و τ(b) = τ(a)τ(b) که است روشن می کنیم. تعریف

τ(a⋆a) =
∑
|am,n|٢ ≥ ٠.

Aθگسترش بر آن را می توان است، Aθچگال ∞Aدر
θ چون و است پیوسته τ می شود ثابت همچنین

و V U = e٢πiθUV چون باشد، Aθ بر دیگری اثر τ ′ اگر است. اثر یک τ بنابراین داد.
همچنین .τ ′(UV ) = ٠ پس ، τ ′(ab) = τ ′(ba)

τ ′(U) = τ ′(V −١V U) = τ ′(V UV −١) = e٢πiθτ ′(U),

مضرب τ ′ که گرفت نتیجه می توان روابط این از .τ ′(V ) = ٠ مشابه، به طور .τ ′(U) = ٠ پس
مهم جهت آن از اثر این وجود یکتاست. ثابت ضریب یک حد در τ به عبارتِ دیگر، است. τ از ثابتی
به همچنین Aθانگاشت. بر ناجابه جایی انتگرال یک به گونه ای آن را می توان ٣ . ٢ مثال بنابه که است

کرد: تعریف Aθ بر اسکالر حاصل ضرب یک می توان آن کمک

⟨a, b⟩ = τ(b⋆a), a, b ∈ Aθ.

فوریۀ ضرایب نیست، A∞
θ در لزوماً که ، a ∈ Aθ هر برای می توان ضرب این کمک به

am,n = ⟨a, UmV n⟩

که داد ∑نسبت am,nU
mV n فوریه سریۀ یک می توان a ∈ Aθ هر به بنابراین، کرد. تعریف را

نباشد. همگرا a به Aθ در است ممکن البته

شبه دیفرانسیل و دیفرانسیل عملگرهای .۴
ارزشمند آن ریاضی ماهیت نظر از هم و فیزیکی ماهیت نظر از هم دیفرانسیل عملگرهای مطالعۀ
این در لاپلاس اند. و دیراک عملگرهای فیزیک و ریاضی در مهم دیفرانسیل عملگرهای ازجملۀ است.

می کنیم. معرفی Aθ بر را دو این ناجابه جایی همتای قسمت،



٩۶ ناجابه جایی چنبرۀ با ٩۶آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ٩۶آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
هرگاه گویند اشتقاق یک را A جبر بر d خطی تبدیل یک پایه. اشتقاق های .١ . ۴

d(ab) = d(a)b+ ad(b), a, b ∈ A.

می شوند تعریف زیر ∞Aبه صورت
θ بر δ٢ و δ١ پایۀ اشتقاق های

δ١(
∑

am,nU
mV n) = ٢πi∑mam,nU

mV n,

δ٢(
∑

am,nU
mV n) = ٢πi∑nam,nU

mV n.

A∞٠ = از عضوی f(x, y) =
∑
am,ne

٢πi(mx+ny) اگر ،θ = ٠ که حالتی برای
داریم (٢ . ٢) و (٢ . ١) بنابه باشد، C∞(T ٢)

δ١(f) = δ١(
∑

am,nU
mV n) = ٢πi∑mam,nU

mV n

=
∂

∂x

∑
am,nU

mV n =
∂f

∂x
.

.δ٢(f) = ∂f
∂y مشابه به طور

است. آمده زیر گزارۀ در پایه اشتقاق های از مهم ویژگی چند

در این صورت باشند. پایه استقاق δ٢ و δ١ و جبر یک A کنید فرض .١ . ۴ گزاره
.δi(a⋆) = δi(a)

⋆ ،i = ١, ٢ و a ∈ A هر (الف) برای
.[δ١, δ٢] = ٠ (ب)

.τ(δi(a)) = ٠ ،i = ١, ٢ و a ∈ A هر برای (پ)

که می دهد نشان (پ) قسمت می گوییم. یک⋆-اشتقاق کند صدق (الف) شرط در که را اشتقاقی
به صورت می دهیم، نمایش α با آن را که عمل، این است. ∞Aناوردا

θ بر T ٢ چنبرۀ عمل تحت τ اثر

(e٢πix, e٢πiy).
∑

am,nU
mV n =

∑
am,ne

٢πi(mx+ny)UmV n

داریم و می شود تعریف
∂

∂x

∣∣∣∣
(١,١)(e

٢πix, e٢πiy).
∑

am,nU
mV n = ٢πi∑mam,nU

mV n = δ١(
∑

am,nU
mV n),

∂

∂y

∣∣∣∣
(١,١)(e

٢πix, e٢πiy).
∑

am,nU
mV n = ٢πi∑nam,nU

mV n = δ٢(
∑

am,nU
mV n).

(١ . ۴)
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∞A اند.
θ بر T ٢ عمل کوچک بی نهایت مولدهای همان پایه اشتقاق های گفت می توان بنابراین

متناظر δn ،. . . ،δ١ پایۀ اشتقاق n و کرد تعریف مشابه به طور نیز ∞Aرا
Θ بر Tn عمل می توان پس

آورد. به دست n-بعدی ناجابه جایی چنبرۀ برای را عمل این کوچک بی نهایت مولدهای با
به صورت عملگر ، n چون نامنفی و صحیح عدد برای شبه دیفرانسیل. عملگرهای .٢ . ۴∑

j١+j٢≤n
aj١,j٢δ

j١١ δ
j٢٢

شبه دیفرانسیل١ عملگر به می توان را مفهوم این ∞Aمی گوییم؛
θ بر n مرتبۀ از دیفرانسیل عملگر یک را

می کنیم. استفاده ∂
∂ξ٢ و ∂

∂ξ١ به جای به ترتیب ∂٢ و ∂١ از کار، سادگی برای ادامه، در داد. تعمیم
هرگاه گویند n مرتبۀ از نماد٢ یک را ρ : R٢ −→ A∞

θ تابع ،n صحیح عدد برای .٢ . ۴ تعریف
به طوری که باشد داشته وجود c ثابت (الف) عدد

∥δi١١ δ
i٢٢ ∂

j١
١ ∂

j٢٢ ρ(ξ)∥ ≤ c(١ + |ξ|)n−j١−j٢ , i١, i٢, j١, j٢;

به طوری که باشد داشته وجود k : R٢ −→ A∞
θ هموار تابع (ب)

lim
λ−→∞

λ−nρ(λξ١, λξ٢) = k(ξ١, ξ٢).

ρ نماد کمک به باشد. n دلخواه مرتبۀ از نمادی ρ − ν هرگاه گویند هم ارز را ν و ρ نماد دو
کرد تعریف زیر ∞Aبه صورت

θ بر Pρ عملگر یک می توان
Pρ = (٢π)−٢

∫ ∫
e−s.ξρ(ξ)α(s, a)dsdξ.

Q و P شبه دیفرانسیل عملگر دو می گویند. ρ نماد با n مرتبۀ از شبه دیفرانسیل عملگر را Pρ عملگر
باشد. هم ارز آن ها نمادهای هرگاه P ∼ Q می نویسند و گویند هم ارز را

توابع بر ∂̄ = ∂
∂x + i ∂∂y

به صورت کوشی-ریمان عملگر می دانیم کوشی-ریمان. عملگر
ناجابه جایی کوشی-ریمانِ عملگر پایه، اشتقاق های کمک به می شود. تعریف f : R٢ −→ C
موهومی قسمت با C در ω هر برای به طور کلی، می شود. ∞Aتعریف

θ بر ∂⋆ = δ١ + iδ٢ به صورت
است. A∞

θ بر اشتقاق یک ∂ω = δ١ + ω̄δ٢ و ∂⋆ω = δ١ + ωδ٢ عملگر دو مثبت،
است. دوسویی τ هسته به آن تحدید و بوده C١ برابر ∂⋆ هستۀ ۴ . ٣.(الف) گزاره

١pseudo-differential ٢symbol



٩٨ ناجابه جایی چنبرۀ با ٩٨آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ٩٨آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
به صورت تابع ها و ∂⋆ ویژه مقدارهای ، (m,n) ∈ Z٢ ،٢π(im−n)به صورت مختلط اعداد (ب)

هستند. آن ها با متناظر ویژه تابع های UmV n

بر ∆ = δ٢١ + δ٢٢ به صورت پایه، اشتقاق های کمک به نیز لاپلاس عملگر لاپلاس. عملگر
می شود. تعریف A∞

θ

می آوریم. آن را از ویژگی هایی زیر گزارۀ در

ویژه مقدارهای ،(m,n) ∈ Z٢ ،−۴π٢(m٢ + n٢) به صورت حقیقی اعداد ۴ . ۴.(الف) گزاره
هستند. آن ها با متناظر ویژه تابع های UmV m و لاپلاس عملگر

است. دوسویی −∆+ λ عملگر ،n ∈ Z آن در که ، λ ̸= −۴π٢n هر برای (ب)
.∆ = ∂⋆∂ ،∂ = δ١ − iδ٢ فرض با (پ)

عملگر مثبت، موهومی قسمت با ω مختلط عدد هر به می توان بالا گزارۀ (پ) بند از الهام با
استفاده پیش رو بخش های در عملگر این از کرد. تعریف ωرا به وابسته ∆ω = ∂⋆ω∂ω لاپلاس

کرد. خواهیم

است ضروری جابه جایی، حالت در خمینه، یک بر دیراک عملگر تعریف برای دیراک. عملگر
سه تایی به نام مفهومی از ناجابه جایی، حالت در اما شود. استفاده اسپینورها٢ و کلیفورد١ جبرهای از که

است. برده به کار [٣] در کُن آن را اولین بار که می شود استفاده طیفی

فضای یک ،A ⋆-جبر یک از است عبارت (A,H,D) یکه دار طیفی سه تایی یک .۵ . ۴ تعریف
و دیراک، عملگر به موسوم ، D : Dom(D) ⊂ H −→ H خودالحاقی عملگر یک ، H هیلبرت

به طوری که π : A −→ B(H) صادق٣ نمایش یک
π(a)(Dom(D)) ،a ∈ A هر برای و است چگال H در دیراک عملگر دامنۀ (١)
قرار D طیف در که λ ∈ C هر برای افزون بر این، است. Dom(D) از زیرفضایی

است؛ فشرده (D − λ)−١ عملگر ندارد،
تمام بر کراندار عملگری به می توان را [D, π(a)] = D ◦ π(a)− π(a) ◦D عملگر (٢)

داد. گسترش H
١Clifford algebra ٢spinors ٣faithful representation
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در که است (C∞(M), L٢(M,S),D) به صورت طیفی سه تایی مثال های مهم ترین از یکی
دیراک Dعملگر و ، M بر اسپین١ کلاف S اسپین، لبۀ بدون و فشرده ریمانی خمینۀ یک (M, g) آن

است. S مقطع  های بر
کنیم. معرفی طیفی سه تایی یک باید ناجابجایی حالت در D دیراک عملگر تعریف برای اکنون
|a| = τ(a⋆a)

١
٢ نرم ، τ اثر کمک به کنیم. ∞Aانتخاب

θ همان را A کار این برای که است طبیعی
کنید فرض می گیریم. نظر در نرم این با A∞

θ کامل شدۀ فضای را H٠ و می کنیم تعریف A∞
θ بر را

به گونه ای را π٠(a) ∈ B(H٠) عملگر a ∈ A∞
θ برای باشد. شمول نگاشت a 7→ â ،A ↪→ H٠

،b ∈ A∞
θ هر برای که می کنیم تعریف

π٠(a)(b̂) = âb;

است. A∞
θ از صادق نمایش یک a 7−→ π٠(a) تعریف با π٠ : A∞

θ −→ B(H٠) نگاشت
نمایش .H = H٠

⊕
H٠ می نویسیم

π : A∞
θ −→ B(H), a 7−→ π٠(a)⊕ π٠(a),

تعریف D = −i(σ١δ١ + σ٢δ٢) ضابطۀ با D عملگر اکنون است. A∞
θ از صادق نمایش یک

و پایه اشتقاق های δ٢ و δ١ آن در که می شود

σ١ =
(٠ ١

١ ٠
)
, σ٢ =

(٠ −i
i ٠

)
پس هستند؛ پائولی٢ ماتریس های

D = −i
( ٠ ∂
∂⋆ ٠

)
.

D = ضابطۀ با و T ٢ جابه جایی چنبرۀ بر دیراک عملگر از الهام با عملگر این که کنید توجه
می توان لاپلاس، عملگر به شبیه که کنید توجه همچنین است. شده تعریف −i(σ١∂x + σ٢∂y)
ω به وابسته طیفی سه تایی می توان بنابراین و تعریف آن را به وابسته دیراک عملگر یک ω هر برای

کرد. تعریف هم را
١spin bundle ٢Wolfgang Pauli



١٠٠ ناجابه جایی چنبرۀ با ١٠٠آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ١٠٠آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی

تولیدشده متناهیاً تصویری مدول های و ناجابه جایی برداری کلاف های .۵
-C(X) با می توان را X هاسدورف و فشرده فضای بر برداری کلاف های اسوان قضیۀ بنابه
جبر یک A اگر ازاین رو، .[١۶] داد قرار تناظر در تولیدشده متناهیاً تصویری راستِ مدول های
کلاف های همان متناهی) نوع از (یا تولیدشده متناهیاً تصویری A-مدول های باشد، ناجابه جایی
متناهیاً تصویری مدول های از رده یک بخش این در می شوند. انگاشته A بر ناجابه جایی برداری

می کنیم. معرفی را Aθ بر تولیدشده
داشته راستQوجود A-مدول هرگاه گویند تصویری را P راست A-مدول که می کنیم یادآوری
داشته وجود n طبیعی عدد اگر همچنین، باشد. آزاد P⊕QیکA-مدول ≃ AI به طوری که باشد
متناهی) نوع (از تولید شده متناهیاً تصویری راست A-مدول یک را P ،P⊕Q ≃ An که باشد
یک P تولید شدۀ متناهیاً تصویری A-مدول هر برای که است شده داده نشان [١۴] در می نامند.

.P = eAn به طوری که دارد وجود Mn(A) = EndA(A
n) در e چون خودتوان عضو

متناهیاً تصویری ∞A-مدول
θ هر باشد، گنگ عددی θ هرگاه که داده اند نشان ریفل و کُن

Ep,q با که مدول ها، این گونه .[۶] است یکریخت هایزنبرگ مدول یک با نباشد، آزاد که تولید شده
وقتی Ep,q = (A∞

θ )|p| می نویسیم می گردند. مشخص q > ٠ و p عدد دو با می شوند، داده نمایش
داریم . q = ١ و p = ٠ یا اول اند؛ به هم نسبت q و p و q ̸= ٠ یا q؛ = ٠ که

Ep,q ≃ S(R× Zq) ≃ S(R)⊗ Cq,

متغیر یک با شوارتس توابع همۀ فضای S(R×Zq) و است برداری فضاهای بین تساوی آن در که
R بر شوارتس توابع همۀ مجموعۀ S(R) همچنین است. Zq در گسسته متغیر یک و R در پیوسته
عدد هر برای و n نامنفی صحیح عدد هر برای که f : R −→ C چون هموار توابع همۀ یعنی است،

به طوری که دارد وجود c مثل ثابتی ، k مثبت صحیح
|f (n)(x)|(١ + x٢)k < c, x ∈ R.

فرمول های
fU(x, k) = f(x+ θ − p

q
, k − p), fV (x, k) = e

٢πi(x− k
q
)
f(x, k),

است شده داده نشان [۴] در می کند. تعریف Ep,q بر ∞A-مدولی
θ ساختار یک ،f ∈ Ep,q آن در که

است. متناهی نوع از و تصویری Ep,q ساختار این با که
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یک باشد. تصویری (راست) A-مدول یک P و ⋆-جبر یک A کنید فرض .([۴]) ١ . ۵ تعریف
به گونه ای که ⟨·, ·⟩ : P × P −→ A نگاشت یک از است عبارت P بر ارمیتی ساختار

،ξ, ξ١, ξ٢, η, η١, η٢ ∈ P هر (الف) برای
⟨ξ١ + ξ٢, η⟩ = ⟨ξ١, η⟩+ ⟨ξ٢, η⟩, ⟨ξ, η١ + η٢⟩ = ⟨ξ, η١⟩+ ⟨ξ, η٢⟩;

،ξ, η ∈ P و x, y ∈ A هر برای (ب)
⟨ξ.x, η.y⟩ = y⋆⟨ξ, η⟩x;

A از مثبت عضوی ⟨ξ, ξ⟩ ،٠ ̸= ξ ∈ P هر برای اینکه یعنی باشد، مثبت ⟨·, ·⟩ نگاشت (پ)
نامنفی حقیقی اعداد در مشمول aطیف و a = a⋆ هرگاه می شود خوانده مثبت a ∈ A) باشد

باشد).

از تصویری A-مدول یک P اگر در حقیقت، دارد. ارمیتی ساختار یک تصویری A-مدول هر
P به طوری که دارد وجود e ∈ Mn(A) مانند خودتوانی عضو و n طبیعی عدد باشد، متناهی نوع

فرمول باشد. نظر مورد یکریختی F : e(An) −→ P کنید فرض است. یکریخت e(An) با
⟨ξ, η⟩ = F−١(η)⋆ · F−١(ξ), ξ, η ∈ P

فرمول ،Ep,q یعنی ما، بحث موردِ مثال در می کند. تعریف P بر ارمیتی ساختار یک

⟨f, g⟩ =
∑
m,n

(

q−١∑
k=٠

∫
R
f(x− mp

q
, k −mp)g(x, k)e−٢πin(x− k

q
)
dx)UmV n

.[۴] می کند تعریف Ep,q بر ارمیتی ساختار یک f, g ∈ Ep,q هر برای

متناهی نوع از تصویری مدول های بر التصاق .۶
به صورت α : G → Aut(A) و لی، گروه یک G یکه دار، ⋆C-جبر یک A کنید فرض
مکانیکی ⋆C-سامانۀ یک را (A,G, α) سه تایی باشد. گروه دو بین همسانی یک g 7−→ αg

A به G از g 7−→ αg نگاشت هرگاه می نامند هموار ردۀ از را x ∈ A سامانه، این در می گویند.
زیرجبری که می دهند نمایش A∞ با هموارند ردۀ از که را A از عضوهایی همۀ مجموعۀ باشد. هموار

است. A از چگال



١٠٢ ناجابه جایی چنبرۀ با ١٠٢آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ١٠٢آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
مشتق پذیری خم t 7−→ gt ضابطۀ با g : (−ϵ, ϵ) −→ G ،X ∈ g ، G لی جبر g کنیم فرض
را δX : A∞ −→ A∞ نگاشت .g′٠ = X و است)، G همانی عضو e) g٠ = e شرط با

به صورت
δX(x) =

d

dt

∣∣∣
t=٠gt(x)

است. اشتقاق δX که دید می توان به سادگی می کنیم. تعریف
التصاق یک باشد. متناهی نوع از تصویری ∞A-مدول یک E∞ کنید فرض .([۴]) ١ . ۶ تعریف
(X, ξ) 7−→ ∇Xξ تعریف ∇با : g×E∞ −→ E∞ مانند نگاشتی از است عبارت E∞ بر

،X,Y ∈ g و ξ, η ∈ E∞،x ∈ A ،c١, c٢ ∈ R هر برای به گونه ای که
∇X(ξ.x) = (∇Xξ).x+ ξ.δX(x),

∇X(ξ + η) = ∇Xξ +∇Xη,

∇c١X+c٢Y ξ = c١∇Xξ + c٢∇Y ξ.

هرگاه گویند سازگار ⟨·, ·⟩ با ∇را التصاق باشد، E∞ بر ارمیتی ساختار یک ⟨·, ·⟩ اگر
⟨∇Xξ, η⟩+ ⟨ξ,∇Xη⟩ = δX(⟨ξ, η⟩).

.E∞ = e((A∞)n) و باشد خودتوان عضو یک e ∈Mn(A
∞) کنید فرض ([۴]) .٢ . ۶ مثال

فرمول دراین صورت

∇٠
Xξ = e(δX(ξ)) = e(

δX(ξ١)...
δX(ξn)

),

ξ١...
ξn

 ∈ e((A∞)n)

ارمیتی ساختار با التصاق این می کند. تعریف گراسمان» «التصاق به موسوم E∞ بر التصاق یک
است. سازگار ،ξ, η ∈ e((A∞)) برای ،⟨ξ, η⟩ = η⋆ξ

التصاق یک متناهی نوع از تصویری ∞A-مدول هر که گفت می توان بالا مثال به توجه با پس
دارد.

و X,Y ∈ g هر برای آن را Θی خمیدگی باشد، E∞ بر التصاق یک ∇ اگر ([۴]) .٣ . ۶ تعریف
می کنند تعریف زیر به صورت ξ, η ∈ E∞

Θ(X,Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ.
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برای اگر که کنید توجه نخست می کنیم. تعریف Ep,q بر التصاق یک بخش، این پایان در
به صورت را αg : A∞

θ −→ A∞
θ ،g = (e٢πix, e٢πiy) ∈ T ٢

αg(
∑

am,nU
mV n) =

∑
am,ne

٢πi(mx+ny)UmV n

است، چگال Aθ در A∞
θ چون و است A∞

θ بر پیوسته خطی تبدیل یک αg آن وقت کنیم، تعریف
همان با آن را و گسترش Aθ روی را A∞

θ بر T ٢ عمل بنابراین، داد. گسترش Aθ بر آن را می توان
.A∞ = A∞

θ آن در که است مکانیکی سامانه یک (Aθ, T ٢, α) پس می دهیم. نمایش αعلامت
می دهند به دست اشتقاق دو T ٢ به وابسته لی جبر در ∂٢ =

∂

∂y
و ∂١ =

∂

∂x
عضو دو (١ . ۴) بنابه

فرمول های اکنون ,δ١ اند. δ٢ همان به ترتیب که
(∇∂١f)(x, k) =

٢πiq
p

xf(x, k), (∇∂٢f)(x, k) =
df

dx
(x, k),

(۴.٣) ارمیتی ساختار با التصاق این می کنند. تعریف Ep,q بر التصاق یک ، f ∈ Ep,q آن در که
ثابت مقدار آن خمیدگی و سازگار

Θ(X,Y )f =
٢πiq
p

f

.[۴] است

لوی-چیویتا التصاق .٧
می توان می شود، گرفته درنظر خمینه ای بر ریمانی متریک یک وقتی که می دانیم ریمانی هندسۀ در
متریک آن با که کرد تعریف مماس کلاف مقطع  های بر لوی-چیویتا١ التصاق به موسوم یکتا التصاقی
در اما کرد. تعریف را خمیدگی می توان التصاق این کمک به است؛ تاب فاقد و سازگار ریمانی
سلسله در خلخالی مسعود ، ٢٠١٣ سال در است. پیچیده و متفاوت کاملا شرایط ناجایجایی هندسۀ
اسکالر خمیدگی توصیف ضمن ناجابه جایی هندسۀ موضوع با کانادا در فیلدز بنیاد در سخنرانی هایی
تخت متریک همدیس تغییرات از که متریکی با همراه ناجابه جایی چنبرۀ برای آن محاسبۀ چگونگی و
که است شده موجب ناجابه جایی هندسۀ در مشابهی ابزار نبود که می کند اشاره است، شده حاصل
از یکی که را، روزنبرگ نقص، این ببینید). را بعد (بخش کنیم استفاده طیفی نظریۀ ابزارهای از
ناجابه جایی چنبرۀ روی مشابه التصاقی یافتن برای که داشت آن بر بود، سخنرانی ها آن شنوندگان

.[١۵] شود دست به کار
١Levi-Civita



١٠۴ ناجابه جایی چنبرۀ با ١٠۴آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ١٠۴آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
میدان که خمینه، بر مماس کلاف مقطع   های بر لوی-چیویتا التصاق شد، گفته که همان گونه
ناجابه جایی چنبرۀ بر برداری میدان نظیر مناسبی مفهوم باید ابتدا بنابراین می شود. تعریف برداری اند،
مختصاتی برداری میدان های را ∂٢ و ∂١ اگر است، توازی پذیر T ٢ چنبرۀ اینکه به توجه با شود. تعریف
Xنوشت = f١∂١ + f٢∂٢ به صورت می توان Xرا مانند دیگری برداری میدان هر بگیریم، T ٢ بر
میدان های مجموعۀ به عبارت دیگر، شده اند. تعریف T ٢ بر که هستند همواری توابع f٢ و f١ آن در که
موضوع این می شود. تولید مولد دو با که است چپ C∞(T-مدول ٢) یک T ٢ بر مماس برداری

کند. تعریف زیر به صورت را Aθ چنبرۀ بر برداری میدان که داشت آن بر را روزنبرگ
میدان یک X = a١δ١ + a٢δ٢ خطی ترکیب a١, a٢ ∈ A∞

θ هر برای ([١۵]) .٧ . ١ تعریف
به عبارت دیگر، می دهیم. نمایش Xθ با را برداری میدان های همۀ مجموعۀ و می شود خوانده برداری

می شود. تولید δ٢ و δ١ مولد دو با که است چپ ∞A-مدول
θ یک Xθ

می کنیم تعریف ،a ∈ A∞
θ و برداری میدان یک X = a١δ١ + a٢δ٢ اگر

X · a = a١δ١(a) + a٢δ٢(a).

نیست. اشتقاق یک لزوماً برداری میدان یک جابه جایی، حالت برخلاف اینجا، در که کرد توجه باید
نباشد. برداری میدان است ممکن هم برداری میدان دو کروشۀ همچنین

δ : A∞
θ −→ A∞

θ اشتقاق های همۀ شامل که گرفت درنظر را Dθ خطی فضای روزنبرگ
به صورت یکتایی تجزیۀ و است

δ = c١δ١ + c٢δ٢ + δ٠

θ به فضا این بودن نابدیهی (البته است درونی اشتقاق یک δ٠ و c١, c٢ ∈ C آن در که دارند
به صورت که می دهد به دست ada اشتقاق یک a ∈ A∞

θ هر که می کنیم یادآوری دارد). بستگی
می گویند. درونی اشتقاق را اشتقاق ها این گونه می شود. تعریف ada(b) = [a, b] = ab− ba

تفاوت این با می شود، تعریف ارمیتی ساختار مانند که است ریمانی متریک دیگر، ضروری مفهوم
می شود. تعریف Xθ چپ ∞A-مدول

θ بر راست مدول یک بر تعریف به جای ریمانی متریک که
⟨·, ·⟩ : نگاشت یک از است ∞Aعبارت

θ بر g = ⟨·, ·⟩ ریمانی متریک یک ([١۵]) .٧ . ٢ تعریف
باشیم داشته a, b ∈ A∞

θ هر و X,Y, Z ∈ Xθ هر برای که به گونه ای Xθ × Xθ −→ A∞
θ

aX⟩؛ + bY, Z⟩ = a⟨X,Z⟩+ b⟨Y, Z⟩(الف)
,X⟩؛ aY ⟩ = ⟨X,Y ⟩a⋆ بنابراین و ،⟨X,Y ⟩⋆ = ⟨Y,X⟩ (ب)
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X؛ = ٠ اگر تنها و اگر ⟨X,X⟩ = ٠ و باشد مثبتی عضو ⟨X,X (پ)
.⟨δ١, δ٢⟩ = ⟨δ٢, δ١⟩ بنابراین و باشد خودالحاقی ⟨δi, δj⟩ ،i, j = ١, ٢ (ت) برای

(gij) = (⟨δi, δj⟩) ∈M٢(A∞
θ ) به صورتِ یکتای ماتریسی نمایش g ریمانی متریک هر پس

دارد.
بر ریمانی متریک یک ⟨δi, δj⟩ = ehδij آن وقت ∞Aباشد،

θ از عضوی h = h⋆ اگر .٧ . ٣ مثال
می کند. تعریف A∞

θ

با ∇ : Dθ × Xθ −→ Xθ نگاشت از است عبارت A∞
θ بر التصاق یک ([١۵]) .۴ . ٧ تعریف

کند. صدق زیر شرط های در به گونه ای که (X,Y ) 7−→ ∇XY تعریف
باشد؛ C-خطی مولفه دو هر به (الف) نسبت

X(aY∇؛ ) = a∇XY + (X.a)Y ،a ∈ A∞
θ و Y ∈ Dθ ،X ∈ Xθ هر برای (ب)

adaY∇؛ = aY باشیم داشته τ(a) = ٠ شرط با a ∈ A∞
θ هر برای (پ)

باشد. خودالحاقی ⟨∇δiδj , δk⟩ ،i, j, k = ١, ٢ هر برای (ت)
به تفاوت ها این است. متفاوت اندازه ای تا قبلی، تعریف با التصاق از تعریف این که کنید توجه

کرد. اثبات را لوی-چیویتا قضیۀ بتوان که شده اند اعمال دلیل این
همچنین .∇δ١δ٢ = ∇δ٢δ١ هرگاه می گویند تاب فاقد ∇را التصاق جابه جایی، حالت مشابه

هرگاه گویند سازگار g = ⟨·, ·⟩ ریمانی متریک با را التصاق
Z.⟨X,Y ⟩ = ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩, X, Y ∈ Xθ, Z ∈ Dθ.

کرد. ارائه را لوی-چیویتا قضیه می توان اکنون
التصاق یک دراین صورت باشد. A∞

θ بر ریمانی متریک یک g کنید فرض .([١۵]) ۵ . ٧ قضیه
این است. تاب فاقد و سازگار g ریمانی متریک با که دارد ∇وجود : Dθ ×Xθ −→ Xθ یکتای

می گردد مشخص زیر رابطۀ با می شود، نامیده لوی-چیویتا التصاق که التصاق،
⟨∇δiδj , δk⟩ =

١
٢
(
δi⟨δj , δk⟩+ δj⟨δi, δk⟩ − δk⟨δi, δj⟩

)
.

لوی-چیویتا ∇التصاق ∞Aو
θ بر ریمانی متریک یک g = ⟨·, ·⟩ کنید فرض ([١۵]) .۶ . ٧ تعریف

به صورت X,Y ∈ Dθ برای R : Xθ −→ Xθ ریمان خمیدگی عملگر باشد. آن به وابسته
R(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X +∇[X,Y ]



١٠۶ ناجابه جایی چنبرۀ با ١٠۶آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ١٠۶آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
می شود. تعریف Ri,j,k,l = ⟨R(δi, δj)δk, δl⟩به صورت نیز ریمان خمیدگی و

می کنیم. بیان را ریمان خمیدگی از خاصیتی اکنون
است زیر ویژگی های دارای ریمانی خمیدگی .٧ . ٧ گزاره

Rj,k,l,m +Rk,l,j,m +Rl,j,k,m = ٠, Rj,k,l,m = −Rk,j,l,m.

داریم لوی-چیویتا قضیۀ بنابه باشد. ٧ . ٣ مثال در ریمانی متریک g گیریم ([١۵]) .٧ . ٨ مثال
⟨∇δ١δ١, δ١⟩ =

١
٢δ١(eh), ⟨∇δ٢δ٢, δ٢⟩ =

١
٢δ٢(eh),

⟨∇δ١δ١, δ٢⟩ = −
١
٢δ٢(eh), ⟨∇δ٢δ٢, δ١⟩ = −

١
٢δ١(eh).

بنابراین
∇δ١δ١ = −∇δ٢δ٢ =

١
٢(k١δ١ − k٢δ٢), ∇δ٢δ١ = ∇δ١δ٢ =

١
٢(k٢δ١ + k١δ٢),

کرد: محاسبه را خمیدگی می توان اکنون .kj = δj(e
h)e−h آن در که

R١,٢,١,٢ = ⟨R(δ١, δ٢)δ١, δ٢⟩

=
١
٢
⟨
δ٢(k٢)δ١ + k١∇δ٢δ١ − δ٢(k٢)δ٢ − k٢∇δ٢δ٢

− δ١(k٢)δ١ − k٢∇δ١δ١ − δ١(k١)δ٢ − k١∇δ١δ٢, δ٢
⟩

= − ١
٢(δ٢(k٢) + δ١(k١))

= − ١
٢(∆(eh)− δ١(eh)e−hδ١(eh)− δ٢(eh)e−hδ٢(eh)).

گاوس-بونه قضیۀ .٨
و هندسی ویژگی قضیه این است؛ دیفرانسیل هندسۀ در مهمی بسیار قضیۀ گاوس-بونه١ قضیۀ
(فشرده بسته بعدی دو خمینۀ یک Σ اگر قضیه این بنابه می زند. پیوند هم به را رویه یک توپولوژیک
و گاوسی، خمیدگی R آن، بر ریمانی متریک یک g ، dA سطح صورت با جهت دار و لبه) بدون و

آنگاه باشد آن اویلر شاخص χ(Σ)∫
Σ
RdA = ٢πχ(Σ).

١Gauss–Bonnet theorem
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(Σ, g) لاپلاسی ∆g = d⋆d اگر می کنند. بیان نیز دیگری به شکل طیفی نظریۀ در را قضیه این
به صورت ∆g به وابسته زتای تابع باشد

ζ(s) =
∑

λ−sj , ℜ(s) > ١
زتا تابع می شود. گرفته نظر در ∆g از λj ناصفر ویژه مقدارهای روی مجموع آن در که می شود تعریف
در ساده قطب یک فقط گسترش این و است مختلط صفحۀ تمام بر یکتا برخه ریخت١ گسترشی دارای

و می شود تعریف صفر در ζ بنابراین، دارد. s = ١
ζ(٠) + card{j : λj = ٠} = ١

١٢π
∫
Σ
RdA =

١
۶χ(Σ).

توپولوژیکی ناوردای یک ζ(٠) بنابراین، است. طیفی نظریۀ در گاوس-بونه قضیۀ همتای همان این
است. متریک g 7−→ efg همدیس تغییرات از مستقل همچنین و است

در کرد. بیان نیز ناجابه جایی چنبرۀ برای را گاوس-بونه قضیۀ می توان اخیر، فرمول از الهام با
[٧] مطالعۀ به موضوع کامل شرح برای را خواننده و می پردازیم موضوع این به به اختصار بخش، این

می کنیم. توصیه [١٠] و
به دست |a| = τ(a⋆a)١/٢ نرم تحت Aθ کردن کامل از که باشد هیلبرتی فضای H٠ گیریم
داخلی حاصل ضرب به نسبت آن الحاقی ∂⋆ω و H٠است بر بی کران عملگر یک ∂ω عملگر می آید.

⟨a, b⟩ = τ(b⋆a), a, b ∈ Aθ (٨ . ١)
مجموع های همۀ از متشکل فضای کردن کامل از که باشد هیلبرتی (١,٠)Hفضای کنید فرض است.
می آید. به دست (٨ . ١) داخلی حاصل ضرب به نسبت ،a, b ∈ A∞

θ شرط با ،∑ a∂ωb متناهی
∆ω = به صورت A∞

θ روی ∆ω لاپلاسی و باشد بی کران H(١,٠) به H٠ از ∂ω عملگر کنیم فرض
همدیس تغییرات است لازم لاپلاس، عملگر علاوه بر گاوس-بونه، قضیۀ بیان برای شود. تعریف ∂⋆ω∂ω
تابعک و می گیریم A∞

θ از خودالحاقی عضو یک را h = h⋆ ازاین رو، شود. اعمال متریک بر نیز
ضابطۀ با A∞

θ بر را ϕ خطی
ϕ(a) = τ(ae−h)

حاصل ضرب می توان آن کمک به و است مثبت خطی تابعک نیست، اثر ϕیک اگرچه می کنیم. تعریف
کرد: تعریف را ⟨·, ·⟩ϕ داخلی

⟨a, b⟩ϕ = ϕ(b⋆a), a, b ∈ Aθ.
١meromorphic



١٠٨ ناجابه جایی چنبرۀ با ١٠٨آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ١٠٨آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
فرض و می دهیم Hϕنمایش با را داخلی حاصل ضرب این Aθبا کردن کامل از حاصل هیلبرت فضای
تغییریافتۀ لاپلاس عملگر اکنون بود. بی کران H(١,٠) به Hϕ از که باشد ∂ω عملگر همان ∂ϕ کنیم
Hϕاست. بر بی کران و مثبت عملگر یک عملگر این می شود. تعریف ∆′

ω = ∂⋆ϕ∂ϕ ضابطۀ با ∆′
ω

∆′
ω : عملگر آنگاه می کند عمل H٠ بر چپ از که کنیم فرض عملگری را k = eh/٢ اگر .٨ . ١ لم

است. پاد یکانی هم ارز k∆ωk : H٠ −→ H٠ عملگر Hϕبا −→ Hϕ

ضابطۀ با لاپلاسی زتای تابع اکنون،

ζ(s) =
١

Γ(s)

∫ ∞

٠
Trace+(e−t∆

′
ω)ts−١dt, ℜ(s) > ١

آن در که کرد تعریف می توان را

Trace+(e−∆′
ω) = Trace(e−t∆

′
ω)− dimker(∆′

ω).

. s = ١ در ساده قطب یک با دارد مختلط صفحۀ تمام بر یکتا برخه ریخت گسترش یک تابع این

صفحۀ بالایی نیم صفحۀ در مختلط عددی ω = ω١ + ω٢ اگر گاوس-بونه). (قضیۀ ٨ . ٢ قضیه
عملگر برای ζ(٠) مقدار باشد، A∞

θ در وارون پذیر مثبت عضو یک k و گنگ، عدد یک θ مختلط،
افزون بر این است. k انتخاب از مستقل ∆′ ∼ k∆k

ζ(٠) + ١ =
٢π
ω٢
ϕ(f(∆)(δ١(k))δ١(k)) +

٢π|ω|٢
ω٢

ϕ(f(∆)(δ٢(k))δ٢(k))

+
٢πω١
ω٢

ϕ(f(∆)(δ١(k))δ٢(k)) +
٢πω١
ω٢

ϕ(f(∆)(δ٢(k))δ١(k)).

ضابطۀ با نیز f و مفروض اند ∆(x) = k−١xk و ϕ(x) = τ(xk−٢) ضابطۀ با ϕ اینجا در

f(u) =
١
۶u

− ١
٢ − ١

٣ + L١(u)− ١)٢ + u
١
٢ )L٢(u) + (١ + u

١
٢ )٢L٣(u)

است زیر تعریف با تغییریافته لگاریتم Lm آن در که می شود تعریف

Lm(u) = (−١)m(u− ١)−(m+١)(log u−
m∑
j=١

(−١)j+١ (u− ١)j
j

).
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ωی برای آن را خلخالی و فتحی زاده سپس و [٧] شد ثابت ω = i برای ابتدا، مهم، نتیجۀ این
.[١٠] کردند اثبات دلخواه

کرد. بیان لاپلاسی زتای تابع کمک به گاوس-بونه، قضیۀ مانند می توان، نیز را اسکالر خمیدگی
R ∈ A∞

θ یکتای عضو برابر (Aθ, ω, k) به وابسته طیفی سه تایی برای اسکالر خمیدگی دراصل،
،A∞

θ هر برای که می شود تعریف
Trace(a∆−s

ω )|s=٠ +Trace(aP ) = τ(aR).

تابع مقدار برابری، این چپِ سمت در اول جملۀ همچنین است. ∆ω هستۀ بر تصویری P اینجا در
یک تابع این می دهد. نشان مبدأ در را ،ℜ(s) > ٠ ،ζa(s) = Trace(a∆−s

ω ) تعریف با ζa
محاسبۀ می شود. تعریف صفر در بنابراین و دارد ١ به جز مختلط صفحۀ تمام بر تحلیلی گسترش
کامپیوتری محاسبات روش های و و طیفی نظریۀ فنون و ابزار از باید و است پیچیده اسکالر خمیدگی
را [١٣] و ، [٨] ،[٩] آن، محاسبۀ چگونگی و اسکالر خمیدگی از بهتری شرح برای شود. استفاده

است. گرفته قرار مطالعه مورد [١١] در هم ریچی١ خمیدگی ببینید.
ریمانی متریک وجود از ناشی ریمانی هندسۀ در خمیدگی و گاوس-بونه قضیۀ که کنید توجه
همۀ برای هنوز ناجابه جایی هندسۀ در مفاهیم این اما است. لوی-چیویتا التصاق آن، دنبال به و،
دیدیم همان گونه که و است نشده تعریف ناجابه جایی، چنبره های همۀ برای حتی ناجابه جایی، فضاهای
است. شده تعریف التصاق و ریمانی متریک مفهوم از مستقل هم دو بعدی ناجابه جایی چنبرۀ برای
است. کرده تعریف را ریمانی خمیدگی و لوی-چیویتا التصاق روزنبرگ که دیدیم قبل بخش در البته
گفت، می توان بنابراین است. شده انجام کار این چنبره ها از خاصی ردۀ برای فقط هم آنجا در اما
التصاق، ریمانی، متریک مانند مفاهیمی یافتن برای ناجابه جایی هندسۀ در فراوانی کوشش های اگرچه
به و شوند تثبیت مفاهیم این تا است پیش در درازی راه هنوز است، شده انجام غیره و خمیدگی ها،

دارند. ریمانی هندسۀ در که برسند جایگاهی

قدردانی و تشکر
انتاریوی وسترن دانشگاه در ٢٠١٧-٢٠١٨ تحصیلی سال در مطالعاتی فرصت دورۀ یک برای
قربانپور، اصغر و هم میهن مان، برجستۀ ریاضی دان  خلخالی، مسعود با آشنایی آنجا در بودم. کانادا
با که بود فرصتی ناهار هنگام روز هر معمولا بود. موهبتی این جانب برای ایشان، مهربان شاگرد
زمینۀ در نه تنها او بود؛ ارزشمند بسیار من برای مسعود با گفتگو کنم. گفتگو ساعتی بزرگوار، دو این
١Ricci



١١٠ ناجابه جایی چنبرۀ با ١١٠آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با ١١٠آشنایی ناجابه جایی چنبرۀ با آشنایی
گسترده ای اطلاعات هم ریاضیات تاریخ به ویژه و تاریخ زمینۀ در بلکه بود پرتجربه و مسلط خود کاری
و هم نشین یک علمی زمینه های در نه تنها هم اصغر می کرد. بازگو دلنشین بسیار را آن ها و داشت
نیز غربت دیار در زندگی مشکلات بروز هنگامۀ در ارزنده دادرس یک بلکه بود فرهیخته هم صحبت

می کنم. آرزو را بهترین ها برایشان و هستم بزرگوار دو هر سپاسگزار بود.
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