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چکیده
با تک متغیری چندجمله ای یک صفر های اینکه برای را کافی و لازم شرایط مقاله، این در

می کنیم. بیان باشند حقیقی و متمایز حقیقی، ضرایب
ضرایب با تک متغیری چند جمله ای یک صفرهای درموردِ اطلاعاتی که دارند وجود بسیاری قضیه  های
در می توان را دیگر- قضیه های -و استورم و فوریه-بودآن، دکارت، قضیه های می دهند. به دست حقیقی
کتاب در می توان را چند جمله ای یک صفرهای هندسۀ از دقیق مطالعه ای همچنین، کرد. مشاهده [١]
شرط که می آوریم دست به چند جمله ها برحسب نابرابری هایی مقاله، این در یافت. [۶] ماردن کلاسیک
مقدماتی مطلب این اثبات هستند. چندجمله ای صفر های همۀ بودن متمایز و حقیقی برای کافی و لازم

دارند. بستگی آن مشتق های و چند جمله ای به فقط آمده دست به نابرابری های و است
است. زیر شرح به اصلی قضیۀ باشد. P چندجمله ای jام مشتق P (j) گیریم

صفر های صورت این در باشد. حقیقی ضرایب با n ≥ ١ درجۀ از چند جمله ای Pیک فرض کنید .١ قضیه
داشته باشیم j = ١, ٢, . . . , n− ١ و x ∈ R هر برای اگر تنها و اگر متمایزند و حقیقی P

(P (j)(x))٢ − P (j−١)(x)P (j+١)(x) > ٠. (١)
لازم اند. گفته شده شرایط می کنیم ثابت ابتدا می کنیم. اثبات جداگانه را قضیه طرف دو

متمایز. صفر های حقیقی، صفر چندجمله ای، کلیدی. کلمات و عبارات
است: قرار این از اصلی مقالۀ نشان و ∗نام

Chamberland, M., When are all the zeros of a polynomial real and distinct?, Amer. Math. Monthly,
127 (2020), 449–451.
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به صورتِ را P چند جمله ای (⇐ ،١ (قضیۀ اثبات.

P (x) = C(x− r١)(x− r٢) · · · (x− rn)

به استثنای x هر برای ،(P ′/P )′ عبارت بسط با است. حقیقی عددی C ̸= ٠ آن در که می نویسیم
داریم P صفرهای

(P ′(x))٢ − P (x)P ′′(x) = (P (x))٢
[ ١
(x− r٢(١ +

١
(x− r٢(٢ + · · ·+ ١

(x− rn)٢
]
.

P صفرهای در احتمالا به جز ،x هر برای راست سمت به وضوح هستند، حقیقی P صفر های همۀ چون
داریم k = ١, ٢, . . . , n برای متمایزند، P صفر های چون طرفی، از است. مثبت

lim
x→rk

(P (x))٢
[ ١
(x− r٢(١ +

١
(x− r٢(٢ + · · ·+ ١

(x− rn)٢
]
= C٢

n∏
i=١
i̸=k

(rk − ri)٢ > ٠.

که می کند ایجاب x ∈ R هر برای این و
(P ′(x))٢ − P (x)P ′′(x) > ٠.

استقرایی، به صورتِ رول، قضیۀ از استفاده با است. برقرار j = ١ حالت برای (١) نابرابری ترتیب این به
j = برای حکم بالا، بحث طبق بنابراین، است. حقیقی و متمایز صفرِ n − j دارای P (j) که می بینیم
□ می شود. اثبات ٢, ٣, . . . , n− ١
تام توابع از وسیع رده ای بررسی برای نابرابری ها این از لاگر است. لاگر به متعلق اصل در اثبات این
را (١) نابرابری های .[٨] معروف اند لاگر-پولیا٢ ردۀ به امروز که استفاده کرد یک گونای و گونای١صفر از

می نامند. لاگر نابرابری های معمولا
به را چند جمله متوالی ضریب سه هر است، معروف نیوتن نابرابری به که (١) به شبیه لازم شرط یک
نابرابری های بیان کنیم، چند جمله ای مشتق برحسب را عبارت این بخواهیم اگر .[٩ ،۴] می کند مربوط هم

نوشت زیر به صورتِ j = ١, ٢, . . . , n− ١ و x ∈ R هر برای می توان را نیوتن
(P (j)(x))٢ − P (j−١)(x)P (j+١)(x)(١ + ١

n− j
) > ٠.

نباشد، مد نظر آن ها بودن متمایز و هستند حقیقی صفرها که باشد این فرض ما تنها اگر که توجه کنید
مشتق از ویژگی ای و است [٢٢ ص. ،٢] در تمرینی نتیجه، این دهیم. قرار را «≥» علامت (١) در باید
برای بود. مراقب باید است، وسوسه انگیز ١ قضیۀ شرایط کردن ساده گر چه .[٧٠ ص. ،٣] است شوارتس٣
١genus ٢Laguerre–Pólya class ٣Schwarzian derivative
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و x ∈ R هر برای اما است، x = ±١,±i صفر های دارای p(x) = x۴ − ١ چند جمله ای مثال،
می کند صدق زیر شرط در j = ١, ٢, ٣

(p(j)(x))٢ − p(j−١)(x)p(j+١)(x) ≥ ٠.

می کنیم. بیان را زیر لم ابتدا ١ قضیۀ دیگر جهت اثبات برای

کند صدق زیر شرط در x ∈ R هر برای که باشد چندجمله ای یک Q کنید فرض .٢ لم

(Q′(x))٢ −Q(x)Q′′(x) > ٠. (٢)

حقیقی صفر ′Qیک متمایزند، آن حقیقی صفر های همۀ دارد، حقیقی صفر یک صورتQدست کم این در
دارد. قرار Q از حقیقی صفر یک Q′ حقیقی صفر دو هر بین و دارد، Q از کمتر

ماکسیمم یک باید Q بحرانی نقطۀ هر و است غیرثابت Q که می کند ایجاب (٢) نابرابری اثبات.
نابرابری باشد. داشته حقیقی صفری Qباید بنابراین باشد. منفی موضعی مینیمم یک یا و مثبت موضعی
هر در صورت این غیر در زیرا باشند، متمایز باید Q حقیقی صفر های که می کند ایجاب همچنین (٢)
بنابه باشند. Q صفر های a١ < a٢ < · · · < ak گیریم .(Q′)٢ − QQ′′ = ٠ داریم تکراری صفر
بحرانی نقاط مورد در و دارد، قرار Q′ برای b حقیقی صفر مجاور، صفر های از جفت هر بین رول، قضیۀ
در چون ندارد، وجود b > ak شرط با Q′ از b حقیقی صفر علاوه بر آن، است. یکتا b که کردیم ملاحظه
آنچه بنابه که باشد داشته منفی موضعی ماکسیمم یک یا مثبت موضعی مینیمم یک باید Q صورت این
غیر ثابت چندجمله ای یک برای هم این که دارد افقی مجانب یک Q اینکه یا و است، غیرممکن شد گفته
b < a١ شرط با b مانند حقیقی صفری نمی تواند Q′ که می کند ایجاب مشابه استدلالی است. ناممکن
□ باشد. داشته

هستند. کافی ١ قضیۀ در بیان شده شرایط که می دهیم نشان اکنون

استقرا، پایۀ می دهیم. انجام n درجۀ روی استقرا با را شرط بودن کافی اثبات (⇒ ،١ (قضیۀ اثبات.
اگر باشد. برقرار n معین و طبیعی عدد برای قضیه حکم کنید فرض است. برقرار به وضوح ،n = ١
برای P ′ آنگاه کند، صدق (١) در j = ١, ٢, . . . , n برای که باشد n+ ١ درجۀ از چندجمله ای یک P
متمایز و حقیقی صفر n دارای P ′ استقرا، فرض بنابه پس می کند، صدق (١) در j = ١, ٢, . . . , n− ١
□ است. متمایز و حقیقی صفر n+١ دارای P که می شود نتیجه ،P تابع برای ٢ لم به کارگیری با است.
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کرد: ساده تر زیر صورت به می توان را (١) شرط کفایت

P (j−١)(ξ)P (j+١)(ξ) < ٠ آنگاه P (j)(ξ) = ٠ اگر (٣)

،(٣) با (٢) کردن جایگزین که می بینیم ٢ لم اثباتِ دقیق بررسی با .ξ ∈ R و ١ ≤ j ≤ n−١ هر برای
چندجمله ای Q کنیم فرض که شرطی به ٢ لم اثبات برای ببریم، کار به j = ١ و Q برای (٣) رابطۀ یعنی
قضیۀ (٣) کافی شرط با حاصل قضیۀ و است قبل همانند شرط کفایت اثبات است. کافی است غیرثابت
نسبت ١٧۴١ سال به دمالوس١ گوآ د پل ژان به آن را و است کرده اشاره آن به [٧] در پولیا و نیست جدیدی
از بخواهیم که است این به وابسته کنیم استفاده (٣) شرط یا (١) شرط از بخواهیم اینکه البته، می دهد.
شده ارائه [۵] در نیوتن نابرابری با مشابه دیگری کافی شرط کافی. شرایط یا کنیم استفاده لازم شرایط

است.
که نیست مشخص نباشند، حقیقی و متمایز چندجمله ای یک صفرهای وقتی که کنیم اشاره پایان در و
مختلط صفر دو و حقیقی صفر یک p(x) = x٣ +x چندجمله ای نیست. برقرار ١ قضیۀ در شرط  ها کدام
چندجمله ای همچنین، می شود. نقض j = ٢ برای و است برقرار j = ١ برای (١) شرط درحالی که دارد،
برقرار j = ٢ برای (١) شرط درحالی که دارد، مختلط صفر دو و حقیقی صفر یک p(x) = x٣−x+ ١

می شود. نقض j = ١ برای اما است
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