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با همراه جانشانی و جزء به جزء روش به انتگرال گیری قاعدۀ
دیفرانسیل∗ معادله های جواب یکتایی و گرین قضیۀ در کاربردهایی

پسو لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه
دهقانی مهدی و کاظمی رسول ترجمۀ

چکیده
غیرخودگردان توابع برای متغیر تعویض فرمول از ناشناخته نسبتاً صورت یک مقاله این در
دو نمودار به که صفحه از ناحیه هایی روی فرمول، این که می دهیم نشان می کنیم. ارائه
فرمول این به علاوه، است. گرین قضیۀ با معادل است، محدود پیوسته مشتق پذیر تابع

دارد. معمولی دیفرانسیل معادله های جواب یکتایی موضوع در جالبی کاربردهای

مقدمه .١
یعنی انتگرال، یک از مشتق گیری دربارۀ لایب نیتس قاعدۀ

d

dt

(∫ x٢(t)

x١(t)
f(t, r)dr

)
= f(t, x٢(t))x′٢(t)− f(t, x١(t))x′١(t)

+

∫ x٢(t)

x١(t)

∂f

∂t
(t, r)dr, (١)
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١۶۴ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١۶۴قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١۶۴قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری قاعدۀ

حساب بنیادی قضیۀ نه تنها که است گوهری دید، [٩] عالی مقالۀ در مثلا آن را اثبات می توان که
انتگرال، و دیفرانسیل

d

dt

(∫ t

a
f(r)dr

)
= f(t),

انتگرال، علامت زیرِ تابع از معمولی مشتق گیری قاعدۀ و
d

dt

(∫ b

a
f(t, r)dr

)
=

∫ b

a

∂f

∂t
(t, r)dr,

بردارد: در نیز را متغیر تعویض فرمول از جالبی صورتِ بلکه دارد، خود در را

تابعی f : [a, b] × [c, d] ⊂ R٢ → R کنیم فرض غیرخودگردان). متغیرِ (تعویض ١ قضیه
x : [a, b] → [c, d] کنیم فرض باشد. پیوسته اول متغیر به نسبت نیز آن جزئی مشتق و پیوسته

در این  صورت باشد. ∫پیوسته مشتق پذیر b

a
f(t, x(t))x′(t)dt =

∫ x(b)

x(a)
f(b, r)dr −

∫ b

a

(∫ x(t)

x(a)

∂f

∂t
(t, r)dr

)
dt. (٢)

، b تا a از انتگرال گیری ،(١) در x٢(t) = x(t) و x١(t) ≡ x(a) جانشانی با اثبات.
می شود. حاصل نتیجه عبارت ها مجدد تنظیم و انتگرال، و دیفرانسیل حساب بنیادی قضیۀ از استفاده
□

مطلقاً کلی  تر ، به طور یا، لیپ شیتسی١ پیوستۀ [a, b] روی x : [a, b] → [c, d] اگر .١ ملاحظه
شده ثابت ضعیف تر فرض های تحت (٢) رابطۀ ،[٣] در است. معتبر هم باز (٢) رابطۀ باشد، پیوسته
شده استفاده غیر خطی دیفرانسیل معادله های از رده ای برای وجودی، نتایج یافتن برای آن از و است

است.

یکپارچه به صورت را مقدماتی انتگرال گیری فنون مهم ترین از دو تا (٢) فرمول که است ذکر شایان
یعنی متغیر، تعویض معمول فرمول است: ∫درآورده b

a
f(x(t))x′(t)dt =

∫ x(b)

x(a)
f(r)dr,

١Lipschitz



پسو لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١۶۵ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١۶۵ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه ١۶۵
یعنی جزء به جزء، انتگرال گیری فرمول و ،f(t, x) ≡ f(x) بگیریم که حالتی ∫در b

a
f(t)x′(t)dt = f(b)x(b)− f(a)x(a)−

∫ b

a
f ′(s)x(s)ds,

با (٢) فرمول دید، خواهیم ٢ بخش در همان طور که به علاوه، .f(t, x) ≡ f(t) بگیریم که به شرطی
شامل که ٣ بخش در درپایان، است. معادل صفحه، از خاصی ناحیه های برای گرین قضیۀ از صورتی
مسئلۀ برای جواب یکتایی محک یک به چگونه (٢) رابطۀ می دهیم نشان است، مقاله این اصلی نتایج

اولیۀ مقدار
x′(t) = f(t, x(t)), x(t٠) = x٠ (٣)

نشان و می کنیم بسنده یکتایی مسئلۀ دربارۀ نتایج مان از خاص نمونه ای بیان به فعلا می انجامد.
ثابت، جواب یکتایی آوردن به دست برای غیرخطی، قسمت روی مناسب کرانی دادن قرار که می دهیم

است. کافی
اگر باشد. Uپیوسته روی f : U = [t٠−a, t٠+a]× [x٠−b, x٠+b]→ R گیریم .٢ قضیه
هر برای و ∫٠+ dτ

ψ(τ) = +∞ به طوری که باشد موجود ψ : [٠,+∞)→ [٠,+∞) پیوستۀ تابع
t ∈ [t٠−a, t٠+a] هر برای (٣) آنگاه ،|f(t, x)| ≤ ψ(|x−x٠|) باشیم داشته (t, x) ∈ U

است. x(t) = x٠ یکتای جواب دارای
غیرخودگردان معادله های به را زیر مشهور قضیۀ در ذکرشده کافی شرط ٢ قضیۀ که کنید توجه
باشد پیوسته تابعی f : [x٠ − b, x٠ + b]→ [٠,+∞) اگر ببینید): را [١۵ ،٢]) می دهد تعمیم

مسئلۀ آنگاه ،f(x٠) = ٠ و
x′(t) = f(x(t)), t ≥ t٠, x(t٠) = x٠,∫

x+٠
ds
f(s) = اگر تنها و اگر است (x٠ ثابت جواب (یعنی، t٠ راست سمت در یکتا موضعی جواب دارای

.+∞

گرین قضیۀ معادل: گزارۀ یک .٢
به را اثبات این می آید. به دست گرین قضیۀ از صورتی برای ساده ای اثبات (٢) فرمول از
تدریس برای به ویژه اثبات، این نظرمان به و کرده ایم تدریس ریاضی رشتۀ پایین سال های دانشجویان

است. مناسب کلاس ها آن در گرین، قضیۀ



١۶۶ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١۶۶قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١۶۶قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری قاعدۀ

١ شکل

،t ∈ [a, b] هر برای که باشند چنان φ,ψ ∈ C١([a, b]) و ، a < b ،a, b ∈ R گیریم .٣ قضیه
را D = {(t, x) ∈ R٢ : t ∈ [a, b], φ(t) ≤ x ≤ ψ(t)} ناحیۀ .φ(t) ≤ ψ(t)

گیریم باشد. مثبت جهت با آن مرز نشان دهندۀ Γ کنید فرض و ببینید) را ١ (شکل بگیرید درنظر
و موجود ∂f٢

∂t و ∂f١
∂x که باشند چنان f١, f٢ : [a, b] × [c, d] → R و D ⊂ [a, b] × [c, d]

است برقرار زیر اتحاد ،F = (f١, f٢) برای دراین صورت پیوسته اند. [a, b]× [c, d] ∫روی
Γ
F =

∫
D

(
∂f٢
∂t
− ∂f١
∂x

)
dtdx. (۴)

داریم تعریف بنابه ∫اثبات.
Γ
F =

∫ β

α
⟨F (γ(t)), γ′(t)⟩dt,

اسکالر حاصل ضرب نشان دهندۀ ⟨·, ·⟩ و Γ برای مثبت جهت در پارامتری سازی یک γ(·) آن در که
جمع و محاسبه هستند، Γ از مرزی با متناظر هرکدام که را زیر عبارت چهار است کافی پس، است.

∫کنیم. b

a
f١(t, φ(t))dt+

∫ b

a
f٢(t, φ(t))φ′(t)dt, (۵)

∫ ψ(b)

φ(b)
f٢(b, x)dx, (۶)



پسو لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١۶٧ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١۶٧ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه ١۶٧

−
∫ b

a
f١(t, ψ(t))dt−

∫ b

a
f٢(t, ψ(t))ψ′(t)dt, (٧)

−
∫ ψ(a)

φ(a)
f٢(a, x)dx. (٨)

می گیریم نتیجه (٧) و (۵) از (٢) به باتوجه
∫
Γ
F =

∫ b

a
f١(t, φ(t))dt+

∫ φ(b)

φ(a)
f٢(b, x)dx

−
∫ b

a

(∫ φ(t)

φ(a)

∂f٢
∂t

(t, x)dx

)
dt+

∫ ψ(b)

φ(b)
f٢(b, x)dx

−
∫ b

a
f١(t, ψ(t))dt−

∫ ψ(b)

ψ(a)
f٢(b, x)dx

+

∫ b

a

(∫ ψ(t)

ψ(a)

∂f٢
∂t

(t, x)dx

)
dt−

∫ ψ(a)

φ(a)
f٢(a, x)dx.

این در پنجم و اول جملات از انتگرال، و دیفرانسیل حساب بنیادی قضیۀ از استفاده با که کنید توجه
که می شود نتیجه مجموع

∫ b

a
f١(t, φ(t))dt−

∫ b

a
f١(t, ψ(t))dt = −

∫ b

a

(∫ ψ(t)

φ(t)

∂f١
∂x

(t, x)dx

)
dt.

داریم هشتم و ششم، چهارم، دوم، جملات جمع زدن با
∫ φ(b)

φ(a)
f٢(b, x)+

∫ ψ(b)

φ(b)
f٢(b, x)dx−

∫ ψ(b)

ψ(a)
f٢(b, x)dx−

∫ ψ(a)

φ(a)
f٢(a, x)dx

=

∫ ψ(a)

φ(a)
f٢(b, x)dx−

∫ ψ(a)

φ(a)
f٢(a, x)dx

=

∫ ψ(a)

φ(a)
[f٢(b, x)− f٢(a, x)]dx.



١۶٨ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١۶٨قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١۶٨قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری قاعدۀ

داریم هفتم و سوم جملات جمع با ازسوی دیگر،

−
∫ b

a

(∫ φ(t)

φ(a)

∂f٢
∂t

(t, x)dx

)
dt+

∫ b

a

(∫ ψ(t)

ψ(a)

∂f٢
∂t

(t, x)dx

)
dt

=

∫ b

a

(∫ ψ(t)

φ(t)

∂f٢
∂t

(t, x)dx−
∫ ψ(a)

φ(a)

∂f٢
∂t

(t, x)dx

)
dt

=

∫ b

a

(∫ ψ(t)

φ(t)

∂f٢
∂t

(t, x)dx

)
dt−

∫ ψ(a)

φ(a)

∫ b

a

∂f٢
∂t

(t, x)dtdx

=

∫ b

a

(∫ ψ(t)

φ(t)

∂f٢
∂t

(t, x)dx

)
dt−

∫ ψ(a)

φ(a)
[f٢(b, x)− f٢(a, x)]dx.

می آید به دست مطلوب نتیجۀ جملات، همۀ زدن جمع با بالاخره،

∫
Γ
F =

∫ b

a

(∫ ψ(t)

φ(t)

∂f٢
∂t

(t, x)dx

)
dt−

∫ b

a

(∫ ψ(t)

φ(t)

∂f١
∂x

(t, x)dx

)
dt

=

∫
D

(
∂f٢
∂t
− ∂f١
∂x

)
dtdx.

□
و f(t, x) توابع اثبات، برای معادل اند. هم با پس می شود، نتیجه ٣ قضیۀ از هم ١ قضیۀ دراصل،

کنید تعریف و بگیرید درنظر ١ قضیۀ شرایط با را x(t)
f٢ = f و ،f١ = ٠ ،ψ(t) = x(t) ،φ(t) ≡ min

t∈[a,b]
x(t)

بنویسید
c = min

t∈[a,b]
x(t),

داریم
∫
Γ
F =

∫ x(b)

c
f(b, r)dr −

∫ b

a
f(t, x(t))x′(t)dt−

∫ x(a)

c
f(a, r)dr (٩)



پسو لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١۶٩ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١۶٩ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه ١۶٩
∫و

D

(
∂f٢
∂t
− ∂f١
∂x

)
dtdx =

∫ b

a

∫ x(t)

c

∂f

∂t
(t, r)drdt

=

∫ b

a

∫ x(a)

c

∂f

∂t
(t, r)drdt+

∫ b

a

∫ x(t)

x(a)

∂f

∂t
(t, r)drdt

=

∫ x(a)

c

∫ b

a

∂f

∂t
(t, r)dtdr +

∫ b

a

∫ x(t)

x(a)

∂f

∂t
(t, r)drdt

=

∫ x(a)

c
[f(b, r)− f(a, r)]dr +

∫ b

a

∫ x(t)

x(a)

∂f

∂t
(t, r)drdt.

(١٠)
پس معادل اند، هم با (١٠) و (٩) روابط ،٣ قضیۀ به توجه ∫با b

a
f(t, x(t))x′(t)dt =

∫ x(b)

x(a)
f(b, r)dr −

∫ b

a

∫ x(t)

x(a)

∂f

∂t
(t, r)drdt,

است. (٢) مطلوبِ فرمول همان که

معمولی دیفرانسیل معادله های جوابِ یکتایی برای محکی .٣
سرانجام به هم هنوز که است، قدیمی موضوعی دیفرانسیل معادله های جواب یکتایی مسئلۀ
،۶ ،۴] برمی انگیزد را ریاضی دانان توجه هم هنوز و ببینید)، را آن ها مراجع و [١١ ،١]) است نرسیده
تعویض فرمول تعمیم یافتۀ صورت از استفاده با می توان که می دهیم نشان بخش این در .[١٢ ،٨ ،٧

کرد. فراهم دیفرانسیل معادله های جواب یکتایی برای جدیدی کارآمد شرایط متغیر،
و پرون١ اولیۀ ایده های احیای است، شده بنا زیر تعریف براساس که کار، این برای ما روش

مثبت اند. حقیقی اعداد b و a ازاین پس است. ٢ کامکِ

هر برای هرگاه می نامیم یکتایی برای کرانی را g : (٠, a] × [٠, b] → [٠,+∞) تابع .١ تعریف
،t ∈ (٠, ã] هر برای تقریباً که φ : [٠, ã]→ [٠,+∞) لیپ شیتسی تابع پیوستۀ تنها ã ∈ (٠, a]

φ(٠) = φ′(٠) = ٠ و φ′(t) ≤ g(t, φ(t)) (١١)
باشد. ،t ∈ [٠, ã] هر برای ، φ(t) = ٠ تابع

١Perron ٢Kamke



١٧٠ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٧٠قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٧٠قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری قاعدۀ

صورت از استفاده با و است، یکتایی کران یک ،(t, x) هر برای ،g(t, x) ≡ ٠ به وضوح،
نیست لازم که کنید توجه یافت. خواهیم بیشتری نا بدیهی کران های متغیر، تعویض فرمول تعمیم یافتۀ

باشند. پیوسته  تابع یکتایی، کران های
می توانند یکتایی کران های می دهیم، نشان بعد گزارۀ در همان طور که یکتایی. کران های کاربرد
معادله های دستگاه های همچنین و معمولی دیفرانسیل معادله های جواب های یکتایی اثبات برای
دیفرانسیل معادله های برای حکم این اثبات که می کنیم خاطر نشان روند. به کار معمولی دیفرانسیل
لیپ شیتسی توابع پیوستۀ جای به آن در که را ساده تری تعریف می توان حتی و است. ساده تر معمولی

از (١١) جای به و پیوسته مشتق پذیر توابع از
φ′(t) ≤ g(t, φ(t)), ∀t ∈ (٠, ã), φ(٠) = φ′(٠) = ٠ (١٢)

جای در را مربوط معادله های برای اثبات ها کردن ساده چگونگی برد. کار به است، شده استفاده
کرد. خواهیم بیان مناسب

،n ∈ N آن در که x٠ = (x٠,١, x٠,٢, . . . , x٠,n) ∈ Rn و t٠ ∈ R می کنیم فرض ادامه در
یکتایی بررسی ما هدف نیست). مهم نرم، (کدام باشد Rn روی نرمی نشان دهندۀ ∥ · ∥ همچنین

است زیر اولیۀ مقدار مسئلۀ جواب 
x′ = f(t, x), x(t٠) = x٠. (١٣)

می دهیم. ,B(x٠نشان r)علامت با را موردبحث نرم به نسبت r > ٠ شعاع و x٠ مرکز به بسته گوی
کفایت ما منظور برای که است کامکِ یکتایی قضیۀ از دیگری روایت زیر، گزارۀ دوم قسمت
این اثبات در دیفرانسیلی نابرابری  های به کار بردن از می توانیم یکتایی، کران های کمک به می کند.
موجود اثبات های به نسبت ساده تری فوق العاده و سرراست اثبات طریق، این به کنیم. اجتناب گزاره

می آید. به دست ([١١] از ۶.١ قضیۀ یا [۵] از ٣.٢ (قضیۀ

دراین صورت باشد. یکتایی کران یک g : (٠, a] × [٠, b] → [٠,+∞) کنیم فرض .١ گزاره
برقرارند. زیر احکام

هر برای و باشد پیوسته f : V = [t٠ − a, t٠ + a] × B(x٠, b) → Rn اگر (١
باشیم داشته t ̸= t٠ شرط با (t, x) ∈ V

∥f(t, x)∥ ≤ g(|t− t٠|, ∥x− x٠∥), (١۴)



پسو لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١٧١ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١٧١ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه ١٧١

مقدار مسئلۀ آنگاه ،f(t, x٠) = (٠, ٠, . . . , ٠) ،t ∈ [t٠ − a, t٠ + a] هر برای و
x ≡ x٠ ثابت جواب دارای تنها I ⊂ [t٠ − a, t٠ + a] بازۀ زیر هر روی (١٣) اولیۀ

است.
هر برای و باشد پیوسته f : W = [t٠ − a, t٠ + a]× B(x٠, b/٢) → Rn اگر (٢

باشیم داشته ،t ̸= t٠ که (t, x), (t, y) ∈W
∥f(t, x)− f(t, y)∥ ≤ g(|t− t٠|, ∥x− y∥), (١۵)

یک حداکثر I ⊂ [t٠ − a, t٠ + a] بازۀ زیر هر روی (١٣) اولیۀ مقدار مسئلۀ دارد.آنگاه جواب
جواب دو می توان کنیم فرض خلف، برهان به می کنیم. اثبات هم با را ادعا دو هر اثبات.
در کلیت، از کاستن (بدون یافت x, y : I ⊂ [t٠ − a, t٠ + a] → Rn مثلا ،(١٣) با متفاوت
t١, t٢ ∈ (−a, a) عدد دو دراین صورت .(y(t) = x٠ ،t ∈ I هر برای می کنیم فرض اول حالت

است برقرار زیر حالت های از یکی و x(t٠ + t١) = y(t٠ + t١) به طوری که می شوند یافت
یا ،x(t+ t٠) ̸= y(t+ t٠) ،t ∈ (t١, t٢] هر برای و ٠ ≤ t١ < t٢ (الف)

.x(t+ t٠) ̸= y(t+ t٠) ،t ∈ [t٢, t١) هر برای و t٢ < t١ ≤ ٠ (ب)
می کنیم تعریف را زیر حقیقی تابع می انجامد. تناقض به (الف) که می دهیم نشان

φ(t) =

{ ٠ t ∈ [٠, t١]
∥x(t+ t٠)− y(t+ t٠)∥ t ∈ [t١, t٢].

،s < t شرط با s, t ∈ [t١, t٢] هر برای کنید توجه است.١ یکتایی کران یک g که می دهیم نشان
داریم

|φ(t)− φ(s)| = | ∥x(t+ t٠)− y(t+ t٠)∥ − ∥x(s+ t٠)− y(s+ t٠)∥ |

≤ ∥x(t+ t٠)− x(s+ t٠) + y(s+ t٠)− y(t+ t٠)∥

=

∥∥∥∥∫ t+t٠

s+t٠
[x′(r)− y′(r)]dr

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t+t٠

s+t٠
[f(r, x(r))− f(r, y(r))]dr

∥∥∥∥
≤ (t− s) max

s+t٠≤r≤t+t٠
∥f(r, x(r))− f(r, y(r))∥, (١۶)

می کند. صدق (١٢) در (٠, ã] = (٠, t٢] روی و φ ∈ C٠])١, t٢]) که کرد ثابت می توان ،n = ١ بعد ١در



١٧٢ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٧٢قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٧٢قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری قاعدۀ

لیپ شیتس ثابت با لیپ شیتسی پیوستۀ [t١, t٢] روی φ می دهد نتیجه که

L = max
t١+t٠≤r≤t٢+t٠

∥f(r, x(r))− f(r, y(r))∥,

t١ در و ثابت [٠, t١] روی زیرا است لیپ شیتسی پیوستۀ [٠, t٢] بازۀ تمام روی φ به علاوه، است.
از ،s ∈ [t١, t٢] هر برای و است موجود φ′(s) ،s ∈ [٠, t٢] هر برای تقریباً به ویژه، است. پیوسته
، (y(t) ≡ x٠ اول حالت در که آورید یاد (به بررسی مورد حالت به بسته ، (١۵) یا (١۴) شرط و (١۶)

که می گیریم نتیجه

φ′(s) ≤ |φ′(s)| = lim
t→s+

∣∣∣∣φ(t)− φ(s)t− s

∣∣∣∣
≤ ∥f(s+ t٠, x(s+ t٠))− f(s+ t٠, y(s+ t٠))∥ ≤ g(s, φ(s)).

.φ′(s) ≤ g(s, φ(s)) ،s ∈ [٠, t٢] هر برای تقریباً بنابراین،
s = ٠ فرض و (١۶) به کارگیری با ،t١ = ٠ اگر و ،φ(٠) = ٠ آنگاه t١ > ٠ اگر سرانجام،

داریم t > ٠ هر برای درواقع، می گیریم. را نتیجه همان

|φ(t)|
t
≤ max

t٠≤r≤t+t٠
∥f(r, x(r))− f(r, y(r))∥,

که می کنند تضمین قضیه فرض های و

lim
t→٠+ max

t٠≤r≤t+t٠
∥f(r, x(r))−f(r, y(r))∥ = ∥f(t٠, x(t٠))−f(t٠, y(t٠))∥ = ٠.

،[٠, t٢] روی که می شود نتیجه اینجا از می کند. صدق (١١) در φ و φ′(٠) = ٠ = φ(٠) پس،
است. تناقض در (الف) با این و است، یکتایی کران یک g زیرا φ ≡ ٠

کنیم تعریف و باشد درست (ب) کنیم فرض اگر

φ(t) =

{ ٠ t ∈ [٠,−t١]
∥x(t٠ − t)− y(t٠ − t)∥ t ∈ [−t١,−t٢],

□ می شود. حاصل مشابه تناقضی



پسو لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١٧٣ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١٧٣ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه ١٧٣
می کنیم. اثبات را بخش این اصلی نتیجۀ اینک است. یکتایی کران g(t, x) که حالت هایی
مفروض تابع اینکه بررسی برای را متغیر تعویض کلی فرمول می توان چگونه که می دهیم نشان اینجا در

گرفت. کار به است یکتایی کران g(t, x)

ψ : تابع و انتگرال پذیر موضعاً (٠, a] بازۀ روی p : (٠, a]→ (٠,∞) تابع کنیم فرض .۴ قضیه
g : (٠, a]× [٠, b]→ [٠,∞) تابع دراین صورت باشد. پیوسته (٠, a]× [٠, ٢b]→ [٠,∞)

باشند: برقرار زیر شرایط و g(t, x) ≤ p(t)ψ(t, x) به شرط آنکه است یکتایی کران یک
،(t, x) ∈ (٠, a]× (٠, b] هر برای و ψ(t, ٠) = ٠ ،t ∈ (٠, a] هر برای (الف)

,ψ(t؛ x) > ٠
باشد؛ t به نسبت پیوسته جزئی مشتق دارای (٠, a)× (٠, b) روی ١

ψ تابع (ب)
شرط با u : (t١, t٢] ⊂ (٠, a]→ (٠, b) ١ لیپ شیتسی پیوستۀ تابع هر برای (ج)

lim
t→t+١

u(t)

t− t١
= ٠, (١٧)

باشیم: داشته

lim sup
t→t+١

(∫ u(t٢)

u(t)

dr

ψ(t٢, r)
−
∫ t٢

t
p(s)ds−

∫ t٢

t

∫ u(s)

u(t)

∂

∂s

١
ψ(s, r)

drds

)
> ٠. (١٨)

با به ترتیب را (ب) و (الف) شرایط اگر همچنین
باشد. غیرنزولی اولش متغیر به نسبت ψ تابع ′(ب)

(١٧) شرط در که u : (t١, t٢] ⊂ (٠, a]→ (٠, b) لیپ شیتسی پیوستۀ تابع هر برای ′(ج)
باشیم داشته کند، صدق

lim sup
t→t+١

(∫ u(t٢)

u(t)

dr

ψ(t٢, r)
−
∫ t٢

t
p(s)ds

)
> ٠ (١٩)

است. برقرار حکم هم باز کنیم، عوض

پیوستۀ تابع یک φ : [٠, ã] → [٠,∞) و ثابت ã ∈ (٠, a] بگیریم فرض اثبات.
.φ ≡ ٠ ،[٠, ã] روی که کنیم ثابت باید کند. صدق (١١) در که باشد لیپ شیتسی

مثبت اند، (t١, t٢] روی که u : [t١, t٢] → [٠, b] پیوسته مشتق پذیر توابع به را خود توجه می توان n = ١ بعد ١در
کرد. معطوف



١٧۴ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٧۴قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٧۴قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری قاعدۀ

هر برای که بیابیم چنان را t٢ ∈ (t١, ã] و t١ ∈ [٠, ã) بتوانیم کنیم فرض خلف، برهان با
درواقع، می کند. صدق (١٧) رابطۀ در φ که کنید توجه .φ(t١) = ٠ و φ(t) > ٠ ،t ∈ (t١, t٢]
قضیۀ آنگاه ،t١ > ٠ اگر ازسوی دیگر، می شود. نتیجه (١١) دوم قسمت از (١٧) رابطۀ ،t١ = ٠ اگر

داریم t ∈ (t١, t٢) هر برای که می کند تضمین لبِگ انتگرال برای حسابان اساسی

٠ ≤ φ(t)

t− t١
=

١
t− t١

∫ t

t١
φ′(s)ds

≤ ١
t− t١

∫ t

t١
p(s)ψ(s, φ(s))ds

≤
maxt١≤s≤t ψ(s, φ(s))

t− t١

∫ t٢

t١
p(s)ds.

ψ(t١, φ(t١)) = ٠ و است، پیوسته t = t١ ,ψ(sدر φ(s)) انتگرال پذیر، [t١, tروی[٢ p اینکه از
می کند. صدق (١٧) در نیز t١ > ٠ حالت برای φ که می گیریم نتیجه

داریم ،t ∈ (t١, t٢] هر برای تقریباً

φ′(t) ≤ g(t, φ(t)) ≤ p(t)ψ(t, φ(t)), (٢٠)

که می شود نتیجه ببینید) را ١ (تذکر (٢) متغیر تعویض فرمول از ∫پس t٢

t
p(s)ds ≥

∫ t٢

t

φ′(t)

ψ(s, φ(s))
ds

=

∫ φ(t٢)

φ(t)

dr

ψ(t٢, r)
−
∫ t٢

t

∫ φ(s)

φ(t)

∂

∂s

١
ψ(s, r)

drds.

u(t) = φ(t)برای (١٨) رابطۀ با تناقضی به و می گیریم حد t→ t+١ که وقتی برای اخیر نابرابری از
می رسیم.

می توان به راحتی، می کنیم، عوض ′(ج) و ′(ب) با را (ج) و (ب) که وقتی برای حکم اثبات برای
که گرفت نتیجه می توان ′(ب) و (٢٠) از که توجه کنیم نکته این به اینکه ضمن کرد تکرار را اثبات
مانند ثابتی مقدار هر برای بنابراین .φ′(t) ≤ p(t)ψ(t٢, φ(t)) ،t ∈ (t١, t٢) هر برای تقریباً

داریم t ∈ (t١, t٢)∫ t٢

t
p(s)ds ≥

∫ t٢

t

φ′(t)

ψ(t٢, φ(s))
ds =

∫ φ(t٢)

φ(t)

dr

ψ(t٢, r)
,



پسو لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١٧۵ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١٧۵ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه ١٧۵

نتیجه قبل حالت مانند دقیقاً اثبات اکنون کرده ایم. استفاده متغیر تعویض معمول فرمول از آن در که
□ می شود.
۴ قضیۀ از مختلفی یکتایی نتایج ١ گزارۀ دوم قسمت در متفاوت ψهای و p از استفاده با
آن ها برای را ′(ج) و ′(ب) (شرایط گرفت نتیجه را زیر مثال های می توان می آید.به راحتی به دست

کنید). بررسی
است. ثابت c > ٠ آن در که ،ψ(t, x) = cx و p = ١ لیپ شیتس) (قضیۀ (١

ψ(x) > ٠ ،x > ٠ هر برای آن در که ،ψ(t, x) = ψ(x) و p = ١ آزگود١) (قضیۀ (٢
.∫٠+ ds

ψ(s) = +∞ و
آزگود قضیۀ مانند ψ(t, x) = ψ(x) و ∫٠+ p(s)ds < ∞ مونتل-تونلّی٢) (قضیۀ (٣

باشد.
.ψ(t, x) = x و p(t) = ١/t ناگومو٣) (قضیۀ (۴

q(t) ≥ ٠ ،t > ٠ هر برای آن در که p(t) = (١+q(t))/t کامپن۴[١۴]) وان (قضیۀ (۵
.ψ(t, x) = x و ∫ a٠ q(s)

s ds <∞ و
مناسبی، تفکیک پذیر یکتایی کران های از استفاده با می توان را یکتایی احکام این که کنید توجه
.[١٣ ،١] است کرده کشف لاسل را مطلب این کرد؛ اثبات ،g(t, x) = p(t)ψ(x) به شکل یعنی
g(t, x) = برای ١ گزارۀ دوم قسمت است، آمده [۶.١۵.١ نتیجۀ ،١] در آنچه مطابق درواقع،
هر برای باشد، نامنفی و پیوسته p(t) تابع t > ٠ هر برای آنکه شرط به است برقرار p(t)ψ(x)
یکی و ،ψ(x) > ٠ باشیم داشته x > ٠ هر برای ،ψ(٠) = ٠ و باشد پیوسته ψ(x) تابع x ≥ ٠

شرایط از
lim sup
t→٠+

∫
t
(

١
ψ(s)

− p(s))ds =∞ (٢١)
یا

lim sup
t→٠+

∫
t
(

١
ψ(s)

− p(s))ds > −∞, ψ(x) ≤ x (٢٢)

باشد. برقرار
′(ج) شرط ،(٢٢) یا (٢١) لاسل، شرط های از هریک که دید و کرد بررسی می توان به سادگی
از هیچ یک در ψ(x) = ex − ١ و p(t) = ١

t توابع ازسوی دیگر، می دهد. نتیجه را ۴ قضیۀ از
١Osgood ٢Montel-Tonelli ٣Nagumo ۴Van Kampen



١٧۶ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٧۶قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٧۶قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری قاعدۀ

از می کنند صدق (١٨) شرط در که توابعی با می توانند اما نمی کنند، صدق (٢٢) و (٢١) شرط های
است، (٢) فرمول کلی حالت مبتنی بر که زیر، نتیجۀ از استفاده با را مطلب این شوند. کران دار بالا

کرد. خواهیم اثبات

p(t) = برای آنکه به شرط است یکتایی کران یک g : (٠, a]× [٠, b]→ [٠,∞) تابع .١ نتیجه
آن در که ،g(t, x) ≤ p(t)ψ(t, x) باشیم داشته ψ(t, x) = (١ + q٢(t)xγ)x و ١+q١(t)

t

q٢ : [٠, a] → [٠,+∞) ،∫ a٠ q١(s)
s ds < +∞ اندازه پذیر، q١ : (٠, a] → [٠,+∞)

.γ > ٠ و است، انتگرال پذیر و پیوسته (٠, a) روی q′٢ پیوسته،

می کنیم. بررسی را (ج) شرط حال برقرارند. ۴ قضیۀ از (ب) و (الف) شرایط به وضوح اثبات.
را (١٧) شرط در صادق u : (t١, t٢] ⊂ (٠, a] → (٠, b) مانند لیپ شیتسی پیوستۀ تابع یک

می کند. صدق (١٨) در که می دهیم نشان و می گیریم درنظر
داریم t ∈ (t١, t٢) هر ∫برای u(t٢)

u(t)

dr

ψ(t٢, r)
−

∫ t٢

t

p(s)ds−
∫ t٢

t

∫ u(s)

u(t)

∂

∂s

١
ψ(s, r)

drds

=

∫ u(t٢)

u(t)

dr

(١ + q٢(t٢)rγ)r
− ln

t٢
t
−

∫ t٢

t

q١(s)
s

ds+

∫ t٢

t

∫ u(s)

u(t)

q′٢(s)rγ−١

(١ + q٢(s)rγ)٢ drds.

کراندارند. t ∈ (t١, t٢) از توابعی به عنوان چهارم و سوم جملات که می کنند تضمین موجود فرض های
داریم باقیمانده جملۀ دو ∫برای u(t٢)

u(t)

dr

(١ + q٢(t٢)rγ)r
− ln

t٢
t

= − ln(
t٢
t

(١ + q٢(t٢)uγ(t٢))١/γ
u(t٢)

u(t)

(١ + q٢(t٢)uγ(t))١/γ ),

حالت، این در بنابراین می کند. میل +∞ به اخیر تابع t → t+١ وقتی می دانیم (١٧) به توجه با و
□ می شود. کامل اثبات و است +∞ برابر (١٨) در حد مقدار
بهبود g(t, x) = x/t یکتایی کران انتخاب با را ناگومو قضیۀ می توان ١ نتیجۀ از استفاده با
حالت این در زیرا نیست، یکتایی کران ،c > ١ وقتی ، g(t, x) = cx/t که می شویم متذکر بخشید.
شرط با φ′(t) = g(t, φ(t)) معادلۀ برای ناصفر لیپ شیتسی پیوستۀ جواب یک φ(t) = tc تابع
مقدار مسئلۀ برای جواب یکتایی عدم از مثال هایی حتّی است. φ(٠) = φ′(٠) = ٠ و t > ٠



پسو لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١٧٧ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه پسو١٧٧ لوپس رودریگو و سید آنخل خوسه ١٧٧
صدق ،c > ١ و g(t, x) = cx/t فرض با (١۵) نابرابری در f(t, x) که دارد وجود (١٣) اولیۀ

ببینید.) را [١.۶.١ مثال ،١] ) می کند.
هر برای آنکه به شرط است یکتایی کران یک g : (٠, a] × [٠, b] → [٠,∞) تابع .٢ نتیجه
،φ ∈ C٠])١, b]) آن در که g(t, x) ≤ φ(t)/t باشیم داشته (t, x) ∈ (٠, a] × [٠, b]
از و موجود (٠, b) روی φ′′ و ،φ(x) > ٠ داریم x ∈ (٠, b] هر برای ،φ′(٠) ≤ ١ ،φ(٠) = ٠

است. کراندار بالا
وجود y ∈ (٠, x) عدد ،x ∈ (٠, b] ثابت مقدار هر برای تیلر، قضیۀ از استفاده با اثبات.

به طوری که دارد
φ(x) = φ′(٠) + φ′′(y)

٢ x٢.

،x ∈ [٠, b] هر برای که شرط این با c > ٠ مانند ثابتی وجود قضیه، فرض های از بنابراین،
،ψ(t, x) = (١ + cx)x و p(t) = ١/t برای پس می شود. تضمین φ(x) ≤ x + cx٢

□ برد. به کار را ١ نتیجۀ می توان حالا و g(t, x) ≤ p(t)ψ(t, x)
f : U = [٠, a]×[−b, b]→ R تابع و باشند ثابت عدد دو a, b ∈ (٠,∞) کنیم فرض .١ مثال

ضابطۀ با

f(t, x) =


t |x| > ln(١ + t٢)
e|x|−١
t |x| ≤ ln(١ + t٢), t > ٠

٠ (t, x) = (٠, ٠)
باشد. شده تعریف

معادلۀ جواب x ≡ ٠ به وضوح
x′ = f(t, x), t ∈ [٠, a], x(٠) = ٠, (٢٣)

می کنیم. بررسی را جواب این یکتایی است.
(t, x) ∈ U هر برای که کنید توجه ابتدا

٠ ≤ f(t, x) ≤ t, (٢۴)
داریم t > ٠ شرط با (t, x) ∈ U هر برای به علاوه، است. پیوسته U روی f بنابراین

|f(t, x)| = f(t, x) ≤ φ(|x|)
t

(٢۵)



١٧٨ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٧٨قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٧٨قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری قاعدۀ

فقط (٢٣) مسئلۀ بنابراین دارد. را ٢ نتیجۀ شرایط و ،x ∈ [٠, b] برای φ(x) = ex− ١ آن در که
است. صفر جواب دارای

که بگیریم نتیجه نمی توانستیم (٢۵) رابطۀ از بنابراین و φ(x) > ٠ ،x > ٠ برای کنید توجه
لیپ شیتسی شرط هیچ گونه در f که باشیم داشته نظر در است لازم به علاوه، است. برقرار ناگامو شرط
قضیه های کاربرد محدودۀ در (٢٣) معادلۀ بنابراین و نمی کند صدق x به نسبت یا t به نسبت موضعی

نمی گیرد. قرار ، [١٢ ،٧] در مذکور قضیه های مانند یکتایی،

کران های کمک به که کردیم اشاره پیش     ازاین دیفرانسیلی. نابرابری  های مورد در نتایجی
کرد. اثبات را کامکِ قضیۀ از صورتی می توان دیفرانسیلی، نابرابری  های از استفاده بدون یکتایی،
جدیدی اثبات نمونه، برای دارند. دیفرانسیلی نابرابری  های با عمیق ارتباطی یکتایی کران های دراصل،
را کار مطلب، شدن روشن تر برای می دهیم. ارائه گرانوال١ لم به موسوم مشهور خیلی نتیجۀ یک برای

یکتایی. کران های از است دیگری توصیف که می کنیم شروع زیر مقدماتی گزارۀ با

گزاره های دراین صورت باشد. شده داده g : (٠, a]×[٠, b]→ [٠,∞) تابع بگیریم فرض .٢ گزاره
معادل اند: زیر

است. یکتایی کران یک g تابع (١
هر برای تقریباً و باشد لیپ شیتسی پیوستۀ تابع یک φ : [٠, ã] ⊂ [٠, a] → R اگر (٢

،t ∈ [٠, ã]

φ′(t) ≤ g(t, |φ(t)|), φ(٠) ≤ ٠, φ′(٠) ≤ ٠, (٢۶)

.φ(t) ≤ ٠ ،t ∈ [٠, ã] هر برای آنگاه

به وضوح آن عکس زیرا می دهد، نتیجه را (٢) حکم (١) حکم که کنیم ثابت باید فقط اثبات.
یک φ : [٠, ã] ⊂ [٠, a] → R و است یکتایی کران یک g(t, x) که کنید فرض است. برقرار
به .φ ≤ ٠ ،[٠, ã] روی که کنیم ثابت باید باشد. ، (٢۶) رابطۀ در صادق لیپ شیتسی، پیوستۀ تابع

که یافت چنان را t١ ≤ t٢ شرط با t١, t٢ ∈ [٠, ã] عدد دو می توان که کنیم فرض خلف برهان

φ(t) > ٠ ،t ∈ (t١, t٢] هر برای (٢٧)
١Gronwall
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می کنیم تعریف زیر به صورت را ϕ : [٠, t٢]→ [٠,+∞) تابع اکنون

ϕ(t) =

{ ٠ t ∈ [٠, t١]
φ(t) t ∈ (t١, t٢].

هر برای تقریباً (٢۶) به توجه با و ، ϕ(٠) = ٠ است، نامنفی و لیپ شیتسی پیوستۀ ϕ به وضوح،
.ϕ′(t) ≤ g(t, ϕ(t)) داریم t ∈ [٠, t٢]

و است واضح حکم t١ > ٠ هرگاه درواقع، .ϕ(٠) = ٠ که کنیم ثابت می خواهیم درپایان،
برای (٢٧) رابطۀ به توجه با ازسوی دیگر، و ϕ′+(٠) = φ′(٠) ≤ ٠ که می کنیم توجه ،t١ = ٠ اگر
، ϕ ≡ ٠ ،[٠, ã] روی که می گیریم نتیجه است یکتایی کران یک g ازآنجاکه .ϕ′(٠) = ٠ ،t١ = ٠
□ است. تناقض در (٢٧) با که
قضیۀ ،١٠] ) است دیفرانسیلی نابرابری  های مورد در کلی تر قضیۀ یک از خاصی حالت گرانوال لم
برمبنای جدیدی اثبات شد، گفته همان گونه که است. جالب هم خودی خود به ولی ببینید)، را [١.۶

می دهیم. ارائه یکتایی کران های

.I = [t٠, t٠ + a] می نویسیم باشد. مثبت و ثابت عددی a و t٠ ∈ R کنیم فرض .۵ قضیه
و ،α, β ∈ C(I) ،φ ∈ C١(I) اگر

ϕ′(t) ≤ α(t) + β(t)φ(t) ،t ∈ (t٠, t٠ + a] هر برای (٢٨)
داریم t ∈ I هر برای آنگاه

φ(t) ≤ φ(t٠) exp
(∫ t

t٠
β(r)dr

)
+

∫ t

t٠
α(s) exp

(∫ t

s
β(r)dr

)
ds. (٢٩)

یعنی ،(٢٩) رابطۀ راست طرف اثبات.

x(t) = φ(t٠) exp
(∫ t

t٠
β(r)dr

)
+

∫ t

t٠
α(s) exp

(∫ t

s
β(r)dr

)
ds, t ∈ I

خطی معادلۀ جواب
x′ = α(t) + β(t)x, t ∈ I, x(t٠) = φ(t٠),

است.



١٨٠ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٨٠قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری ١٨٠قاعدۀ جزء به جزء روش به انتگرال گیری قاعدۀ

است. نامثبت J = [٠, a] روی ϕ(t) = φ(t+ t٠)− x(t+ t٠) تابع که دهیم نشان باید
و ، ϕ(٠) = ٠ است، لیپ شیتسی پیوستۀ [٠, a] روی ϕ که توجه کنید منظور، بدین
ϕ′(٠) = φ′(t٠)− x′(t٠) ≤ β(t٠)(φ(t٠)− x(t٠)) = ٠.

داریم t ∈ (٠, a] هر برای همچنین
ϕ′(t) = φ′(t+ t٠)− x′(t+ t٠) ≤ β(t+ t٠)ϕ(t) ≤ (t, |ϕ(t)|),

.g(t, x) = |β(t+ t٠)|x آن در که
.ϕ ≤ ٠ که می شود نتیجه ٢ گزارۀ از و است یکتایی کران یک g که می کند تضمین ۴ قضیۀ
□ می رسد. انجام به اثبات اکنون
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