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نمی شوند)؛ اثبات به سادگی اما می شوند بیان

نتیجه ای به دستیابی اثبات ها»، « لوحۀ از اردوش۳ پال منظور ،مثلا) باظرافت ریاضیات .۱۵

تلاش)؛ کمترین صرف با دشوار

نو)؛ و ابتکاری کاملا نتایج از گونه هایی یا دیدگاه، روش، ،مثلا) خّق ریاضیات .۱۶

شود)؛ استفاده بارها موضوعی در آینده در که روشی یا لم ،مثلا) مفید ریاضیات .۱۷

قضیه ای یا دارد مطابقت موجود نقض مثال های با که دقیق نتیجه ای ،مثلا) قوی ریاضیات .۱۸

کند)؛ استنباط جان دار و غیرمنتظره نتیجه ای ضعیف به ظاهر فرضیۀ یک از که
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است)؛ تجسم قابل به آسانی و طبیعی که استدلالی ،مثلا) شهودی ریاضیات .۲۰

مبحث یک در آخر حرف خاص، نوع یک از اشیا همۀ رده بندی ،مثلا) فیصله بخش ریاضیات .۲۱

ریاضی)؛
غیره.۱ و غیره .۲۲

فاقد و است بالا ابعاد از مفهومی ریاضی کیفیت مفهوم می دهد، نشان فهرست این همان طور که

و ریاضیات خود گستردۀ ابعاد و پیچیدگی دلیل به امر این معتقدم است.۲ متعارف کلی ترتیب یک

متفاوت راهی بیانگر بالا صفات از هریک است؛ آن تطبیق  پذیر و غیرمنتظره شیوه های به آن تکامل

به نظر می دهیم. افزایش را ریاضیات از کاربردمان و درک آن طریق از جامعه، اعضای ما، که است

امر این باشد. موجود بالا صفات از هریک وزن یا نسبی اهمیت مورد در عمومی توافقی که نمی رسد

است تکامل مرحلۀ در که ریاضیات از مبحثی برای است ممکن است: مصلحت روی از حدّی تا

ملاحظات دلیل به بخشی همچنین باشد. مناسب تر دیگر رویکردهای به نسبت خاص رویکرد یک

رویکرد یک که دارد همفکر ریاضی دان های جذب به تمایل ریاضی مکتب یا حوزه هر است: فرهنگی

می دهند. ترجیح را موضوع یک به مشابه

مختلفی نوع های در مختلف ریاضی دانان است؛ ریاضی در توانایی تنوع بازتاب امر این همچنین

مناسب اند. ریاضی اشتغالات از خاصی نوع برای هریک بنابراین و می شوند سرآمد ریاضیات از

ببینید.) را [۱۲] مرتبط بحث های (برای

زیرا است؛ مفید ریاضیات کل برای خوب» «ریاضیات چندوجهی و متنوع طبیعت این معتقدم

بسیار ریاضی استعدادهای و بپردازیم موضوعات به مختلف رویکردهای با تا می دهد اجازه ما به

اینکه با ببریم. کار به است، ریاضیات بیشتر درک و پیشرفت که مشترکمان، هدف برای را متفاوتی

کردن محدود می شوند، تلقی مطلوب خوب» «ریاضیاتِ برای به طور کلی بالا خصیصه  های از هریک

فرضی وضعیت نمونه، برای شود. تمام بقیه ضرر به می تواند آن ها از تا دو یا یک فقط به مبحث یک

بگیرید: نظر در را زیر اغراق آمیز) حدودی تا (و

به صرفاً مجزا نتایج آن در و نقش و نگارتر می شود پر و زَرق و برق پر روزبه روز که مبحثی •

جهت و هدف بدون کل، در مبحث، آن اما اصلاح می شوند، و یافته تعمیم خودشان خاطر

پژوهشی مقالات در که ریاضیات از بر نوعی است متمرکز اساساً و است. نبوده کامل فهرست تهیه بالا فهرست از ۱منظور

علوم مانند ریاضیات به نزدیک رشته های در مقالات یا درسی، کتاب های درسی، کلاس های ریاضیات نه می شود یافت
است. ریاضی کیفیت موضوع از جزئی تنها است، مهم بسیار ریاضی دقت هرچند که گفت باید ۲به خصوص، طبیعی.
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است؛ پیشرفت از معنایی یا مشخص

پیشرفت به امیدی هیچ بدون اما باورنکردنی و عجیب حدس های از است پر که مبحثی •

آن ها؛ حل در جدی

مسائل از مجموعه ای حل برای آماده روش های کاربرد از است شده تشکیل عمدتاً که مبحثی •

مشترک. هدفی یا ارتباط، واحد، موضوع بدون

کردن متحد و بازنویسی حال در مدام و باشد، شده نظری و خشک حد از بیش که مبحثی •

نتیجۀ اینکه بدون باشد تخصصی تر و رسمی تر روز به روز چارچوب یک در قبلی نتایج شکل

یا باشد؛ هیجان انگیزی و جدید پیشرفت آن

ساده تر، کوتاه تر، اثبات های مدام و تغییر دهد را شناخته شده و جاافتاده نتایج که مبحثی •

و جاافتاده مطالب از فراتر بدیعی واقعاً و جدید نتایج اما کند، عرضه آن ها از زیباتری و

نیاورد. وجود به معروف

نشان خود از کوتاه مدت در را بیشتری پیشرفت و فعالیت مذکور مبحث موارد، این از هریک در

دارد. نیز را درازمدت در جوان ریاضی دان های جذب عدم و موضوعیت کاهش مخاطرۀ اما می دهد

ارتباطش نحوۀ طریق از چون می شود دشوار وضع این با مبحث یک برای راکد ماندن خوشبختانه،

فرهنگ های از) تبعیت (یا معرض در گرفتن قرار و مرتبط) علوم (یا ریاضیات مباحث سایر با

ساز و کارهای این می یابد. تازه جانی و می   شود کشیده چالش به دائماً خوب» «ریاضیات چندگانۀ

می دارند. نگه سرزنده و پربار، متّحد، متعادل، را ریاضیات خوداصلاحی،

«ریاضیات برای است لازم اصلا آیا اینکه و شد مطرح بالا در که دیگری سؤال به برمی گردیم حال

داریم؛ را غرور و خودپسندی دام در افتادن در مخاطرۀ کار، این با زیرا کنیم. معین تعریفی خوب»

این به دهیم تشخیص را ریاضیات اصیل پیشرفت نامتعارف نمونه های نشویم موفق است ممکن ،مثلا

خطری از سوی دیگر، می گیرند. قرار خوب» «ریاضیات تعریف های۱ کلی روند از خارج آن ها که دلیل

به ریاضیات مبحث هر مطالعۀ برای ریاضی رویکردهای تمام ‑اینکه دارد وجود دیگر طرف در هم

شاید دارند؛ برابر اهمیتی ریاضیات دستاوردهای همۀ یا برابرند۲ منابع سزاوار و مناسب اندازه یک

هدف و مسیر مفهوم و معنا آن ها اما باشند، تحسین قابل آرمان گرایی شان برای مواضعی چنین

ریاضی در موجود منابع نامطلوب تخصیص به منجر همچنین و می برند تحلیل به ریاضیات در را

ذاتاً و ذهنی اند حدودی تا بالا ویژگی های بیشتر ریاضی، دقت استثنائی بسیار ویژگی به جز که، است این دیگر ۱مشکل

توجه، زمان، پول، ۲ می کنیم. تشکر نکته این اهمیت به اشاره برای کالای گیل از دارند. قطعیت یا صراحت عدم
کمیاب اند. منابع از مثال هایی برتر مجلات در عرضه مجال و استعداد،
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نتایج ریاضیات، از زمینه ای هر در دارد؛ قرار موضع دو این مابین جایی در درست  حالت می شوند.۱

کدام احتمالا که می کند مشخص آن) عدم (یا تجربه و شهود و فن، اهل باورهای آن، در موجود عمدۀ

کدام یک و نامطمئن ترند کدام یک و منابع اند از بیشتری سهم سزاوار بنابراین و مفیدترند رویکردها

اینکه برای صرفاً بپردازند آن به مستقل افکار با ریاضی دان چندتایی فقط تا باشد داشته اعتبار شاید

برنامه های پیگیری است ممکن توسعه یافته، و پیشرفته مباحث در ،مثلا شود. لحاظ بنیادی موارد

آزمون و خطا روش های محتاطانۀ اجرای و جدی و دقیق روشی به کلی نظریه های توسعۀ و اصولی

است ممکن جاافتاده، کمتر و جدیدتر مباحث در اما باشد؛ معنادار شخصی عمیق برداشت های و

هم حدی تا و بشود مختلف رویکردهای تجربۀ و آن ها حل و حدس ها پروراندن بر بیشتری کید تأ

یک حداقل که است مهم اجرائی دیدگاه از بنابراین شود. تکیه اکتشافی روش های و شباهت ها بر

ویژگی های کدام برای اینکه مورد در باشیم داشته شاخه هر در گسترش) حال در (ولی جزئی توافق

در ممکن حد تا را مبحث آن بتوانیم اینکه تا شد قائل را اهمیت بیشترین باید ریاضی پیشرفت

مطرح شده مسائل حل به مبرم نیاز است ممکن مبحثی ،مثلا دهیم. پیشرفت و توسعه مرحله هر

نتایج آشفتگی به دادن سروسامان برای نظری چارچوب به شدیداً است ممکن دیگری باشد، داشته

مبحث جدید؛ نتایج بازار گرمی برای حدس  ها از سلسله ای با کلان برنامه ای به یا باشد داشته موجود

منتفع بشود؛ بیشتر کلیدی قضیه های برای مفهومی و ساده تر، جدید، اثبات های از است ممکن دیگر

و توجه تا باشند موضوعات گویای معرفی و خوب ترویج نیازمند مباحث بیشتر شاید با این همه،

چیست مبحث یک برای خوب ریاضیات اینکه تعیین بنابراین شود. آن ها جذب بیشتری فعالیت

است شده معین آنچه همچنین باشد. وابسته مبحث آن خود وضعیت به زیادی حد تا باید و شاید

مبحث؛ آن از بیرون خارجی ناظران توسط هم و درون از هم شود، مداوم بازبینی و به روز گردانی باید

عدم توازن  هایی به منجر نشوند اصلاح و داده تشخیص به موقع ایرادات اگر شد، ذکر قبلا همان طور که

می شوند. مبحث آن در

آن پیچیدگی است، مهم ریاضی کیفیت ارزیابی مسئلۀ هرچند که می رسد نظر به بالا بحث از

بعضی فقط در است ممکن ریاضی خوب دستاوردهای از بسیاری اینکه خصوصاً است، مأیوس کننده

ذهنی اند خصیصه های این از بسیاری همچنین، بگیرد. بالایی امتیاز بالا در ذکر شده خصیصه های از

اینجا در توجهی۲ قابل نکتۀ وصف، این با است. دشوار بازنگری طریق از به جز آن ها اندازه گیری و

به می توان مثال، برای است: بالایی ابعاد دارای هم ریاضی منابع که است مطلب این از استفاده مشکل این دیگر ۱راه حل

متفاوتی دستاوردهای انتشار مختص را مختلفی مجلات یا داد، جوایزی غیره و خلاقیت، توضیحی‑توصیفی، نوشتارهای
توسط که ریاضیات» نامعقول «کارآمدی به حدودی تا نکته ۲این می کنیم. تشکر نکته این ذکر برای کالای گیل از کرد.

دارد[۳۸]. ارتباط است شده بیان ویگنر



چیست؟/تائو خوب ریاضیات ۱۳۶

بیشتری خوب ریاضیات که است چنان بالا معناهای از هریک در خوب ریاضیات اینکه دارد وجود

که، می رساند موقّتی حدس این به را ما امر این و می آورد، وجود به هم دیگر معناهای سایر در

بیان شده سنجه های همۀ و دارد وجود کیفیت با ریاضیاتِ از کلی مفهوم یک شاید این ها، همۀ به رغم

را ریاضیات داستان تکامل متفاوت جنبه های و مراحل یا نو ریاضیات کشف مختلف مسیرهای

می نمایانند.

سمرِدی قضیۀ موردی: مطالعۀ ۲

با کردیم ذکر قبل بند در که را پدیده ای و بیاوریم روی خاص حالت به کلی حالت از دهید اجازه حالا

زیبا نتیجۀ این است؛ [۳۲] سمرِدی۱ قضیۀ موقعیت و تاریخچه بررسی مثال آن دهیم. توضیح مثالی

تصاعدی دارای مثبت (بالایی) چگالی با صحیح اعداد از زیرمجموعه هر که می کند بیان معروف و

برای علاقه مند خوانندگان می پرهیزم؛ فنی جزئیات بیان از اینجا در است. دلخواه طول با حسابی

کنند. مراجعه آن در موجود منابع و [۳۳] به بیشتر شرح

آغاز [۲۳] رمزی۲ قضیۀ با را داستان کرد. آغاز می توان جا چند از طبیعی به طور را داستان این

زیرگراف های دارای رنگ آمیزی شده، متناهیاً و بزرگ کافی اندازۀ به کامل گراف هر می گوید که می کنم

را یکدیگر آن ها از نفر سه یا دلخواه، نفر شش هر بین مثال، عنوان (به است. بزرگ و تک رنگ کامل

رابطۀ یک یکدیگر» «شناختن اینکه فرض با البته غریبه اند، یکدیگر با آن ها از نفر سه یا می شناسند

استفاده چندین بار (با می شود اثبات به راحتی نتیجه این اینکه با است.) متقارن و خوش تعریف

به موسوم بود ریاضی نتایج از نوعی خلق و جدید پدیده ای کشف نمایانگر لانه کبوتری)، اصل از

ریاضیات اند در تازه بینش این از متفاوتی صورت بندی آن ها از هریک که رمزی نوع از قضیه هایی

است. غیرممکن کامل بی نظمی که

قضیۀ است) رمزی قضیۀ از قبل تر سال چند آن تاریخ (که رمزی نوع از قضیه ها اولین از یکی

رنگی رده های از یکی صحیح، اعداد مجموعۀ از متناهی رنگ آمیزیِ هر در :[۳۷] است واردن۳ در وان

برای واردن در وان بازگشتی شدیداً اثبات باشد. بزرگ به دلخواه طول با حسابی تصاعد دارای باید

ظاهرشدن برای ضعیفی فوق العاده کمی کران که داشت را عیب این اما بود، زیبا بسیار قضیه، این
اَکرمن۴ تابع برحسب مذکور کران دراصل، می داد؛ دست به داده شده طول با حسابی تصاعد اولین

سؤال این کردن دنبال در خوبی ریاضی ذوق [۴] توران۵ و اردوش بود. رنگ ها تعداد و طول آن
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۱۳۷ (۱۴۰۱ تابستان و (بهار ۷۰ شمارۀ ،۴۱ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

می گفت که بود حدسی) (بعداً، مسئله ای حل در پیشرفت به تمایل برانگیختۀ که ذوقی داشتند؛۱ کمی

مطرح قوی حدس چندتایی آن ها سپس است. دلخواه طول با تصاعد شامل اول اعداد مجموعۀ

(که بود قوی تر ولی زیبا حکمی دیگر حدس آمد؛ در سمرِدی قضیۀ صورت به آن ها از یکی که کردند

مطلقاً معکوسشان که مثبت صحیح اعداد از مجموعه هر می کند بیان که است) نشده حل هم هنوز

است. دلخواه طول با حسابی تصاعدی دارای نباشد، مجموع پذیر

بسیار روش به شد منتهی که بود نقض مثال های از نتیجه ای حدس این دربارۀ پیشرفت اولین

چگالی اش ثابت، ϵ هر ازای به که (مجموعه ای ملایم تُنکی با مجموعه ساختن در بئرند۲ زیبای

این سه. طول با حسابی تصاعد هر از خالی است) N−ϵ از بزرگ تر مجانباً {۱, · · · , N} در

بود شده زده حدس آن در (که کرد رد را این باره در توران و اردوش حدس بلندپروازانه ترین روش، 

از مهمی دستۀ همچنین و بسیاری اند) تصاعدهای دارای تُنُک، چندجمله ای به طور مجموعه های که

نابرابری  هایی مبتنی بر که روش هایی (مثل کرد بی اعتبار را مسائل این حل برای مقدماتی روش های

از نشان نکردند، حل کاملا را مسئله مثال ها این گرچه بودند). هولدر یا کوشی‑شوارتس قبیل از

جالب) احتمالا (و غیربدیهی اثباتی باید باشند درست اردوش‑توران حدس های اگر که می دادند آن

باشند. داشته

همراه را ۵ ۴هاردی−لیتل وود دایرۀ روش او گرفت؛ صورت رات۳ دست به بعدی عمدۀ پیشرفت

ثابت را رات قضیۀ و برد کار به ظریف بسیار به طریقی چگالی) افزایش ( استدلال جدیدی روش با

سه طول با حسابی تصاعد نامتناهی تعداد شامل مثبت چگالی با صحیح اعداد از مجموعه هر کرد:

گسترش بزرگ تر طول با تصاعدها به را رات روش تا کنند تلاش آن، از پس بود، طبیعی است.

نشدند؛ موفق اما دهند، انجام را کار این کردند تلاش سال ها دیگر، افراد از بسیاری و رات دهند.

بالاخره نشدند. متوجه درست زمینه، این در گاوئرز۶ اثر از قبل سال ها، تا را موفقیت عدم این دلیل

صرفاً روش های سراغ او رساند. انجام به را کار آن ، [۳۲] ،[۳۱] سمرِدی اندره فوق العادۀ نبوغ

بسیار سطوح در حرفه ای چیرگی یک صورت به چگالی افزایش استدلال ارتقاء (به ویژه، ترکیبیاتی

مهم بسیار ابداع به منجر دیگر، چیزهای بر علاوه که، بود رمزی قضیۀ برای کمی کران های یافتن دنبال همچنین اردوش ۱

نداریم. اینجا در را آن بحث مجال و است دیگری مفصل داستان موضوع این اما شد، ترکیبیات در احتمالاتی روش های
اکتفا نکته این ذکر به دهیم. شرح را آن نمی توانیم اینجا در بازهم، که، است دیگری جالب داستان دایره روش تاریخچۀ ۴

مسائل حل برای مهم ابزاری فوریه آنالیز که است متداول بینش این جزو امروز، ریاضیات زبان به روش، این که می کنیم
می داند. جمعی ترکیبیات
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هر با تصاعدها به بعد و چهار۱ طول با تصاعدها به ابتدا را رات قضیۀ طریق این از و رفت جدید)

شاهکار یک سمرِدی اثبات کرد. ثابت را خود معروف قضیۀ به این ترتیب و داد، توسیع دلخواه طول

نگرشی طرز آن ها مهم ترین و آورد، همراه را بسیاری جدید روش های و ایده ها خود با که بود تخصصی

کران دار پیچیدگی با مدل هایی طریق از آن ها زدن تقریب همان که بود بزرگ بسیار گراف های به جدید

دارد. اهمیت بسیاری مراتب در سمرِدی  ، نظم لم به موسوم مفید، بسیار و معروف نتیجۀ این است.

ما به بزرگ گراف های ساختار دربارۀ جدیدی کاملا بینش قضیه این شد، اشاره بالا در همان طور که

روش یک می نامند)؛ گراف هایی چنین برای فشردگی قضیۀ یا ساختاری قضیۀ را آن (امروزه  داد

داشت، خواهد حیاتی نقش ما داستان ادامۀ در که انرژی) افزایش (روش داد دست به اثبات جدیدِ

آزمون تا گرفته گراف نظریۀ از است، کرده پیدا غیرمنتظره کاربردهای زیادی فوق العاده تعداد نیز و

را آن نمی توان که است طولانی آن  قدر لم این کامل داستان متأسفانه جمعی. ترکیبیات در خاصیت۲

داد. شرح اینجا در

آن آخر کلام به هیچ وجه است، داستان این در برجسته نقطه  ای بی شک سمرِدی دستاورد هرچند

همچنین نبود. آسانی کار آن درک و بود پیچیده خیلی مقدماتی بودن، عین در سمرِدی، اثبات نیست.

اساسی جای دو در اثبات خود در زیرا نمی داد، پاسخ کامل به طور توران و اردوش اصلی سؤال های به

نمی داد. دست به قضیه آن برای بهتری کمی کران هیچ بنابراین و می کرد استفاده واردن در وان قضیۀ از

غیرمقدماتی۴) بسیار (و متفاوت کاملا اثباتی دنبال به که داشت را ریاضی ذوق این فورستنبرک۳

بعد اندکی و داشت ارگودیک نظریۀ و اعداد ترکیبیاتی نظریۀ پرمغز مقایسۀ در پایه که اثباتی بگردد،

که می شود نتیجه اصل۵ این از بی درنگ آورد. در فورستنبرک تناظر مفید بسیار اصل قالب به را آن

طبیعی پس است. معادل اندازه حافظ سیستم های برای چندگانه بازگشت قضیۀ با سمرِدی قضیۀ

نظریۀ روش های با مستقیماً را می شود) نامیده فورستنبرک بازگشت قضیۀ امروزه (که قضیه این بود

ارگودیک) تجزیۀ (مثل ساختاری تجزیه های و مختلف طبقه بندی های از استفاده به ویژه ارگودیک،

قضیۀ فورستنبرک که نکشید طولی که است این هم امر واقع کنند. ثابت سیستم ها، آن برای موجود

یک و کند ترکیب فوریه، آنالیز نوع از روشی خودش، روش با را سمرِدی ایده های از بعضی توانست [۲۸] رات بعد، ۱کمی

فورستنبرک استدلال صورت های بعضی ،۴مثلا کند. ابداع چهار طول با تصاعدها برای سمرِدی قضیۀ برای ترکیبی اثبات
اصل ۵همچنین کرد. بازنویسی نیز انتخاب اصل از مستقل را آن می توان هرچند دارد، تکیه انتخاب اصل به خیلی
توپولوژیک دینامیکی سیستم های برای چندگانه بازگشت قضیۀ یک با را واردن در وان قضیۀ که دارد وجود مشابهی تناظر
جا کمی دلیل به متأسفانه که می برد توپولوژیک دینامیکی سیستم های جذاب داستان به را ما موضوع این می کند. یکی

دهیم. شرح را آن نمی توانیم
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۱۳۹ (۱۴۰۱ تابستان و (بهار ۷۰ شمارۀ ،۴۱ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

یک به صورت اندازه حافظ سیستم هر برای توصیفی قضیه این کرد. ثابت را فورستنبرک ساختاری

این با و می دهد، دست به بدیهی سیستم یک فشردۀ توسیع های از برجی از ضعیف آمیزنده توسیع

قضیۀ توانست فورستنبرک واردن) در وان استدلال از صورتی (ازجمله دیگر استدلال چندین و قضیه

ذکر شایان همچنین دهد. ارائه سمرِدی قضیۀ برای جدیدی اثبات و کند ثابت را چندگانه بازگشت

صورت آن در که کرد تهیه مرتبط موضوعات و زمینه این در [۶] عالی کتابی فورستنبرک که است

کرد. بزرگی کمک نیز مبحث این توسعۀ و رشد به و است آمده اصلی نظریۀ از نظام مندی

دارد زیادی بسیار قابلیت های جدید روش این که بردند پی همکارانش و فورستنبرک بعد، مدتی

(با هم آن  ها از که کرد، استفاده بازگشتی قضیه های از دیگری انواع اثبات برای می توان آن از و

دید، این با آورد. دست به غیربدیهی کاملا ترکیبیاتی قضیۀ تعدادی می توان تناظر) اصل از استفاده

دست به سمرِدی قضیۀ از بسیاری تعمیم های و صورت ها دیگر افرادی و کتس نلسون۱ ، فورستنبرک،

هیلز‑جوئت قضیۀ از صورتی اثبات حتی و بالاتر ابعاد در قضیه آن از صورت هایی مثلا آوردند،

این از بسیاری است). واردن در وان قضیۀ از مجرد و قوی بسیار تعمیمی (که [۱۸] چگالی بر مبتنی

روش های با اثباتی امروز، تا حتی شده اند، ثابت ارگودیک نظریۀ متناهی وار روش های با که نتایج

این مهم جانبی نتایج از یکی علاوه بر این، است. روش این توانایی گواه امر این و ندارند، «مقدماتی»

،مثلا شد. حاصل اندازه حافظ سیستم های ساختاری طبقه بندی از که بود عمیق تری درک تلاش ها

مجانبی نوع از بازگشتی ویژگی های بازگشت، مسئلۀ از بسیاری دسته های در که است شده معلوم

مشخصۀ عامل به موسوم سیستم، آن از خاصی عامل توسط کامل به طور تقریباً دلخواه، سیستم هر

انواع برای مشخصه عامل این ماهیت دقیق تعیین بنابراین می شود. کنترل ،۲ سیستم آن (مینیمال)

می تواند عامل این که بودند برده پی زیرا شد، تحقیقات اصلی کانون به بدل بازگشت ها از مختلفی

خواهد نتیجه آن از خاص، (درحالت دهد دست به سیستم ها حدی رفتار درباۀ دقیق تری گاهی های آ

خود که همگرایند، نقطه ای به عملا چندگانه بازگشت با مرتبط مجانبی عبارت های بعضی که شد

و وایس۳ و فورستنبرک نقض مثال های از بود). فورستنبرک اولیۀ اثبات در حل نشده ای سؤال این

توسط باید مشخصه عامل های این که شد حاصل نتیجه این سرانجام لسینی۵ و کونتسه۴ نتایج نیز

گروه های به وابسته پوچ سیستم به موسوم اندازه، حافظ سیستم از جبری) (و خاصی بسیار نوع

عامل، یک منزلۀ به انتقال ناوردا تابع های آن در که است نویمان فن ارگودیکِ میانگین قضیۀ آن، مثال های اولین از ۲یکی

می کند. کنترل را انتقال ها سادۀ میانگین های حدی رفتار
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بعد همچنین (و [۲۰] کرا و اوست از تأثیرگذار مقاله ای در نتایج این باشند؛ توصیف قابل پوچ توان،

علاوه بر که، انجامید، عامل ها این از موشکافانه و دقیق بسیار توصیفاتی به ([۳۹] تسیگلر آن، از

داد. فیصله را چندگانه مجانبی بازگشت میانگین های همگرایی مورد در مذکور مسئلۀ دیگر، چیزهای

اینجا، (در ساختار میان دوگانگی یک وجود بیانگر آشکارا مشخصه عامل های این زیاد اهمیت

بود می شود) ثبت «درآمیزندگی» ویژگی از خاصی نوع طریق از (که تصادفی بودن و پوچ سیستم ها)

آن مشتقات و سمرِدی قضیۀ قدرت و شالوده دوگانگی، همین دراصل که شد بینش این موجب و

به وابسته میانگین های پررنگ حضور اوست‑کرا کار ذکر شایان ویژگی های از دیگر یکی است.

میانگین  های به نسبت متعددی، دلایل به شد معلوم که است، «متوازی السطوح ها» یا «مکعب ها»

است. راحت تر آن ها بررسی حسابی تصاعد به وابسته چندگانۀ بازگشت

و مجدد، اثبات فهم، پی در دیگری ریاضی دانان ارگودیک، نظریۀ در پیشرفت ها این کنار در

سمرِدی و روژا دست به مهمی فکری پیشرفت آمدند. بر دیگر روش های با سمرِدی قضیۀ اصلاح

جمله از کردند، اثبات گراف نظریۀ در نتیجه تعدادی سمرِدی نظم لم از استفاده با دو این داد، رخ [۲۹]

کمی تعداد گرافی اگر که می کند حکم به طور کلی، که، است، معروف مثلث حذف لم به امروز آنچه

آن ها سپس کرد. حذف یال کمی فوق العاده تعداد حذف با را مثلث ها آن می توان باشد، داشته مثلث

اینکه به ویژه می کند، ایجاد لم این کمی کران برای محدودیت هایی بئرند، یادشدۀ مثال که کردند ملاحظه

کران های غالباً رویکردهایی چنین (زیرا می کند اثر بی را لم این به مقدماتی رویکردهای از بسیاری

بر اساس حذفی لم برای موجود اثبات های همۀ امروز، تا هم عملا می دهند)؛ دست به چندجمله ای

که بردند پی ریاضی دانان ارتباط، این نقیض عکس از استفاده با می گیرند. انجام نظم لم از گونه ای

این اولین بار، برای می دهد. نتیجه را سه طول با تصاعد ها برای رات قضیۀ در اصل، مثلث، حذف لم

خالص روش  های از استفاده با بتوان را سمرِدی نوع از قضیه ها که کرد فراهم را امکان این کشف

(توجه گرفت ندید کامل به طور تقریباً را مسئله جمعی ساختار به این ترتیب و کرد اثبات گراف  نظریۀ

روی انتقال عملگر عمل پوشش در ساختار این ارگودیک، قضیۀ مبتنی بر رویکرد در که باشید داشته

جزئی استفادۀ گراف نظریۀ از سمرِدی اولیۀ اثبات همچنین، برجاست. همچنان موردبحث سیستم

بردند پی تا کشید طول کمی می برد.) بهره تصاعدها جمعی ساختار از مختلف جاهای در اما می کند،

ردیابی به محدود عمدتاً فوریه، آنالیز نوع از روشی آن، از قبل روش مثل هم گراف نظریۀ روش های

با تصاعدهایی ردیابی همچنین و است ۳ طول با تصاعدها یا مثلث ها نظیر کم» «پیچیدگی با الگوها

برای شد انگیزه ای امر این به خصوص، دارد. ابرگراف دشوارتر بسیار اساساً نظریۀ به نیاز بزرگ تر طول



۱۴۱ (۱۴۰۱ تابستان و (بهار ۷۰ شمارۀ ،۴۱ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

از رضایت بخش نظیری آوردن دست به راستای در رودل۱) و فرانکل پیشگامی (با برنامه ای  پیگیری

سمرِدی قضیۀ مثل نتایجی آن از بتوان که باشد داشته قابلیت کافی قدر به که ابرگراف ها، برای نظم لم

آب از بغرنج بی اندازه کاری مسئله، این آورد. دست به را آن) گوناگون گونه های و تعمیم ها نیز (و

می شوند ظاهر منظم سازی ای چنین در که پارامترهایی سلسله مراتب۲ دقیق آرایش ازجمله آمد، در

و نظم، لم نهایی صورت های هم عملا باشد. دیگری بر مسلط صحیحی ترتیب با هریک طوری که

،[۲۲]) شده اند پیدا اخیراً همین می شود، نتیجه سمرِدی قضیۀ آن ها از که آن همراه شمارش» «لم های

است، ذکر شایان گاوئرز [۱۰] آموزندۀ بسیار نقض مثال همچنین .(. . .،[۱۴] ،[۲۶] ،[۲۵] ،[۲۴]

که باشند، داشته توانی‑نمایی رفتاری دست کم باید نظم اصلی لم در کمی کران های می دهد نشان که

می رساند. را لم این قابلیت) (و غیر بدیهی ماهیت باز هم این

از پیش تا که سمرِدی، قضیۀ به فوریه آنالیز نوع از رویکردی در اصلاحاتی گاوئرز سرانجام،

مانند فوریه، آنالیز  نوع از روش .[۱۳] ، [۱۱] داد انجام بود، نکرده قابل توجهی پیشرفت رات کار

تعبیری به که صحیح، اعداد مجموعۀ روی دوگانه تقسیم بندی یک ایجاد طریق از رویکردها، سایر

این باره در رات کارهای در ساختار مفهوم این می شد. انجام شبه تصادفی، یا می شوند ساخت مند یا

متوسط طول با حسابی تصاعدهای روی باید ساخت مند مجموعه های که حکم این ‑در شد پیدا

خیلی «یکنواختی» یا شبه تصادفی بودن درست معنای اما باشند‑ برخوردار افزایشی چگالی یک از

و فورستنبرک مثال های با نزدیکی ارتباط مثال این (دراصل، ساخت مثالی گاوئرز نبود. روشن

برای فوریه اند، آنالیز نوع از که شبه تصادفی بودن، مفاهیم می داد نشان که دارد) شد ذکر قبلا که وایس

از دیگری مفهوم کردن وارد به اقدام او درنتیجه و نامناسب اند بیشتر و چهار طول با تصاعدها کنترل

مفاهیم بعضی همچنین و کرا و اوست مکعبی میانگین های با نزدیکی بسیار ارتباط (که یکنواختی

و کمی صورت اثبات زمین مانده بر کار بودند. کار این مناسب که کرد دارد) ابرگراف ها نظم پذیری

محدودیت آن عمدۀ (دلیل آمد در آب از دشوار بی اندازه کار این انجام بود. دوگانه حالت این دقیق

بود تسیگلر و اوست‑کرا کارهای شبیه بسیاری جهات از و بود) حالت این در فوریه تبدیل کاربرد

از گاوئرز اما، کنند. مجهز مشخصه عامل های با را پوچ سیستم ها جبری ساختار می خواستند که

قضیۀ مانند جمعی ترکیبیات از مهمی قضیه های با فوریه آنالیز تحلیلی ابزارهای کردن ترکیب طریق

سیستم های «منظم سازی» مشابه برنامۀ در فورستنبرک که توسیع هایی برج با ارتباطی سلسله مراتب این می رسد نظر ۲بِه

داریم. آن ها دقیق ارتباط از کمی درک حاضر حال در اگرچه باشد، داشته شد مواجه آن ها با اندازه حافظ
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چیست؟/تائو خوب ریاضیات ۱۴۲

نمونه برای دارد؛ جذابی داستان خودش برای هم قضیه ها این (تاریخچۀ بالوگ۲‑سمرِدی و فرایمان۱

خلاقیتی و مهارت با توانست جدید، ترکیبیاتی و احتمالاتی روش چند با توأم ببینید)، را [۳۵]

وان قضیه های به نسبت قوی ای فوق العاده کمی کران های به ویژه و یابد دست هدف این به فوق  العاده
آورد.۳ به دست سمرِدی و واردن در

استفادۀ با یکی است: آمده به دست سمرِدی قضیۀ برای هم تراز اثبات چهار اینکه، خلاصه

یکی و ابرگراف، نظریۀ از استفاده با یکی ارگودیک، نظریۀ از استفاده با یکی ترکیبیات، از مستقیم

می شد احساس هنوز اثبات، همه این وجود با اما، جمعی. ترکیبیات و فوریه آنالیز از استفاده با هم

در را تصاعدها نمی توان رویکردها این از هیچ یک با ،مثلا است؛ ناقص نتیجه این از ما فهم که

فوریه، روش می توان (اما دارد. تُنُکی اول، اعداد دنبالۀ که دلیل این به عمدتاً کرد، ردیابی اول اعداد

نامتناهی تعداد وجود اثبات برای را هاردی‑لیتل وود‑ویناگرادف، دایرۀ روش دقیق تربگوییم، یا

می توان هم بیشتری خیلی زحمت با و [۳۶] کاربرد به اول اعداد مجموعۀ در سه طول با تصاعد

مفاهیم از استفاده با ، [۱۵] گرین اما، (.[۱۹] کرد بررسی حدودی تا را چهار طول با تصاعدها وجود

پرداخت)، نخواهیم آن به اینجا در و است دیگری جالب داستان (که هارمونیک آنالیز در تحدید نظریۀ

عنوان به را، رات قضیۀ مشابه و چگال اند «انگار» که بگیرید نظر در طوری را اول اعداد توانست

توجه جالب چیزی کار، این آورد. به دست اول اعداد از چگال زیرمجموعه های برای خاص، حالت

در را حسابی تصاعدهای ردیابی امکان که بود نسبی سمرِدی قضیۀ یک وجود آن و ساخت محتمل را

اول، اعداد چگال زیرمجموعه های مانند صحیح، اعداد از غیر مجموعه هایی چگال زیرمجموعه های

تصادفی مجموعه های از چگال زیرمجموعه های برای رات نسبی قضیۀ از نمونه ای هم، عملا می دهد.

.[۲۱] بود آمده گراف نظریۀ نوشته های در قبلا تُنک، بسیار

گاوئرز ترکیبیاتی و تحلیلی روش های نسبی سازی کار به دست گرین۵ بن با مشترک۴ پژوهشی در

با شدیم. «شبه تصادفی» و تُنُک تصادفی مجموعه های چگالِ زیرمجموعه های مانند زمینه هایی در

مجموعه های در الگوها شمارش برای که بود ابرگراف نظریۀ از ملهم آن از بخشی (که فراوان تلاش

که بود [۱۶] گرین به متعلق حسابی» نظم «لم نیز دیگر بخشی و بود، یافته تطبیق به خوبی تُنُک

در موجود ثابت های بهترین قبلی رکورددار که است، ذکر شایان واردن در وان قضیۀ برای هم [۳۰] شلاه خلاقانۀ اثبات ۳

آینده در می کنم پیش بینی اما است، نشده حاصل موضوع کل در شلاه اثبات ایده های تلفیق در توفیقی هنوز بود. قضیه این
دیگر، ریاضی مهم موضوع یک با آن ها که بود مشترکاتی مسائل این به من توجه اولیۀ علت ۴ازقضا، بیفتد. اتفاق این
داستان با شگفت آور به طرزی حدس این بااین حال، بپردازیم. آن به نمی توانیم اینجا در بازهم که داشتند، کاکیا ، حدس

می کند. پیدا ارتباط یادشده، تحدید نظریۀ
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۱۴۳ (۱۴۰۱ تابستان و (بهار ۷۰ شمارۀ ،۴۱ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

که مقاله ای (در توانستیم سرانجام بود) کرده جمعی مباحث وارد را گراف نظریۀ در نظم لم ایده های

متوجه مسیر این در کنیم. ردیابی مجموعه ها این گونه در را چهار طول با تصاعدها نشده) منتشر هنوز

توسط مشخصه عامل ساختن روش های و بودیم کرده استفاده ما که نظم لم روش میان که شدیم

میانگین های بر بسیار تکیۀ با (به خصوص، آن ها در تعویضی۱ با و دارد، وجود مشابهتی اوست‑کرا

نوعی مبتنی بر که کنیم، اثبات را نسبی سمرِدی قضیۀ از رضایت بخشی صورت توانستیم مکعبی)،

مجموعه های از چگال زیرمجموعه های از دسته این که است این از حاکی تقریباً، که، بود انتقال اصل

این گرفتن کار به برای چگال اند. اصلی فضای در «که انگار» می کنند رفتار طوری تُنُک شبه تصادفی

دقیق تر (یا مناسب شبه تصادفی مجموعۀ یک در را اول اعداد بود لازم اول، اعداد مورد در قضیه
جدید۲ و مهم بسیار مقالۀ در ما، بسیار خوش اقبالی از اما کنیم؛ محصور اندازه) یک با بگوییم، است

ساخته داشتیم لازم ما که را چیزی همان تقریباً اول۳ اعداد بین فاصلۀ دربارۀ [۸] یلدُرم و گلدستون

دلخواه به حسابی تصاعدهای دارای اول اعداد که را قدیمی حدس این بالاخره توانستیم آن با و بودند،

کنیم. ثابت است بزرگ

سو، یک از می کند. پیدا ادامه مختلفی راه های به بلکه نمی رسد، پایان به نیز اینجا داستان این

مجموعه های آوردن به دست در نمونه برای دارد، وجود انتقال اصل برای بیشتری کاربردهای اکنون

دیگری خوش آتیۀ مسیر گویا. اول اعداد در چندجمله ای تصاعدهای یا گاوسی اول اعداد در خاص

یکدیگر به را ارگودیک نظریۀ و ابرگراف، فوریه، آنالیز نوع از روش های که است این پژوهش برای

مباحث سایر در (که ابرگراف و گراف نظریۀ از متناهی وار روایت های ابداع برای مثلا کنیم، نزدیک

مسیر ارگودیک. نظریۀ از متناهی وار روایت های یا دارد) کاربرد نیز خاصیت، آزمون نظیر ریاضیات،

که بسازیم طوری می کنند کنترل ارگودیک نظریۀ در را بازگشت که پوچ سیستم هایی که است این سوم

کاری آن خاص مورد یک کنند؛ کنترل نیز را حسابی تصاعدهای از متناهی وار میانگین های انواع

دنباله های و اول اعداد بین همبستگی های محاسبۀ آن و آنیم مشغول به جد گرین و من که است

نامتناهی وارند، دراساس ارگودیک نظریۀ ساختارهای که بود این دلیلش مهم ترین و بود، دشوار اندکی دلایلی، به کار این ۱

رویکرد بودم کرده سعی قبلا خوشبختانه، کنیم. کار متناهی وار چارچوبی در بود لازم اول اعداد بررسی در آنکه، حال
که شد معلوم بود، ناقص زمان آن در من تلاش این هرچند [۳۴]؛ آورم در متناهی شکل به را سمرِدی قضیۀ به ارگودیک
از مقاله ای از بردیم کار به زمان آن در ما که ساختی طرز ۲ دارد. را لازم مفاهیم اول اعداد در به درد بخور کاربرد برای
با آن ها بالاخره که بودند، گرفته پس را مقاله ما، بحث به نامرتبط اشتباهی دلیل به که بود شده گرفته یلدُرم و گلدستون
از پیش که نکته ای بر است تأییدی اتفاق این کردند. اصلاح را آن [۹] پینتز از زیرکانه و جدید روش چند بردن کار به
بعدی (دقیق) آثار در استفاده ارزش تا باشد درست ریاضی اثر یک ریز به ریز که ندارد ضرورتی اصلا اینکه شد، ذکر این
پی اینجا در را آن نمی توانیم هم باز  که است دیگری جالب داستان اول اعداد بین فاصله های داستان ۳ باشد. داشته را

بگیریم.



چیست؟/تائو خوب ریاضیات ۱۴۴

اثبات منظور به است ویناگرادف) عهد روش های از استفاده (با پوچ سیستم ها توسط تولید شده

آخرین یافت. می توان اول اعداد در که مختلفی الگوهای درخصوص دقیق  تر مجانبی برآوردهای

پیشرفت همه این از بعد که است، اردوش‑توران اصلی حدس نیست، کمتر بقیه از ارزشش که مسیر

و است امیدبخش بسیار مسئله این در ، [۳] ،[۲] بورگن پیشرفت های اما است، نشده حل هم هنوز

انجامید. خواهد بیشتری تحولات به

نتیجه گیری ۳

صرفاً خوب ریاضیات مثال های بهترین که نیست این طور دیدیم، موردی مطالعۀ این در که همان طور

این مهم تر نکتۀ بلکه کنند، صدق ریاضیات کیفیت برای ذکر شده معیارهای از معیار چند یا یک در

قطعه  های داستان ، پیش رفتن با بعداً که ریاضی اند، مفصل تر داستان یک از قطعه ای آن ها که است

تاریخچۀ می توان که است این امر واقع می آورند. وجود به را خوب ریاضیات از دیگری متنوع

تکاملشان سیر مفصل، داستان های چنین از معدودی از منبعث اساساً را ریاضیات مباحث تمام

که است این من نتیجه گیری حساب، این با کرد. تلقی یکدیگر بر متقابلشان تأثیر و زمان، طول در

نمی شود سنجیده ذکرشده «خُرد» خصیصه های از خصیصه چند یا یک براساس صرفاً خوب ریاضیات

نیز «کلانی» موضوع بلکه دارند)، را بحث و پیگیری ارزش و مهم اند خصیصه ها این مسلماً (گرچه

که آن هایی چه خوب، ریاضیات قطعه  های دیگر با حد چه تا ریاضیات این آنکه و دارد وجود

می شوند، باعث را آینده مهم دستاوردهای ابداع که آن هایی یا شده اند بنا قبلی دستاوردهای روی

دیگر انواع کدام که کرد پیش بینی اطمینان با بازنگری، بدون بتوان، دشوار البته، می آیند. در جور

از قطعه یک که عبارت این می رسد نظر به با این همه، داشت. خواهند را خصیصه ای چنین ریاضیات

که دارد مضمون این به تعریف، غیرقابل هرچند مفهومی، است، دیگری» چیز به «متعلق ریاضیات

می رسد نظرم به بنابراین بیشتر. جستجوی محتاج و است بزرگ تر معمای یک از جزئی قطعه، آن

از مهمی جنبۀ اندازه همان به دست کم آتی، محتملات دربارۀ ناملموسی امیدهای چنین پیگیری که

معتقدم بنابراین ریاضی. کیفیت از ذکرشده آشکارتر و ملموس تر جنبه های که است ریاضی پیشرفت

روشن تر، قوی تر، کوتاه تر، و نظریه پردازی، مسائل، حل صرفِ از بیش چیزی خوب ریاضیات که

است لازم هستند. عالی اهداف نیز این ها همۀ گرچه استدلال هاست، ساختن دقیق تر یا ظریف تر،

وسیع تری زمینه های به خاص)، مبحث یک در آن ها اولویت مورد در بحث (و امور این انجام حین

بیشترین به است ممکن امر این زیرا باشیم، داشته توجه گیرند قرار آن ها ذیل در می توانند ما نتایج که

بینجامد. درازمدت در ریاضیات کل و مبحث، نتیجه، آن برای نفع



۱۴۵ (۱۴۰۱ تابستان و (بهار ۷۰ شمارۀ ،۴۱ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

سپاسگزاری ۴

تعداد برای کالای گیل از و نوشته این اولیه نسخۀ در اصلاحاتی پیشنهاد و مطالعه برای کیم۱ لورا از

می کنم. سپاسگزاری پیشنهاد و عمیق اصلاحات بسیاری

نویسنده دربارۀ ۵

ترکیبیات، جزئی، مشتق با دیفرانسیل معادله های هارمونیک، آنالیز شامل تائو ترِنس تحقیقات حوزۀ

میلادی، ۲۰۰۰ سال در سیلم۲ جایزۀ جمله از است، کرده کسب زیادی جایزه ها او است. اعداد نظریۀ و

سال در مک آرتور بورس و میلادی، ۲۰۰۶ سال در فیلدز مدال میلادی، ۲۰۰۲ سال در بوخنر۳ جایزۀ

را UⅭⅬA دانشگاه در ریاضیات در کالینز کارول و جیمز کرسی در حال حاضر تائو میلادی. ۲۰۰۷
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