
ریاضی اندیشۀ و فرهنگ

۱۶۹ تا ۱۶۵ صص. (۱۴۰۱ تابستان و (بهار ۷۰ شمارۀ ،۴۱ سال

یک به یک∗ تومای تابع یک از مثالی

کانای زولتان
نیکوفر اسماعیل موسی پور، منصوره ترجمۀ

doi: 10.30504/mct.2022.339 ایران) ریاضی ۱۴۰۱(انجمن ©

روی توما تابع نوع از یک به یک و پیوسته تابعی از ملموس مثالی ساختن طرز مقاله، این در چکیده.
می کنیم. بیان را حقیقی خط

مقدمه ۱

بود لازم تابع ها پیوستگی رسمی مفهوم دربارۀ زیادی نقض مثال های و مثال بعد، به نوزدهم قرن از

حقیقی تابعی توما۱ یوهانس کارل ،۱۸۷۵ سال در برهانند. اشتباه تصورات دام از را ما بتوانند تا

به توما تابع است. ناپیوسته گویا نقاط در درحالی که است، پیوسته گنگ نقاط تمام در که کرد تعریف

پیوستگی‑ ویژگی به خوبی و است معروف نیز ذرتِ بوداده»۲ «تابع متداولش، نام یا، و ریمان تابع

با حقیقی خط روی یک به یک تابعی آیا بپرسیم: است طبیعی بنابراین می دهد. نشان را ناپیوستگی

می کنیم ارائه R به R از یک به یک تناظری است. مثبت جواب دارد؟ وجود پیوستگی ویژگی همین

این به علاوه، است. ناپیوسته گویا نقاط در اما است، پیوسته درنتیجه و همانی گنگ نقاط تمام در که

را بوداده ذرتِ نوع از تابع پیوستگی است. ۱ ردۀ از بِر۳ تابع یک در نتیجه و بالایی نیم پیوستۀ تابع

آورد. دست به یاکوپستال۴ تابع با مرتبط اعداد نظریۀ از نکته ای از استفاده با می توان

یاکوپستال تابع یک به یک، تابع توما، تابع پیوستگی، کلیدی: کلمات و عبارات
۱۳۹۹/۶/۲۷ پذیرش: تاریخ ۱۳۹۹/۵/۱۲؛ دریافت: تاریخ ترویجی؛ مقاله: نوع

∗Kánnai, Z., A one-to-one popcorn function, Amer. Math. Monthly, 124 (2017), 746–748.
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یک به یک/کانای تومای تابع یک از مثالی ۱۶۶

ضابطۀ با d : R → R دیریکلۀ تابع

d(x) =

{
۱ گویا x
۰ گنگ x

ضابطۀ با t : [۰, ۱] → R توما تابع نیست. پیوسته حقیقی خط از نقطه ای هیچ در

t(x) =

{
۰ گنگ x
۱
q اول اند هم به نسبت q و p و x = p

q

نقاط مجموعۀ که (می دانیم است ناپیوسته گویا نقاط تمام در و است پیوسته گنگ نقاط تمام در

تابعی بنابراین، است. بسته، مجموعه های از شمارا اجتماع یعنی ،Fσ همیشه تابع هر ناپیوستگی

چنین ساختن فکر ندارد). وجود باشد، ناپیوسته گنگ نقاط همۀ در و پیوسته گویا نقاط همۀ در که

توجه است. پیوستگی مفهوم از دقیق تصور و ترسیمی گمراه کننده تصور بین تفاوت برمبنای توابعی

هر در که است R به R از یک به یک تناظری از خاص مثالی h(x) = x + d(x) تابع که کنید

دوسویی یک آوردن دست به برای طبیعی روشی که داریم انتظار ازاین رو است. ناپیوسته حقیقی x

مشابه تناظر متأسفانه، باشد. ناپیوسته گویا نقاط در و پیوسته گنگ نقاط در که باشد داشته وجود

مثال اما (.۳/۸ تصویر هم و است ۱/۴ تصویر هم ۱/۲ ،مثلا) نیست دوسویی x → x+ t(x)

گنگ نقاط در که می کنیم تعریف را f : R → R دوسویی تابع می کند. برآورده را ما خواستۀ بعدی

نقاط همۀ در همچنین و ناپیوسته گویا نقاط در و پیوسته گنگ نقاط در می دهیم نشان و است همانی

است. بالایی نیم پیوستۀ

ساخت طرز ۲

q ∈ N هر برای باشد. صحیح اعداد تمام مجموعۀ Z و مثبت صحیح اعداد مجموعۀ N گیریم

بنویسید

Hq :=

{
p

q
: اول اند هم به نسبت q و |p| و p ∈ Z

}
.

و H۱ = Z که کنید توجه
∞∪
q=۱

Hq = Q

کنیم فرض می کنیم: وارد فهرستی در زیر ترتیبِ با را Hq مجموعۀ اعضای است. Q برای افرازی

اکنون است). تنها۱ نقاط شامل Hq که کنید (توجه باشد Hq نامنفی عضو کوچک ترین a۰(q)
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صعودی ترتیب با هستند a۰(q) از بزرگ تر که را Hq از اعضایی

a۱(q) < a۲(q) < a۳(q) < · · ·

نزولی به صورت گام به گام را Hq مجموعۀ منفی اعضای و

a−۱(q) > a−۲(q) > a−۳(q) > · · ·

f : R → تابع است). صعودی Z روی k → ak(q) تناظر (بااین حال، می کنیم وارد فهرستی در

می کنیم تعریف زیر به صورتِ را R

f(x) =

{
x گنگ x
an+۱(q) ,n)ای q) ∈ N× N برای x = an(q)

درموردِ نابدیهی موضوع تنها است. دوسویی R روی به وضوح و همانی، R \ Q روی تابع این

تابع ویژگی های به هدف، این به دستیابی برای است. گنگ نقاط در f پیوستگی اثبات تابع، این

داریم. نیاز یاکوپستال

یاکوپستال تابع ۳

کوچک ترین g(n) گیریم کرد: تعریف به  این صورت را تابعی [۲] یاکوپستال ارنست ،۱۹۶۰ سال در

اولی صحیح عدد شامل متوالی، صحیح عدد m از دنباله هر به گونه ای که باشد mای صحیح عدد

نسبت که است متوالی صحیح اعداد بین فاصلۀ بزرگ ترین g(n) به عبارت دیگر، است؛ n به نسبت

خنریک ،۱۹۷۸ سال در می نامند. یاکوپستال تابع را g : N → N تابع این باشند. اول n به

داریم n مانند مثبتی و صحیح عدد هر برای که [۲] داد نشان ایوانیتس۱

g(n) ≤ Clog۲n

بنابراین است. مناسب ثابتی C آن در که

lim
n→∞

g(n)

n
= ۰.
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یک به یک/کانای تومای تابع یک از مثالی ۱۶۸

f تابع تومای نوع پیوستگی اثبات ۴

بین فاصلۀ هستند، اول q ∈ N معین عدد به نسبت که صحیحی اعداد میان در g(n) تعریف بنابه

متوالی عضو دو بین فاصلۀ بنابراین دارد. g(q) مثل کرانی اول هم به نسبت متوالی صحیح عدد دو

داریم q ∈ N و n ∈ Z هر برای به ویژه، است. g(q)/q به کران دار Hq مجموعۀ از

۱
q
≤ an+۱(q)− an(q) ≤

g(n)

q

داریم x ∈ Hq هر برای یعنی

۱
q
≤ f(x)− x ≤ g(q)

q
.

فرض است. ناپیوسته گویا نقاط در f که می دهیم نشان ابتدا گویا نقاط در تابع ناپیوستگی
در که تخمینی آخرین با اکنون .x ∈ Hq دارد که وجود qای اندیس در این صورت .x ∈ Q کنید

در f تابع تحت y ∈ (x− ۱
۲q , x+ ۱

۲q ) گنگ نقطۀ هر تصویر که می شود نتیجه آمد به دست بالا

است. ناپیوسته x در f یعنی دارد. قرار (f(x)− ۱
۲q , f(x) +

۱
۲q ) بازۀ از خارج

رابطۀ بنابه باشد. دلخواهی مثبت عدد ε و x ∈ R گیریم limy→x f(y) = x رابطۀ اثبات
باشیم داشته q ≥ q۰ هر برای که کرد انتخاب طوری می توان را q۰ اندیس ،g یاکوپستال تابع حدی

g(q)

q
<

ε

۲
.

را δ ≤ ε/۲ مثبت شعاع بنابراین هستند، متناهی۱ موضعاً x حول Hq مجموعه های همۀ چون

باشیم داشته q < q۰ هر برای که کرد پیدا طوری می توان

((x− δ, x+ δ) \ {x}) ∩Hq = ∅.

f(y) = y آنگاه باشد، گنگ y اگر می گیریم. درنظر را y ∈ (x− δ, x+ δ)\{x} دلخواه ثابت

.|x− f(y)| < δ < ε از این رو می ماند، باقی همسایگی همان در

،y ∈ (x−δ, x+δ) چون .y ∈ Hq ،q مانند مناسب اندیسی برای آنگاه باشد، گویا y اگر

بنابراین .q ≥ q۰ داریم δ انتخاب نحوۀ به توجه با پس

۰ < f(y)− y ≤ g(q)

q
<

ε

۲
.
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درنتیجه

|x− f(y)| ≤ |x− y|+ |y − f(y)| < ε

۲
+

ε

۲
= ε

.limy→x f(y) = x ،x ∈ R هر برای می دهد نشان که

حد پس است؛ بالایی نیم پیوستۀ f که می شود نتیجه بی درنگ ،f(x) ≥ x چون بنابراین،

در f پس ،f(x) = x داریم x ∈ R \Q نقطۀ هر برای است. پیوسته توابع از دنباله ای نقطه ای

است. پیوسته گنگ نقاط همۀ

(با نمونه این در جزئی تغییر یک با که کنید توجه می نامیم. توما‑یاکوپستال تابع را f تابع این

نیم پیوسته دیگر اما شد، خواهد [ خودوارون] برگشتی به دست آمده تابع ،(Hq هر در دوبه دو جابه جایی

می توان را آن از این رو است، شیری»۱ راه «کهکشان به شبیه تابع این نمودار الگوی نیست. بالایی

نامید. نیز شیری» «راه تابع
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