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دستگاه های در آشوب برای متداول تعریف پنج بررسی و معرفی مقاله این در ما هدف چکیده.
را آشوب که تعریف، پنج این است. فشرده بازه های روی یکدیگر با آن ها مقایسۀ و گسسته دینامیکی
ω‑آشوب، توپولوژیک، آشوب لی‑یورک، آشوب از: عبارت اند می کنند، توصیف مختلف زوایای از

دیوینی. آشوب و بلاک‑کاپل، آشوب

اولیه تعریف های و مقدمه ۱

پدیدۀ می گیرد. قرار بررسی مورد پیچیده دینامیکی دستگاه یک در که است ویژگی های از یکی آشوب

تعریف بدون آشوب، اولیه ایدۀ می شود. مشاهده نیز ساده بسیار نگاشت های رفتار در حتی آشوب

همین به و است گرفته نشأت علوم شاخه های دیگر و فیزیک در تجربی آزمایش های از اصطلاح، این

گسسته دینامیکی دستگاه های در «آشوب» اصطلاح گرچه ندارد. وجود آن از واحدی تعریف علت

انتشار مفهوم این توسعۀ دلایل از یکی بردند، کار به [۱۷] در ۱۹۷۵ سال در یورک و لی اولین بار را

زبان (به شارکوفسکی نوشتۀ خودش به حقیقی خط از پیوسته نگاشت یک دورهای وجود مقالۀ

یافت گسترش آشوبناک دینامیک به علاقه بیستم قرن دوم نیمۀ در .[۱۸] است ۱۹۶۴ در روسی)

برجسته آثار از برخی گرفت. صورت آشوب از ریاضی دقیق تعریف بیان  برای زیادی تلاش های و

[۱۲] آشوبناک دینامیک بر مقدمه  ای کتاب انتشار با .[۲۱ ،۱۱ ،۱۰] از عبارت اند زمینه این در

گرفت. قرار ریاضی جامعه توجه مورد آشوب موضوع ۱۹۸۶ سال در دیوینی نوشتۀ

گسسته دینامیکی دستگاه های در آشوب از مختلف تعریف پنج بررسی مقاله این در ما هدف

ω‑آشوب لی‑یورک، آشوب دیوینی، آشوب توپولوژیک، آشوب بلاک‑کاپل، آشوب کلیدی: کلمات و عبارات
۱۴۰۱/۴/۶ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۰/۹/۲۷؛ دریافت: تاریخ مروری؛ مقاله: نوع
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منابع در نیز آشوب از دیگری تعریف های البته است؛ ریاضی دانان استفادۀ مورد معمولا که است

کنیم. بررسی و مطرح را تعریف ها این متداول ترین که است این بر ما تلاش دارد. وجود تخصصی

را تعریف ها کرده ایم. بیان ۶ تا ۲ بخش های در را تعریف ها این ویژگی های از بعضی و تعریف ها

،۷ بخش آخر، بخش در و بیان فشرده متری فضاهای یا متری فضاهای روی و کلی حالت برای

طرح و مطلب شدن طولانی از اجتناب برای کرده ایم. بررسی فشرده بازه های روی را آن ها رابطۀ 

آورده ایم. نیفتیم، دور اصلی بحث از که آنجا تا را، احکام بعضی اثبات ریاضی، پیچیدۀ مفاهیم

X فضای از پیوسته، دینامیکی دستگاه یک می کنیم. یادآوری را اولیه مفاهیم و تعاریف ابتدا،

تشکیل t ∈ R+ یا t ∈ R برای {f t : X → X} نگاشت های از تک پارامتری خانوادۀ یک و

معادلۀ جواب های مثال، برای می کنند. صدق f۰ = id و f t+s = f t ◦ f s شرط در که می شود

f : Rn → Rn) می کنند تعریف پیوسته دینامیکی دستگاه یک x′(t) = f(x) دیفرانسیل

نگاشت و X ناتهی مجموعۀ از است مرکب گسسته دینامیکی دستگاه یک است). C۱ در نگاشتی

نیز گسسته دینامیکی دستگاه یک در ،F ۰ = id و Fn = F ◦Fn−۱ تعریف با .F : X → X

مجموعۀ ،x ∈ X برای است. برقرار m,n ∈ N∪{۰} به ازای هر Fm+n = Fm ◦Fn رابطۀ

نقطۀ یک x نقطۀ می نامیم. F تحت x مدار۱ را OF (x) = {x, F (x), . . . , F n(x), . . .}

.Fn(x) = x به طوری که باشد داشته وجود n مانند طبیعی ای عدد هرگاه است Fنگاشت تناوبی۲

اگر می گوییم تناوبی نهایتاً را x نقطۀ می نامیم. x تناوب۳ دورۀ  را ویژگی این با n کوچک ترین

نقطۀ یک را x ∈ X نقطۀ باشد، متری فضای X اگر باشد. متناهی مجموعۀ یک OF (x)

باشد داشته وجود فضا در z مانند تناوبی نقطۀ یک ε > ۰ هر برای اگر می نامیم تناوبی۴ تقریباً

اگر می نامیم F‑ناوردا۵ را X از A زیرمجموعۀ .lim sup
n→∞

d(Fn(x), Fn(z)) < ε به طوری که

.F (A) ⊆ A

دستگاه با F : X → X دینامیکی دستگاه باشند. متری فضای دو Y و X می کنیم فرض

وجود ϕ : X → Y پوشای و پیوسته نگاشت اگر است نیم مزدوج۶ G : Y → Y دینامیکی

ϕ درحالتی که گوییم. نیم تزویج نگاشت را ϕ در این صورت، .ϕ◦F = G◦ϕ به طوری که باشد داشته
تزویج۷ نگاشت را آن باشد پیوسته) وارون با وارون پذیر و پیوسته تابعی (یعنی همسان ریختی یک

می گوییم. مزدوج را دستگاه دو و
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برای می دهیم. نمایش Σ با به اختصار یا و Σ۲ با را ۱ و ۰ نماد دو با دنباله ها همه  مجموعۀ

در که d(u, s) = ۱
۲k می کنیم تعریف Σ به متعلق s = (s۰s۱s۲ · · · ) و u = (u۰u۱u۲ · · · )

تعریف آنگاه باشد، نداشته وجود اندیسی چنین اگر .uk ̸= sk که است اندیسی کوچک ترین k آن

ضابطۀ با σ : Σ → Σ نگاشت می نامیم. دنباله ها۱ فضای را (Σ, d) زوج .d(u, s) = ۰ می کنیم

نماد است. پیوسته نگاشت این می گوییم؛ انتقال۲ نگاشت را σ(s۰s۱s۲ · · · ) = (s۱s۲ · · · )

نمایش در anan+۱ · · · an+k بلوک که معناست این به (s۰s۱ · · · sn−۱anan+۱ · · · an+k)

.σn(a۱a۲ · · · an) = (a۱a۲ · · · an) که است بدیهی است؛ شده تکرار بالا

لی ‑یورک آشوبِ ۲

قضیۀ [۱۷] می دهد نتیجه را آشوب سه، تناوب دورۀ عنوان با مقاله ای در یورک و لی ۱۹۷۵ سال در

کردند. ثابت را زیر

وجود a ∈ J عدد کنید فرض باشد. پیوسته F : J → J و بازه یک J کنید فرض .۱ .۲ قضیه

نابرابری در d = F ۳(a) و ،c = F ۲(a) ،b = F (a) به طوری که دارد

d ≤ a < b < c (d ≥ a > b > c)

در این صورت، صدق کنند.

دارد. وجود k تناوب دورۀ  با تناوبی نقطه ای k ∈ N هر برای (۱)

شرایط در که دارد وجود نیست) تناوبی نقطۀ هیچ شامل ( که S ⊆ J ناشمارای مجموعۀ (۲)

می کند. صدق زیر

،p ̸= q شرط با p, q ∈ S هر برای (الف)

lim sup
n→∞

|Fn(p)− Fn(q)| > ۰

و

lim inf
n→∞

|Fn(p)− Fn(q)| = ۰;

،q ∈ J تناوبی نقطۀ هر و p ∈ S هر برای (ب)

lim sup
n→∞

|Fn(p)− Fn(q)| > ۰.
1sequence space 2shift map
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هر برای آشوبناک رفتار که می دهد نشان ۱ .۲ قضیۀ که می شوند متذکر [۱۷] در یورک و لی 

به و کرده رشد متوالی نسل چند یا یک در جمعیت اندازۀ آن در که شرایطی هر در تفاضلی معادلۀ

می شود. ظاهر یابد، کاهش پایین تر یا اولیه سطح به سپس و رسیده خود ناپایدار اندازۀ بیشترین

فشردگی شرط هرچند شد؛ مطرح فشرده متری فضاهای در لی‑یورک مفهوم به آشوب به این ترتیب،

می سازد. فراهم را بیشتری خواص بررسی امکان آن وجود ندارد، ضرورت تعریف این در

باشد. پیوسته نگاشتی F : X → X و فشرده متری فضای (X, d) کنید فرض .۲ .۲ تعریف

به طوری که x, y ∈ S هر برای اگر می نامند درهم ریخته۱ مجموعۀ یک را S ⊆ X زیرمجموعۀ

باشد. برقرار زیر شرط سه p ∈ X تناوبی نقطۀ هر و x ̸= y

lim؛ sup
n→∞

d(Fn(x), Fn(y)) > ۰ (الف)

lim؛ inf
n→∞

d(Fn(x), Fn(y)) = ۰ (ب)

.lim sup
n→∞

d(Fn(x), Fn(p)) > ۰ (پ)

اگر می شود نامیده (L/Y‑آشوبناک) آشوبناک لی‑یورک مفهوم به F : X → X نگاشت اکنون

باشد. داشته وجود S ⊆ X درهم ریختۀ ناشمارای زیرمجموعۀ

دو y و x اگر [۲۸ لم ،۶ بخش ،۱۰] بنابر زیرا است زائد بالا تعریف در (پ) شرط .۳ .۲ ملاحظه

آنگاه باشند، تناوبی تقریباً نقطۀ

یا ،lim sup
n→∞

d(Fn(x), Fn(y)) = ۰ (۱)

.lim inf
n→∞

d(Fn(x), Fn(y)) > ۰ (۲)

آن حذف با که دارد تناوبی تقریباً نقطۀ یک حداکثر (ب) و (الف) شرایط  با S مجموعه بنابراین،

می کند. صدق نیز (پ) شرط در جدید مجموعۀ S مجموعۀ از

که دید می توان یکنواخت اند پیوسته  فشرده، متری فضاهای روی پیوسته نگاشت های چون

G : Y → Y و F : X → X اگر در واقع، می شود. حفظ تزویج تحت L/Y‑آشوب شرایط

و ناشمارا زیرمجموعه ای S ⊆ X و باشند یکدیگر مزدوج ϕ : X → Y تزویج نگاشت تحت

است؛ Y از درهم ریخته ای ناشمارای زیرمجموعۀ نیز ϕ(S) ⊆ Y آنگاه باشد، X از درهم ریخته

آنگاه ،lim sup
n→∞

d(Gn(ϕ(x۱)), G
n(ϕ(x۲))) = ۰ که باشند چنان ϕ(x۲) و ϕ(x۱) اگر زیرا

1scrambled
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داریم ،ϕ ◦ Fn = Gn ◦ ϕ اینکه به توجه با

lim sup
n→∞

d(ϕ(Fn(x۱)), ϕ(F
n(x۲))) = ۰. (۱ .۲)

،ϕ−۱ : Y → X نگاشت یکنواختِ پیوستگی تعریف از مفروض، ε > ۰ به ازای اکنون

وجود N۰ ∈ N عدد که می دهد نشان (۱ .۲) رابطۀ می آوریم. به دست را δ > ۰ مقدار

هر برای پس .d(ϕ(Fn(x۱)), ϕ(F
n(x۲))) < δ ،n ≥ N۰ هر برای به طوری که دارد

که است معنی این به رابطه این .d(Fn(x۱), F
n(x۲)) < ε می گیریم نتیجه n ≥ N۰

است. تناقض در S مجموعۀ درهم ریخته بودن فرض با که lim sup
n→∞

d(Fn(x۱), F
n(x۲)) = ۰

می شود. انجام مشابه به طور نیز (ب) شرط بررسی

نگاشت k ∈ N هر برای در این صورت، باشد. فشرده متری فضای (X, d) کنید فرض .۴ .۲ گزاره

F k : X → X نگاشت اگر فقط و اگر است L/Y−آشوبناک نگاشتی F : X → X پیوستۀ

باشد. L/Y−آشوبناک نگاشتی

صورت، این در است. L/Y‑آشوبناک نگاشت یک F : X → X می کنیم فرض اثبات.

صدق ۲ .۲ تعریف از (ب) و (الف) شرط های در که دارد وجود S ⊆ X ناشمارای زیرمجموعۀ

فرض هست. نیز F k نگاشت برای درهم ریخته زیرمجموعه  ای S ⊆ X می دهیم نشان می کند.

به طوری که باشند داشته وجود x, y ∈ S می کنیم

lim sup
n→∞

d(F kn(x), F kn(y)) = ۰. (۲ .۲)

،F i : X → X توابع یکنواخت پیوستگی تعریف از را ۰ < δ < ε ابتدا داده شده، ε > ۰ برای

N ∈ N طبیعی عدد ،δ این به ازای ،(۲ .۲) به توجه با اینک می کنیم. تعیین ،۱ ≤ i ≤ k − ۱

هر برای در نتیجه، .d(F kn(x), F kn(y)) < δ ،n > N هر برای به طوری که دارد وجود

برای به ویژه، .d(F i(F kn(x)), F i(F kn(y))) < ε داریم n > N هر و ۱ ≤ i ≤ k − ۱

با که lim sup
n→∞

d(Fn(x), Fn(y)) = ۰ پس، .d(Fn(x), Fn(y)) < ε ،n > kN هر

است. تناقض در ۲ .۲ تعریف در (الف) شرط

دارد وجود (ni)i≥۰ مثل صعودی اکیداً دنبالۀ ،۲ .۲ تعریف در (ب) شرط از همچنین،

به طوری که

lim
i→∞

d(Fni(x), Fni(y)) = ۰. (۳ .۲)
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ni = kℓi+r داریم niها از نامتناهی تعداد برای به طوری که دارد وجود ۰ ≤ r ≤ k−۱ ثابت پس

نگاشت  یکنواخت پیوستگی تعریف از را δ > ۰ مفروض، ε > ۰ برای دوباره .ℓi ≥ ۱ آن در که

به طوری که دارد وجود N ∈ N عدد که می شود نتیجه (۳ .۲) از می کنیم. تعیین F k−r : X → X

در نتیجه، و d(Fni(x), Fni(y)) < δ ،i > N هر برای

d(F k(ℓi+۱)(x), F k(ℓi+۱)(y)) = d(F k−r(Fni(x)), F k−r(Fni(y))) < ε.

می شود. ثابت حکم پس ،lim inf
n→∞

d(F kn(x), F kn(y)) = ۰ که می دهد نشان اخیر رابطۀ

F : X → X آنگاه باشد، L/Y‑آشوبناک نگاشت یک F k : X → X اگر اینکه اثبات

است. بدیهی زیر روابط به توجه با است، L/Y‑آشوبناک نگاشت یک نیز

۰ < lim sup
n→∞

d(F kn(x), F kn(y)) ≤ lim sup
n→∞

d(Fn(x), Fn(y))

و

lim inf
n→∞

d(Fn(x), Fn(y)) ≤ lim inf
n→∞

d(F kn(x), F kn(y)) = ۰.

این از است. سودمند L/Y آشوب بررسی برای زیر گزاره ٔ باشد، فشرده بازه ای X که حالتی در

کرد. خواهیم استفاده نیست، L/Y‑آشوبناک که نگاشتی از مثالی بیان برای ۷ بخش در گزاره

پیوستۀ نگاشت در این صورت، باشد. فشرده بازه ای  I کنید فرض .([۴ .۳ گزارۀ ،۴]) ۵ .۲ گزاره

که باشد داشته وجود I در نقطه ای اگر فقط و اگر است L/Y−آشوبناک نگاشتی F : I → I

نیست. تناوبی تقریبا

توپولوژیک آشوب ۳

گرفته درنظر آشوبناک دستگاهی مثبت توپولوژیکِ آنتروپی با دستگاه یک ریاضی، دیدگاه از معمولا

فشرده دینامیکی دستگاه های آشوب، کلمه ذکر بدون [۱۴] در فورستنبرک ،[۹] به توجه با می شود.

بررسی ضمن ،[۱۵] در بعدها است. کرده ذکر «قطعی»۱ عنوان تحت را صفر توپولوژیکِ آنتروپی با

اصلی معیار به عنوان را مثبت توپولوژیک آنتروپی آمد، خواهد ۶ بخش  در که دیوینی، از تعریفی
1deterministic
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نام (به آشوب برای تعریفی به منزلۀ مثبت توپولوژیک آنتروپی به این ترتیب، کردند. مطرح آشوب

میزان می توان است، عددی کمیتی توپولوژیک آنتروپی چون است. شده پذیرفته توپولوژیک) آشوب

توپولوژیک، آنتروپی از استفاده با می توان به عبارت دیگر، کرد؛ مشخص را دستگاه یک آشوبناکی

کرد. مقایسه هم با را دستگاه دو آشوبناکی

باشد. فشرده توپولوژیک فضای X می کنیم فرض می آوریم. را توپولوژیک آنتروپی تعریف ابتدا

X برابر آن ها اجتماع هرگاه است X باز پوشش یک α مانند X باز زیرمجموعه های از گردآیه ای

پوشش دو هر به ازای باشد. α از عضوی β عضو هر هرگاه است α زیرپوشش یک β پوشش باشد.

یک X چون .B ∈ β و A ∈ α که است A∩Bها همۀ از گردآیه ای α∨β الحاق۱ ،β و α باز

مینیمم N(α) کنید فرض است. متناهی زیرپوشش دارای آن باز پوشش هر است، فشرده فضای

تعریف H(α) = logN(α) به صورت α پوشش آنتروپی باشد. α زیرپوشش هر اعضای تعداد

عضو هر به ازای اینکه به توجه با آنگاه باشند، X باز پوشش دو β و α اگر که کنید توجه می شود.

داریم بنابراین ،C ⊆ A که دارد وجود α ∨ β در C مانند عضوی ،α از A

H(α) ≤ H(α ∨ β). (۱ .۳)

تعریف حالا باشد. X برای باز پوششی α و پیوسته نگاشتی F : X → X می کنیم فرض

می کنیم

F−۱α = {F−۱(A) : A ∈ α}

و

h(F, α) = lim
n→∞

H(α ∨ F−۱α ∨ · · · ∨ F−n+۱α)

n
;

مانند پیوسته ای نگاشت توپولوژیک آنتروپی دارد. وجود ،[۱۰] از ۸ بخش در ۱ لم بنابر حد، این

می کنیم. تعریف h(F ) = sup
α

h(F, α) به صورت را F : X → X

F : X → X پیوستۀ نگاشت باشد. فشرده متری فضای یک X کنید فرض .([۹]) ۱ .۳ تعریف

باشد. مثبت F نگاشت توپولوژیک آنتروپی اگر می نامند توپولوژیک۲ آشوبناک را

بدیهی .α < β می نویسیم گیرد قرار α باز پوشش از عضوی در β باز پوشش عضو هر اگر

1join 2topologically chaotic
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باشند، X باز پوشش دو β و α اگر وانگهی، .F−۱α < F−۱β آنگاه ،α < β اگر که است

آنگاه

F−۱(α ∨ β) = F−۱α ∨ F−۱β. (۲ .۳)

اگر است Y برای بازی پوشش α آنگاه باشد، همسان ریختی ϕ : X → Y اگر می دانیم همچنین،

بنابراین، باشد. X برای باز پوشش ϕ−۱(α) اگر فقط و

H(α) = H(ϕ−۱(α)). (۳ .۳)

داریم α باز پوشش هر برای ،(۲ .۳) از استفاده با اکنون،

h(F k) ≥ h(F k, α ∨ F−۱α ∨ · · · ∨ F−k+۱α)

= lim
n→∞

k
H(α ∨ F−۱α ∨ · · · ∨ F−k+۱α ∨ F−kα ∨ · · · ∨ F−nk+۱α)

kn

= kh(F, α).

پوشش α که است ,h(F هایی α) همۀ برای بالا کران یک ۱
kh(F

k) که می دهد نشان اخیر رابطۀ

بنابراین، است. X برای بازی

h(F k) ≥ kh(F ). (۴ .۳)

داریم از سوی دیگر،

α ∨ (F k)−۱α ∨ · · · ∨ (F k)−n+۱α < α ∨ F−۱α ∨ F−۲α ∨ · · · ∨ F−nk+۱α.

داریم ،(۱ .۳) به توجه با بنابراین،

h(F ) ≥ h(F, α) = lim
n→∞

H(α ∨ F−۱α ∨ · · · ∨ F−nk+۱α)

kn

≥ lim
n→∞

H(α ∨ (F k)−۱α ∨ · · · ∨ (F k)−n+۱α)

kn

=
h(F k, α)

k
.
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داریم مشابه استدلالی با از این رو،

h(F ) ≥ h(F k)

k
. (۵ .۳)

می شود نتیجه (۵ .۳) و (۴ .۳) نابرابری دو از

h(F k) = kh(F ). (۶ .۳)

توپولوژیک آشوبناک F k اگر فقط و اگر است توپولوژیک آشوبناک F ،k ∈ N هر برای بنابراین،

G : Y → Y و F : X → X نگاشت دو اگر ،(۳ .۳) و (۲ .۳) روابط به توجه با وانگهی، باشد.

داریم ،Y از α باز پوشش هر برای آنگاه باشند، مزدوج ϕ : X → Y تزویج نگاشت تحت

h(G,α) = lim
n→∞

H(α ∨G−۱α ∨ · · · ∨G−n+۱α)

n

= lim
n→∞

H(ϕ−۱(α ∨G−۱α ∨ · · · ∨G−n+۱α))

n

= lim
n→∞

H(ϕ−۱α ∨ ϕ−۱(G−۱α) ∨ · · · ∨ ϕ−۱(G−n+۱α))

n

= lim
n→∞

H(ϕ−۱α ∨ F−۱(ϕ−۱α) ∨ · · · ∨ F−n+۱(ϕ−۱α))

n

= h(F, ϕ−۱α) ≤ h(F ).

.h(F, α) ≤ h(G) داریم X از α باز پوشش هر برای مشابه به طور .h(G) ≤ h(F ) بنابراین،

.h(F ) = h(G) پس،

توپولوژیک آنتروپی و بلاک‑کاپل مفهوم به آشوب بین رابطۀ یافتن برای ۷ بخش در زیر قضیۀ  از

کرد. خواهیم استفاده

عدد q پیوسته، نگاشتی F : I → I فشرده، بازۀ  I کنید فرض .([۱ .۱ قضیۀ ،۲۳]) ۲ .۳ قضیه

دورۀ  با تناوبی نقطه ای F در این صورت، باشد. نامنفی صحیح عدد p و ۱ از بزرگ تر و فرد طبیعی

باشد. مثبت F توپولوژیک آنتروپی اگر فقط و اگر دارد q × ۲p تناوب

ω‑آشوب ۴

می کنیم بررسی را آن خواص از برخی و بیان را ω‑آشوب نام با آشوب از دیگری تعریف بخش این در
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فشرده، بازۀ روی پیوسته توابع برای که است این در لی‑یورک آشوب با تعریف این تمایز وجه .[۱۶]

نیست. این گونه لی‑یورک آشوب درحالی که است، معادل مثبت توپولوژیک آنتروپی با ω‑آشوب

پرداخت. خواهیم مباحث این به ۷ بخش در

همچنین، باشد. پیوسته نگاشتی F : X → X و فشرده متری فضای یک X می کنیم فرض

یعنی باشد؛ F نگاشت تحت x ω‑حدی۱ نقاط مجموعۀ ω(x, F ) و x ∈ X می کنیم فرض

که می کنیم یادآوری است. همگرا آن به (Fn(x))n≥۱ از زیردنباله ای که نقاطی همه  مجموعۀ

یکی ω‑حدی مجموعه های جالب خواص از است. F تحت ناوردا و بسته مجموعه ای ω(x, F )

نگاشت با F : X → X پیوستۀ نگاشت و باشند فشرده متری فضای دو Y و X اگر که است این

داریم x ∈ X هر برای آنگاه باشد، نیم مزدوج ϕ : X → Y تحت G : Y → Y پیوسته

ϕ (ω(x, F )) = ω (ϕ(x), G) . (۱ .۴)

اعداد از (nk)k≥۱ صعودی دنبالۀ پس ،q ∈ ω(x, F ) کنید فرض رابطه این اثبات برای

می توانیم ϕ ◦ F = G ◦ ϕ و ϕ پیوستگی از حالا . lim
k→∞

Fnk(x) = q که دارد وجود طبیعی

.ϕ(ω(x, F )) ⊆ ω(ϕ(x), G) بنابراین، . lim
k→∞

Gnk(ϕ(x)) = ϕ(q) که بگیریم نتیجه

که دارد وجود N در (nk)k≥۱ صعودی دنبالۀ آنگاه ،z ∈ ω(ϕ(x), G) اگر حال

lim
k→∞

Gnk(ϕ(x)) = z. (۲ .۴)

که دارد وجود (Fnk(x))k≥۱ از زیردنباله ای است، فشرده X و Fnk(x) ∈ X چون طرفی، از

(Fnk(x))k≥۱ همان نظر مورد زیردنبالۀ می کنیم فرض است. همگرا x۰ مانند X از نقطه ای به

داریم نیم تزویج خواص و ϕ پیوستگی از دوباره، .x۰ ∈ ω(x, F ) پس، باشد.

lim
k→∞

Gnk(ϕ(x)) = ϕ(x۰). (۳ .۴)

.z = ϕ(x۰) ∈ ϕ(ω(x, F )) پس .ϕ(x۰) = z که می دهند نشان (۳ .۴) و (۲ .۴) روابط

.ω(ϕ(x), G) ⊆ ϕ(ω(x, F )) به عبارت دیگر،

ببینید؛ را [۱۰] از ۴ بخش ω‑حدی مجموعه های خواص مورد در بیشتر اطلاعات کسب برای

است. آمده باره این در اطلاعاتی [۳] در همچنین
1ω-limit
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S زیرمجموعۀ در این صورت، باشد. پیوسته F : X → X و S ⊆ X کنیم فرض .۱ .۴ تعریف

باشیم داشته x ̸= y شرط با x, y ∈ S هر برای اگر می گوییم ω‑درهم ریخته را

باشد؛ ناشمارا ω(x, F ) \ ω(y, F ) مجموعۀ (الف)

باشد؛ ناتهی ω(x, F ) ∩ ω(y, F ) مجموعۀ (ب)

باشد. غیرتناوبی نقطۀ یک حداقل شامل ω(x, F ) مجموعۀ (پ)

داشته وجود S ω‑درهم ریختۀ ناشمارای زیرمجموعۀ اگر می نامیم ω‑آشوبناک را F نگاشت اکنون

باشد.

تناوبی نقطۀ ω(x, F ) در نقطه هر اگر فشرده بازه های برای که است شده ثابت .۲ .۴ ملاحظه

در (پ) شرط حالت این در بنابراین، .[۲۰ ،۱۹] است متناهی مجموعۀ ω(x, F ) آنگاه باشد،

نیست. ضروری بالا تعریف

می شود. حفظ تزویج تحت ω‑آشوب ویژگی که می دهد نشان زیر گزارۀ 

با F : X → X پیوستۀ نگاشت و باشند فشرده متری فضای دو Y و X اگر .۳ .۴ گزاره

ω−آشوبناک نگاشتی F آنگاه باشد، مزدوج ϕ : X → Y تحت G : Y → Y پیوستۀ نگاشت

باشد. ω−آشوبناک نگاشتی G اگر فقط و اگر است

ω‑درهم ریختۀ ناشمارای زیرمجموعۀ پس است. ω‑آشوبناک نگاشت Fیک می کنیم فرض اثبات.

نگاشت اینکه به توجه با می کند. صدق ۱ .۴ تعریف در گفته شده خواص در به طوری که دارد وجود S

داریم x ̸= y که x, y ∈ S هر برای (۱ .۴) برابری از استفاده با است، پوشا و یک به یک تزویج

است؛ ناشمارا ϕ(ω(x, F ) \ ω(y, F )) = ω(ϕ(x), G) \ ω(ϕ(y), G) .۱

است؛ ناتهی ϕ(ω(x, F ) ∩ ω(y, F )) = ω(ϕ(x), G) ∩ ω(ϕ(y), G) .۲

است. غیرتناوبی نقطۀ یک حداقل شامل ϕ(ω(x, F )) = ω(ϕ(x), G) .۳

ω‑آشوبناک نگاشتی G بنابراین، است. ω‑درهم ریخته ناشمارای زیرمجموعۀ ϕ(S) ⊆ Y پس

است.

بلاک‑کاپل آشوبِ ۵

منظور، بدین می پردازیم. آن بررسی به ادامه در که دادند ارائه آشوب از دیگری تعریف کاپل و بلاک

کنیم. معرفی را متلاطم اکیداً نگاشت و متلاطم نگاشت ابتدا است لازم



ربیعی آشوب/اکبری، مفهوم بر مروری ۳۰

نامیده متلاطم۱ F نگاشت باشد. پیوسته نگاشتی F : I → I و بازه I کنید فرض .۱ .۵ تعریف

به طوری که باشند داشته وجود مشترک نقطۀ یک حداکثر با K و J فشردۀ زیربازه های اگر می شود

نداشته اشتراک هم با که کرد انتخاب به گونه ای بتوان را K و J اگر .J ∪K ⊆ F (J)∩F (K)

می شود. نامیده متلاطم۲ اکیداً F نگاشت باشند،

درست لزوماً مطلب این عکس ولی است. نیز متلاطم باشد متلاطم اکیداً F اگر است بدیهی

g(x) = ۱ − |۲x − ۱| ضابطۀ با g : [۰, ۱] → [۰, ۱] خیمه۳ نگاشت مثال، برای نیست.

نظر در را K = [۱
۲ , ۱] و J = [۰, ۱

۲ ] بازه های است کافی زیرا است، متلاطم (الف)) ۱ (شکل

یک به یک به طور را [۱
۲ , ۱] و [۰, ۱

۲ ] بازه های از هر یک زیرا نیست متلاطم اکیداً نگاشت این بگیریم.

می کند. تصویر [۰, ۱] بازۀ به پوشا و

بریده خیمۀ نگاشت نمودار (ب)
λ = ۳

۴ به ازای
خیمه نگاشت نمودار (الف)

۱ شکل

می سازد. آشکار را تناوبی نقاط تناوب دورۀ و تلاطم بین رابطۀ  زیر لم

،n ≥ ۱ طبیعی عدد هر به ازای آنگاه باشد، متلاطم F اگر .([۳ لم ،۲ بخش ،۱۰]) ۲ .۵ لم

دارد. n تناوب دورۀ  با تناوبی نقطه ای

n > ۱ هر به ازای آنگاه باشد، متلاطم (اکیداً) F اگر که می شود نتیجه ۱ .۵ تعریف از همچنین،

باشد، متلاطم Fn نگاشت ، ۱ از بزرگ تر nی به ازای اگر که کنید توجه است. متلاطم (اکیداً) نیز Fn

F : [−۱, ۱] → [−۱, ۱] پیوستۀ تکه ای خطی نگاشت ،مثلا بود. نخواهد متلاطم لزوماً F آنگاه

ضابطۀ با

F (−۱) = F (−۲
۳
) = ۱, F (۰) = ۰, F (

۱
۲
) = −۱, F (۱) = ۰

1turbulent 2strictly turbulent 3tent map
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که می بینیم به راحتی آن وقت ،K = [۱
۲ , ۱] و J = [۰, ۱

۳ ] اگر .(۲ (شکل بگیرید درنظر را

است. متلاطم آن دوم تکرار ولی نیست متلاطم که نگاشتی نمودار .۲ شکل

نقطۀ هیچ F ولی است متلاطم اکیداً نگاشتی F ۲ بنابراین، .F ۲(J) = F ۲(K) = [۰, ۱]

نیست. متلاطم نگاشتی F بنابراین و ندارد، ۱ از بزرگ تر فرد تناوب دوره  با تناوبی

۲ از توانی به صورت n ≥ ۱ طبیعی عدد کنید فرض .([۱۴ قضیۀ بخش۲، ،۱۰]) ۳ .۵ قضیه

هم ارزند. زیر گزاره های در این صورت، نباشد.

است. n تناوب دورۀ  با تناوبی نقطه ای دارای F (۱)

است. متلاطم اکیداً Fn (۲)

است. متلاطم Fn (۳)

هم ارزند. زیر شرایط که گرفت نتیجه می توان بالا قضیۀ  و لم از

نیست. ۲ از توانی به صورت آن تناوب دوره ٔ که است تناوبی نقطه ای دارای F (ش۱)

است. متلاطم اکیداً Fm به طوری که دارد وجود m طبیعی عدد (ش۲)

است. متلاطم Fn به طوری که دارد وجود n طبیعی عدد (ش۳)

کنیم. تعریف را بلاک‑کاپل مفهوم به آشوب آماده ایم اکنون

مفهوم به آشوبناک F : I → I پیوستۀ نگاشت باشد. بازه ای I کنید فرض .۴ .۵ تعریف

باشد. برقرار (۳ ۱)‑(ش (ش شرایط از یکی هرگاه می شود نامیده B/C‑آشوبناک یا بلاک‑کاپل

می شود. حاصل زیر نتیجۀ ۲ .۳ قضیۀ و بالا تعریف از
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نگاشتی F : I → I پیوستۀ نگاشت دراین صورت، باشد. فشرده بازه ای  I کنید فرض .۵ .۵ نتیجه

.h(F ) > ۰ اگر فقط و اگر است B/C−آشوبناک

می آید. به دست نیز زیر نتیجۀ (۶ .۳) برابری به توجه با همچنین،

نگاشت n > ۱ هر به ازای اگر فقط و اگر است B/C−آشوبناک نگاشتی F نگاشت .۶ .۵ نتیجه

باشد. B/C−آشوبناک نگاشتی Fn

در گزاره این از می کنیم. بیان را B/C‑آشوبناک نگاشت های از دیگری ویژگی بعد گزارۀ در

می کنیم. استفاده آشوبناک نگاشت های بین روابط تعیین در ۷ بخش

نگاشت در این صورت، باشد. فشرده بازه ای I کنید فرض .([۶ گزارۀ ،۶ بخش ،۱۰]) ۷ .۵ گزاره

باشد داشته وجود c ∈ I نقطۀ اگر فقط و اگر است B/C−آشوبناک نگاشتی F : I → I پیوستۀ

باشد. سره تناوبی مدار یک شامل ω(c, F ) به طوری که

قضیه، این به توجه با می سازد. روشن را نمادین دینامیک و B/C‑آشوب بین رابطۀ زیر قضیۀ

است. انتقال نگاشت σ که می کنیم یادآوری می دهیم. ارائه B/C‑آشوب برای دیگری معادل تعریف

B/C−آشوبناک نگاشتی F : I → I پیوستۀ نگاشت .([۱۶ نتیجۀ ،۲ بخش ،۱۰]) ۸ .۵ قضیه

پوشای و پیوسته نگاشت و ،m ∈ N طبیعی عدد ،X ⊆ I فشرده مجموعۀ اگر فقط و اگر است

ϕ تحت X از نقطه دو حداکثر تصویر Σ عضو هر به طوری که باشند داشته وجود ϕ : X → Σ

.ϕ(Fm(x)) = σ(ϕ(x)) ،x ∈ X هر به ازای و ،Fm(X) = X باشد،

می کند. میسر فشرده متری فضاهای روی را B/C‑آشوب تعریف تعمیم امکان بالا قضیۀ

نگاشتی است، فشرده متری فضای X آن در که F : X → X پیوستۀ نگاشت .۹ .۵ تعریف

وجود m طبیعی عدد و X۱ و X۰ مجزای و بسته مجموعه های اگر می شود نامیده B/C‑آشوبناک

آنگاه ،G = Fm و Y = X۰ ∪X۱ اگر به طوری که باشند داشته

G(Y؛ ) ⊆ Y (الف)

باشد داشته وجود x = xα ∈ Y نقطۀ α = (α۰α۱α۲ · · · ) ∈ Σ دنبالۀ هر برای (ب)

.Gk(x) ∈ Xαk
،k ≥ ۰ هر برای به طوری که
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باشند داشته وجود m طبیعی عدد و Y ⊆ X بسته مجموعۀ که است آن معادل تعریف این

باشد. نیم مزدوج (Σ) دنباله ها فضای روی σ انتقال نگاشت با Fm : Y → Y به طوری که

نگاشت بودن B/C‑آشوبناک برای کافی شرط که است شده داده نشان [۱۰] از ۶ بخش در

وجود m طبیعی عدد و Y۱ و Y۰ ناتهی و بسته مجموعه های که است این F : X → X پیوستۀ

.Y۰ ∪ Y۱ ⊆ Fm(Y۰) ∩ Fm(Y۱) به طوری که باشند داشته

دیوینی ِ آشوب ۶

.[۱۲] کرد عرضه متری فضاهای در آشوب برای شرط سه مبتی بر تعریفی دیوینی ۱۹۸۶ سال در

مستقل پیوسته نگاشت های برای شرایط این که کردند ثابت همکاران و بانکس ۱۹۹۲ سال در ولی

بازه ها، روی پیوسته نگاشت های برای که شد ثابت [۲۴] در ۱۹۹۴ سال در .[۶] نیستند یکدیگر از

است. شرایط این بررسی بخش این در ما هدف می دهد. نتیجه را دیگر شرط دو شرط ها این از یکی

آشوب تعریف در که را اولیه شرایط به حساس وابستگی و توپولوژیک ترایای تعریف های ابتدا

به ۱۹۲۰ سال در برکوف اولین بار را توپولوژیک ترایای مفهوم می کنیم. بیان می رود به کار دیوینی

.([۲۲۱ و ۱۰۸ ص ،۲ ج ،۸] و [۲۰۸ −۲۰۵ ص ،۷]) برد  کار

است. متری فضای یک نشان دهندۀ (X, d) بخش، این در

نامیده ترایا، به اختصار یا توپولوژیک، ترایای F : X → X دینامیکی دستگاه .۱ .۶ تعریف

وجود n ∈ N مثبت صحیح عدد X از V و U ناتهی و باز زیرمجموعۀ دو هر برای اگر می شود

.Fn(U) ∩ V ̸= ∅ به طوری که باشد داشته

وجود نقاطی کوچک، به دلخواه همسایگی هر در توپولوژیک ترایای دستگاه یک در دراصل،

را دستگاه نمی توان بنابراین، می شوند. نگاشته دیگری جاهای به نگاشت تکرارهای تحت که دارند

باشند. نداشته تعاملی هم با به گونه ای که کرد تجزیه زیردستگاه دو به

عدد اگر دارد اولیه شرایط به حساس وابستگی F : X → X دینامیکی دستگاه .۲ .۶ تعریف

y ∈ U نقطۀ ،x حول U همسایگی هر و x ∈ X هر برای به طوری که باشد داشته وجود δ > ۰

.d(Fn(x), Fn(y)) > δ به طوری که باشد داشته وجود n ∈ N طبیعی عدد و

کند. صدق زیر شرط سه در اگر نامید آشوبناک را F : X → X دستگاه [۱۲] در دیوینی

باشد؛ چگال X در F تناوبی نقاط مجموعۀ (الف)
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باشد؛ ترایا F : X → X (ب)

باشد. اولیه شرایط به حساس وابستگی دارای F : X → X (پ)

در که کردند ارائه مفهوم این از کلی تری تعریف ،[۱۶] در ازجمله دیگر، ریاضی دانان دیوینی، از پس

می کنیم. بیان را آن ادامه

ناوردا زیرمجموعۀ اگر می نامند D‑آشوبناک نگاشت یک را F : X → X نگاشت .۳ .۶ تعریف

این در کند. صدق بالا شرط سه در F : Y → Y به طوری که باشد داشته وجود X از Y فشردۀ و

می نامند. D‑آشوبناک مجموعۀ یک را Y مجموعۀ حالت

شرط دو نامتناهی، متری فضاهای روی پیوسته نگاشت های برای که می دهد نشان زیر قضیۀ

اولیه، شرایط به حساس وابستگی یعنی سوم، شرط تناوبی نقاط مجموعۀ چگال بودن و ترایایی

دوبرابرساز نگاشت مانند ناپیوسته، نگاشت های برای که داشت توجه باید البته می دهد. نتیجه را

شرایط به حساس وابستگی شرط ،F (x) = ۲x (۱ پیمانۀ (به ضابطۀ با F : [۰, ۱) → [۰, ۱)

به حساس وابستگی شرط کلی، حالت در بنابراین، شود. بررسی باید D‑آشوب تعریف در اولیه

گرفت. نادیده نمی توان را D‑آشوب تعریف در اولیه شرایط

پیوسته نگاشت اگر باشد. نامتناهی متری فضای یک (X, d) کنید فرض .([۶]) ۴ .۶ قضیه

وابستگی دارای F آنگاه باشد، چگال X در F تناوبی نقاط مجموعۀ و ترایا F : X → X

است. اولیه شرایط به حساس

خواهیم ۵ .۶ مثال در واقع، در است. ممکن حالت تنها ۴ .۶ قضیۀ که می دهد نشان زیر مثال های

ترایایی ویژگی اولیه، شرایط به حساس وابستگی و تناوبی نقاط مجموعۀ چگال بودن ویژگی دو که دید

به حساس وابستگی و ترایایی ویژگی دو می دهیم نشان ۶ .۶ مثال در همچنین، و نمی دهد، نتیجه را

متنوع مثال های دیدن برای نمی دهد. نتیجه را تناوبی نقاط مجموعۀ چگال بودن ویژگی اولیه، شرایط

کنید. مراجعه [۵] و [۱۳] به دیگر

نقاط مجموعۀ و است اولیه شرایط به حساس وابستگی دارای که می زنیم مثال نگاشتی .۵ .۶ مثال

کنید تعریف و I = [۰, ۲] کنید فرض نیست. ترایا ولی است، چگال تعریف شده بازۀ در آن تناوبی

f(x) =


۳x ۰ ≤ x < ۱

۳
−۳x+ ۲ ۱

۳ ≤ x < ۲
۳

۳x− ۲ ۲
۳ ≤ x < ۱

f(x− ۱) + ۱ ۱ ≤ x ≤ ۲
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پاره خط ۳nتا از [۱, ۲] و [۰, ۱] زیربازه های از هریک به fn نمودار تحدید که دید می توان استقراء با

بازه هر fn و است شده تعریف ۱/۳n به طولِ U مانند زیربازه ای روی هریک که است شده تشکیل

n هر برای که کنید توجه می نگارد. [۱, ۲] یا [۰, ۱] بازۀ به روی پوشا و یک به یک به طور را U مانند

مفروض، ε > ۰ هر و x ∈ I هر برای اینک .fn[۱, ۲] = [۱, ۲] و fn[۰, ۱] = [۰, ۱] داریم

می کنیم اختیار چنان را ۱
۳n به طولِ U زیربازۀ حالا . ۱

۳n < ε که می کنیم اختیار بزرگ آن قدر را n

در را z نقطۀ ،x موقعیت به توجه با اکنون گیرد. قرار (x− ε, x+ ε) بازۀ در و باشد x شامل که

بازۀ از fn پوشابودن به توجه با .|fn(x)− z| > ۱
۲ که می کنیم اختیار به گونه ای [۱, ۲] یا [۰, ۱]

که دارد وجود y ∈ U ⊆ (x−ε, x+ε) نقطۀ ،(x موقعیت (برحسب [۱, ۲] یا [۰, ۱] بازۀ به U

f بنابراین .y ∈ (x− ε, x+ ε) آن در که |fn(x)− fn(y)| > ۱
۲ بنابراین، .fn(y) = z

می شود؛ ثابت نیز I در f تناوبی نقاط مجموعۀ چگال بودن دارد. اولیه شرایط به حساس وابستگی

U ⊆ [۱, ۲] ⊆ fn(U) یا U ⊆ [۰, ۱] ⊆ fn(U) روابط از یکی ،x موقعیت به توجه با زیرا

را V و [۰, ۱] بازۀ از را U است کافی زیرا نیست، ترایا f ولی ببینید). را ۳ (شکل  است برقرار

کنیم. انتخاب (۱, ۲] بازۀ از

f ۲ نمودار (ب) f نمودار (الف)

ترایا f ولی است، چگال I در f تناوبی نقاط مجموعۀ و است اولیه شرایط به حساس وابستگی دارای f .۳ شکل
نیست.

دارد، اولیه شرایط به حساس وابستگی و است ترایا که می دهیم ارائه نگاشتی مثال این در .۶ .۶ مثال

مرکز به یکه دایرۀ S۱ می کنیم فرض نیست. چگال تعریف شده فضای در آن تناوبی نقاط مجموعۀ ولی

درنظر را قوس» «طول متر X روی .X = S۱ \ {e
۲iπp
q : p, q ∈ Z, q ̸= ۰} و باشد مبدأ

همچنین، .d(eiθ, eiη) = |θ − η| می کنیم تعریف X به متعلق eiη و eiθ برای یعنی می گیریم؛

در f در این صورت، می کنیم. تعریف را f(eiθ) = e۲iθ ضابطۀ با f : X → X پیوستۀ نگاشت
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به صورت S۱ در f تناوبی نقاط که کنید توجه نیست. تناوبی نقاط دارای X

{e
۲iπp
q : q = ۲n − ۱ و n, p ∈ N}

کمان هر طول زیرا است، توپولوژیک ترایای f ولی کرده ایم. خارج S۱ از را آن ها که هستند

برای زیرا است، اولیه شرایط به حساس وابستگی دارای f همچنین می شود. برابر دو f تحت

که کرد اختیار چنان می توان را کمان این بر واقع eiη نقطۀ ،eiθ شامل کمان هر و eiθ ∈ X هر

،۲n|θ− η| ≤ π < ۲n+۱|θ− η| که می کنیم اختیار به گونه ای را n حال .۰ < |θ− η| < π

.d(fn(eiθ), fn(eiη)) > π
۲ پس

نشان بری لوند و ولکوپ ۱۹۹۴ سال در می پردازیم. بازه ها روی D‑آشوب بررسی به ادامه در

است. ترایایی معادل D‑آشوب بازه ها روی که دادند

در این صورت، باشد. ترایا و پیوسته نگاشتی f : I → I و بازه I کنید فرض .([۲۴]) ۷ .۶ گزاره

دارد. اولیه شرایط به حساس وابستگی f و است چگال I در f تناوبی نقاط مجموعۀ

نقاط مجموعۀ چگال بودن از نمی تواند ترایایی که دیدیم به ترتیب، ، ۶ .۶ و ۵ .۶ مثال  های در گرچه

نیز تناوبی نقاط مجموعۀ چگال بودن و شود نتیجه اولیه شرایط به حساس وابستگی از یا تناوبی

نگاشتی  از مثالی ادامه در شود، نتیجه ترایایی از یا اولیه شرایط به حساس وابستگی از نمی تواند

مجموعۀ چگال بودن و ترایایی خواص ولی دارد، اولیه شرایط به حساس وابستگی که می دهیم ارائه

ندارد. را تناوبی نقاط

و I = [۰, ۳
۴ ] کنید فرض .۸ .۶ مثال

f(x) =

{
۳
۲x ۰ ≤ x < ۱

۲
۳
۲(۱ − x) ۱

۲ ≤ x ≤ ۳
۴ .

چگال I در f تناوبی نقاط مجموعۀ ولی دارد اولیه شرایط به حساس وابستگی f در این صورت،

بازه این در f بنابراین، برنمی گردد. بازه این به هیچگاه ]۰, ۳
۸ [ بازۀ در واقع نقطۀ هر مدار زیرا نیست

ببینید). را ۴ (شکل نیست ترایا f تابع ۷ .۶ گزارۀ به توجه با که است بدیهی ندارد. تناوبی نقطۀ

به که بعد، مثال در است. درست بازه ها روی فقط ۷ .۶ گزارۀ که دادیم نشان ۶ .۶ مثال در

ویژگی های از هیچ یک ولی است ترایا که می زنیم مثال نگاشتی است، معروف جمع کننده۱ ماشین

ندارد. را تناوبی نقاط مجموعۀ چگال بودن و اولیه شرایط به حساسیت
1adding machine
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تناوبی نقاط مجموعۀ ولی است اولیه شرایط به حساس وابستگی دارای تابع این ۶. ۸؛ مثال در f تابع نمودار .۴ شکل
نیست. ترایا f همچنین و نیست چگال I در آن

به ازای جمع کننده ماشین τ : Σ → Σ و دنباله ها فضای (Σ, d) می کنیم فرض .۹ .۶ مثال

عمل زیر به صورت ماشین این x = (x۰x۱x۲ · · · ) ∈ Σ برای به عبارت دیگر، باشد. (۱۰)

می بینیم در این صورت .xn = ۰ آن به ازای که باشد اندیسی اولین n ≥ ۰ کنید فرض می کند.

آن وقت باشد، نداشته وجود اندیسی چنین اگر و ،τ(x) = (۰۰۰ · · · ۱xn+۱xn+۲ · · · ) که

به بیشتر اطلاعات کسب برای .τ(۰) = (۱۰) و τ(۱) = (۰) مثال، برای .τ(x) = (۰)

ندارد اولیه شرایط به حساس وابستگی ولی است ترایا (τ,Σ) می دهیم نشان کنید. مراجعه [۱۰]

نیست. تناوبی نقطۀ دارای τ همچنین و

زیرا است، چگال Σ در Oτ (۰) که کنید توجه ترایایی، اثبات برای

{τk(۰) : ۰ ≤ k ≤ ۲n − ۱} = {(a۰a۱ · · · an−۱۰) : ai ∈ {۰, ۱}}.

درایه های همۀ بعد به مرحله ای از که است Σ از عناصری همۀ از متشکل Oτ (۰) مجموعۀ بنابراین،

است. چگال Σ در مجموعه ای چنین است. صفر آن

حداقل دارای ،n ≥ ۱ ،τn(۰) زیرا نیستند، تناوبی (۱) و (۰) نقاط که کنید توجه همچنین،

n ≥ ۰ و x = (x۰ · · ·xn · · · ) ∈ Σ کنید فرض حال .τ(۱) = (۰) و است ۱ درایۀ یک

در این صورت، .xn = ۰ که باشد اندیسی اولین

{τk(x) : ۱ ≤ k ≤ ۲n} = {(a۰a۱ · · · an−۱۱xn+۱ · · · ) : ai ∈ {۰, ۱}}.

،t ≥ n+ ۱ هر برای ،xt = ۱ اگر حال .τk(x) ̸= x ،۱ ≤ k ≤ ۲n که k هر برای بنابراین،

۱ ≤ j ≤ ۲n و m ≥ n+۱ اگر و باشد تناوبی نمی تواند x پس دارد، تعلق x مدار به (۱) آنگاه
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تکرار دوباره را بالا استدلال می توان ،τ j(x) = (۱۱۱۱ · · · ۱۰xm+۱ · · · ) که باشند داشته وجود

ندارد. تناوبی نقطۀ τ از این رو، کرد.

زیرا نیست. اولیه شرایط به حساس نگاشت این جمع کننده، ماشین ضابطۀ به توجه با سرانجام،

،k هر به ازای آن وقت دا رند، تفاوت هم با آن در y و x nام درایۀ که باشد اندیسی اولین n اگر

متفاوت اند. nام درایۀ در نیز τk(y) و τk(x)

تحت چگال، مدار وجود می دهیم نشان و می پردازیم چگال مدار وجود بررسی به ادامه در

همان گونه که چگال مدار وجود و ترایایی مفاهیم که هر چند دهد، نتیجه را ترایایی می تواند شرایطی،

مستقل اند. مفهوم دو کلی حالت در داد خواهیم نشان زیر مثال های در

باشد مجهز R از القایی توپولوژی به X = {۰} ∪ { ۱
n : n ∈ N} کنید فرض .۱۰ .۶ مثال

و U = {۱
۲} انتخاب با .f( ۱

n) = ۱
n+۱ و f(۰) = ۰ که باشد چنان f : X → X و

است. چگال X در ۱ نقطۀ مدار ولی نیست توپولوژیک ترایای f که دید می توان V = {۱}

باشد I روی خیمه نگاشت g(x) = ۱ − |۲x − ۱| و I = [۰, ۱] کنید فرض .۱۱ .۶ مثال

تعریف باشد. I در g تناوبی نهایتاً و تناوبی نقاط مجموعۀ X کنید فرض ۱(الف)). (شکل

است توپولوژیک ترایای f : X → X و است نامتناهی X در این صورت، .f = g|X کنید

V و U آن در که باشند X باز زیرمجموعۀ دو V۱ = V ∩ X و U۱ = U ∩ X اگر زیرا

برای حال .gn(U) = I که دارد وجود n ∈ N مثل عددی آن وقت هستند، I باز زیرمجموعه های

نهایتاً یا تناوبی نیز y پس .x = gn(y) که شرط این با دارد وجود y ∈ U نقطۀ ،x ∈ X هر

می دهد نشان بالا روابط .x = gn(y) ∈ gn(U۱) در نتیجه، و y ∈ U۱ پس بود، خواهد تناوبی

X از نقطه هر مدار چون ولی است. ترایا f : X → X بنابراین .fn(U۱) = X ⊇ V۱ که

ندارد. چگال مدار f : X → X است، متناهی f تحت

می شود. بررسی زیر گزارۀ  در ترایایی خاصیت و چگال مدار وجود بین رابطۀ

باشد. توپولوژیک فضای X کنید فرض .([۱ .۱ گزارۀ ،۲۲]) ۱۲ .۶ گزاره

می دهد. نتیجه را توپولوژیک ترایایی چگال، مدار وجود آنگاه نباشد، تنها نقطۀ دارای X اگر (۱)

می دهد. نتیجه را چگال مدار وجود ترایایی، آنگاه باشد، دوم رستۀ و تفکیک پذیر X اگر (۲)

پیوستۀ نگاشت و باشند فشرده متری فضای دو Y و X اگر که داد خواهیم نشان ادامه در

آنگاه باشد، مزدوج ϕ : X → Y تحت g : Y → Y پیوستۀ نگاشت با f : X → X
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D‑آشوبناک نگاشتی g : Y → Y اگر فقط و اگر است D‑آشوبناک نگاشتی f : X → X

که پایایی مجموعۀ می کنیم فرض بحث، کلیت از کاستن بدون ادعا، این صحت بررسی برای باشد.

می دهیم نشان ،ϕ(X) = Y اینکه به توجه با باشد. X همان است، D‑آشوبناک آن به f تحدید

آنگاه باشند، Y در باز مجموعۀ دو W۲ و W۱ اگر است. D‑آشوبناک نگاشتی g : Y → Y

است. ترایا f زیرا ،fn(ϕ−۱(W۱)) ∩ ϕ−۱(W۲) ̸= ∅ به طوری که دارد وجود n طبیعی عدد

پس

ϕ−۱(gn(W۱) ∩W۲) = ϕ−۱(gn(W۱)) ∩ ϕ−۱(W۲) ̸= ∅.

f : X → X تناوبی نقاط Aمجموعۀ اگر که می دانیم طرفی از است. ترایا g : Y → Y بنابراین،

نگاشت پیوستگی به توجه با بود. خواهد g : Y → Y تناوبی نقاط مجموعۀ ϕ(A) آنگاه باشد،

بنابراین، .Y = ϕ(X) = ϕ(A) ⊆ ϕ(A) ⊆ ϕ(X) = Y داریم ،X = A اینکه و ϕ

است. D‑آشوبناک نگاشت یک g : Y → Y

می دهد. نشان فشرده متری فضاهای روی را D‑آشوب از دیگری ویژگی زیر گزارۀ 

نگاشتی f : X → X و فشرده متری فضای X کنید فرض .([۳ .۲ گزارۀ ،۴]) ۱۳ .۶ گزاره

هر برای اگر فقط و اگر است D−آشوبناک نگاشتی f : X → X صورت، در این  باشد. پیوسته

باشد. D−آشوبناک نگاشتی fn : X → X تابع n ∈ N

آشوب مختلف تعریف های مقایسه ۷

۵ .۵ نتیجۀ در می پردازیم. آوردیم قبل بخش های در که مختلفی تعریف های مقایسۀ به بخش این در

داد خواهیم نشان است. معادل توپولوژیک آشوب با B/C‑آشوب فشرده بازه  های روی که دیدیم

می دهیم نشان همچنین، معادل اند. B/C‑آشوب با D‑آشوب و ω‑آشوب بازه ها این روی که

L/Y‑آشوب می دهیم نشان مثالی با سرانجام و می دهد نتیجه را L/Y‑آشوب B/C‑آشوب،

نیست. مقاله این در معرفی شده آشوب های دیگر معادل

می کنیم. بیان D‑آشوب و B/C‑آشوب تعریف دو معادل بودن مورد در را زیر قضیه  ابتدا

پیوستۀ نگاشت در این صورت، باشد. فشرده بازه ای I کنید فرض .([۴ .۱ قضیۀ ،۴]) ۱ .۷ قضیه

باشد. D−آشوبناک اگر فقط و اگر است B/C−آشوبناک نگاشتی F : I → I

Y ⊆ I D‑آشوبناک مجموعۀ با D‑آشوبناک نگاشتی F : I → I می کنیم فرض ابتدا اثبات.
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اولیه شرایط به حساس وابستگی خاصیت F : Y → Y زیرا است، نامتناهی Y مجموعۀ است.

که داد پیدا همسایگی یک می توان x ∈ Y هر به ازای آنگاه باشد، متناهی مجموعه ای Y اگر دارد.

گزارۀ طبق پس است، فشرده مجموعه ای Y طرفی، از نباشد. x به جز Y از دیگری عضو هیچ شامل

در نتیجه، و ω(c, F ) = Y بنابراین، .OF (c) = Y به طوری که دارد وجود c ∈ Y نقطۀ ،۱۲ .۶

است، چگال Y در F |Y تناوبی نقاط مجموعۀ علاوه براین، است. نامتناهی مجموعه ای ω(c, F )

نگاشتی F نگاشت ،۷ .۵ گزارۀ طبق ازاین رو و است، سره تناوبی مدار یک دارای ω(c, F ) پس

است. B/C‑آشوبناک

،Iα فشرده بازۀ  ،G نگاشت است. B/C‑آشوبناک نگاشتی F : I → I می کنیم فرض حال

تعریف می گیریم. درنظر [۱۶ نتیجۀ ،۲ بخش ،۱۰] در ۸ .۵ قضیۀ اثبات همانند را X مجموعۀ و

می کنیم

R = {x ∈ X : Iα = {x}،ایα ∈ Σ به ازای }.

است، فشرده ای بازۀ  Iα آن به ازای که α‑هایی مجموعۀ و G(Iα) = Iσ(α) که می شود ثابت

تحت که است نامتناهی و ناتهی مجموعۀ یک R بنابراین، است. شمارش پذیر حداکثر مجموعه ای

G|Z : Z → Z نگاشت ،G پیوستگی به توجه با .Z = R می کنیم تعریف است. ناوردا G

است. D‑آشوبناک نگاشتی G|Z : Z → Z می دهیم نشان ادامه، در است. خوش تعریف

است. ترایا G|Z : Z → Z نگاشت •

و x ∈ W ∩ R نقاط در این صورت، باشد. Z در ناتهی باز مجموعۀ W می کنیم فرض

بودن باز و Iα تعریف به توجه با .Iα = {x} به طوری که دارند وجود α = (a۱a۲ · · · ) ∈ Σ

اینکه اثبات برای .Z ∩ Ia۱a۱···ak ⊆ W به طوری که دارد وجود k ∈ N طبیعی عدد ،Z در W

فشرده Z ∩ Ia۱a۱···ak چون .Gk(Z ∩ Ia۱a۱···ak) = Z می دهیم نشان است، ترایا G|Z
تحت Z ∩ Ia۱a۱···ak در را y از پیش تصویری ،y ∈ R هر به ازای است کافی ،Z = R و

می کنیم تعریف .β = (b۱b۲ · · · ) ∈ Σ که Iβ = {y} می کنیم فرض بیابیم. Gk نگاشت

مجموعۀ Iγ اگر .Gk(Iγ) = Iβ = {y} داریم .γ = (a۱a۲ · · · akb۱b۲ · · · ) ∈ Σ

باشد فشرده ای بازۀ  Iγ می کنیم فرض حال است. تمام اثبات و Iγ ⊆ Z آنگاه باشد، تک عضوی

دارد. تعلق Z به آن انتهایی نقطۀ دو از یکی لااقل می دهیم نشان و

زیرمجموعۀ Ia۱a۲···akb۱b۲···bmn
به طوری که دارد وجود mn ∈ N ،n ∈ N هر به ازای

اول درایۀ k+mn که Σ در عناصری همه  مجموعۀ چون است. {x ∈ I : dist(x, Iγ) <
۱
n}
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درایۀ k+mn با γn ∈ Σ پس است، ناشمارا باشد a۱a۲ · · · akb۱b۲ · · · bmn به صورت آن ها

و Iγ بازه های .Iγn = {yn} به طوری که دارد وجود a۱a۲ · · · akb۱b۲ · · · bmn به صورت اول

از یکی به که دارد وجود (yn)n≥۱ دنبالۀ پس .dist(yn, Iγ) < ۱
n و هستند مجزا هم از Iγn

قرار را آن از زیردنباله ای (yn)n≥۱ دنبالۀ به جای لزوم صورت (در می کند میل Iγ انتهایی نقاط

می شود. تصویر y به Gk تحت و دارد تعلق Z به Iγ انتهایی نقطۀ بنابراین، می دهیم).

است. چگال Z در G|Z تناوبی نقاط مجموعۀ •

آن در که Iα = {x} و x ∈ W ∩ R ،Z در ناتهی باز مجموعۀ W می کنیم فرض

،n ∈ N هر به ازای که دهیم نشان می توانیم قبل قسمت مانند .α = (a۱a۲ · · · ) ∈ Σ

به طوری که دارد وجود mn ∈ N

Ia۱a۲···amn
⊆ {x ∈ I : dist(x, Iα) <

۱
n
}.

داریم ،σmn(γn) = γn چون می گیریم. نظر در را γn = (a۱a۲ · · · amn) ∈ Σ تناوبی نقطۀ

بروی را Iγn انتهایی نقاط Gmn نباشد، تک عضوی مجموعه ای Iγn اگر .Gmn(Iγn) = Iγn

مانند هستند. G تناوبی نقاط Iγn انتهایی نقطۀ دو هر پس می کند. تصویر Iγn انتهایی نقاط

به ازای بنابراین، دارد. تعلق Z به آن انتهایی نقطۀ یک لااقل که دهیم نشان می توانیم قبل قسمت

x به (xn)n≥۱ دنبالۀ است. تناوبی G تحت که دارد وجود xn ∈ Iγn ∩ Z نقطۀ ،n ∈ N هر

است. چگال Z در G|Z تناوبی نقاط مجموعۀ بنابراین، .Iγn ⊆ Ia۱a۲···amn
زیرا است، همگرا

یک Y =
∪n−۱

i=۰ F i(Z) روی F در نتیجه، و است D‑آشوبناک نگاشتی Z روی G|Z پس،

است. D‑آشوبناک نگاشت

معادل اند. ω‑آشوب و توپولوژیک آشوب فشرده، بازه های روی که می دهد نشان بعد قضیۀ 

باشد. پیوسته نگاشتی F : I → I و فشرده بازه ای  I کنید فرض .([۲۴۴ ص ،۱۶]) ۲ .۷ قضیه

باشد. ω−آشوبناک اگر فقط و اگر است مثبت توپولوژیک آنتروپی دارای F در این صورت،

قضیه: این از جالب نتیجه ای اکنون

توپولوژیک، آشوب آنگاه باشد، I فشرده بازۀ  روی پیوسته نگاشتی F : I → I اگر .۳ .۷ نتیجه

معادل اند. D−آشوب و B/C−،آشوب ω−آشوب،

می دهد. نتیجه را L/Y‑آشوب B/C‑آشوب، فشرده، بازه های روی که می دهد نشان بعد قضیۀ
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نیست. درست مطلب این عکس که می دهیم نشان مثالی ارائه با

باشد. B/C−آشوبناک و پیوسته نگاشتی F : I → I و فشرده بازه ای I فرض کنیم .۴ .۷ قضیه

است. L/Y−آشوبناک نگاشتی F در این صورت،

nای به ازای ،۴ .۵ تعریف بنابه باشد. B/C‑آشوبناک نگاشتی F : I → I کنید فرض اثبات.

قضیۀ به توجه با است. ۳‑دور یک دارای Fn : I → I نگاشت ،۲ .۵ لم بنابه و است متلاطم Fn

سرانجام و است L/Y‑آشوبناک نگاشتی Fn : I → I که می دهد نشان ۳‑دور این وجود ،۱ .۲

است. L/Y‑آشوبناک نگاشتی F : I → I که می گیریم نتیجه ۴ .۲ گزارۀ از

پایان به نیست B/C‑آشوبناک ولی است L/Y‑آشوبناک که نگاشتی از مثالی با را مقاله این

می بریم.

ضابطۀ با gλ : [۰, ۱] → [۰, ۱] و λ ∈ [۰, ۱] کنید فرض .۵ .۷ مثال

gλ(x) = min{g(x), λ}

خیمۀ ،gλ نگاشت ببینید). را ۱(الف) (شکل است خیمه نگاشت g(x) آن در که شود تعریف

ببینید). را ۱(ب) (شکل می شود نامیده بریده۱

می کنیم تعریف

Jλ = [۰,
λ

۲
] ∪ [۱ − λ

۲
, ۱], Kλ = (

λ

۲
, ۱ − λ

۲
).

یک مدار، این آن وقت باشد، داشته Jλ در تناوبی مدار یک gλ و ۰ ≤ λ < γ ≤ ۱ اگر

x ∈ Kλ اگر علاوه براین، .gλ(x) = gγ(x) ،x ∈ Jλ به ازای زیرا است نیز gγ تناوبی مدار

باید می کند، اختیار را λ ثابت مقدار Kλ بازۀ روی gλ نگاشت چون باشد، gλ برای تناوبی نقطه ای

می کنیم تعریف دارد. Kλ در تناوبی نقطۀ یک حداکثر gλ در نتیجه و gλ(x) = λ

λn = min{λ ∈ [۰, ۱] : دارد [۰, λ] در یک۲n‑دور g}.

دوره های همۀ g شارکوفسکی، قضیۀ بنابر است، خیمه نگاشت برای ۳‑دور یک {۲
۷ ,

۴
۷ ,

۶
۷} چون

نگاشت ۲n‑دورهای تعداد ،n هر به ازای به ویژه، .[۱] به کنید نگاه همچنین [۱۲]؛ دارد را تناوب
1truncated tent map
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خوش تعریف و ناتهی بالا مجموعۀ ی بنابراین، است. ۱ برابر حداقل و متناهی [۰, ۱] بازۀ در g

همه از Og(λn) مجموعۀ در و است ۲n تناوب دورۀ با g تناوبی نقطۀ یک λn در واقع، است.

،g(Kλn) = (λn, ۱] چون دارد. ۲n‑دور یک فقط [۰, λn] در g علاوه براین، است. بزرگ تر

است. gλn برای ۲n تناوب دورۀ  با تناوبی نقطۀ یک λn بنابراین، .Og(λn) ⊆ Jλn باید پس

۲n+۱‑دور یک [۰, λn+۱] بازۀ در gλn درغیراین صورت زیرا .λn < λn+۱ که می کنیم ادعا

در به عبارت دقیق تر، دارد. نیز ۲n‑دور یک بازه، این در شارکوفسکی قضیۀ به توجه با بنابراین، دارد.

،(λn)n≥۱ دنبالۀ بنابراین، است. تناقض در λn تعریف با که دارد ۲n‑دور یک [۰, λn+۱) بازۀ

که می گیریم نتیجه پس .λ∗ = limn→∞ λn می کنیم تعریف است. صعودی اکیداً دنباله ای

نگاشت ۲‑دور تنها {۲
۵ ,

۴
۵} مجموعۀ و دارد را تناوب دوره های همۀ g ۶

۷
زیرا ،۴

۵ < λ∗ ≤ ۶
۷

B/C‑آشوبناک ولی است L/Y‑آشوبناک نگاشتی gλ∗ نگاشت می دهیم نشان اکنون است. g ۴
۵

gλ∗ به نسبت که دارد وجود [۰, ۱] در نقطه یک حداقل که است شده داده نشان [۱۰] در نیست.

است. L/Y‑آشوبناک نگاشتی gλ∗ ،۵ .۲ گزارۀ طبق بنابراین، نیست. تناوبی تقریباً

q > ۱ فرد عدد ،۳ .۵ قضیۀ طبق است. B/C‑آشوبناک نگاشتی gλ∗ می کنیم فرض حالا

این مدار P می کنیم فرض است. q‑دور × ۲k یک دارای gλ∗ به طوری که دارند وجود k ≥ ۰ و

[۰, λ∗] برابر gλ∗ برد چون باشد. مدار این عضو بزرگ ترین p می کنیم فرض و باشد تناوبی نقطۀ

P از این رو .p < λn که دارد وجود n طبیعی عدد آنگاه ،p < λ∗ اگر .p ≤ λ∗ پس است،

تناوب دوره  های دارای gλn تناوبی مدارهای زیرا است؛ تناقض که هست نیز gλn تناوبی مدار

دارای gλ∗ شارکوفسکی، قضیۀ از استفاده با آنگاه ،p = λ∗ اگر ,۱اند. ۲, ۲۲, · · · , ۲n به صورت

دوباره و باشد، کوچک تر λ∗ از اکیداً باید آن عضو بزرگ ترین که است q)‑دور + ۲) × ۲k یک

نیست. B/C‑آشوبناک نگاشتی gλ∗ بنابراین، می رسیم. تناقض به

،gλ نگاشت ۰ ≤ λ < λ∗ برای که است این بریده خیمۀ نگاشت جالب ویژگی های جمله از

،λ∗ < λ ≤ ۱ برای ولی نیست مقاله این در گفته شده تعریف پنج از هیچ یک مفهوم به آشوبناک

بریده خیمۀ نگاشت مورد در بیشتر اطلاعات کسب برای است. آشوبناک تعریف ها این همۀ به بنا

نمایید. مراجعه [۴] به

سپاسگزاری
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