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می دهیم شرح و می پردازیم آیزنشتاین تحویل ناپذیری محک تاریخچۀ بررسی به مقاله این در چکیده.
کتاب از شونمان و آیزنشتاین کرد. کشف آیزنشتاین از قبل را محک این شونمان تئودور چطور که
خود اکتشافات برای را متفاوتی بسیار مسیرهای اگرچه بودند، گرفته الهام گاوس حسابی تحقیقات
گاوس، لم جمله از نوزدهم، قرن در اعداد نظریۀ از گوناگونی موضوعات مقاله این در گرفتند. پیش در
نزل ه لم و گاوسی، صحیح اعداد آبلی، گروه های بیضوی، انتگرال های پروانه، خم متناهی، میدان های

گرفت. خواهند قرار بحث مورد

من است. ریاضی دانی هر تحصیل دوران آموخته های جزو آیزنشتاین تحویل ناپذیری محک

دیگر، افراد از بسیاری مثل و آموختم آن را بودم کارشناسی مقطع دانشجوی زمانی که نخستین بار

پیدایش شگفت آورِ و غنی تاریخچۀ شرح به مقاله این گرفتم. قرار آن سادگی و قدرت تأثیر تحت

می پردازد. زمینه این در شونمان۱ تئودور نقش به ویژه و آیزنشتاین محک

۱۹۳۵ سال به  چندجمله ای ها تحویل ناپذیری عنوان با رورت۲ د مقالۀ از محک، این بیان برای

می کند: شروع آیزنشتاین از را مطلب او دارید، انتظار احتمالا همان طور که .[۹] می کنیم آغاز

چندجمله ای، معادلات گاوس، کارل شونمان، تئودور آیزنشتاین، تحویل ناپذیری محک کلیدی: کلمات و عبارات
چندجمله ای تحویل پذیری

۱۴۰۱/۲/۱۸ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۰/۱۱/۱۷؛ دریافت: تاریخ ترویجی؛ مقاله: نوع
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کرد/کاکس اثبات را آیزنشتاین محک آیزنشتاین چرا ۱۷۴

است: شونمان‑آیزنشتاین قضیۀ تحویل ناپذیری، محک معروف ترین شاید و اولین
صحیح چندجمله ای یک در اگر

a۰x
n + a۱x

n−۱ + · · ·+ an

آنگاه نباشد، بخش پذیر p۲ بر an و باشند بخش پذیر p اولِ عدد بر a۰ به جز ضرایب همۀ
است. تحویل ناپذیر چندجمله ای

کاربردی او سپس می آورد. آیزنشتاین از قبل را شونمان نام رورت د که اینجاست   عجیب نکتۀ اولین

می آورد: قضیه از کلاسیک

دایره بری» «چندجمله ای به اصطلاح تحویل ناپذیریِ اثبات قضیه، این مهم کاربرد یک

f(x) =
xp − ۱
x− ۱

= xp−۱ + xp−۲ + · · ·+ ۱

است. اول عددی p آن در که است
آن در که بگیریم، درنظر +f(xرا ۱) ،f(x) به جای اگر

f(x+ ۱) =
(x+ ۱)p − ۱
(x+ ۱)− ۱

= xp−۱ +

(
p

۱

)
xp−۲ + · · ·+ p,

نتیجه را f(x) تحویل ناپذیریِ ،f(x+۱) تحویل ناپذیریِ و است اعمال قابل مستقیم به طور قضیه
می دهد.

ری د جذاب کتاب استثناء یک بود. رایج بیستم قرن اوایل در «شونمان‑آیزنشتاین» ترکیب

به کار شونمان»۱ «قضیۀ عبارت آن در که ۱۹۳۳است؛ سال به [۸] ریاضیات پیروزی عنوان تحت

عبارت آن در که است ۱۹۳۰ سال به واردن ر دِ وان [۲۹] نوین جبر کتاب دیگر، استثناء است. رفته
می شود.۲ دیده آیزنشتاین» «قضیۀ

می توان درسی، کتاب های نویسندگان بعدی نسل های بر واردن ر دِ وان کتاب تأثیر به توجه با

و است؟ آمده عنوان اولِ شونمان اسم چگونه اما فهمید. را قضیه این از شونمان نام حذف چگونگی

است؟ آمده اسم دو هر چرا و است؟ شده اضافه آن به آیزنشتاین اسم چگونه اینکه دیگر مهم موضوع

موضوع داریم. نوزدهم قرن در اعداد نظریۀ از قسمت هایی بررسی به نیاز سؤالات، این پاسخ برای

و تمرکز خاص موضوعاتی روی می دهم ترجیح بود. نخواهد جامع من بحث بنابراین و است گسترده

زمان آن در که کنم روشن تا آورد خواهم زیادی قول های نقل کنم. دنبال را مفاهیم این تحول سیر

می کنیم. آغاز گاوس با را خود بحث می پرداختند. آن به چگونه و بود چگونه ریاضیات

است. شده حذف ۱۹۳۷ سال به دوم ویراست در که دارد شونمان به ارجاعی آن ۱۹۳۰ سال ۲ویراستِ
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گاوس

است. ریاضیات از شگفت انگیزی مفاهیم حاوی ،۱۸۰۱ سال در منتشر شده ،[۱۳] حسابی تحقیقات

xp−۱ + · · ·+ x+ ۱ دایره بری چندجمله ای باشد، اول p وقتی می کند ثابت گاوس مورد یک در

نیست. آسانی اثبات و می گیرد به کار را ریشه ها از صریح نمایشی او اثبات است. تحویل ناپذیر

تحویل ناپذیری به را Z روی تحویل ناپذیری که می کند استفاده نیز زیر کلی نتیجۀ از او بااین حال،

می کند: مرتبط Q روی

۴۲.

به صورت تابع دو از A,B,C . . .N ; a, b, c . . . n ضرایب اگر

xm +Axm−۱ +Bxm−۲ + Cxm−۳ · · ·+N · · · · · · (P )
xµ + axµ−۱ + bxµ−۲ + cxµ−۳ · · ·+ n · · · · · · (Q)

(Q) و (P ) حاصل ضرب اگر و نباشند، صحیح همگی البته و بوده گویا همگی

= xm+µ + Axm+µ−۱ +Bxm+µ−۲ + etⅽ. + Z

باشند. صحیح نمی توانند A,B . . .Z ضرایب همۀ آنگاه باشد،

کتاب های در که است اثباتی همان اساساً او اثبات می نامیم. گاوس» «لم آن را ما که است همان این

اصطلاح هرگز و می کند بیان متفاوت کاملا شکلی به را نتیجه او گرچه است؛ آمده مجرد جبر

است، مرسوم نگارش در امروزه که ، . . . نقطه سه از همچنین گاوس نمی برد. به کار را «چندجمله ای»

نمی کند. استفاده

به وسیلۀ xn−۱ = ۰ حل پذیری برای گاوس اثبات تحقیقات کتاب اصلی نتایج از دیگر یکی

را واحد دلخواه ریشه های معرفی امکان رادیکال ها به وسیلۀ حل پذیری به جدید نگاه رادیکال هاست.

روش که داد ترجیح گاوس است. حل پذیر به وضوح xn − ۱ = ۰ می دهد نشان که می سازد، فراهم

چندجمله ای هایی از استفاده با بازگشتی به طور را ریشه ها که روشی گیرد؛ به کار را لاگرانژ استقرایی

جدید، کتاب های در می سازد. حل پذیرند رادیکال ها به وسیلۀ که آن هایی از کوچک تر اکیداً درجۀ از

در که می دهد دست به Q ⊆ Q(e۲πi/p) توسیع میانی میدان های از صریحی توصیف روش این

p− ۱ توسیع این درجۀ است، تحویل ناپذیر xp−۱ + · · ·+ x+ ۱ چون است. اول عددی p آن

با مساوی کمان n به دایره تقسیم مورد در را خود شگفت آور نتیجۀ گاوس که همین جاست از است.

آورد. به دست پرگار و خط کش از استفاده
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می شود: آغاز معروف نقل قول یک با تحقیقات هفتم بخش از دوم پاراگراف

می کنیم. اشاره ما که است چیزی آن از فراتر بسیار درواقع دهیم شرح می خواهیم که نظریه ای اصول
برای مثال، برای می روند؛ به کار نیز متعالی توابع برای بلکه مستدیر توابع برای نه تنها آن ها زیرا
اما دارند. ارتباط هم نهشتی ها مختلف انواع به همچنین و

∫
dx√

(۱−x۴) انتگرال به که توابعی
این ادامۀ در را هم نهشتی ها و هستیم متعالی توابع آن دربارۀ بزرگ کاری کردن فراهم حال در چون
بررسی را مستدیر توابع فقط اینجا در که گرفته ایم تصمیم داد، خواهیم قرار بررسی مورد تحقیقات

کنیم.

انتگرال به که متعالی توابع مورد در اما است. روشن مستدیر توابع به ارجاع نقل قول، این در

پروانۀ یاد به بی درنگ، نوزدهمی، قرن ریاضی دان هر اینجا در چطور؟ دارند، بستگی
∫

dx√
۱−x۴

رابطۀ و انتگرال این است. ۴
∫ ۱

۰
dx√
۱−x۴ برابر آن کمان طول که افتاد خواهد r۲ = cos ۲θ

مفهوم توسعۀ در کلیدی نقش و کردند کشف هفدهم، قرن اواخر در برنولی، برادران را پروانه با آن

کرد. ایفا یافت، گسترش لژاندر و اویلر، فاگنانو۱، توسط هیجدهم قرن در که بیضوی، انتگرال های

مفاهیم حاوی که آن از بخش هایی اگرچه نشد؛ منتشر هرگز توابع این دربارۀ گاوس بزرگ» «کار

ببینید). را [۳]) شد پیدا مرگش از بعد بود، شگفت انگیزی ریاضی

قرار بحث مورد تحقیقات» این ادامۀ «در که هم نهشتی ها» مختلف «انواع به همچنین بالا نقل قول

پیش نویسی گاوس اما بود؛ بخش هفت حاوی تحقیقات منتشر شدۀ نسخۀ می کند. اشاره می گیرند،

هم نهشتی های آن در که کرد تهیه را هم نهشتی۲ دربارۀ کلی تحقیقات عنوان تحت هشتم بخش از

کرده بررسی را f ∈ Z[x] برای (p مثل اولی عدد (به پیمانۀ f(x) ≡ ۰ به صورت چندجمله ای ها

گاوس امروزی، بیان به ببینید). را [۱۳] از ۶۲۹ −۶۰۲ یا [۲ ج ،۱۴] از ۲۴۲ −۲۱۲ (ص بود

می آوریم: را او نتایج از بعضی می دهد. قرار بررسی مورد را Fp[x] چندجمله ای حلقۀ

.p به پیمانۀ چندجمله ای ها تجزیه های یکتایی و وجود •

او نتیجۀ .p پیمانۀ به و n درجۀ از تحویل ناپذیر تکین چندجمله ای های تعداد برای فرمولی •

است این
۱
n
(pn −

∑
p

n
a +

∑
p

n
ab −

∑
p

n
abc etⅽ.)

جفت عوامل همۀ روی
∑
p

n
ab ،n متمایز اولِ عوامل همۀ روی

∑
p

n
a مجموع آن در که

همین طور. نیز فرمول جملات بقیۀ برای و می شوند، محاسبه n متمایز اولِ

امروزی خوانندگان برای او رویکرد اگرچه داشت؛ متناهی میدان های دربارۀ نظریه ای همچنین گاوس
1Fagnano 2Disquisitiones generales de congruentiis



۱۷۷ (۱۴۰۱ زمستان و (پاییز ۷۱ شمارۀ ،۴۱ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

نظر اینجا در بود. روی گردان چندجمله ای ها هم نهشتی های ریشه های از او زیراکه نیست آسان جبر

است، صحیح ضرایب با چندجمله ای ξ وقتی که ،(p (به پیمانۀ ξ ≡ ۰ هم نهشتی دربارۀ را گاوس

می آوریم.
در نتیجه، نمی شود؛ بیشتر یا سه، دو، [درجۀ] بعد از عواملی به ξ تجزیۀ از مانع چیز هیچ اما . . .
تحقیقات همۀ می توانستیم ما درواقع، داد. نسبت آن ها به می توان را موهومی ریشه های به نوعی،
آزادی ای همان با موهومی، کمیت های چنین معرفی به تصمیم اگر کنیم کوتاه بی اندازه را بعدی مان

. . . داشتیم؛ کرده اند، اختیار جدیدتر ریاضی دانان برخی که

او کرد. ثابت را چندجمله ای ها ریشه های وجود که بود کسی نخستین گاوس مختلط، اعداد روی

نمی خواست به وضوح او پس می کرد؛ انتقاد دارد وجود ریشه می کردند فرض به سادگی که کسانی از

جواب اند. دارای بالا درجۀ هم نهشتی های که بگیرد فرض

می دهیم. ارجاع [۱۱] به را خواننده متناهی، میدان های روی گاوس کار از کامل تری شرح برای

به ویژه نبودند. دسترس در ۱۸۵۵ سال در گاوس مرگ از پیش تا آثار این از هیچ یک متأسفانه

بود. بی خبر آن ها از کرد، کشف مجدد را گاوس نتایج از بسیاری که ، ۱۸۴۰ دهۀ تا شونمان

آبل

تأثیر تحت به شدت را آبل تحقیقات، کتاب در
∫

dx√
۱−x۴ انتگرال مورد در گاوس پیچیدۀ نظرات

معادلۀ پایۀ بر ژاکوبی) (مثل را بیضوی توابع نظریۀ او داد. قرار

y۲ = (۱ − c۲x۲)(۱ + e۲x۲), (۱)

بیضوی انتگرال های معکوس توابع او، بیضویِ توابع داد؛ ∫گسترش
dx

y
=

∫
dx√

(۱ − c۲x۲)(۱ + e۲x۲)
(۲)

این که می دانستند آبل، زمان در می رسیم.
∫

dx√
۱−x۴ به بگیریم ۱ برابر را e = c اگر بودند.

ببینید). را [۳] ارتباط این تاریخچۀ (برای دارد ۱ شکل پروانۀ کمانِ طول با نزدیکی رابطۀ انتگرال

می تواند مبدأ، از شروع با مساوی، طول با کمان قطعه m به پروانه کمان یک تقسیم درنتیجه،

به صورت آن را احتمالا آیزنشتاین و آبل که شود، تفسیر انتگرال ها بین رابطۀ ∫به صورت
۰
dy/

√
۱ − y۴ = m

∫
۰
dx/

√
۱ − x۴ (۳)
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r۲ = cos ۲θ پروانۀ .۱ شکل

مساوی با طول قطعه m به پروانه کل وقتی است. پروانه m‑تقسیم  کردن»۱ «مسئلۀ این نوشته اند.

به را گاوس) منتشرنشده، نوشته ای در آن ها، از قبل (و آیزنشتاین و آبل (۳) معادلۀ بشود، تقسیم

صدق آن در پروانه تقسیم نقطۀ m قطبی مختصات که می رساند m۲ درجۀ از Pm(x) چندجمله ای

کرد. خواهیم بیان آیزنشتاین، از صحبت موقع بعداً، را کار این چگونگی می کند.

بیضوی انتگرال های مطالعۀ است. وسیع و غنی شگفت آوری به طرز بحث مورد ریاضیات این

کتاب می شود. آمده، (۱) در آنچه همانند بیضوی» ، «خم های مطالعۀ به منجر نهایتاً (۲) همانند

مسئلۀ اخیراً، است. بیضوی انتگرال های با آن ها رابطۀ و بیضوی خم های برای خوبی مقدمۀ [۲۲]

شده بیان بیضوی خم  های روی تقسیم نقطۀ m برحسب بیضوی انتگرال های برای m‑بخش کردن

ببینید. را [۲۸ ،۲۲] اعداد، جدید نظریۀ در مهم موضوع این دربارۀ بیشتر اطلاعات برای است.

،Pm(x) = ۰ چندجمله ای، معادله های آیا که بود این اساسی سؤال یک معاصرانش و آبل برای

تنها آبل است. رادیکال ها به وسیلۀ حل پذیری معنای به امروزه که نه، یا حل پذیر» ند جبری نظر  «از

بود کرده ثابت آن، از قبل سال چهار درست زیراکه داشت را سؤال این طرح شایستگی که بود کسی

نیستند. حل پذیر رادیکال ها به وسیلۀ درجه پنجمی ها کلی، حالت در که،

در که [۳۸۸ −۲۶۳ ص ،۱] بیضوی توابع بررسی عنوان تحت خود فوق العادۀ مقالۀ در آبل

P۲n+۱(x) = ۰ معادلۀ شد، منتشر ۱۸۲۸ و ۱۸۲۷ سال های در له۲ کرِ مجلۀ از ۳ و ۲ مجلدهای

می کند. بررسی می شود، ناشی (۲) بیضویِ انتگرال های برای ۲n)‑تقسیم + ۱) مسئلۀ از که را،

است: این معادله این دربارۀ او گفتنی های

[August Leopold Crelle] له کرِِ لئوپولت گوست آ توسط که ،Journal für die reine und angewandte Mathematik۲

شد. تأسیس ۱۸۲۶ در

1m-division problem
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می شود؛ تحویل۱ ۲n+۲ درجۀ از تکین معادلۀ یک حل به نهایتاً P۲n+۱ = ۰ معادلۀ حل بنابراین
می توان باوجوداین، باشد. حل پذیر جبری نظر از معادله این که نمی رسد به نظر کلی حالت در اما
،e = c

√
۳ ،e = c وقتی مثال، برای کرد؛ حل کامل به طور خاص موارد از بسیاری در آن را

مورد خصوصاً پرداخت، خواهم موارد این به من یادداشت این طی در غیره. و e = c(۲ ±
√

۳)
است. توجه مورد هندسه، در آن زیبای کاربرد هم و آن راه حل سادگی دلیل به هم اول،

رسیدم: قضیه این به دیگر قضیه های علاوه بر درواقع
کرد تقسیم بخش m به پرگار و خط کش از استفاده با فقط را پروانه محیط کل «می توان
m اینکه یا باشد، نیز اول می باید دوم عدد که باشد، ۲n+۱ یا ۲n به صورت m به شرطی که

باشد.» صورت دو این به اعدادی از حاصل ضربی
است. دایره مورد در گاوس، آقای قضیۀ مشابه دقیقاً قضیه، این می بینیم، همان طور که

می شد. انجام لاگرانژ کلاسیک روش های از استفاده با ۲n+ ۲ درجۀ از معادله ای به مسئله تحویل

رسمی تر به طور می توان را (e = c) پروانه برای پرگار و خط کش ترسیم های شگفت انگیز نتیجۀ

کرد. بیان زیر به صورت

طولِ با کمانِ m به پرگار و خط کش از استفاده با می توان را پروانه پروانه دربارۀ آبل قضیۀ

تعداد به فرما متمایزِ اولِ اعداد از حاصل ضربی به صورت m اگر فقط و اگر کرد تقسیم مساوی

باشد. ۲ از توانی

به بیضوی خم  های جدیدِ دیدگاه از وقتی کرد. خواهیم صحبت بیشتر آبل قضیۀ مورد در بعداً

شگفت انگیزند: اندازه به همان نیز او نوشتۀ دیگر جنبه های کنیم، نگاه آبل مقالۀ

را آن ها می تواند آبل که غیره و ، e = c(۲ ±
√

۳) ،e = c
√

۳ ،e = c حالت های •

(برای مختلط  اند ضرب دارای بیضوی خم  های با متناظر کند، حل رادیکال ها از استفاده با

خم  های از مهم دستۀ این که بود کسی اولین آبل کنید). مراجعه [۴] به مفاهیم این با آشنایی

کرد. شناسایی را بیضوی

تولید آبلی توسیع مختلط، ضرب با بیضوی خم  های تقسیم نقاط رده۲، میدان نظریۀ بنابر •

نظریۀ از حل پذیرند، آبلی گروه های چون آبلی اند. گالوای گروه های دارای بنابراین و می کنند

رادیکال ها به وسیلۀ ، P۲n+۱(x) = ۰ تقسیم، به مربوط معادلات که می شود نتیجه گالوا

حل پذیرند.

نمی رسد «به نظر می کرد: عمل محتاط تر آبل نداشتند، مختلط ضرب خم ها این مواقعی که در •

گالوایِ نمایش های دربارۀ ر۳ س عمیق نتایج بنابر باشند.» حل پذیر جبری نظر از آن ها که

1reduce 2class field theory 3Serre
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معادلات این خاص، حالت متناهی تعداد جز که می دانیم اکنون ،[۲۷] بیضوی خم  های

نیستند. حل پذیر رادیکال ها به وسیلۀ

هستیم. مواجه غنی ای بسیار ریاضیات با هم اینجا

مختلط ضرب دارای آن ها خم وقتی ، P۲n+۱(x) = ۰ به صورت معادلاتی چرا اینکه دربارۀ آبل

ریشه ها ساختار آن، اصلی دلیل که شد متوجه او کرد. فکر خیلی حل پذیرند رادیکال ها به وسیلۀ است،

معادلاتی از خاص ردۀ یک دربارۀ یادداشتی در او کلی نتیجۀ است. یکدیگر با آن ها ارتباط نحوۀ و

است. مشاهده قابل ، ۱۸۲۹ سال به له، کرِ مجلۀ در [۵۰۷ −۴۷۸ ص ،۱] حل پذیرند جبری نظر از که

می شود: آغاز صورت این به مقاله آن

همۀ از خاصی معادلات با وجوداین نیست، امکان پذیر کلی حالت در معادلات جبریِ حل اگرچه
xn−۱ اند. = ۰ به صورت معادلاتی آن ها مثال حل پذیرند. جبری به صورت که دارند وجود درجه ها

می گیرد. صورت دارد وجود ریشه ها بین که معینی روابط براساس معادلات این حل

حل و کلی حالت در پنجم درجۀ معادلاتِ حل ناپذیری مورد در آبل نتیجۀ به دارد اشاره اول جملۀ

برای آبل است. کرده بیان مشروح به طور تحقیقات کتاب در را آن گاوس که xn − ۱ = ۰ معادله

اول عدد کند، منتقل خواننده به دارد» وجود ریشه ها بین که «روابطی عبارت از را خود منظور اینکه

که θ(x) = xα فرض با می گیرد. نظر در را xn−۱ + · · ·+ x+ ۱ = ۰ دایره بری معادلۀ و n

،θ۲(x) = xα
۲ ،θ(x) = xα ،x به صورت ریشه ها است، n به پیمانۀ اولیه ریشۀ یک α آن در

آبل، می آیند. به دست θn−۱(x) = x آن در که θn−۲(x) = xα
n−۲ ،. . . ،θ۳(x) = xα

۳

در آن را او که می شود ظاهر معادلات از معینی ردۀ در مشابهی خاصیت که می کند اشاره ادامه، در

می کند: بیان را مقاله اصلی قضیۀ سپس او است. یافته بیضوی توابع نظریۀ

کرده ام: ثابت کلی حالت در را زیر قضیۀ من
آن ها همۀ که باشند مرتبط یکدیگر با این صورت به دلخواه درجۀ از معادله ای ریشه های اگر
اگر به علاوه و باشند؛ بیان قابل گویا به صورت می دهیم، نشان x با را آن که آن ها، از یکی برحسب
معادلۀ آنگاه ،θθ۱x = θ۱θx باشیم داشته دهیم، نشان θ۱x و θx با را دیگر دلخواه ریشۀ دو

. . . است حل پذیر جبری نظر از همیشه بحث مورد

به است. شده تشکیل می کنند صدق او قضیۀ فرض در که چندجمله ای هایی همۀ از آبل ویژۀ»۱ «ردۀ

گروه از σi عضو هر برای αباشد. اولیۀ۲ عنصر با گالوا توسیع Kیک ⊆ L کنید فرض امروزی، بیان

.σi(α) = θi(α) به طوری که دارد وجود θi(x) ∈ K[x] چندجمله ای یک Gaⅼ(L/K) گالوای

1classe particulière 2primitive element
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و صحیح اندیس ها، تعویض .σiσj(α) = θj(θi(α)) که گرفت نتیجه می توان به سادگی اکنون

داریم می شود، تعیین α روی مقدارش بنابر σi چون کنید. بررسی آن را  ــ دلیل است  امکان پذیر

σiσj = σjσi ⇐⇒ θj(θi(α)) = θi(θj(α)).

ملاحظه هستند، K روی α برای f(x) مینیمال چندجمله ای ریشه های θi(α)ها اینکه به توجه با

اکنون باشد. جابه جایی Gaⅼ(L/K) اگر فقط و اگر است ویژه» «ردۀ به متعلق f(x) که می کنیم

است. حل پذیر جابه جایی، گالوای گروه هر زیرا می شود، نتیجه گالوا نظریۀ از به سادگی آبل قضیۀ

دهد: ارائه نیز کاربرد دو داشت بنا خود، کلی قضیۀ اثبات علاوه بر آبل
برد. خواهم به کار بیضوی و مستدیر توابع برای آن را کلی، حالت برای نظریه این توسعۀ از پس

له کرِ از پانویسی با ولی است مستدیر توابع مورد در بخشی دارای له کرِ مجلۀ در منتشرشده نسخۀ

می پذیرد: پایان
داد. خواهد ارائه آینده در بیضوی توابع برای کاربردهایی مقاله این نویسندۀ (∗

درگذشت. مقاله آن انتشار از بعد کوتاهی مدت آبل که افسوس

آبل از پس

اینکه دقیق تر گذاشت. بر۳ وِ و ژوردان۲، کرونکر۱، روی عمیقی تاثیر آبل ویژۀ» «ردۀ

به شرطی که نامید «آبلی» را f(x) = ۰ [۱۱ ص ،۴ ج ،۱۸] کرونکر ،۱۸۵۳ سال در •

تعریف همانند نیز اینجا در باشند. x = θn(x) ،θn−۱(x) ،. . . ،θ(x) ،x آن ریشه های

چندجمله ای هایی با است متناظر آبل ویژۀ» «ردۀ از خاص حالتِ این است. گویا تابعی θ آبل،

دوری. گالوای گروه با

گالوای گروه براساس را f(x) = ۰ بودنِ «آبلی» [۲۸۷ ص ،۱۷] ژوردان ،۱۸۷۰ سال در •

کرد: تعریف آن
به که است جانشانی هایی۴ دارای فقط آن ها گروه که می نامیم آبلی معادلات را معادلاتی بنابراین

تبدیل اند۵. قابل یکدیگر

ثابت او سپس است. «جابه جایی» برای ژوردان اصطلاح همان اینجا در تبدیل» «قا بل

ویژۀ» «ردۀ همان معادل تعریفش تحویل ناپذیر، معادلات برای که [۲۸۸ ص ،۱۷] می کند

است. آبل

چاپ به ۱۸۹۶ و ۱۸۹۴ سال های در جبر درسی کتاب عنوان با بر وِ ماندگار اثر اولِ جلدِ دو •
1Kronecker 2Jordan 3Weber 4substitutions 5exchangeable
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جابه جایی گروه های بعداً و [۵۷۶ ص ،۱ ج ،۳۰] می نامد «آبلی» را آبل ویژۀ» «ردۀ او رسید.

جایی اولین این دارم، اطلاع من جایی که تا .[۶ ص ،۲ ج ،۳۰] می کند نام گذاری «آبلی» را
می شود.۱ ظاهر آن امروزی معنای به آبلی» «گروه اصطلاح که است

دارای دراصل، اما، می رسد. به نظر ساده بسیار مقدماتی، جبر دروس در آبلی» «گروه تعریفِ

و مختلط، ضرب بیضوی، توابع پروانه، مفهوم آبل، گاوس، که است گسترده ای بسیار تاریخچۀ

می گیرد. بر در را رادیکال ها به وسیلۀ حل پذیری

شونمان

محسوب شناخته شده ای فرد شونمان تئودور شد، برده نام آن ها از اینجا به تا که افرادی برخلاف

زندگی نامۀ براساس ندارد. [۲۱] مک توتر ریاضیاتِ تاریخچۀ پایگاه در زندگی نامه ای او نمی شود.

۱۸۶۸ سال در و شد متولد ۱۸۱۲ سال در شونمان ،[۲۹۴ −۲۹۳ ص ،۳۲ ج ،۲] عمومی آلمانی

مدرک پرداخت. تحصیل به برلین و کونیگسبرگ۳ در اشتاینر۲ و ژاکوبی راهنمایی تحت او درگذشت.

ر دِ آن براندنبورگ در دبیرستانی استاد نهایتاً و ارشد مربی و کرد اخذ ۱۸۴۲ سال در را خود دکترای

از بعضی دارد؛ اعداد نظریۀ در شونمان کارهای به ارجاع چندین [۱۹] لمرمایر کتاب شد. هافل۴

هم نهشتی ها به مربوط فصل در خصوصاً شده اند، ذکر [۷] دیکسون معروف کتاب در شونمان نتایج

اول. جلد در بالا درجۀ از

دو در ۱۸۴۶ و ۱۸۴۵ سال های در که است طولانی ای مقالۀ ما، برای شونمان اثر مهم ترین

عنوان با ،۵۰ تا ۱ بخش های شامل ، [۲۴] اول قسمت است. رسیده به چاپ له کرِ مجلۀ در بخش

منتشر است حقیقی اول عدد یک آن ها پیمانۀ که بالا درجۀ از هم نهشتی  ها دربارۀ کلی نظریه ای مبانی

می کند: اشاره گاوس به آن مقدمۀ در شونمان شد.

دربارۀ کلی نظریه ای ارائه درصدد کتابش، هشتم بخش در حسابی تحقیقات معروف نویسندۀ
اطلاع من جایی که تا همچنین، و نشد منتشر هشتم بخش آن اگرچه بود. بالا درجۀ از هم نهشتی ها

نکرد. بیان روشنی چیز هیچ و منتشر مطلبی هیچ موضوع این دربارۀ نویسنده دارم،

ندارد: را آن ۀ غص اما کند، پیش دستی او بر نتایج انتشار در گاوس شاید که می زند حدس شونمان
مخصوص راهی از می دانم خودم من که است این ابداع کننده اولین عنوان دادن دست از جبران . . .

همتافته گروه به نزدیکی ارتباط که گروهی به اشاره برای را « groupe abélien» اصطلاح ژوردان ،۱۸۷۰ سال ۱در

.[۸ بخش ،۲ ج ،۱۷] برد به کار دارد متناهی میدان یک روی [symplectic group]
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رسیده ام. مفهوم آن به شخص آن از مستقل و خودم

کردند. پیش دستی او بر او نتایج از استفاده در گالوا دید، خواهیم بعداً که همان طور و، گاوس ،عملا

نظر در  این صورت که داد، تغییر اشخاص» «آن به را شخص» «آن بالا نقل قول در باید از این رو

می شود. درست تری

انجام p به پیمانۀ یکتا تجزیۀ دارای چندجمله ای های دربارۀ دقیقی بررسی شونمان گاوس، مثل

چندجمله ای یک f(x) ∈ Z[x] بگیریم فرض کرد. متفاوت کاری ،۱۴ بخش در آن، از بعد اما داد.

وجود گاوس (که باشد f(x) از ریشه ای α ∈ C و باشد p به پیمانۀ تحویل ناپذیر و n درجۀ از تکین

را ψ(α) و φ(α) شونمان ،φ,ψ ∈ Z[x] مفروض چندجمله ای های برای بود). کرده ثابت را آن

برای هرگاه ، (α ،p (به پیمانۀ φ(α) ≡ ψ(α) می نویسند و می نامد، (p, α) به پیمانۀ هم نهشت

«صورت که می کند ثابت او سپس . φ(α) = ψ(α) + pR(α) باشیم داشته R  ی ∈ Z[x]

آن در که است a۰α
n−۱ + a۱α

n−۲ + · · · + an−۱ شکل به باقیمانده»۱ کوچک ترین کلی

می آید. به دست عضو pn با میدانی اینجا از .ai ∈ {۰, . . . , p− ۱}

و جبری صحیح عدد یک α ریشۀ کرد. بازگو نیز زیر به صورت می توان را شونمان ساخت روش

این به (α ،p (به پیمانۀ φ(α) ≡ ψ(α) هم ارزی رابطۀ است. ضرب عمل تحت حلقه یک Z[α]

در که می دهند، Z[α]/〈p〉 خارج قسمتی حلقۀ در را یکسانی هم دستۀ ψ(α) و φ(α) که است معنی

است، میدان Z[α]/〈p〉 که دید خواهیم بعداً است. p به وسیلۀ تولید شده ایده آل 〈p〉 = pZ[α] آن

متناهی میدان از جدیدی نسخۀ Z[α]/〈p〉 بنابراین است. تحویل ناپذیر p به پیمانۀ f(x) زیرا

pn دارای میدان این زیرا برد، خواهیم به کار Z[α]/〈p〉 به جای را Fpn ادامه، در است. شونمان

می کنید: مشاهده را شونمان دیگر نتایج بعضی اینجا در است. عضو

xp
n − x ≡ ۰ به صورت را عبارت این او هستند. xpn − x ریشه های ،Fpn عناصرِ •

می نویسد. (α ،p (به پیمانۀ

میدان Fpn بنابراین .(α ،p (به پیمانۀ f(x) ≡ (x−α)(x−αp) · · · (x−αpn−۱
) •

مستتر f از تجزیه این در فروبنیوس۲) (ابداعی گالوا گروه است. p به پیمانۀ f(x) شکافندۀ

است.

تحویل ناپذیریِ از جذابی اثبات با ۵۰ بخش در شونمان مقالۀ اول قسمت

Φp(x) = xp−۱ + · · ·+ x+ ۱
1allgemeine Form eines kleines Restes 2Frobenius



کرد/کاکس اثبات را آیزنشتاین محک آیزنشتاین چرا ۱۸۴

به تجزیۀ و p 6= ℓ اول عدد می آوریم. مرسوم نمادگذاری های با آن را اثبات می رسد. خود اوج به

ℓ به پیمانۀ fiها آن در که بگیرید درنظر را (ℓ پیمانۀ (به Φp(x) ≡ f۱(x) · · · fr(x) اول عوامل

که می شود نتیجه ، i = ۱, . . . , r هر برای متناهی، میدان های معمول خواص از تحویل ناپذیرند.

deg(fi) = دارد p مرتبۀ از عضو یک F∗
ℓn که nی کوچک ترین (۴)

= است p به پیمانۀ ℓn ≡ ۱ که nی کوچک ترین

= (Z/pZ)∗ در l هم نهشتی ردۀ مرتبۀ

اعداد دربارۀ دیریکله قضیۀ بنابر می کنیم. واگذار خواننده به ساده تمرینی به عنوان را رابطه این بررسی

ردۀ هر شد)، اثبات شونمان مقالۀ از قبل سال چند درست (که حسابی تصاعدهای در موجود اول 

یک شامل اولیه ریشۀ یک هم نهشتی ردۀ درحالت خاص، دارد. اول عدد یک p به پیمانۀ هم نهشتی

ایجاد (Z/pZ)∗ در p−۱ مرتبۀ از هم نهشتی ردۀ یک ،p به پیمانۀ اولیه ریشۀ یک است. ℓ اول عدد

ℓ به پیمانۀ Φp(x) که می شود نتیجه این از .n = p− ۱ داریم (۴) از ℓ این برای بنابراین می کند،

روی Φp(x) گاوس، لم طبق بنابراین است. تحویل ناپذیر نیز Z روی از این رو و است تحویل ناپذیر

است. تحویل ناپذیر Q

از و دارد لازم را متناهی میدان های از اطلاعاتی اگرچه است؛ ساده تر گاوس اثبات از اثبات این

زیباست. و ظریف بسیار ℓ کمکی اول عدد از استفاده می کند. استفاده دیریکله کلاسیک نتیجۀ

ندیک گروت سبک به را جبری هندسۀ ، ۱۹۷۰ دهۀ در ارشد، کارشناسی مقطع در من زمانی که

می بردم؛ لذت می شد اختیار مانده ای۱ مشخصۀ از غیر اول عددی استدلالی در اینکه از می خواندم،

همین قبل، سال ۱۲۰ شونمان که شدم متوجه بعد کمی می رسید. به نظرم پیشرفته و جدید خیلی

است. برده کار به را روش

شامل اول اند اعداد از توانی که پیمانه هایی بررسی عنوان تحت [۲۵] شونمان مقالۀ دوم قسمت

تغییرات به ویژه و ، pm به پیمانۀ چندجمله ای ها تجزیۀ شونمان مقاله، این در است. ۶۶ −۵۱ بخش های

است نتیجه ای همان ،۵۹ بخش در او، مهم نتایج از یکی می کند. بررسی را ، m تغییرِ اثرِ در تجزیه

می نامیم: هنزل۲ لم آن را امروزه که
به طوری که باشد p به پیمانۀ تکین عامل دو به تجزیه قابل x متغیر با تکین۳ چندجمله ای یک اگر لم.

به کار تکین برای را ساده) (به معنای «einfach» و چندجمله ای برای را عبارت) (به معنای «Ausdruck» ۳شونمان،

می برد.

1residue characteristic 2Hensel
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یکتا به طور چندجمله ای این آنگاه نباشند: مشترکی مقسوم علیه دارای ،p به پیمانۀ عامل دو این
p به پیمانۀ نخستین عامل دو با عامل دو این که است، تجزیه قابل pm به پیمانۀ عامل دو به

هم نهشت اند.۱

یابد، تحویل p به پیمانۀ pm به پیمانۀ تحویل ناپذیر چندجمله ای یک هرگاه که است این نتیجه یک

مورد در ۶۱ بخش در شونمان باشد. p به پیمانۀ تحویل ناپذیر چندجمله ای یک از توانی باید حاصل

می کند. مطرح را زیر سؤال مطلب این عکس

pm به پیمانۀ ،p به پیمانۀ تحویل ناپذیر چندجمله ای یک از توانی آیا که کنید بررسی مسئله.
خیر؟ یا است تحویل ناپذیر

هم نهشت چندجمله ای مورد در و است (x− a)n چندجمله ای مورد این برای ساده بسیار مثال یک

p۲ پیمانۀ بررسی کنیم، باید آن برای را تحویل ناپذیری امکانی که اولین (p (به پیمانۀ (x− a)n با

است: چنین شونمان پاسخ است.
است تحویل ناپذیر p۲ به پیمانۀ (x−a)n+ pFx کرد: بیان را قضیه این می توان از این رو . . .

. . . باشد نداشته قرار Fx در p به پیمانۀ (x− a) عامل هرگاه

آنجایی از ۲.deg(F ) ≤ n که کنیم فرض است  ــ لازم نیست  درست کاملا شکل این به قضیه این

،(p (به پیمانۀ F (a) ≡ ۰ اگر فقط و اگر می کند عاد p به پیمانۀ را F (x) چندجمله ای x− a که

کنیم. بیان زیر به صورت می توانیم را شونمان نتیجۀ بنابراین

اول عدد و باشد n > ۰ درجۀ از f(x) ∈ Z[x] کنید فرض شونمان تحویل ناپذیری محک

به طوری که باشند داشته وجود a صحیح عدد و p

f(x) = (x− a)n + pF (x), F (x) ∈ Z[x].

است. تحویل ناپذیر p۲ به پیمانۀ f(x) آنگاه ،(p (به پیمانۀ F (a) 6≡ ۰ اگر

می آوریم. خواننده، کار راحتی برای اثباتی، اینجا، در

باشد p۲ به پیمانۀ نابدیهی تجزیۀ یک دارای (x− a)n + pF (x) کنید فرض اثبات.

(x− a)n + pF (x) ≡ G(x)H(x) (p۲ .(به پیمانۀ (۵)

به دست ، Zp pای، صحیح اعداد روی تجزیه ای و بگیریم حد m → ∞ وقتی که می دهد امکان ما به تجزیه ۱یکتایی

و است شده مطرح [۶ .۴ .۳ قضیۀ ،۱۶] در نزل ه لم شکل این می یابد. تحویل p به پیمانۀ داده شده تجزیۀ به که آوریم
معادلۀ جواب یک ،f(x) ∈ Zp[x] برای می کند: مرتبط نزل ه لم شناخته  شده تر شکل این به آن را [۷۲ ص ،۱۶] بحث
مثال، ۲برای می یابد. انتقال Zp در f(x) = ۰ معادلۀ از جوابی به یک، چندگانگی با (p (به پیمانۀ f(x) ≡ ۰
F (۰) ̸≡ ۰ هرچند ،x۲ + pF (x) = (px+ ۱)(x۲ − p۲x+ p) پس .F (x) = x۳ − p۲x+ ۱ کنید فرض

.(p (به پیمانۀ
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(x−a)n ≡ هم نهشتی از در این صورت H(x)تکین اند. G(x)و آن در که می کنیم فرض را حالتی

(p (به پیمانۀ G(x) ≡ (x− a)i که می گیریم نتیجه تجزیه، یکتایی و (p (به پیمانۀ G(x)H(x)

در x = a دادن قرار با .i+ j = n و i, j > ۰ آن در که (p (به پیمانۀ H(x) ≡ (x− a)j و

نهایتاً .i, j > ۰ زیرا می کند عاد را H(a) هم و G(a) هم p که می کنیم مشاهده هم نهشتی ها، این

است. تناقض که (p۲ (به پیمانۀ pF (a) ≡ ۰ داریم (۵) در x = a دادن قرار با

کنید فرض منظور، این برای می شود. نتیجه آیزنشتاین محک قضیه این از که اینجاست جالب

کردن ضرب با کند. صدق آیزنشتاین محک فرض در f(x) = a۰x
n + a۱x

n−۱ + · · ·+ an

نوشت می توان پس .(p (به پیمانۀ a۰ ≡ ۱ که کرد فرض می توان مناسب، صحیح عدد یک در

an ضریب p۲ زیرا (p (به پیمانۀ F (۰) 6≡ ۰ که کنید توجه همچنین .f(x) = xn + pF (x)

مطلب این است. تحویل ناپذیر p۲ به پیمانۀ f(x) شونمان، محک بنابر درنتیجه، نمی کند. عاد را

می کند. ایجاب را Q روی گاوس، لم بنابر و، Z روی تحویل ناپذیری

یک روی را خود تحویل ناپذیری محک بی درنگ، شونمان، بزنید، حدس شاید همان طور که

می برد: به کار معروف چندجمله ای

حالت، این در است. اول عددی n آن در که ببریم کار به
xn − ۱
x− ۱

برای را نتیجه این دهید اجازه
می گیریم نتیجه بنابراین و ، (n (به پیمانۀ xn − ۱ ≡ (x− ۱)n

xn − ۱
x− ۱

= xn−۱ + xn−۲ + · · ·+ x+ ۱ = (x− ۱)n−۱ + nFx.

از .(n (به پیمانۀ F (۱) 6≡ ۰ و F (۱) = ۱ بنابراین و n = nF (۱) داریم x = ۱ برای

اول عددی n به شرطی که است تحویل ناپذیر n۲ به پیمانۀ همواره
xn − ۱
x− ۱

که می شود نتیجه اینجا

است. تحویل ناپذیر قطعاً جبری نظر از عبارت این از این رو، باشد؛
ذکاوت به «تحقیقات» کتاب در گفته شده اثبات زیرا است توجه درخور قضیه این اثبات سادگی

ببینید.) را ۲ تذکر ،۵۰ (بخش است. پیچیده تر بسیار و دارد نیاز بیشتری

حین که ، x↔ x+ ۱ متغیر تعویض بدون xn−۱ + · · ·+ x+ ۱ تحویل ناپذیریِ روش، این در

اثباتش اینکه از شونمان که است بدیهی می شود. اثبات است، نیاز مورد آیزنشتاین محک از استفاده

اثبات به بالا نقل قول پایان در پرانتز داخل (عبارت بود. خشنود است گاوس اثبات از ساده تر بسیار

دارد.) اشاره است آمده او مقالۀ ۵۰ ی بخش در تحویل ناپذیری مورد در که شونمان قبلی

چگونه من اما است. ناشناخته ریاضی دانان از بسیاری برای اما است زیبا شونمان محک

خم در بارۀ آبل قضیۀ برای آیزنشتاین اثبات [۵] گالوا نظریۀ موضوع با من کتاب در شدم؟ آن متوجه
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با لمرمایر شگفت انگیز کتاب به نگاهی بفهمم بهتر را آیزنشتاین اثبات اینکه برای است. آمده پروانه

شونمان مقالۀ خواندن موقع دیدم. شونمان به ارجاعی آنجا در انداختم، [۱۹] متقابل قوانین عنوان

زبان و بود طولانی مقاله که بود این دلیلش یک شاید کنم، پیدا آن در را آینشتاین محک نتوانستم

بود داده آیزنشتاین که بودم محک این از صورتی دنبال من شاید یا و نیست خوب خیلی من آلمانی

برای فیلاستا۱ مایکل از لمرمایر که شدم متوجه و رفتم لمرمایر کتاب سراغ دوباره شونمان. خودِ نه

برای محکی شونمان که داد پاسخ او و نوشتم نامه فیلاستا به است. کرده تشکر شونمان مقالۀ به اشاره

۶۱ بخش به یک راست من پاسخ این با است. کرده ثابت p۲ به پیمانۀ چندجمله ای ها تحویل ناپذیری

است. کرده بیان را خود نتیجۀ شونمان که است همان جایی که رسیدم مقاله

گاوس به بازگشت

کرد. کشف نزل ه از قبل نیز را نزل ه لم آیزنشتاین، از قبل آیزنشتاین محک کشف علاوه بر شونمان

چاپ نشدۀ پیش نویس در بود. یافته آن ها از جلوتر را نزل ه و شونمان نتایج گاوس بد، بخت از

X چندجمله ای ([۲ ج ،۱۴] از ۲۳۸ ص یا [۱۳] از ۶۲۷ (ص گاوس تحقیقات، از هشتم بخش

می کند: مطالعه p۲ و p به پیمانۀ آن را رفتار گرفته، نظر در را صحیح ضرایب با

شود، تجزیه . . . و ξ′′ ،ξ′ ،ξ اولِ به هم نسبت دو به دو عوامل به p به پیمانۀ X تابع اگر مسئله.
به طوری که می شود تجزیه . . . و Ξ′′ ،Ξ′ ،Ξ عوامل به p۲ به پیمانۀ مشابه به طور X آنگاه

ξ ≡ Ξ, ξ′ ≡ Ξ′, ξ′′ ≡ Ξ′′, . . . (p (به پیمانۀ

، pk پیمانۀ برای مشابهی قاعدۀ چگونه که می دهد شرح سپس و می کند ثابت را مسئله این گاوس

تجزیۀ یکتایی زیرا است ضعیف تر شونمان « لم» از او «مسئلۀ» می شود. نتیجه دلخواه، k هر برای

لم نخستین «الگوی یک کرد، ثابت گاوس که آنچه دراصل، بنابراین، نمی کند. بیان را انتقال یافته

روزانۀ  دفترچۀ یادداشت در آن را که بود راضی نتیجه این از آن قدر گاوس باوجوداین، بود. نزل»۲ ه

است: این ، ۱۷۹۷ سپتامبر ۹ به تاریخ آن، ۷۹ شمارۀ یادداشت .[۱۵] کند یادداشت ریاضیاتش

هم نهشتی ها به چندگانه پیمانه های براساس هم نهشتی ها حل آن ها به موجب که اصولی کشفِ شروع
تحویل یابد. خطی پیمانه های براساس

pk به پیمانۀ چندجمله ای ها تجزیۀ به معنایِ چندگانه» پیمانه های براساس هم نهشتی ها «حل اینجا، در

p پیمانۀ با کردن کار به معنای خطی» پیمانه های براساس «هم نهشتی های مشابه، به طور و است

1Michael Filaseta 2proto-Hensel’s lemma
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است. شده توجیه [۱۱] در دقیقی به طور گاوس روزانۀ از یادداشت برداشت این است.

تجزیه عوامل آن در که گرفت نظر در را حالتی نزل، ه لم مقدماتی شکل این علاوه بر گاوس

در حدوداً (p (به پیمانۀ X ≡ X ′(x − a)m هم نهشتی مثال، برای نیستند. متمایز p به پیمانۀ

کاملا باشد، داده ادامه را موضوع این او اگر می شود. دیده هشتم بخش از گاوس پیش نویس آخر

اما باشد. کرده کشف نیز را آیزنشتاین محک و طی را شونمان مسیر همان که می رسد به نظر محتمل

است گاوس نوشته که چیزی آخرین می رسد: پایان به یک دفعه هم نهشتی یک وسط در دست نوشته

است: این

۰ ≡

تمام را آن تا نمی آید ۱ هم نهشتی ها جامع مطالعۀ سراغ به هرگز گاوس کارهایش، از دیگر خیلی مثل

شناخته اثر این که است ۱۸۶۳ سال در آثارش مجموعۀ دوم جلد جزو انتشارش از بعد تنها کند.

است. حسابی تحقیقات یعنی مشهورترش همتای سایۀ در هنوز هم امروز و شد،

متناهی میدان های دربارۀ بیشتری مطالب

در گالوا داشت. نقش متناهی میدان های نظریۀ توسعۀ در نیز گالوا شونمان، و گاوس بر علاوه

،۱۲] فروساک ریاضی علوم بولتن مجلۀ در منتشر شده اعداد، نظریۀ دربارۀ عنوان تحت خود مقالۀ

نوشته او آن  طورکه یا ،(p (به پیمانۀ F (x) ≡ ۰ هم نهشتی از ،۱۸۳۰ به سال [۱۲۷ −۱۱۳ ص

بررسی را ریشه ها سپس است. تحویل ناپذیر p به پیمانۀ F (x) اینجا در می کند؛ آغاز ، Fx = ۰

می کند:
. . . گرفت نظر در موهومی نماد نوعی را هم نهشتی این ریشه های باید

به را آن ها نیز شونمان بعدها که می پردازد متناهی میدان های مورد در نتایجی اثبات به سپس او

است. بوده بی اطلاع گالوا کار از شونمان که می رسد به نظر آورد.  دست

عوض، در بود. حساس بسیار بود، گذشته سرسری آن ها وجود از گالوا که ریشه ها، این به گاوس

از α ∈ C مانند مختلطی ریشۀ او زیراکه بود دقیق Z[α]/〈p〉 طریق از شونمان ساخت روش

به درنهایت چون است آنالیز از قضیه ای دراصل، جبر، اساسی قضیۀ اما می برد. به کار را f(x)

چون که کنید توجه شونمان، روش جبری صورت بیان برای دارد. بستگی حقیقی اعداد بودن کامل

Z[x]/〈f(x)〉 ' Z[α] حلقه ای یکریختی x 7→ α است، تحویل ناپذیر و تکین f(x) ∈ Z[x]
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شونمان که می دهد نتیجه را f̄ ∈ Fp[x] چندجمله ای ،p به پیمانۀ f(x) تحویل می کند. القاء را

اکنون است. میدان Fp[x]/〈f̄(x)〉 خارج قسمتی حلقۀ لذا می گیرد. نظر در تحویل ناپذیر را آن

یکریختی های

Fp[x]/〈f̄(x)〉 ' Z[x]/〈p, f(x)〉 ' Z[α]/〈p〉

است. عضو pn با متناهی میدانی دراصل Z[α]/〈p〉 شونمان حلقۀ که می دهند نشان

کلی بیان عنوان با مقاله ای در ۱۸۵۷ در سال ددکیند را متناهی میدان های از جبری بیان این

. [۶] است کرده بیان صریحاً حقیقی اول عدد یک به پیمانۀ بالا درجۀ از هم نهشتی ها دربارۀ نظریه ای

گالوا سپس و مطرح گاوس ابتدا را موضوع این که می کند آغاز نکته این ذکر با را خود مقالۀ ددکیند

او هرچند نبود، گاه آ بود داده انجام گاوس که کاری عمق از ددکیند کردند. بررسی را آن شونمان و

سال در گاوس آثار مجموعه از دوم مجلد در هم نهشتی ها جامع مطالعۀ انتشارِ مسئول ویراستار بعدها

شد. ۱۸۶۳

دادیم انجام Z[x]/〈p, f(x)〉 خارج قسمتی حلقۀ با بالا در که است همان اساساً ددکنید روش

هنوز که است زمانی به مربوط ددکنید نوشتۀ اگرچه است؛ تحویل ناپذیر p به پیمانۀ f(x) آن در که

مجموعه آن که می دهد نشان او باوجوداین، بود. نگرفته شکل کامل به طور خارج قسمتی حلقۀ مفهوم

«میدان از منظور نوزدهم، قرن بیشتر در .n = deg(f) آن در که است عضو pn با متناهی میدانی

امروزه، (حتی بود ساده آن با کار که داشت را مزیت این شیء این است. بوده شیء همین متناهی»

انتخاب به چون ریاضی، نظر از اما، می دهند)، نمایش صورت همین به را متناهی میدان های رایانه ها

نیست. متعارفی شکل اساساً دارد بستگی f(x)

است؛ کرده بیان مقاله ای در مور را متناهی میدان برای انتزاعی کاملا تعریف های اولین از یکی

رسید. به چاپ ۱۸۹۳ سال به ریاضی دانان بین المللی کنگرۀ مقالات مجموعۀ در [۲۰] او مقالۀ

است: صورت به این او تعریف

صحیح عدد یک s) µs ،. . . ،µ۱ داریم، متمایز نشانه های∗ یا نماد s از دستگاهی کنید فرض
جبری اصلی عمل چهار با می توانند نشانه ها این که کنید فرض همچنین و است) متناهی مثبت
اتحادهای در که هستند اعمالی عمل ها، این شوند. ترکیب هم با  ــ تقسیم   و ضرب، تفریق،  ــجمع،  

می کنند صدق معمولی مجرد جبر در ۱ عمل ها به مربوط

µi + µj = µj + µi; µiµj = µjµi; (µi + µj)µk = µiµk + µjµk; . . . .

می شود مشخص یکتا به طور مورد هر در عمل ها این حاصل شوند، ترکیب هم با هنگامی که همچنین
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با و می نامیم s مرتبۀ از میدان یک را دستگاهی چنین است. نشانه ها دستگاه عضو آن نتیجۀ و
می دهیم. نمایش F [s] نماد

کنیم. تعیین را s مرتبۀ از F [s] میدان های این همۀ که می رسیم اینجا به بی درنگ

استانداردسازی ماقبل دوران به مربوط مور نوشتۀ که است آن از حاکی «نشانه ها» و «دستگاه» واژۀ دو

برای ددکیند که نمایشی با او تعریف که می دهد نشان ادامه در مور است. مجموعه ها نظریۀ زبان

جدیدی نظریۀ ۱۸۹۳ سال در سرانجام به این ترتیب است. معادل است کرده عرضه متناهی میدان

می شود. حاصل متناهی میدان های برای

دارد: اشاره زیر پانویس به مور از گفته شده نقل قول در «نشانه ها» واژۀ
علائم که کنید توجه شوند. مستثنی مفهومی۲ نشانه های از کمی۱ انگاره های تمام که است لازم ∗

نمی شوند. ظاهر نظریه این در >,<

با آن ها آشنایی بر را فرض او اما بودند، بالا ریاضی سطح با افرادی نوشته این در مور مخاطب

انتزاعی ماهیت آن ها که بود این آن پانویس از او  ــمنظور بود  نگذاشته مجموعه ها نظریۀ مفاهیم

در باید کارشناسی دورۀ دانشجویان به مجرد جبر تدریس موقع را امر این کنند. درک را او مطالب

باشیم. داشته نظر

آیزنشتاین

مقالۀ یک در پروانه خم مورد در آبل قضیۀ روی او کار که کسی می رسیم، آیزنشتاین به سرانجام

مقدمتاً، .[۶۱۹ −۵۳۶ ص ،۱۰] رسید خود اوج به ۱۸۵۰ سال در له کرِ مجلۀ در بخشی دو طولانی

می گیریم. نظر در s کمان طول از تابعی به عنوان را r و پروانه برای را r۲ = cos ۲θ قطبی معادلۀ

طول برای را اول ربع در پروانه شاخۀ و کنیم آغاز مبدأ از اگر که است معنی بدین r = φ(s) لذا

در که را آنچه ۲ شکل می رسیم. (r, θ) قطبی مختصات با نقطه ای به نهایت در آنگاه کنیم، دنبال s

می دهد. نمایش می دهد رخ چهارم ربع تا خم این مسیر کردن دنبال

است وابسته r به زیر معادلۀ طریق از s که می دهد نشان [۲ .۱۵ بخش ،۵] کمان طول محاسبۀ

s =

∫ r

۰

dr√
۱ − r۴

.

در با داده ایم.) نشان حرف یک با را انتگرال گیری حدود و متغیر نوزدهم، قرن نمادگذارهای (مثل

می آوریم به دست r = φ(s) گرفتن نظر

r = φ(s) ⇐⇒ s =

∫ r

۰

dr√
۱ − r۴

. (۶)
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پروانه روی r = φ(s) .۲ شکل

آن را که است
∫ r

۰
dr√
۱−r۴ بیضوی انتگرال معکوس تابع r = φ(s) پروانه تابع به عبارت دیگر،

کردیم. ملاحظه تحقیقات کتاب از هفتم بخش در نخستین بار

ϖ بنابراین ،۰ ≤ s ≤ ϖ =
∫ r

۰
dr√
۱−r۴ با است متناظر ۰ ≤ r ≤ ۱ ،(۶) معادلۀ در

صحیح عدد هر برای و φ(۲ϖ)؛ = ۰ و φ(ϖ) = ۱ به ویژه، است. پروانه کمانِ طول یک چهارم

نیمۀ که می دهد دست به را نقاطی ،k = ۱, . . . ,m ،r = φ(k.۲ϖ/m) شعاع ،m مثبت

می کند. تقسیم مساوی قطعۀ m به را پروانه راستِ سمت

جمع قانون حالا و رسید، φ(is) = iφ(s) تعریف به آبل (۶) در r = iu متغیر تعویض با

استفادۀ می کند.۱ بدل z ∈ C مختلط متغیر از تابعی به را φ(z) = φ(s + it) تعریف اویلر،

تابعی φ(mz) ،m ∈ Z[i] گاوسی صحیح عدد هر برای که می دهد نشان جمع قانون از مجدد

به آن از φ پروانه تابع برای که است همانی این است. φ′(z) به صورت آن مشتق و φ(z) از گویا

می شود. تعبیر مختلط ضرب

است، فرد a + b که معنی به این باشد، فرد گاوسی صحیح عدد یک m = a + ib اگر

mی، چنین داشتن با اینکه، دقیق تر φ(z)است. از خاصی بسیار گویا تابعی φ(mz) آنگاه

y = φ(mz) به طوری که دارند وجود Z[i] به متعلق ضرایبِ با V (x) و U(x) چندجمله ای های

به صورت x = φ(z) و

y =
U(x)

V (x)
=
A۰x+A۱x

۵ + · · ·+A(N(m)−۱)/۴x
N(m)

۱ +B۱x۴ + · · ·+B(N(m)−۱)/۴xN(m)−۱ , (۷)

نظریۀ در (تعریف شده m = a+ ib نرم N(m) = a۲ + b۲ آن در که می یابند ارتباط یکدیگر به

جزئیات برای را [۳] نکرد. منتشر را خود یافته های هرگز او اگرچه کرد، دنبال ۱۷۹۷ سال در را مشابهی مسیر ۱گاوس

کنید. ملاحظه بیشتر
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استفاده با است. آمده [۴ .۴ .۱۵ قضیۀ ،۵] در مطلب این برای جدیدی اثبات است. اعداد) جبری

که می گیریم نتیجه (۶) ∫از y

۰

dy√
۱ − y۴

= m

∫ x

۰

dx√
۱ − x۴

⇐⇒ y =
U(x)

V (x)
.

انتگرال هاست. از تساوی این برای جبری انتگرال یک y = U(x)/V (x) رابطۀ نوزدهم، قرن زبان با

می کند. روشن کردیم، ذکر جلوتر که را، (۳) معادلۀ رابطه، این

تقسیم m‑نقطۀ ،r = φ(k · ۲ϖ/m) که می دانیم باشد، معمولی فرد صحیح عدد m وقتی

اگر می کند. مشخص را پروانه روی

y = φ(m · (k · ۲ϖ/m)) = φ(k · ۲ϖ) = ۰ و x = φ(k · ۲ϖ/m) = r

ثابت این .U(r) = ۰ بنابراین و ، U(r)/V (r) = ۰ که می کنیم مشاهده کنیم جانشان (۷) در را

، m = ۲n+ ۱ وقتی اند. U(x) = ۰ چندجمله ای معادلۀ ریشه های ،r تقسیم۱ شعاع که می کند

کرد. بررسی آبل که است P۲n+۱(x) = ۰ معادلۀ دقیقاً تساوی این

مسئله پروانه، دربارۀ آبل قضیۀ اثبات برای او کرد. استفاده آبل به شبیه ساختاری از آیزنشتاین

از عاملی x از آنجایی که داد. تقلیل است فرد گاوسی اول عدد یک m = a + ib به حالتی که را

دهد نشان می کند سعی قضیه اثبات برای آیزنشتاین و ،U(x) = xW (x) پس است، U(x)

بخش می شود ــ[۵، نتیجه آبل قضیه شود، ثابت حکم این همین که است. تحویل ناپذیر W (x) که
ببینید.۲ را [۵ .۱۵

ساده ای مسئلۀ است؟ تحویل ناپذیر W (x) چندجمله ای که کرد ثابت چگونه آیزنشتاین اما

به نامه ای در او شد. W (x) ضرایبِ متوجه که برداشت زمانی آیزنشتاین را اساسی گام نیست.

:[۸۴۵ ص ،۱۰] گذاشت میان در گاوس با را نظراتش ۱۸۴۷ اوت ۱۸  تاریخ

و است p نرم با فرد و مختلط صحیح عدد یک m = a+ ib وقتی که بودم داده نشان قبلا

y =
U

V
=
A۰x+A۱x

۵ + · · ·+A(p−۱)/۴x
p

۱ +B۱x۴ + · · ·+B(p−۱)/۴xp−۱

جدیدی اثبات [۲۳] در کند. ملاحظه را [۲۳ ،۵ ،۲۲] است بهتر خواننده پروانه، دربارۀ آبل قضیۀ از کامل اثباتی ۲برای

است. آمده رده ها میدان نظریۀ از استفاده با

1division radii
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معادلۀ جبریِ ∫انتگرال
۰
dy/

√
۱ − y۴ = m

∫
۰
dx/

√
۱ − x۴

واحدی مختلط عدد که آخری، تا صورت عبارت mضرایبِ دوبخشی۱ مختلط اول عدد برای است،
گزاره این که زده ا م حدس بخش پذیرند. m بر همگی ،۱ = که اولی، به جز مخرج ضرایب و است،
به ضریبی یا علامت از صرف نظر (۴ (به پیمانۀ ۳ ≡) باشد یک بخشی اول عدد یک m وقتی

است؛ درست نیز واحد) مختلط عدد یک شکل

نوشتن از بعد و می کند، تنظیم و بیان را مسئله صورت آیزنشتاین نقل قول، این اول قسمت در

گاوسی فردِ اول اعداد که می کنیم یادآوری می کند. بیان را مخرج و صورت ضرایب ساختار معادله،

نوع اند: دو

p ≡ ۱ و است اول p = a۲ + b۲ آن در که m = a+ ib به شکل دوبخشی اول  اعداد •

.۴ به پیمانۀ

به پیمانۀ q ≡ ۳ و است Z[i] در یکه ای ε آن در mکه = εq به شکل یک بخشی اول  اعداد •

.۴

چندجمله ای اکنون

W (x) =
۱
x
U(x) = A۰ +A۱x

۴ + · · ·+A(p−۱)/۴x
p−۱

که است کرده ثابت قبلا که می کند اظهار آیزنشتاین ،m دوبخشی اولِ عدد برای بگیرید. نظر در را

بر A۰, . . . , A(p−۱)/۴−۱ ضرایب سایر و است واحد مختلط عدد یک A(p−۱)/۴ ضریب آخرین

است. صادق نیز یک بخشی اول  اعداد برای حکم همین که می زند حدس و بخش پذیرند. m

نامه، آن در آیزنشتاین نوشتۀ طبق که به خصوص می دهد، را آیرنشتاین محک بوی حکم این

و m که است این در فرقش تنها نیست. بخش پذیر m۲ بر که است، m برابر A۰ ثابت جملۀ

که می کند بررسی را حالتی همان جا، در جلوتر کمی آیزنشتاین، گاوسی اند. صحیح اعداد W ضرایبِ

:[۸۴۹ −۸۴۸ ص ،۱۰] نباشد تحویل پذیر Q(i) روی W

صحیح ضرایبِ با x از ۲ چندجمله ای دو Wحاصل ضربِ که باشد داشته وجود امکان این اگر . . .
برابر W ثابتِ جملۀ چون W؛ = PQ کنید فرض .p − ۱ > آن ها درجه های و باشد گاوسی

می برد. به کار را تام، گویای توابع ،«rationalen ganzen Funktionen» اصطلاح ۲آیزنشتاین

1two-term complex prime number
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Q و P چندجمله ایِ دو از یکی در ثابت جملۀ باشد، مختلط اول عدد یک m اگر لذا است، m
الزاماً باید باشند، گویا Q و P ضرایبِ اگر درنتیجه m اند؛ برابر جملات سایر و است ۱ برابر
برده اید به کار حقیقی اعداد نظریۀ در حضرت عالی۱ که مشابهی ملاحظات از چنانکه باشند؛ صحیح

می شود. نتیجه اول) بخش (تحقیقات،

تحقیقات به ارجاع از و ، Z[i] نه است Z روی اعداد نظریۀ حقیقی» اعداد «نظریۀ از مراد اینجا در

به دارد آیزنشتاین پس آوردیم. مقاله ابتدای در که است گاوس از قولی نقل اولین همان منظور

آن از بعد است. حیرت آور است؛ صادق گاوسی صحیح اعداد مورد در گاوس لم که می گوید گاوس

محک متعارف اثبات های از یکی از استفاده با می کند W تحویل ناپذیریِ اثبات به شروع آیزنشتاین

محکش برای آیزنشتاین اثبات اولین اینکه، خلاصه آیزنشتاین.۲

بود؛ گاوسی صحیح اعداد روی •

و رفت؛ به کار پروانه تقسیم مسئلۀ به وابسته چندجمله ای یک برای •

شد. مطرح گاوس به نامه ای در •

بسیار آمده دست به محک که شد متوجه می کرد، چاپ آمادۀ را نتایجش آیزنشتاین هنگامی که

دیگر خواص برخی و تحویل ناپذیری بررسی او ۱۸۵۰ سال مقالۀ اول بخش عنوان است. کلی تر

خودِ روایت مقاله این است. ،[۵۵۵ −۵۳۶ ص ،۱۰] وابسته  اند پروانه تقسیم به که معادلاتی

دارد: را آیزنشتاین محک از آیزنشتاین

و باشد، ۱ = جمله بیشترین ضریب دلخواه، درجۀ از x متغیر با F (x) چندجمله ای یک در اگر
(به ترتیب،حقیقی اول عدد یک آن در که باشند، مختلط) یا (حقیقی صحیح آن از بعد ضرایب همۀ
نشان دهندۀ ε آن در که εm = ضریب آخرین اگر به علاوه می شود، ظاهر m معین مختلط) یا

به صورت F (x) که نیست ممکن آنگاه نیست: بخش پذیر m بر که است عددی

(xµ + a۱x
µ−۱ + · · ·+ aµ)(x

ν + b۱x
ν−۱ + · · ·+ bν)

حقیقی (به ترتیب، صحیح bها و a همۀ و ، F (x) درجۀ = µ+ ν ،µ, ν ≥ ۱ آن در که دربیاید
است.۳ تحویل ناپذیر F (x) = ۰ معادلۀ درنتیجه و باشند؛ مختلط) یا

پروانه تقسیم به مربوط W = ۰ معادلۀ برای را خود محک قضیه، اثبات از بعد آیزنشتاین،

برای آیزنشتاین اثبات می برد. به کار xp−۱ + · · · + ۱ ما محبوب چندجمله ای برای همچنین و

بخش پذیری بررسی مبتنی بر آیزنشتاین) به (منسوب اثبات ها از یکی دارد. وجود آیزنشتاین محک برای متعارف اثبات دو ۲

p به پیمانۀ تحویل از کردیم بیان جلوتر را آن که شونمان) به (منسوب دیگر اثبات است. اول عدد یک بر عوامل ضرایبِ
وان  ــ کتاب است  استفاده قابل یکتا تجزیۀ حوزۀ هر برای آیزنشتاین ۳محک می کند. استفاده Fp[x] در تجزیه یکتایی و

می رود. به کار Z[i] و Z برای از این رو ببینید  ــ و را [۲۹] واردن ر دِ

1Eminence
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است. یکسان آوردیم اول صفحۀ در آنچه با اساساً دومی، تحویل ناپذیریِ اثبات

آیزنشتاین مقالۀ در نخستین بار xp−۱ + · · · + ۱ تحویل ناپذیریِ برای کلاسیک برهان این

بود: خرسند باشکوهی استدلال چنین یافتن از آشکارا او است. شده ظاهر

xp−۱ + معادلۀ تحویل ناپذیریِ برای ساده بسیار و جدید اثباتی بخواهید، اگر این، از بنابراین . . .
مستلزم اثبات این قبلی∗∗) ، اثبات های برخلاف و می شود؛ نتیجه xp−۲ + · · ·+ x+ ۱ = ۰

نیست. آن ها میان روابط و ریشه ها شناخت

اطلاع مجله این ، ۲۸۰ صفحۀ ، ۲۹ مجلد در کرونکر اثبات از تنها گاوس ، اثبات ∗∗) به غیر از

دارم.

از ، ۱۸۴۵ سال به [۴ −۱ ص ،۱ ج ،۱۸] کرونکر اثبات که می دانیم و داریم اطلاع گاوس اثبات از

پانویس که کنید توجه اما می کند. استفاده ریشه ها بین صریح روابط از بازهم ولی است، ساده تر آن

در xp−۱ + · · · + ۱ تحویل ناپذیریِ برای شونمان اثبات دو نمی کند: اشاره چیز یک به یادشده

چاپ مجله همان در ۱۸۵۰ سال در آیزنشتاین مقالۀ بااین حال . ۱۸۴۶ و ۱۸۴۵ به سال مقاله هایش

است! شده

شونمان گلایۀ

مجلد در شونمان شد. چاپ له کرِ مجلۀ سی ونهم مجلد در مشکل دارش، پاورقی با آیزنشتاین، مقالۀ

شروع آیزنشتاین مقالۀ از قضیه دو ذکر با که رساند به چاپ [۲۶] یادداشت یک مجله آن چهلم

می شد:

.(Z[i] (در مختلط اول اعداد و (Z (در حقیقی اول  اعداد برای آیزنشتاین محک •

آیزنشتاین محک از استفاده با که xp−۱ + · · · + ۱ دایره بری چندجمله ای تحویل ناپذیریِ •

بود. شده ثابت

می نویسد: شونمان سپس

اثبات های از فقط دوم قضیۀ برای او که است کرده اشاره صریحاً آیزنشتاین ازآنجایی که . . .
با من مقالۀ ۶ ام بخش در که کنم یادآوری که رسیدم نتیجه این به دارد، خبر کرونکر و گاوس
من مجله، همین ۳۱ام مجلد در « . . . بالا درجۀ از هم نهشتی  ها دربارۀ کلی نظریه ای «مبانی عنوان
[تحویل ناپذیریِ دوم قضیۀ و کردم ثابت حقیقی اول اعداد برای را آیزنشتاین] [محک اول قضیۀ

با توجهی قابل تفاوت آیزنشتاین روش همچنین و گرفتم، نتیجه اولی از را [xp−۱ + · · · + ۱
اول بخش از ۵۰ بخش در متفاوت کاملا اثباتی دوم قضیۀ برای حتی من به علاوه ندارد. من روش

آورده ام. مقاله ام
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اما است. کرده خراب را کار شونمان مقالۀ از نبردن اسم با آیزنشتاین که است معلوم ظاهراً

در [۲۴] خودش مقالۀ ۶ ام بخش به شونمان اینکه، اول دارد. وجود اینجا در اشکالاتی و ابهامات

چندجمله ای برای آن کاربرد و او تحویل ناپذیری محک درحالی که می کند، اشاره له کرِ مجلۀ ۳۱ ام مجلد

شده چاپ ۳۲ ام مجلد در که است، آمده مقاله اش دوم قسمت از ۶۱ ام بخش در xp−۱ + · · ·+ ۱

این .«۶۱ «بخش می شد نوشته می بایست اشاره، مورد یادداشتِ آن ۶» ام «بخش همچنین است.

نادرستی بخش  ــ  در می کرد  مواجه مشکل با آیزنشتاین محک یافتن در را من که است دلایلی از یکی

می گشتم! آن دنبال

مطالعات شد، اشاره قبلا که همان طور نداشت. دردسر این از کمتر من برای هم آیزنشتاین اما

رسید. چاپ به له کرِ مجلۀ در دوبخشی مقالۀ یک در پروانه، تقسیم معادلاتِ مورد در آیزنشتاین

مقاله، دوم بخش . ۳۹ مجلد از دوم شمارۀ در است، آمده مقاله اول بخش در بالا در ذکر شده پانویس

نظریۀ در کاربردهایی به همراه وابسته اند، پروانه تقسیم مسئلۀ به که معادلاتی کلی خواص برخی بررسی

ارجاعی مقاله این است. شده منتشر مجلد همان از سوم شمارۀ در ،[۶۱۹ −۵۵۵ ص ،۱۰] اعداد

پنجاهم بخش اثبات (همان دارد xp−۱+ · · ·+۱ تحویل ناپذیریِ برای شونمان اولِ اثبات به روشن

از دلایلی به مقاله اش اول بخش نوشتن موقع آیزنشتاین باوجوداین، .(۳۱ مجلد در شونمان مقالۀ از

نخواهیم را آن قطعی دلیل هرگز اما کرد، گمانه زنی اتفاق این دربارۀ می توان نداشت. خبر اثبات این

دانست.

نتیجه گیری

ازآنجایی که هستیم. آیزنشتاین و شونمان محک های کشف شگفت انگیز داستان پایانِ در اینک

رورت د آن طورکه شونمان‑آیزنشتاین» ، «محک نام کرد، کشف را محک این نخستین بار شونمان

استفاده آیزنشتاین به متعلق صورت از افراد اغلب اما است. دقیق نامی تاریخی نظر از است، گفته

است. موجه نیز آیزنشتاین‑شونمان» «محک نام بنابراین و می کنند

خود ناتمام کارهای از مورد دو به تحقیقات، کتاب هفتم بخش از نقل شده قسمت در گاوس،

بررسی و ،φ آبل، پروانۀ تابع قبیل از متعالی توابع به مستدیر توابع توسیع مسئلۀ می کند: اذعان

انجامیدند جدید ریاضیات از مهمی حوزه های پیدایش به این ها دوی هر بالا. درجۀ از هم نهشتی ها

نظریۀ در موضعی روش های و pای اعداد به دومی و مختلط، ضربِ و بیضوی خم  های به (اولی

درجۀ از هم نهشتی ها شونمان شدند. شونمان‑آیزنشتاین محک کشف به منجر دوتا هر و اعداد)،
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کاملا به صورتی او محک گرفت: پی p۲ به پیمانۀ تحویل ناپذیری راجع به نزل ه لم به رسیدن تا را بالا

ضرایب و گرفت پی را پروانه خم دربارۀ آبل تحقیقات آیزنشتاین می شود. ظاهر اثنا این در طبیعی

با متفاوت کاملا جایی در او، محک داد: قرار بررسی مورد را آن تقسیم از حاصل چندجمله ای های

از بندی در این ها هردوی منشأ با این همه می شود. ظاهر اثنا این در طبیعی کاملا به صورتی شونمان،

است. شگفت انگیزی داستان داستان، این گفتم، همان طورکه بود. تحقیقات
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Abstract. This article explores the history of the Eisenstein irreducibility criterion and
explains how Theodor Schönemann discovered this criterion before Eisenstein. Both
were inspired by Gauss’s Disquisitiones Arithmeticae, though they took very different
routes to their discoveries. The article will discuss a variety of topics from 19th-century
number theory, including Gauss’s lemma, finite fields, the lemniscate, elliptic integrals,
abelian groups, the Gaussian integers, and Hensel’s lemma.
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