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این در دارند. نسبیت، نظریۀ به ویژه فیزیک، و هندسه در ویژه ای جایگاه پوچ ابررویه های چکیده.
می دهیم، به دست فیزیک در آن ها کاربردهای برخی و فضا زمان پوچ ابر رویه های از توصیفی مقاله،
برخی از ریاضی توصیف و می کنیم بیان را پیشامد افق و سیاه چاله ریاضی ویژگی های از جملۀ
و می دهیم به دست دوسیتر، مجانبی و مجانبی تخت فضازمان های مانند فیزیک، در مهم فضازمان های
شبه ریمانی خمینه های پوچ زیرخمینه های به کوتاهی همچنین، می کنیم. اشاره پوچ شکافندۀ مهم قضیۀ به

کرد. خواهیم بررسی را

مقدمه ۱

توپولوژیک فضای یک خمینه دقیق تر، عبارت به است، هموار ساختاری با ریاضی شیئی خمینه۱

بنابراین و است هموارریخت آن) جز یا (اقلیدسی مدل فضای یک بازِ مجموعه های با موضعاً که است

و خم مفهوم گسترش دراصل خمینه کرد. تعریف هموار نگاشت می توان آن به توی) همچنین (و روی

اگر می نامند فضازمان۳ را (Mn, g = 〈, 〉) همبند ۲ شبه ریمانی خمینۀ است. R۳ فضای در رویه

نگاشت p ∈ M هر برای و g ∈ Γ(T ◦
۲ M)

gp = 〈, 〉p : TpM × TpM −→ R

R‑دوخطی، نگاشت gp باشد؛ ، (−,+, · · · ,+︸ ︷︷ ︸
n−۱بار

) نشانگان از یعنی لورنتسی، اسکالر ضرب

عام و خاص نسبیت فضا زمان، شبه ریمانی، خمینۀ لورنتسی، فضا فرم پوچ، ابررویۀ زیرخمینه، کلیدی: کلمات و عبارات
۱۴۰۱/۸/۱ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۱/۶/۱۹؛ دریافت: تاریخ ترویجی؛ مقاله: نوع
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به طوری که می شود یافت TpM برای {vi}ni=۱ پایۀ بنابراین است. ناتباهیده و متقارن،

〈vi, vj〉 = εiδi,j (۱ ≤ i, j ≤ n), ε۱ = −۱, εi = ۱ (i ≥ ۲).

طوری که شود یافت M بر X هموار برداری میدان یعنی باشد، زمانی جهت دار باید M همچنین

،p ∈ M هر برای

〈X(p), X(p)〉p < ۰.

از القایی متریک اگر نامند پوچ۶ را (M, g) فضا زمانِ در S شدۀ۵) فروبرده یا (نشانده۴ زیرخمینۀ

طوری که شود یافت ۰ 6= v ∈ TpS بردار ،p ∈ S نقطۀ هر در یعنی باشد، تباهیده S بر M

〈v, w〉p = ۰ (w ∈ TpS).

می دهیم. نمایش g یا 〈, 〉 نمادهای با را خمینه روی متریک ادامه، در

برای طبیعی صورت می شوند. ظاهر فیزیک و هندسه در طبیعی به صورت پوچ زیرخمینه های

تعریف با [۱۰۹ −۱۰۸ ص ،۲۴] است نوری۷ مخروط  شکل به هندسه در پوچ زیرخمینۀ

Λp = {v ∈ TpM | 〈v, v〉 = ۰, v 6= ۰}.

برخی زیرا دارند، ویژه ای جایگاه عام۸ نسبیت نظریۀ در به ویژه پوچ زیرخمینه های (ابررویه )

ریاضی (تحقق) بیان فضا زمان پوچ زیرخمینه های کمک به نظریه این در مفهوم ها مهم ترین از

هندسی شتاب که γ مانند خمی (یعنی پوچ ژئودزیک های با ذرات، آزاد سقوط نمونه، برای می یابد.

بدون مرزهای هموارِ بخش های همچنین می شود. داده نمایش (〈γ̇, γ̇〉 = ۰ و است صفر آن

(ابررویه) به صورت کوشی۱۱ فشردۀ افق های و سیاه چاله ها رویداد۱۰ افق های مانند زمانی۹، ترتیب

زیرخمینه های در فروبرده شده فضاگونه۱۲ رویه های که است گفتنی می شوند. ظاهر پوچ زیرخمینه های

از یکی سیاه چاله ها باشد. رویدادشان افق در سیاه چاله ها رویۀ برای مدلی می تواند سه بعدی پوچ

در سیاه چاله ها از چندی مشاهده های است. تجربی و نظری فیزیک در مهم پژوهشی موضوع های

را سیاه چاله ها وجود خودمان کهکشان از جمله کهکشان ها بیشتر مرکز در و x پرتو دوگانۀ آزمایش های

ببینید. را [۳۰] از ۱۲ فصل می کند؛ بیان و مدل سازی فضا زمان کمک به را فیزیکی جهان ویژگی های که ۸نظریه ای
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به مربوط آزمایش های هدف های مهم ترین از یکی سیاه چاله ها همچنین می کند. تأیید کیهان شناسی در

سیاه چاله ها مفهوم نظری تکامل در اصلی محرک های از یکی آزمایش ها این هستند. گرانشی امواج

می دهد. به دست را آن ها از گوناگونی صورت بندی و است

افزون بر این ها، است. مجانبی تخت۱۴ فضا زمانِ ۱۳ پایانِ بررسی در پوچ ابررویه های دیگرِ کاربرد

پیوند عام نسبیت نظریۀ در تکینگی۱۵ نظریۀ با پوچ ابررویه های در فروبرده شده فضاگونۀ رویه های
به دام افتاده۱۶ رویه های از گوناگونی صورت های پوچ ابررویه های در فضاگونه رویه های زیرا دارد،

چنان دامنه آن در گرانشی میدان که فضازمان از دامنه ای در است رویه ای به دام افتاده رویۀ هستند.

می شوند، نزدیک (بسیار) هم به دامنه آن از سرچشمه گرفته آیندۀ پوچ ژئودزیک های که است نیرومند
تکانه  ای۱۸ سیگنال های می دهد. نشان را تکینگی ها بروز و گرانشی۱۷ رمبش شکل گیری که پدیده ای

بیان برای ریاضی ایده آل مدل های نظری، فیزیک در مدلی هر مانند عام، نسبیت نظریۀ در نور گون

ذرات برخورد طی سیاه چاله ها از آنچه مدل سازی در سیگنال ها این است. طبیعی پدیده های برخی

تکین پوچ ابررویۀ یک سیگنالی چنین فضازمانِ مدل دارند. مرکزی نقشی می آید وجود به پرانرژی

می دهد؛ نمایش را دیراک دلتای نگاشت تکینگی یک آن روی ریمانی خمیدگی تانسور که است

ابررویه های از دسته ای بین می توان فیزیک دیدگاه از همچنین .[۱ فصل ،۳] در بیشتر جزئیات

کیلینگ افق نادقیق، بیان به کرد. برقرار ارتباطی کیلینگ۱۹ افق های و لورنتسی خمینه های پوچ

برداری میدان یک به می تواند می کند تولید را آن که پوچی برداری میدان که است پوچ ابررویه ای

نقشی دارای (M̃, g̃) چهاربعدی فضازمان در K کیلینگِ افق فیزیکی، نظر از شود. تبدیل کیلینگ

همچنان و کند حرکت پوچ مولدِ امتداد در نور سرعت با بی درنگ می تواند K بر ذره یک است: مهم

پارامتری سازی برای مستوی پارامتر یک از زیرا باشد، سکون حال در اطرافش محیط به نسبت

هندسۀ یا پوچ ابررویۀ وضعیت و M̃ ذاتی هندسۀ یا ساختار به (نسبت آن مولدِ پوچ ژئودزیک

از رده ای همچنین ببینید. را [۵] در پنج فصل از چهار بخش کرد؛ استفاده می توان آن) خارجی

با همراه چهاربعدی فضازمان (یعنی چهاربعدی الکترومغناطیس فضازمان های در پوچ ابررویه های

الکترومغناطیس ناوردای پوچ ابررویه های از جمله می شود ظاهر الکترومغناطیس) تانسوری میدان

ببینید. را [۵] از هشت فصل همگن ؛ فضازمان های در

است؛ فیزیک و هندسه در توجه مورد و به روز، جالب، موضوعی پوچ ابررویه های مطالعۀ

13end 14asymptotically flat 15singularity 16trapped surfaces 17gravitational collapse 18impulsive
19Wilhelm Karl Joseph Killing
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در که پوچ ابررویه های بیشتر است گفتنی ببینید. را [۲۹ ،۲۵ ،۱۰ ،۹ ،۳ ،۲ ،۱] نمونه برای

مقاله این در .[۳۰] نیستند C۱ ردۀ از حتی درحالت کلی و C۰اند ردۀ از می شود پدیدار عام نسبیت

زیرخمینه های هندسۀ به گذرا نگاهی نیز و می آوریم را لازم فیزیکی و هندسی پیش نیازهای برخی

می اندازیم. پوچ (ابررویه های)

پیش نیازها ۲

می تواند علاقه مند خوانندۀ می آوریم. را نسبیت نظریۀ و خمینه ها هندسۀ از لازم مفاهیم بخش این در

بیابد. [۳۰ ،۲۷ ،۲۶ ،۱۸ ،۱۶ ،۱۲ ،۱۱ ،۴] در را بیشتری گاهی آ

ریاضی پیش نیازهای ۱ .۲

لورنتسی متریک با Mn مانند همبندی و هموار خمینۀ از است عبارت فضازمان از منظور گفتیم

نا صفرِ همه جا زمان گون ۲۰ برداریِ میدان یک به انضمام ( (−,+, · · · ,+︸ ︷︷ ︸
n−۱بار

) نشانگان (با g = 〈, 〉

بر هموار برداری میدان های همۀ حقیقی) برداری (فضای گردایۀ χ(M) اینجا در X؛ ∈ χ(M)

می دهد. نشان را M

می آوریم. را فضازمان از (استاندارد) نمونۀ چند
∂
∂xi

∈ برداری میدان های بگیرید. نظر در هموار خمینه ای به منزلۀ را Rn برداری فضای (۱)

کنید تعریف زیر دستور با را χ(Rn)

∂

∂xi
(p) = (p, ei) ∈ TpRn ∼= {p} × Rn (p ∈ Rn, ۱ ≤ i ≤ n)

بر را g = 〈, 〉 لورنتسی متریک اکنون است. Rn برداری فضای معمول پایۀ {ei}ni=۱ آن در که

۱ ≤ i, j ≤ n و p ∈ Rn هر به ازای بگیرید: نظر در چنین Rn

gp

(
∂

∂x۱
(p),

∂

∂x۱
(p)

)
=

〈
∂

∂x۱
(p),

∂

∂x۱
(p)

〉
= 〈e۱, e۱〉 = −۱,

gp

(
∂

∂xi
(p),

∂

∂xi
(p)

)
=

〈
∂

∂xi
(p),

∂

∂xi
(p)

〉
= 〈ei, ei〉 = +۱, i ≥ ۲,

gp

(
∂

∂xi
(p),

∂

∂xj
(p)

)
=

〈
∂

∂xi
(p),

∂

∂xj
(p)

〉
= 〈ei, ej〉 = ۰, i 6= j.

خمینه بر مماس بردار یک خمینه روی نقطۀ هر به طوری که آن مماس کلاف به هموار خمینۀ یک از هموار نگاشتی ۲۰یعنی

دارای خود که است، نظر مورد خمینۀ بر مماس صفحه های همۀ اجتماع برابر خمینه یک مماس کلاف می دهد. نسبت
است. هموار ساختاری
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فضای می نامند. مینکوفسکی۲۱ فضای را آن و می دهند نمایش Rn
۱ با را (Rn, g) دراین صورت

برداری میدان است. صفر) ۲۲ برشی خمیدگی با (یعنی تخت استانداردِ فضازمان مینکوفسکی
∂

∂x۱
،معمولا فیزیک، متون در . ∂

∂x۱
∈ χ(Rn

۱ ) از است عبارت آن روی ناصفر همه جا زمان گون

می دهند. نمایش ∂
∂t با را

می شود دیده عادی۲۳ مقدار قضیۀ از .Sn−۱
۱ = {p ∈ Rn

۱ | 〈p, p〉 = +۱} کنید تعریف (۲)

که دید می توان است. ابررویه) درنتیجه (و (n − ۱) بعد با Rn از هموار زیرخمینۀ Sn−۱
۱ که

سیتر۲۴ دو فضای به که است فضازمان درنتیجه و Rn
۱ لورنتسی ابررویۀ (Sn−۱

۱ , g|Sn−۱
۱

) ⊂ Rn
۱

( ∂
∂u۱

)T آن روی سراسری زمان گون برداری میدان می دهند. نشان dS با را آن و است معروف

زیر تعریف با Sn−۱
۱ بر ∂

∂u۱
|Sn−۱

۱
مماسی مؤلفۀ یعنی است

(
∂

∂u۱

)T

(p) =
∂

∂u۱
(p)−

〈
∂

∂u۱
(p), p

〉
p (p ∈ Sn−۱

۱ ).

است. +۱ ثابت برشی خمیدگی با (استاندارد) فضازمان Sn−۱
۱

متریک با Rn هموار خمینۀ ،۱ ≤ s ≤ n شرط با s و n طبیعی عدد برای به صورت کلی، (۳)

می دهیم نمایش Rn
s با را s نشانگان از 〉زیر

∂

∂ui
,
∂

∂ui

〉
= −۱ (۱ ≤ i ≤ s),〈

∂

∂uj
,

∂

∂uj

〉
= +۱ (s+ ۱ ≤ j ≤ n),〈

∂

∂ul
,

∂

∂um

〉
= ۰ (۱ ≤ l,m ≤ n, l 6= m).

Hn−۱
۱ که می شود دیده (۱) نمونه مانند .Hn−۱

۱ = {p ∈ Rn
۲ | 〈p, p〉 = −۱} بنویسید اکنون

است. −۱ ثابت برشی خمیدگی با (استاندارد) فضازمان (Hn−۱
۱ , 〈, 〉 |Hn−۱

۱
) و Rn

۲ ابررویۀ

با X ∈ χ(Hn−۱
۱ ) ، Hn−۱

۱ روی ناصفر) (همه جا زمان گون سراسری برداری میدان های ازجملۀ

است: تعریف این

X(p) = p۲
∂

∂u۱
(p)− p۱

∂

∂u۲
(p) (p ∈ Hn−۱

۱ , p = (p۱, · · · , pn)),

21Minkowski 22sectional curvature 23regular value theorem 24Willem de Sitter
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داریم p ∈ Hn−۱
۱ هر به ازای و X(p) ∈ TpH

n−۱
۱ یعنی ،〈X(p), p〉 = ۰ اینجا در

AdS با را آن و می نامند سیتر۲۵ دو پادِ فضای را Hn−۱
۱ فضای .〈X(p), X(p)〉 < ۰

داریم Hn−۱
۱ و Sn−۱

۱ برای هموارریختی یک تقریب با که دید می توان می دهند. نمایش

Sn−۱
۱

∼= R× Sn−۲, Hn−۱
۱

∼= Rn−۲ × S۱.

یعنی است، −m) بعدی ۱) واحد کرۀ Sm−۱ ⊂ Rm مجموعۀ

Sm−۱ = {p = (p۱ · · · pm) ∈ Rm|p · p =

m∑
i=۱

p۲
i = ۱}.

خمینۀ (یعنی لورنتسی استانداردِ فضافرم های۲۶ (n ≥ ۳) Hn−۱
۱ و ،Sn−۱

۱ ،Rn
۱ که کنید توجه

هستند. نیز ثابت) برشی خمیدگی با و زئودزیکی کامل، همبند، لورنتسی

کمک به فضازمان ها دیگر و نسبیت اند در (استاندارد) مدل فضازمان های بالا فضازمان سه

می شود. ساخته آن ها

Mn −→ مجموعۀ می کنیم. معرفی به کوتاهی را فضازمان در پوچ ابررویه های هندسۀ پایین، در

نشانده شدۀ (هموار) زیرخمینۀ M در پوچ (هموار) ابررویۀ یک از منظور بگیرید. فضازمان را Mn

پوچ ابررویۀ Rn در نوری مخروط نمونه برای باشد، تباهیده S به J تحدید که است M در S

نقطۀ هر در S بر مماس فضای در پوچ فضای است، (۱, n− ۱) ،g متریک نشانگان چون است.

برداری میدان یک فضازمان در پوچ ابررویۀ هر بنابراین و است یک بعدی برداری فضای p ∈ S

همان ، p ∈ S هرنقطه برای ، TpM در K بر عمود فضای می پذیرد؛ آینده پوچ ناصفر همه جا هموار

K با که S بر v مماس بردار هر بنابراین .K⊥
p = TpS یعنی است، p در S بر مماس فضای

پارامتری سازی با K انتگرال۲۷ خم های همچنین .〈v, v〉 > ۰ یعنی است، فضاگونه نباشد، موازی

گفتنی می نامند. پوچ ژئودزیک  مولدهای را K بیشین انتگرال خم های پوچ اند. ژئودزیک های مجدد

است. یکتا مثبت) (همواره f ∈ C∞(S) ضریب تقریب با ،K برداری میدان است

داریم. لازم تعریف دو اکنون

.γ̇(t) = K (γ(t)) داریم آن دامنۀ در t هر برای که γ خم های ۲۷یعنی

25anti-de Sitter space 26space forms
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خطی کلاف از منظور بگیرید. نظر در را M فضازمان در S پوچ زیرخمینۀ .([۲۳]) ۱ .۲ تعریف

و TS برداری زیرکلاف تنها مجموعه این است؛ k̃ =
⊔
p∈S

(
TpS ∩ TpS

⊥) مجموعۀ S ۲۸ پوچ

است. جهت پذیر برداری کلاف این دید می توان است. پوچ یک بعدی تارهای با T⊥S

می شود نامیده ژئودزیک پوچ زیرخمینۀ S بگیرید. ۱ .۲ تعریف مانند را S .([۲۳]) ۲ .۲ تعریف

و ، f ∈ C∞(S) پوچ، ناصفرِ همه جا برداری میدان K ∈ χ(S) آن در که ∇KK = fK اگر

کنید). مطالعه را [۳۰] از ۳ فصل تعریف جزئیات (برای است M روی L− C هموردای ∇

K ′ ∈ χ(S) اگر یعنی ندارد؛ بستگی K پوچ برداری میدان به تعریف این است گفتنی

که می دهد نتیجه ∇KK = fK رابطۀ باشد، S بر دیگری پوچ ناصفر همه جا برداری میدان

.∇K′K ′ = gK ′ که دارد وجود gای ∈ C∞(S)

یک به صورت می توان را S در پوچ مولد هر آنگاه باشد، M در ژئودزیک پوچ زیرخمینۀ S اگر

پوچ زیرخمینۀ لزوما فضازمان پوچ زیرخمینۀ هر دانست باید کرد. پارامتری سازی پوچ ژئودزیک

K چون بگیرید. پوچ و ناصفر همه جا برداری میدان همان را K ∈ χ(S) حالا نیست. ژئودزیک

برای آن نظایر و پوچ، دوم بنیادی فرم شکل)، (عملگر واینگارتن۲۹ پوچ نگاشت است، عمود S بر

می شود تعریف ریمانی خمینه های در ابررویه ها یا فضاگونه ابررویه های همانند (K به (نسبت S

چنین S بر مماس بردارهای روی را ∼ هم ارزی رابطۀ کار، این برای است) . آمده [۳۰] در (جزئیات

X,X ′ ∈ TpS بردارهای برای کنید: تعریف

X ∼ X ′(X = X ′ ⅿoⅾ Kp) ⇐⇒ (∃λ ∈ R) X ′ −X = λKp.

و X ∼ X ′ اگر که می شود دیده به سادگی بدهید. نمایش X با را ∼ به نسبت X هم ارزی ردۀ

می توان بنابراین .〈∇X′K,Y ′〉 = 〈∇XK,Y 〉 و 〈X,Y 〉 = 〈X ′, Y ′〉 آنگاه Y ∼ Y ′

(p نقطۀ در TpS) S بر مماس فضای جای به از این رو، کرد. چشم پوشی K امتداد در مؤلفه ها از

کلاف با TS مماس کلاف جای به و TPS
Kp

= {X|X ∈ TpS} قسمتی خارج برداری فضای با

برداری کلاف این است. (n−۲) ،TS
K برداری کلاف رتبۀ می کنیم. کار TS

K =
⊔
p∈S

(
TpS
Kp

) برداری

برداری کلاف روی ندارد. بستگی K پوچ برداری میدان گزینش به کلاف ها) یکریختی تقریب (با

تعریف p ∈ S هر برای می کنند: تعریف چنین را h معین مثبت متریک 〈, 〉 متریک کمک به TS
K

28null line bundle 29Weingarten
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کنید

hp :
TpS

K
× TpS

Kp
→ R, hp

(
X,Y

)
:= 〈X,Y 〉p (X,Y ∈ TpS).

یعنی است، معین مثبت که می شود دیده به سادگی و است تعریف خوش h شد گفته آنچه بنابر

hp
(
X,X

)
> ۰ (X ∈ TpS

Kp
, X 6= ۰).

نگاشت ،p ∈ S نقطۀ هر در ، b = bK ،(K به (نسبت S واینگارتن پوچ نگاشت .۳ .۲ تعریف

.b
(
X
)
:= ∇XK ،X ∈ TpS هر برای که است b : TpS

Kp
→ TpS

Kp
خطی

که می دهد نشان معمول محاسبه ای

h
(
b(X), Y

)
= 〈∇XK,Y 〉 = 〈X,∇Y K〉 = h

(
X, b(Y )

)
.

حقیقی اند. آن ویژۀ مقدارهای همۀ و است قطری شدنی بنابراین و خود الحاق، h به نسبت b پس

h کمک به b به وابسته دوخطی فرم ،B = Bk ،( K به ( نسبت S پوچ دوم بنیادی فرم اکنون

داریم p ∈ S هر برای یعنی است،

Bp :
TpS

Kp
× TpS

Kp
−→ R, Bp

(
X,Y

)
:= h

(
b
(
X
)
, Y

)
= 〈∇XK,Y 〉 .

،p ∈ S هر برای اگر می شود نامیده ژئودزیک۳۰ کلا S است. متقارن B است، خود الحاق b چون

مماس S ژئودزیک کلا ابررویه به آغاز در که M ژئودزیک هر که می شود نتیجه اینجا از .B ≡ ۰

در رویداد افق های و مینکوفسکی فضای در پوچ ابرصفحه های نمونه، برای می ماند. S در باشد

است. ژئودزیک کلا شوارتس شیلد۳۱ فضازمان

ریمانی زیرخمینه های همانند واینگارتن پوچ نگاشت کمک به می توان را پوچ میانگین خمیدگی

کرد. تعریف

با θ ∈ C∞(S) هموار عددی نگاشت (K به (نسبت S پوچ میانگین خمیدگی .۴ .۲ تعریف

است. θ = tr(b) تعریف
30totally geodesic 31Schwarzschild
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عمود هم بر دوبه دو و فضاگونه یکۀ 〈, 〉p به نسبت که باشند TpS در بردارهایی {vi}n−۲
i=۱ اگر

بنابراین است، TpS
Kp

برداری فضای برای (h به (نسبت یکه متعامد پایه یک {vi}n−۲
i=۱ آنگاه باشند،

داریم p ∈ S در

θ = tr(b) =

n−۲∑
i=۱

h (b(vi), vi) =

n−۲∑
i=۱

〈∇viK, vi〉 . (۱ .۲)

∑
اگر آورد. به دست پوچ میانگین خمیدگی روی از می توان را S پوچ مولدهای واگرایی ∑میزان
از نقطه ای هیچ در K یعنی است، سره قاطع۳۲ S بر که باشد S با P ⊂ M ابررویۀ تقاطع

S در M −n) بعدی ۲) فضاگونۀ زیرخمینۀ
∑

تراگردی، نظریۀ بنابر آنگاه، نیست، مماس P بر

.θ|∑ = ⅾiv∑K داریم برداری میدان دیورژانس تعریف و (۱ .۲) رابطۀ از است. عمود K بر و

می دهد. به دست
∑

به نسبت را S پوچ مولدهای واگرایی) (میزان دیورژانس θ|∑ پس

( S′ = ∂I−(p)−{p} گذشته، پوچ (مخروط ، S = ∂I+(p)−{p} آینده، پوچ مخروط

پوچ میانگین خمیدگی دارای ) ، θ > ۰ مثبت، پوچ میانگین خمیدگی دارای مینکوفسکی فضای در

ببینید. را ۱۸ .۲ تعریف است؛ ( θ < ۰ منفی،

مولد یک η : (a, b) → M اگر می کنیم. مطرح را چوداری۳۳ رای مهم بسیار معادلۀ اکنون

نگاشت s ∈ (a, b) هر برای و باشد آینده سو (مستوی) پارامتری سازی شده و S پوچ ژئودزیک

b(s) = bη′(s) :
TpS

η′ (s)
→ TpS

η′ (s)

خانوادۀ آن وقت باشد، Kη(s) = η′(s) پوچ بردار به نسبت η(s) نقطۀ در S واینگارتن نگاشت

ریکاتی معادلۀ در (a, b) 3 s 7→ b(s) واینگارتن نگاشت های تک پارامتری

b′ + b۲ +R = ۰ (۲ .۲)

را [۳۰] از ۳ (فصل است η′(s) راستای در هموردا مشتق گیری معنای به ، «′» نماد می کند؛ صدق

می شود تعریف چنین b′ باشد، η امتداد در S بر مماس برداری میدان X = X(s) اگر ببینید).

b′
(
X
)
= b

(
X
)′ − b

(
X ′

)
. (۳ .۲)

32properly transverse 33Amal Kumar Raychaudhuri
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است زیر خودریختی (۲ .۲) معادلۀ در R از منظور همچنین

R :
Tη(s)S

η′ (s)
→

Tη(s)S

η′ (s)
, R

(
X
)
:= R (X, η′ (s)) η′ (s)

یعنی است، M ریمانی خمیدگی تانسور χ۳(M) 3 (X,Y, Z) 7→ R(X,Y )Z نگاشت و

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z.

θ = θ(s) پوچ میانگین خمیدگی مشتق برای زیر معادلۀ (۲ .۲) رابطۀ طرفین از اثر گرفتن با اکنون

می آید به دست η امتداد در

θ′ = −Riⅽ(η′, η′)− σ۲ − ۱
n− ۲

θ۲ (۴ .۲)

σ = tr(b − داریم یعنی است، b بی اثر۳۵ قسمت دوم توان اثر برینش۳۴ عدد σ آن در که

. tr(b)n−۲ iⅾn−۲)
۲

خمیدگی اثر معادله این است. نسبیت نظریۀ در چوداری رای معادلۀ به مشهور (۴ .۲) معادلۀ

رای چوداری معادلۀ می دهد. نشان پوچ ابررویۀ پوچ میانگین خمیدگی بر را فضازمان ریچی۳۶

همچنین می دهد. به دست کوچک دامنۀ یک در مادی بسته های حرکت توصیف برای بنیادی نتیجه ای

است. عام نسبیت نظریۀ در پنروز ‑ هاوکینگ تکینگی قضیه های اثبات برای مهمی ابزار معادله این

هر بین جهانی جاذب نیروی یک گرانش که است شهودی انتظار این بر تأییدی معادله این همچنین

را [۲۱] و [۷] است؛ گرانش) نیوتنی نظریۀ (همانند عام نسبیت نظریۀ در ماده ‑ انرژی بستۀ دو

ابزارهای از می توان TS مماس کلاف جای به TS
K برداری کلاف جایگزینی شگرد با بنابراین ببینید.

برد. بهره S هندسۀ شناسایی برای ریمانی ابررویه های هندسۀ

می کنیم. تعریف را مجانبی تخت فضازمان اکنون

M در C فشردۀ زیرگردایۀ ε > ۰ هر برای اگر نامند مجانبی تخت را M فضازمان .۵ .۲ تعریف

هرنقطه در گرانشی) میدان مقدار فیزیکی، بیان (به برشی خمیدگی قدرمطلق به طوری که شود یافت

باشد. کمتر ε از M − C از

داد. تمییز مینکوفسکی فضازمان هندسۀ از را M هندسۀ نمی توان دور، فاصله های در بنابراین

و گرانشی، میدان مقدار آن در که است فضازمانی مجانبی تخت فضازمان عام، نسبیت در به ویژه

34shear scalar 35trace less 36Gregorio Ricci-Curbastro
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بخشی (از دور فاصله های در شود، یافت فضازمان در است ممکن که دیگری میدان  های یا ماده هر

است. شوارتس شیلد فضای مجانبی تخت فضازمان از ساده نمونۀ یک است. چشم پوشیدنی (M از

ساده مجانبی سیتر‑شوارتس شیلد دو فضازمان است. مجانبی تخت نیز کر۳۷ متریک با فضازمان

با فضازمان ها مجانبی تخت فضازمان های از دیگری بزرگ خانوادۀ نیست. مجانبی تخت ولی است

است. آن ها دورانی گسترش های و وایل۳۸ متریک

و ایستا را ستاره این است. ستاره یک با جهانِ نسبیتی مدل ساده ترین شوارتس  شیلد فضازمان

برای می توان را مدل این می گیرند. نظر در فضازمان برای گرانش سرچشمۀ تنها و ۳۹ کروی متقارن

در نمونه برای برد. کار به کند، برآورده را شرط ها این تقریباً که نجومی، شیئی اطراف در دامنه هر

بهتر هم نیوتنی مدل های دقیق ترین از که می دهد به دست شمسی منظومۀ برای مدلی خورشید، مورد

عام، نسبیت نظریۀ شدن پدیدار از پس اندکی ،۱۹۱۶ سال در را فضازمان این شوارتس شیلد است.

نیمۀ اکنون با وجود این، می رسید. نظر به مهم فیزیکی نظر از مدل این بیرونی بخش آغاز، در یافت.

است. سیاه چاله از مدل ساده ترین بیرونی، نیمۀ کنار در درونی) (نیمۀ فراموش شده

متریک به مجهز M = R× R+ tr‑نیم صفحۀ در .m > ۰ کنید فرض .([۳۰]) ۶ .۲ تعریف

۰ < r < ۲m و r > ۲m دامنه های ، h(r) = ۱ − ۲m
r آن در که hdt۲ + h−۱dr۲

حاصل  ضرب باشد، دو بعدی واحد کرۀ F = S۲ اگر می دهیم. نمایش PII و PI با به ترتیب را

سیاه چالۀ ، B = PII × S۲ و شوارتس شیلد، بیرونی فضازمان ،N = PI ×r S
۲ تاب دار۴۰

نشان gF با را S۲ متریک و gM با را M متریک اگر می شوند. نامیده m جرم از شوارتس شیلد

آن در که می آید در g = π∗gM + (r ◦ π)۲σ∗gF به صورت N متریک دراین صورت دهیم،

σ : M × F → F, (x, v) 7→ v, π : M × F → M, (x, v) 7→ x.

توپولوژیکی مرز سیاه چاله، از تعریف این با ببینید. را [۳۰] از ۱۳ فصل بیشتر، گاهی آ برای

است. رویداد افق (M × S۲ فضای (در B

دارای اگر نامند مجانبی ساده را M فضازمان می کنیم. تعریف را مجانبی ساده فضای اکنون

آینده پایانی نقطه های دارای M در پوچ ژئودزیک هر به طوری که باشد M̃ همدیس۴۱ فشرده سازی

با را آن معمولا نمی دهد، را سیاه چاله رخداد اجازۀ تعریف این چون باشد. M̃ مرز بر گذشته و
37Roy Patrick Kerr 38Hermann Klaus Hugo Weyl  39spherically symmetric 40warped product
41conformal compactification
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N اگر نامند ضعیف مجانبی سادۀ را N فضازمان می  کنند. جایگزین ضعیف مجانبی سادۀ مفهوم

فشرده سازی Ñ باشد؛ طولپا Ñ مرز از بازی با U به طوری که باشد U ⊂ N باز مجموعۀ دارای

ضعیف مجانبی سادۀ اگر است مجانبی تخت M است گفتنی است. مجانبی ساده خمینه یک همدیس

باشد. صفر M̃ مرز از همسایگی یک در M ریچی خمیدگی تانسور یعنی باشد، مجانبی تهی و

می شود. آورده مجانبی ساده مفهوم دقیق تعریف اکنون

می شود نامیده مجانبی ساده است) مرز دار خمینۀ M ( که (M, g) فضازمان .([۵]) ۷ .۲ تعریف

M̂ بر (C۳ ردۀ از (دست کم Ω عددی نگاشت و i : M → M̂ نشانندۀ و (M̂, ĝ) فضازمان اگر

که شرط این با شود یافت

باشد (g از ناصفری تابعی ضریب ĝ|M̂−∂M متریک (یعنی همدیس M با M̂ − ∂M (الف)

ĝ|M؛ = Ω۲g و

dΩ؛ 6= ۰ و باشد صفر ∂M بر و مثبت M̂ − ∂M بر Ω (ب)

باشد. داشته را ∂M از پایانی نقطۀ دو M̂ در پوچ ژئودزیک هر (ج)

نیست. مجانبی تخت ولی است مجانبی ساده دوسیتر‑شوارتس شیلد فضازمان است گفتنی

(X توپولوژیکِ (فضای پایانِ یک شهودی، لحاظ به می کنیم. بیان را خمینه پایانِ مفهوم اکنون

.X بی کرانِ از مؤلفۀ یک از عبارت است

limK−→AC(M−K) مستقیم حد M توپولوژیک) (فضای خمینۀ پایان از منظور .۸ .۲ تعریف

گردایۀ نشان دهندۀ C(M−A) و می شود گرفته M از A دلخواه فشردۀ زیرگردایه های روی که است

فشرده زیرگردایه های برای C(M −A) → C(M −A′) نگاشت و است M −A مؤلفه های

می آید. به دست M −A ↪→ M −A′ شمول نگاشت طریق از A′ ⊂ A

داریم. نیاز دیگر مفهوم دو به پوچ های ابررویه برای ماکسیمم مهم اصل بیان برای

در را p ∈ M در متقاطع S۱, S۲ ⊂ M پوچ ابررویۀ دو و M فضازمان .([۱۶]) ۹ .۲ تعریف

، (M (در p از U همسایگی برای اگر است S۱ (گذشتۀ) آیندۀ سمت در S۲ می گوییم بگیرید. نظر

S۲ ∩ U ⊂ J+ (S۱ ∩ U,U) باشیم داشته است، زمانی بدون ترتیب و بسته S۱ آن در که

ببینید. را ۱۸ .۲ تعریف S۲)؛ ∩ U ⊂ J− (S۱ ∩ U,U))
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ابررویۀ می گوییم بگیرید. نظر در را p ∈ S و آینده پوچ C۰ابررویۀ را S .([۱۸]) ۱۰ .۲ تعریف

گذشتۀ در p نزدیکی در W و p ∈ W اگر است p در S گذشتۀ تکیه گاه ابررویۀ یک W پوچ هموارِ

باشد. S

دارای S می گوییم بگیرید. M فضازمان در آینده پوچ ابررویۀ C۰ را S .([۱۸]) ۱۱ .۲ تعریف

ابررویۀ ،ε > ۰ هر و p ∈ S هر برای اگر است، تکیه گاه معنای به θ ≥ ۰ پوچ میانگین خمیدگی

به طوری که شود یافت Wp,ε پوچ (C۲ ردۀ از (دست کم هموارِ

باشد؛ p در S گذشتۀ تکیه گاه ابررویۀ Wp,ε (الف)

کند. برآورده را θp,ε ≥ ۰ رابطۀ p در Wp,ε پوچ میانگین خمیدگی (ب)

می کنیم. بیان پوچ ابررویه های برای را ماکسیمم اصل اکنون

اگر بگیرید. نظر در M فضازمان در پوچ هموارِ ابررویۀ دو را S۲ و S۱ .([۱۸]) ۱۲ .۲ قضیه

باشد؛ p آیندۀ سمت در p نقطۀ در S۲ و کند قطع p ∈ M نقطۀ در را S۲ ،S۱ (الف)

کند، صدق θ۲ ≤ ۰ ≤ θ۱ رابطۀ در S۲ از θ۲ و S۱ از θ۱ پوچ میانگین خمیدگی (ب)

پوچ میانگین خمیدگی دارای مشترک پوچ ابررویۀ این و برابرند باهم p نزدیکی در S۲ و S۱ آنگاه

.θ۲ = θ۱ = θ = ۰ یعنی است، صفر برابر

فضازمان در گذشته پوچ ابررویۀ C۰ را S۲ و آینده پوچ ابررویۀ C۰ را S۱ .([۱۸]) ۱۳ .۲ قضیه

اگر بگیرید. M

باشد؛ S آیندۀ سمت در p نزدیکی در S۲ و باشند متقاطع p ∈ M نقطۀ در S۲ و S۱ (الف)

باشند، تکیه گاهی معنای به ،θ۲ ≤ ۰ ≤ θ۱ پوچ، میانگین خمیدگی های دارای S۲ و S۱ (ب)

میانگین خمیدگی با هموار پوچ ابررویۀ یک تشکیل و برابرند باهم p نزدیکی در S۲ و S۱ آنگاه

.θ = ۰ یعنی می دهند، صفر پوچ

فیزیکی پیش نیازهای ۲ .۲

دارند. فیزیکی رنگ وبوی که می آوریم را مفاهیمی بخش این در

را آن نقطۀ دو هیچ که را M فضازمان از زیرگردایه ای زمانی). ترتیب بدون (گردایۀ ۱۴ .۲ تعریف

بدون گردایۀ پیوست هم به (〈γ′, γ′〉 < ۰ شرط با خمی (یعنی γ زمان گونۀ خم یک با نمی توان

می نامند. زمانی ترتیب
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بستار و زیرگردایه هر است. زمانی ترتیب بدون ،(t) ثابت زمانِ ابررویۀ هر Rn
۱ در نمونه، برای

است. زمانی ترتیب بدون زمانی، ترتیب بدون گردایۀ هر

اگر می شود نامیده زمانی ترتیب موضعی بدون M فضازمان از S زیرخمینۀ .([۲۳]) ۱۵ .۲ تعریف

در زمان گونه خمی با S ∩ V از نقطه دو هیچ که باشد چنان M در V همسایگی دارای p ∈ S هر

نپیوندد. هم به V

توپولوژیکِ ابررویۀ Mیک فضازمان در نازمان گونه C۰ابررویۀ یک از منظور .([۱۶]) ۱۶ .۲ تعریف

است. زمانی ترتیب موضعی بدون که است M در S

که می شود یافت M در p از U کوچک کافی به اندازۀ همسایگی p ∈ S نقطۀ هر برای بنابراین

q ∈ I+(S∩U,U) داریم یا q ∈ U−S هر برای و است زمانی ترتیب بدون و Uبسته در S∩U

.q ∈ I−(S ∩ U,U) یا

که است M در S نازمان گونۀ ابررویۀ M در آینده پوچ ابررویۀ C۰ یک از منظور .۱۷ .۲ تعریف

نقطۀ ،  S زمانی بودن ترتیب بدون شرط با ، (M (در p از U همسایگی هر و p ∈ S هر برای

ابررویۀ یک آینده پوچ ابررویۀ C۰ هر .q ∈ J+(p, U) به طوری که شود یافت p 6= q ∈ S

خط  ساختۀ آینده، پوچ ژئودزیک های با که است M از S زمانی ترتیب موضعی بدون توپولوژیک

می شود. تعریف گذشته پوچ ابررویۀ C۰ مشابه طریق به می شود. ناگستردنی ۴۲

می شوند: تعریف چنین J− و ،J+ ،I− ، I+ نماد های

زمانی، ترتیب بدون مرز از منظور بگیرید. درنظر را (M, g = 〈, 〉) فضازمان .۱۸ .۲ تعریف

I+(A) = به طوری که است A ⊂ M زیرگردایۀ به وابسته ∂I+(A)t∂I−(A) نماد با گردایه ای

به p از که است q ∈ M نقطه های همۀ گردایۀ (p زمان گونۀ (آیندۀ I+(p) آن در و
⋃
p∈A

I+(p)

یافت. را M در γ آینده سویِ زمان گونه خم بتوان q

تعریف در آینده سو (گذشته) مفهوم است. توپولوژیکی مرز نشان دهندۀ ∂ علامت تعریف، این در

I+(p) مانند J+(A) =
⋃

p∈A J+(p) و J+(p) ،۱۸ .۲ تعریف همانند است. آمده ۲۰ .۲

J−(p) می آید؛ به دست زمان گونه جای به (〈γ′, γ′〉 ≤ ۰ که تعریف این (با علّی واژۀ جانشانی با
42non-developable ruled
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به دست آینده جای به گذشته واژۀ جانشانی با J+(A) و J+(p) از J−(A) =
⋃
J−(p) و

می آید.

می کنیم. تعریف را سراسری هذلولوی۴۴ و قوی علّی۴۳ مهم مفهوم دو اکنون

کافی به اندازۀ همسایگی اگر می نامند قوی علّی را p ∈ M در M فضازمان .([۱۸]) ۱۹ .۲ تعریف

بازنگردد. U به برود بیرون U از است U در آغازش که γ علّی خم هر که شود یافت p از U کوچک

سراسری هذلولوی M فضازمان باشد. قوی علّی نقطه اش هر در اگر می شود نامیده قوی علّی M

اگر می شود نامیده

باشد؛ قوی علّی M (الف)

باشد. فشرده p, q ∈ M هر برای J+(p) ∩ J−(p) گردایه های (ب)

زمانی مخروط همان I+(p) است: چنین R۴
۱ در (نمادها) مفهوم ها این برای (استاندارد) نمونه

یعنی است، p آیندۀ

I+(p) = {q ∈ R۴
است|۱ آینده سو زمان گونۀ {pq→−بردار

و

J+(p) = {p} ∪ {q ∈ R۴
است|۱ آینده سو علّی {pq→−بردار

مجموعه ای I+(p) بنابراین، است. q به p از R۴
۱ در یکتا ژئودزیک آغازین سرعت بردار −→pq آن در که

.J+(p) = I+(p) ∪ {p} و است J+(p) بستار با باز

خمینۀ برای .I+(p) = J+(p) = S۱
۱ × R داریم M = S۱

۱ × R لورنتسی خمینۀ برای

J+(p) و است مینکوفسکی مخروط I+(p) ،p = (۰, ۰) و N = R۲
۱ − {(۱, ۱)} لورنتسی

J+(p) به ویژه، است. پایین شکل با مطابق β و α ژئودزیک شعاع دو با I+(p) اجتماع برابر

است. I+(p) بستار از سره ای زیرگردایۀ

43strongly causal 44globally hyperbolic
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هر برای نمونه، برای .I+(F ) ⊂ F اگر نامند آینده گردایۀ را M فضازمان از F زیرگردایۀ

گذشته گردایۀ آن مکمل باشد، آینده گردایۀ F اگر است. آینده گردایۀ J+(B) ،B ⊂ M زیرگردایۀ

.[۳۰] است بسته و زمانی ترتیب بدون توپولوژیک ابررویۀ یک آینده گردایۀ یک (ناتهی) مرز است

می کنیم. تعریف فضازمان یک در را گذشته و آینده اکنون

بردارهای گردایۀ ،p ∈ M هر برای بگیرید. دلخواه فضازمان را M .([۳۰]) ۲۰ .۲ تعریف

(آیندۀ) مثبت زمانی مخروط ،u ∈ τ بردار هر برای دهید. نمایش τ با را TpM در زمان گونه

TpM (گذشته) منفی زمانی مخروط و C(u) = {v ∈ τ | 〈u, v〉 < ۰} صورت به TpM

τ = داریم و می شود تعریف −C(u) = C(−u) = {v ∈ τ | 〈u, v〉 > ۰} صورت به

.C(u) t (−C(u))

u ∈ τ برای اصل در برد؛ بهره نیز C(u) علّی مخروط از می توان زمانی مخروط جای به

کرد تعریف می توان

C(u) = {v ∈ TpM |〈v, v〉 ≤ ۰, 〈u, v 〉 < ۰} آینده) علّی ,(مخروط

−C(u) = {v ∈ TpM |〈v, v〉 ≤ ۰, 〈u, v 〉 > ۰} گذشته) علّی .(مخروط

است فضازمان از دامنه ای سیاه چاله می آوریم. رویداد افق و سیاه چاله برای فیزیکی تعبیر اکنون

الکترومغناطیس پرتو یک حتی نه و مادی ذرۀ (نَه چیز هیچ که است نیرومند چنان گرانش آن در که

به جرم یک که می کند پیش بینی عام نسبیت نظریۀ .[۳۰] بگریزد آن درون از نمی تواند نور) مانند

این شرط تنها شود. تشکیل سیاه چاله یک تا کند دگردیس۴۵ را فضازمان می تواند فشرده کافی اندازۀ

باشد. رویداد) افق درون (جسم کوچک کافی اندازۀ به شده فشرده جرم آن فیزیکی اندازه که است

گیرد جای کیلومتر ۲٫۵ از کمتر قطر با کره ای در شمسی منظومۀ از خورشید جرم اگر نمونه برای

وارد آن به آنچه هر رویداد و سرنوشت بر بسیاری اثر سیاه چاله اگرچه می شود. تشکیل سیاه چاله ای

سیاه جسم یک مانند سیاه چاله ندارد. مشخصی موضعی ویژگی هیچ سیاه چاله خود ولی دارد، می شود

نمی تاباند. باز خود از نوری هیچ زیرا می کند رفتار ایده آل

این علت می شود. نامیده رویداد افق نمی گریزد نور) (حتی چیز هیچ آن از که سیاه چاله مرز

است افقی مرز آن کرد. مشاهده مرز آن درون در را رویدادی هیچ نمی توان که است آن نامگذاری

45deform
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پنهان را سیاه چاله مرکز در تکینگی دراصل، رویداد، افق بنابراین دید. نمی توان را آن از فراتر که

پنهان رویداد افق با تکینگی ها همۀ که است آن بیانگر دراین خصوص کیهانی سانسور انگارۀ می کند.

نمی شود. مشاهده سیاه چاله در فیزیک قانون های نبودن برقرار و می شوند

می رویم. کوشی رویۀ تعریف سراغ اکنون

بدون ابررویۀ C۰ یک از است عبارت M دلخواه فضازمان در کوشی رویۀ .([۱۹]) ۲۱ .۲ تعریف

شرط و ماکسیمال دامنۀ با خمی (یعنی γ ناگستردنی علّی خم هر که M در S مانند زمانی ترتیب

کند. قطع را S (〈γ′, γ′〉 ≤ ۰

در کوشی رویۀ دو هر کرد. مشخص نیز وابستگی دامنۀ کمک به می توان را کوشی رویه های

دامنۀ بگیرید. نظر در را S ⊂ M زمانی ترتیب بدون زیرگردایۀ .[۳۰] همسان ریخت  اند هم با M

ناگستردنی علّی خم هر که است p ∈ M نقطه های همۀ از مرکب D+(S) گردایۀ S آیندۀ وابستگی

آینده سوی فضازمان از بخشی D+(S) فیزیکی، نظر از کند. قطع را S ،p از گذرنده گذشته

است، D+(S) آیندۀ مرز H+(S) ،S آیندۀ کوشی افق است. پیش بینی پذیر S از که است S

از بخشی آیندۀ حد H+(S) فیزیکی، بیان به H+(S)؛ = D+(S) − I− (D+ (S)) یعنی

گذشته، کوشی افق و ، D−(S) گذشته، وابستگی دامنۀ است. پیش بینی پذیر S از که است فضازمان

D(S) = D+(S)∪D−(S) بگیرید می آید. به دست مناسب جانشانی با بالا همانند ، H−(S)

ترتیب بدون گردایۀ دید می توان و ،∂D(S) = H(S) آنگاه H(S) = H+(S) ∪H−(S) و

.[۱۸] H(S) = ∅ اگر تنها و اگر است کوشی رویۀ M برای S زمانی

که است (کشش) جاذبه جهانی نیروی گرانش می پردازیم. گرانشی رمبش و گرانش به اکنون

هیچ بنابراین است، جهان در شناخته شده نیروی ضعیف ترین نیرو این می کند. عمل مواد همۀ بین

مسیر مواد) بین کشش (یعنی عملش با از سوی دیگر، ندارد. ماده درونی ویژگی های تعیین در نقشی

تبدیل و ستاره ها تکامل و ساختار همچنین و جهان در دیگر جاهای و خورشیدی منظومۀ در اجسام

اثر تحت تنها که است حرکتی آزاد (افتادن) سقوط می کند. کنترل را کیهان همۀ و کهکشان به ها آن

نیست این تنها گرانشی اثر است. ژئودزیک فضازمان در ذره یک آزاد افتادن مسیر است. گرانش

هستند آن در ژئودزیک ها که فضازمانی خمیدگی باعث بلکه شود سبب را ژئودزیک ها خمیدگی که

را [۲۶] بیشتر گاهی آ برای می شود؛ گرفته یکی گرانش و خمیدگی فیزیک در از این رو می شود. نیز

ببینید.
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جمع باعث که شی خود گرانش اثر بر است نجومی شی یک انقباض گرانشی رمبش از منظور

ساختارها شکل گیری برای بنیادی فرایندی گرانشی رمبش می شود. گرانش مرکز سوی به ماده شدن

ببینید. را [۱۴] بیشتر گاهی آ برای است؛ جهان در

پوچ ابررویه های هندسۀ ۳

می کنیم. ذکر را آن ها پوچ ابررویه های و فضازمان ها هندسی مهم ویژگی های از برخی بخش این در

جهت پذیر M فضازمان در S پوچ زیرخمینۀ به وابسته K̃ پوچ خطی زیرکلاف .([۲۳]) ۱ .۳ گزاره

است.

یک K̃ از ξ ناصفرِ همه جا برش است، (T⊥S (و TS یکتای پوچ خطی زیرکلاف K̃ چون

است. یکتا مجدد پارامتری سازی یک تقریب با که است S بر پوچ مماس برداری میدان

است. جهت پذیر M جهت پذیر فضازمان در S پوچ رویۀ و ابررویه هر .([۲۳]) ۲ .۳ گزاره

بگیرید. M حجم عنصر را ω و آینده سو واحد زمان گونۀ برداری میدان را X ∈ χ(M) اثبات.

پس است پوچ S چون ،〈ξ,X〉 = −۱ شرط با باشد S بر پوچ برداریِ میدان ξ ∈ χ(S) اگر

iN ◦ iXω و S ابررویۀ بر ناصفر همه جا (n−۱)‑فرم یک iXω بنابراین و است تراگرد S بر X

فضاگونۀ برداری میدان N = X − ξ آن در که است S رویۀ بر ناصفر همه جا −n)‑فرم ۲) یک

است. S بر تراگرد

آنگاه بگیرید. M فضازمان در فشرده پوچ رویۀ یا فشرده پوچ ابررویۀ را S .([۲۳]) ۳ .۳ گزاره

است. صفر S اویلر مشخصۀ

در فضاگونه ابررویه ای را H و M جهت پذیرِ فضازمان از پوچ زیرخمینۀ را S .([۲۳]) ۴ .۳ گزاره

هموارریخت H ×R با S آنگاه کند. قطع را S نقطه یک در دقیقاً H پوچ مولد هر که بگیرید S

است. ساده همبند نیز H آنگاه باشد، ساده همبند S اگر است.

نگاشت آنگاه باشد، ξ سراسری شار Φ اگر بگیرید. کامل پوچ برداری میدان را ξ ∈ χ(S) اثبات.

از پایانی حکم است. شده خواسته هموارریختی h(p, t) = Φt,p تعریف با h : H × R → S

می آید به دست h هموارریختی و S ساده همبندی

{e} = π۱(S)
h∼= π۱ (H × R) ∼= π۱(H)× π۱(R)∼=π۱(H).
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می کنیم. تعریف را گردشی پوچ ابررویه های نام با پوچ ابررویه های از مهمی خانوادۀ

که بگیرید ،iso(Rn+۲
۱ ) ،Rn+۲

۱ طولپایی های لی گروه از زیرگروهی را G .([۲۷]) ۵ .۳ تعریف

در بعدی ۲ مستوی زیرفضای را Π ⊂ Rn+۲
۱ می دارد. نگه ثابت نقطه وار را Rn+۲

۱ در l خط

یعنی ، x مدار x ∈ γ هر برای اگر بگیرید. نظر در نمی کند قطع را l که γ مثل خمی و l بردارندۀ

یعنی ،G عمل تحت γ مدار آنگاه باشد، Rn+۲
۱ در ۲ بعد نقص از ، {gx|g ∈ G} = G · x

می نامند. γ توسط تولید شده گردشی ابررویۀ را G · γ = {g · x|g ∈ G, x ∈ γ}

که کنید توجه

iso
(
Rn+۲

۱
)
= {f |f : Rn+۲ هموارریختی

−−−−−→ Rn+۲, 〈Tfx, Tfy〉 = 〈x, y〉 =

− x۱y۱ +

n+۲∑
i=۲

xiyi, x, y ∈ Rn+۲, x = (x۱, · · · , xn+۲),

y = (y۱, · · · , yn+۲),است مشتق {Tنماد ∼= O۱(n+ ۲)⋉Rn+۲.

Tyb و Txa با را O۱(n + ۲) ⋉ Rn+۲ دلخواه عضو دو اگر است. نیم مستقیم ضرب نماد ⋉

داریم v ∈ Rn+۲
۱ برای ،x, y ∈ Rn+۲

۱ و a, b ∈ O۱(n+ ۲) آن در که دهیم نشان

Txa(v) = av + x, Txa ◦ Tyb = Tay+xab, (Txa)
−۱ = T−(ax)a

−۱.

M دراین صورت بگیرید. نظر در را M ⊂ Rn+۲
۱ پوچ گردشی ابررویه .([۲۷]) ۶ .۳ قضیه

است. زیر ابررویه های از یکی بازدر مجموعه ای

Λn+۱؛ نوری مخروط (الف)

V ؛ ∼= Rn+۱
۱ ،Λn ⊂ V ⊂ Rn+۲

۱ ،Λn نوری مخروط یک بر استوانه ای (ب)

پوچ. ابرصفحۀ (ج)

، q ∈ J+(p) − I+(p) و p ∈ M اگر بگیرید. دلخواه فضازمان را M .([۳۰]) ۷ .۳ گزاره

پوچ ژئودزیک مجدد پارامتری سازی یک با q به p از آینده سو علّی خم هر p ∈ M هر برای آنگاه

است.

اگر می شود. یافت q و p بین γ علّی ژئودزیک [۳۰] در ۴۶ گزارۀ و J+(p) تعریف بنابر اثبات.

که است فرض برخلاف این و می شود، یافت زمان گونه خم q و p بین نباشد، پوچ ژئودزیک این

.q 6∈ I+(p)
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می شود. بیان زمانی ترتیب بدون مرز از مهمی ویژگی زیر گزارۀ در

ترتیب بدون مرز بگیرید. بسته زیرگردایۀ را A ⊂ M و فضازمان را M .([۱۸ ،۱۶]) ۸ .۳ گزاره

پوچ بخش همچنین است. زمانی ترتیب بدون ابررویۀ C۰ یک ناتهی بودن به شرط ∂I+(A) زمانی

می شود. ناگستردنی خط ساختۀ پوچ ژئودزیک های با ابررویه، این

قرار ∂I+(A) در γ پوچ ژئودزیک یک بر p که می بینیم بگیرید، را p ∈ ∂I+(A) نقطه اثبات.

دنبالۀ است. گذشته ناگستردنی M در یا دارد A بر گذشته پایانی نقطۀ یک یا γ که طوری به دارد

از نقطه ای به pn از گذشته سو زمان گونۀ خم را γn خم . pn → p آن در که بگیرید را pn ⊂ I+(A)

گذشته سویِ پوچ ژئودزیک یک به {γn} دنبالۀ گفت می توان کلیت، دادن دست از بدون بگیرید. A

γ پس است، گذشته ناگستردنی M − A در γn هر چون می گراید. p در آغاز با ∂I+(A) در γ

است. گذشته ناگستردنی M در یا دارد پایانی نقطۀ A در γ یا بنابراین است. چنین نیز

می شود. بیان سراسری هذلولوی فضازمان مهم ویژگی های می آید، که گزاره ای در

کوشی رویۀ M اگر تنها و اگر است سراسری هذلولوی M فضازمان (۱) .([۱۸]) ۹ .۳ گزاره

باشد. داشته

R × S با M آنگاه باشد، کوشی رویۀ M سراسری هذلولوی فضازمان برای S اگر (۲)

است. همسان ریخت

S۲ با S۱ آنگاه باشند، کوشی رویه های M سراسری هذلولوی فضازمان در S۲ و S۱ اگر (۳)

است. همسان ریخت

آنگاه باشد، M سراسری هذلولوی فضازمان در فشرده و زمانی ترتیب بدون ابررویۀ S اگر (۴)

است. کوشی رویۀ M برای S

است. چوداری رای معادلۀ از معمول کاربردی زیر گزارۀ

داریم X پوچ بردار هر برای که شرط این با بگیرید فضازمانی را M .([۱۸]) ۱۰ .۳ گزاره

کامل آینده ژئودزیک پوچش مولدهای که باشد M در پوچ ابررویه ای S اگر .RicM(X,X) ≥ 0

. θ ≥ ۰ است، نامنفی پوچ میانگین خمیدگی دارای S آنگاه باشد،

را η(s) ،θ < ۰ باشیم داشته p ∈ S نقطۀ اگردر می کنیم. ثابت را حکم خلف برهان با اثبات.

آنگاه θ = tr(b) و b(s) = bη′(s) اگر می گیریم. نظر در p = η(۰) از گذرنده S پوچ مولد
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بنابراین ،dθds ≤ − ۱
n−۱θ

۲ داریم RiⅽM بر محدودیت و چوداری رای معادلۀ بنابر ، θ(۰) < ۰

می آید به دست θ۲ بر معادله این سوی دو هر کردن بخش با .θ(s) < ۰ داریم s > ۰ هر برای

θ هموار بودن با این و باپایان زمانِ در θ → −∞ به بیان دیگر، ،۱
θ → ۰ پس . d

ds(
۱
θ ) ≥

۱
n−۱

است. ناسازگار

پوچ شکافندۀ قضیۀ ۴

ریمانی خمینۀ در شد. مطرح ریمانی هندسۀ از متأثر فضازمان در خط وجود پرسش ۱۹۸۰ دهۀ در

طول دارای تکه اش هر که (R قلمرو با (یعنی کامل ماکسیمم ژئودزیک یک از است عبارت خط

(R بر (تعریف شده کامل زمان گونۀ ژئودزیک یک زمان گونه، خط فضازمان در اما باشد. مینیمم

دارای تکه آن سر دو بین نامثبت) تندی با (یعنی علّی خط های همۀ به نسبت تکه اش هر که است

همبندِ ریمانی خمینه های صلبی۴۶ [۸] چیگر‑گرومول شکافندۀ کلاسیک قضیۀ باشد. ماکسیمم طول

خمیدگی با کامل ریمانی خمینۀ می کند. توصیف را خط دربردارندۀ و نامنفی ریچی خمیدگی با کامل

ریمانی خمینۀ هر که است آن بیانگر چیگر‑گرومول قضیۀ ندارد. بر در خطی هیچ مثبت اکیداً ریچی

ریمانی خمینۀ یک در R حاصل ضرب با خط، دربردارندۀ و نامنفی ریچی خمیدگی از M کامل همبندِ

است. کرده بیان زیر صورت به لورنتسی حالت برای را قضیه این گلووِی است. طولپا S مانند کامل

بردار هر برای که بگیرید سراسری هذلولوی همبند فضازمان را (M, g) .([۱۹ ،۱۸]) ۱ .۴ قضیه

با M بپذیرد،دراین صورت را γ زمان گونۀ خط M اگر .RicM(X,X) ≥ 0 ،X زمان گونه

(R,−dt۲) عامل و است کامل ریمانی خمینۀ (S, h) آن در که است طولپا (R×S,−dt۲⊕h)

می شود. داده نمایش γ با

داده به دست می پذیرند پوچ خط که فضازمان هایی برای شکافنده قضیۀ از صورتی اینجا در

سراسری بدون که است (R بر (تعریف شده کامل پوچ ژئودزیک یک فضازمان در پوچ خط می شود.

از تکه هر بنابراین نمی پیوندد، هم به زمان گونه خم یک با آن نقطۀ دو هیچ یعنی است، زمانی ترتیب

است. ماکسیمم طول دارای لورنتسی کمان طول تابعک به نسبت پوچ خط

بردار هر برای که شرط این با بگیرید کامل ژئودزیکِ پوچ فضازمان را M .([۱۹]) ۲ .۴ قضیه

هموار ابررویۀ یک در η آنگاه بپذیرد، را η پوچ خط M اگر .Ric(X,X) ≥ 0 ،X زمان گونه

دارد. قرار S مانند زمانی ترتیب بدون ژئودزیک تمام پوچ نشانده شدۀ سره
46rigidity
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مینکوفسکی فضای در l پوچ خط هر است. مینکوفسکی فضای ۲ .۴ قضیۀ برای نمونه ساده ترین

دارد. قرار یکتا پوچ ابرصفحۀ یک در

و S+ = ∂I+(η) زمانی ترتیب بدون مرز های بگیرید. علّی قوی را M کار، سادگی برای اثبات.

ترتیب بدون نیز η چون بسته اند. و زمانی ترتیب بدون ابررویه های C۰ ،M در S− = ∂I−(η)

کار به با بگیرید، همبند را S− و S+ کار سادگی برای بردارند. در را η ،S− و S+ است، زمانی

تمام ژئودزیک پوچ هموار ابررویۀ یک تشکیل و برابرند S− و S+ دید می توان ماکسیمم اصل بردن

ابررویۀ S+ ∪ S− اجتماعشان و یکی اند p ∈ S− ∩ S+ نزدیکی در S− و S+ یعنی می دهند،

است. تمام ژئودزیک پوچ هموار

می شود. بیان آن سراسری ویژگی های برخی و معرفی سیتر مجانبی دو فضازمان اکنون

مرز دار فضازمان اگر می شود نامیده سیتر مجانبی دو (M, g) فضازمان .([۱۹]) ۳ .۴ تعریف

که به طوری شود یافت Ω ∈ C∞(M̃) نگاشت و (M̃, g̃)

M̃؛ = M ∪ ∂M̃ بنابراین ،M = intM̃ خمینه ها) مفهوم (به باشد M̃ درون M (الف)

dΩ؛ 6= ۰ و باشد صفر ∂M بر و مثبت M بر Ω که طوری g̃|M = Ω۲g (ب)

باشد. فضاگونه ∂M̃ (ج)

مفهوم این با است. رفته کار به همدیس۴۷ بی پایانی مفهوم ضمنی، به صورت بالا، تعریف در

فضای در سیتر دو پاد و سیتر، دو فضاهای مینکوفسکی، فضای استاندارد، لورنتسی فضازمان های

می شوند. نشانده همدیس طور به ،(R × Sn,−du۲ + dw۲) اینشتین، ایستای عالم به موسوم

به صورت می تواند موضعی مختص های حسب بر سیتر دو فضای

M = R× Sn, ds۲ = −dt۲ + cosh۲tdω۲

ds۲ = به صورت را M متریک می توان u = tan−۱(et) − π
۴ تبدیل از استفاده با شود. بیان

−π
۴ < u < π

۴ دامنۀ روی به سیتر دو فضای بنابراین درآورد. ۱
cos۲(۲u)(−du۲ + dw۲)

تجزیه چنین J = ∂M̃ در حالت کلی، می شود. نشانده همدیس طور به اینتشتین ایستای عالم در

J + .J − ⊂ I−(M,M) و J + ⊂ I+(M,M) آن در که J = J + t J − می شود:

.J + 6= ∅ و است گذشته همدیس بی پایانی J − و آینده همدیس بی پایانی
47conformal infinity
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مجانبی دو ( گذشتۀ) آیندۀ (J + = ∅ ) J − = ∅ مجموعۀ M فضازمان برای بالا، تعریف در

می شود. نامیده سیتر

ژئودزیکِ هر اگر می شود نامیده مجانبی ساده M سیتر مجانبی دو فضازمان .([۱۹]) ۴ .۴ تعریف

باشد. J − بر گذشته پایانِ نقطۀ یک و J + بر آینده پایانِ نقطۀ یک دارای M در ناگستردنی پوچ

گسترش بی انتها گذشته و آینده در پوچ ژئودزیک هر اگر است مجانبی ساده فضازمان، بنابراین

دو فضازمان یک در شوارتس شیلد سیاه چاله یک نمایانگر که سیتر‑شوارتس شیلد دو فضازمان یابد.

نیست. مجانبی ساده ولی است سیتر مجانبی دو که است فضازمان از جالبی نمونۀ است، زمینه سیتر

یابند. گسترش بی انتها نمی توانند می شوند وارد سیاه چاله این به که پوچی ژئودزیک های

مرتبط اند. باهم می آید، زیر گزارۀ در چنان که علّی، ساختار و مجانبی ساده مفهوم

بگیرید. J + آیندۀ همدیس بی پایانی با آینده سیتر مجانبی دو فضازمان را M .([۱۹]) ۵ .۴ گزاره

است. سراسری هذلولوی M آنگاه باشد، آینده مجانبی سادۀ M اگر (۱)

است. آینده مجانبی سادۀ M آنگاه باشد، فشرده J + و سراسری هذلولوی M اگر (۲)

است. همسان ریخت J + با M کوشی رویۀ بالا، حالت دو از هر یک در

که بسازیم طوری را M ′ مرز بدون فضازمان و بدهیم راگسترش M ∪ J + می توانیم اثبات.

.H+(J +,M ′) = ∅

J + که می شود نشان داده است. چنین نیز M پس است سراسری هذلولوی M ′ می بینیم (۱)

است کافی پس H+(J +,M ′) = ∅ ،M ′ ساخت طرز بنابر چون است. کوشی رویۀ M ′ برای

در η پوچ ژئودزیک H−(J +,M ′) 6= ∅ اگر .H−(J +,M ′) = ∅ که شود داده نشان

مجانبی ساده بودن بنابر است. آینده ناگستردنی M ′ در که می شود یافت چنان H−(J +,M ′)

بودن زمانی ترتیب بدون با که شود I+(J +,M ′) وارد بنابراین و کند قطع را J + باید η ،M

است. هذلولوی سراسری M درنتیجه و M ′ پس است. تناقض در J +

درنتیجه است، هذلولوی سراسری M ′ پس است، کوشی رویۀ نیز M ′ برای کوشی رویۀ هر چون (۲)

آغاز با M ′ در آینده ناگستردنی پوچ ژئودزیک هر بنابراین است، سراسری هذلولوی M ′ برای J +

نشان می توان شد گفته آنچه با است. آینده مجانبی سادۀ M در نتیجه می کند، قطع را J + ،M در

است. همسان ریخت J + با M کوشی رویۀ هر داد
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می دهد. نشان را ۴ بعد در سیتر مجانبی دو فضازمان های صلبی بعد قضیۀ

که شرط این با بگیرید مجانبی ساده و سیتر دو فضازمان را (M۴, g) .([۱۹ ،۱۸]) ۶ .۴ قضیه

است. ریچی تانسور از (i, j) مؤلفۀ Rij است ، کیهانی ثابت Λ ،λ = ۲Λ
۳ > ۰ ،Rij = λgi,j

است. طولپا سیتر دو فضای با M آنگاه بپذیرد، پوچ خط M اگر

فضای با (یعنی است تخت همدیس M می شود داده نشان است، اینشتین فضای M چون اثبات.

f > ۰ آن در که g = fgL یعنی است، همدیس ـــ صفر برشی خمیدگی با خمینه ای  ــ ـ تخت

مثبت ثابت خمیدگی دارای M که می شود گرفته نتیجه اینجا از و است) R۴
۱ متریک gL و M بر

در ۲۳ .۸ گزارۀ بنابر پس است، ساده همبند و ژئودزیک کامل M که دید می توان همچنین است.

است. طولپا سیتر دو فضای با M  ، [۳۰]

می شود. توصیف سیتر مجانبی دو فضازمان های توپولوژی زیر قضیۀ در

در را Mn+۱ گذشته سو) یا (آینده سیتر مجانبی دو فضازمان n ≥ ۲ برای .([۱۹]) ۷ .۴ قضیه

M اگر .RicM(X,X) ≥ 0 باشیم داشته X زمان گونۀ بردار هر برای که شرط این با بگیرید نظر

دارای یا فشرده M کوشی رویۀ هر و است سراسری هذلولوی M باشد، گذشته یا آینده مجانبی سادۀ

است. متناهی بنیادی گروه

هوموتوپی ۳‑کره های ،M کوشی رویه های دید nمی توان = ۳ برای (۱) .([۱۹]) ۸ .۴ ملاحظه

هموارریخت اند. S۳ با پوانکاره) ـــ قضیۀ  ـــ اکنون انگارۀ بنابر درنتیجه (و

شرط با سیتر مجانبی دو فضازمان M اگر کرد. بیان نو از چنین این می توان را اخیر قضیۀ (۲)

با فشرده کوشی رویه های دارای و باشد X زمان گونۀ بردار هر برای RiⅽM (X,X) ≥ ۰

باشد. گذشته یا آینده مجانبی سادۀ نمی تواند M باشد، نامتناهی بنیادی گروه

بازبینی که ایشان ارزندۀ پیشنهادهای برای مقاله این محترم داوران از نویسنده سپاسگزاری
می کند. سپاسگزاری صمیمانه مقاله تایپ برای یغمائیان رضا آقای از نیز و داشت پی در را مقاله
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