
ریاضی اندیشۀ و فرهنگ

۱۱۰ تا ۹۷ صص. (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال

آن با مرتبط حدس های برخی و اوسلَندر‑ریتن حدس بر مروری

اشراقی حسین

doi: 10.30504/mct.2022.1285.1894 ایران) ریاضی ۱۴۰۲(انجمن ©

آن ها بین ایجابی ارتباط و هومولوژیک حدس های مهم ترین از برخی بررسی به مقاله این در چکیده.
است. میدان یک روی متناهی بعد جبرهای حدس ها این طرح برای استفاده مورد چارچوب می پردازیم.
می کنیم مطرح را پوچی حدس و ناکایاما، (تعمیم یافتۀ) حدس نهایی، بعد حدس اوسلَندر‑ریتن، حدس
و است اوسلَندر‑ریتن حدس بر حاضر نوشتۀ کید تأ کرد. خواهیم بررسی را آن ها متقابل ارتباط و

گرفت. خواهد قرار بحث مورد اشاره شده حدس های سایر و حدس این بین منطقی ارتباط از این رو

مقدمه ۱

تعریف یادآوری با دهید اجازه آرتینی اند جبرهای از خاصی ردۀ ما بحث مورد حلقه های از آنجایی که

باشد. جابه جایی آرتینی حلقۀ یک R کنید فرض کنیم. شروع دیگر نیاز مورد تعریف چند و آن ها

مانند حلقه ای همریختی یک به انضمام Λ مانند یکه  دار حلقه ای آرتینی، R‑جبر یک از منظور

یک به φ طریق از Λ و باشد Λ مرکز در مشمول ،Im(φ) ،φ نگارۀ به طوری که است φ : R → Λ

Λ آرتینی k‑جبر است، میدان یک R = k که خاص حالت در شود. تبدیل متناهی مولد R‑مدول

می نامیم. متناهی بعد جبر یک را

تجزیه ناپذیرِ Λ‑مدول های تمام رده بندی و مطالعه به  بیانی ساده، ،Λ متناهی بعد k‑جبر نمایش نظریۀ

به صورت آن را نتوان هرگاه است تجزیه ناپذیر M Λ‑مدول که می کنیم یادآوری است. متناهی مولد

Λ‑مدول های تمام رستۀ اینکه به توجه با کرد. تجزیه M از سره ناصفرِ زیرمدول  دو مستقیم مجموع

چنین یافتن است، کرول‑اشمیت رستۀ یک ،(Λmod) modΛ متناهی مولد، (راست) چپ

بعد متناهی حدس ناکایاما، حدس اوسلَندر‑ریتن، حدس متناهی بعد، جبر کلیدی: کلمات و عبارات
۱۴۰۱/۹/۲۹ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۱/۲/۳۰؛ دریافت: تاریخ مروری؛ مقاله: نوع
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بیاورید یاد به است. رسته ها این هومولوژیک ساختار کامل درک به معنای در واقع، رده بندی هایی،

از مستقیمی جمع به صورت یکریختی، حد در یکتا، به صورتی شی هر کرول‑اشمیت رستۀ یک در که

است. بیان قابل موضعی درون  ریختی های حلقه با اشیا
ریتن۲ ایدون و اوسلَندر۱ موریس توسط میلادی ۷۰ دهۀ در متناهی بعد جبرهای نمایش نظریۀ

در جامع آموزشی متن اولین می توان را اسمالو۳[۶] با دو این مشترک کتاب و گردید بنیان گذاری

آن از که درآمده اند نگارش به اخیر دهه های طی به مرور دیگری معتبر متون البته دانست. زمینه این

سایر با آن ارتباط جبرها نمایش نظریۀ ذاتی قابلیت های از یکی کرد. اشاره [۳] به می توان میان

است. [۸] گروه ها نمایش نظریۀ و ، [۱۶] جبری هندسه ،[۲۲] جابه جایی جبر مانند جبر شاخه های

از عمیقی کاربردهای زیلی وینسکی۵ و فُمین۴ توسط خوشه ای رسته های ابداع با اخیر دهۀ دو طی

.[۱۳] است آمده دست به نیز نظری فیزیک از حیطه هایی در جبرها نمایش نظریۀ

مطرح حوزه این در مختلفی حدس های متناهی بعد جبرهای نمایش نظریۀ پیشرفت با هم زمان

جبرها نمایش نظریۀ در اساسی ابزارهای از یکی همواره [مانستگی] هومولوژی جبر فنون چون شد.

این از برخی سرچشمۀ گرچه شده اند. بیان هومولوژی جبر چارچوب در غالباً حدس ها این است بوده

نظریۀ در آن ها جدی ظهور بااین حال، است، مدول ها عمومی نظریۀ در پیشین پژوهش های حدس ها

ارتباط های كشف موضوع این دلایل عمده ترین از یكی شاید است. بوده متناهی بعد جبرهای نمایش

است. متناهی بعد جبرهای حیطۀ در حدس ها این بین منطقی

نمایش نظریۀ در هومولوژیک حدس های مهم ترین از برخی مطالعۀ و معرفی به مقاله این در

ویژه به طور اوسلَندر‑ریتن مشهور حدس می دهد، نشان مقاله عنوان همان طور كه می پردازیم. جبرها

تام تحلیل زمینۀ در ناکایاما۶ مهم پژوهش های است مناسب به این منظور، است. ما توجه مورد

متناهی بعد جبر که می کنیم یادآوری .[۲۵ ،۲۴] گیرد قرار توجه مورد (شبه ) فروبنیوس۷ جبرهای

چنین برای باشد. تزریقی یک طرفه Λ‑مدول به عنوان Λ هرگاه می شود نامیده شبه فروبنیوس Λ

اخیر، مقالۀ در ناکایاما گفتۀ بنابه .[۶] می شوند منطبق تزریقی و تصویری Λ‑مدول های رستۀ جبری

به بعداً که داد سوق مهم حدسی به را وی شبه فروبنیوسی جبرهای تام تحلیل زمینۀ در تحقیقاتش

شد. معروف ناکایاما حدس
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مینیمالِ تزریقی۸ تحلیل در Ei مدول های همۀ اگر ناکایاما حدس

۰ −→ Λ −→ E۰ −→ E۱ −→ E۲ −→ · · ·

است. شبه فروبنیوسی Λ آنگاه باشند، تصویری Λ متناهی بعد k‑جبر از

دادند: تعمیم [۵] در ۱۹۷۵ سال در را ناکایاما حدس ریتن و اوسلَندر

مینیمال تزریقی تحلیل ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس

۰ −→ Λ −→ E۰ −→ E۱ −→ E۲ −→ · · ·

تجزیه ناپذیر تزریقی Λ‑مدول هر در این صورت، بگیرید. نظر در را Λ متناهی بعد k‑جبر برای

است. Eiها از یکی حداقل از مستقیمی جمع وند متناهی مولد

کردند ثابت آن ها به ویژه، کردند. بیان را حدس این از دیگری صورت های ریتن و اوسلَندر بعداً

است. زیر گزارۀ با معادل Λ متناهی بعد k‑جبرهای تمام برای ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس که

باشیم داشته i ≥ ۱ هر به ازای که باشد متناهی مولد Λ−مدول یک M کنید فرض .۱ .۱ گزاره

است. تصویری M در این صورت .ExtiΛ(M,M
⊕

Λ) = ۰

صورت آن اثبات برای بسیاری تلاش های تاکنون که است اوسلَندر‑ریتن حدس همان گزاره این

حالت کلی ترین در آن درستی بر گواهی بسیاری خاص حالت های در حدس این درستی است. گرفته

است. بوده بی نتیجه زمینه این در تلاش ها تاکنون هرچند است؛ ممکن

جبرهای از رده  هایی و می کنیم اوسلَندر‑ریتن حدس بر مروری ۲ بخش در مقدمه، این از بعد

اشاره پیش تر همان طور که می کنیم. معرفی است شده اثبات آن ها برای حدس این که را متناهی بعد

از نیز دارند منطقی پیوندهای اوسلَندر‑ریتن حدس  با که دیگر هومولوژیک حدس های بررسی شد،

بعد حدس ارائه به به ترتیب ۵ و ، ۴ ،۳ بخش های دلیل همین به است. برخوردار خاصی اهمیت

می پردازیم. پوچی حدس و آن، تعمیم یافتۀ صورت و ناکایاما حدس نهایی،

به مقاله سراسر در نیز زیر قراردادهای و نمادها شد، معرفی این از پیش که نمادهایی علاوه بر

Λ‑مدول های تمام رستۀ نشان دهندۀ (ModΛ)ΛMod ،Λ متناهی بعد k‑جبر برای می روند.  کار

و است A مشخص حلقۀ بر M مانند چپ مدول یک همواره مدول از ما منظور است. (راست) چپ

8injective resolution
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و کرد خواهیم تصریح آن به باشد راست مدول منظور اگر می شود. نموده AM نماد با لزوم در صورت

(Λmod) modΛ نماد شد، گفته پیش تر همچنان که می دهیم. نشان MA با را آن لزوم در صورت

pdΛ(M) نمادهای به علاوه، می دهد. نشان را متناهی مولد (چپ) راست Λ‑مدول های رستۀ

k‑جبر برای است. M Λ‑مدول تزریقی بعد و تصویری بعد نشان دهندۀ به ترتیب idΛ(M) و

D(−) := ،D : Λmod → modΛ به صورت ،D استاندارد دوگانی تابعگون ،Λ متناهی بعد

یکه  دار را حلقه ها همۀ یافت. [۳] و [۶] در می توان را آن خواص و می شود تعریف ،Homk(−, k)

می توان [۱] در دارد. بر در را هومولوژی جبر از نیاز مورد مباحث [۲۶] کتاب می گیریم. فرض

یافت. هومولوژی جبر و رسته ها نظریۀ دربارۀ مطالبی

اوسلَندر‑ریتن حدس ۲

شد. آغاز نیز است درست آن ها برای حدس این که جبرهایی مطالعۀ اوسلَندر‑ریتن، حدس با هم زمان

اوسلَندر‑ریتن حدس مفروضات از قوی تر شرایطی با مدول هایی یافتن اولیه پژوهش های حاصل

شد. ظاهر زمینه این در بسته۹، نهایتاً به موسوم مدول ها، از رده ای به ویژه، بود.

یادآوری بسته نهایتاً مدول های تعریف به منظور باشد. متناهی بعد k‑جبر یک Λ کنید فرض

تصویری تحلیل یک در که می کنیم

P : · · ·P۲
d۲−→ P۱

d۱−→ P۰
d۰−→ M −→ ۰

در M مدول یوغ۱۰ +n) اُمین ۱) ،Kn+۱ = ker(dn) ،dn همریختی هستۀ ،M Λ‑مدول از

برای آنگاه باشند M از تصویری تحلیل دو P ′ و P اگر که ثابت می توان می شود. نامیده تجزیه این

Kn
⊕

Qn ≃ K ′
n

⊕
Q′

n به طوری که دارند وجود Q′
n و Qn تصویری Λ‑مدول های ،n هر

تصویری پوشش های توسط هرگاه گوییم مینیمال را M برای P تصویری تحلیل همچنین .[۲۶]

تحلیل یکتاست، یکریختی حد در M Λ‑مدول تصویری پوشش چون .[۶] باشد شده ساخته متوالی

نهایتاً M متناهی مولد Λ‑مدول است. یکتا همبافت ها۱۱ یکریختی حد در نیز M مینیمال تصویری

از هر یک که شود یافت چنان Kn یوغ ،M مینیمالِ تصویری تحلیل در هرگاه می شود نامیده بسته

این گونه باشد. شده ظاهر ،m < n ،Km مانند یوغ یک حداقل در آن تجزیه ناپذیر۱۲ جمع وندهای

در ریتن و اوسلَندر را زیر قضیۀ .[۲۰] کرد تعریف ۱۹۶۱ سال در جانس۱۳ اولین بار را مدول ها

9ultimately closed 10yoke 11complex 12indecomposable 13James P. Jans
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کردند. اثبات [۵]

هر به ازای و باشد Λmod رستۀ برای مولدی M متناهی مولدِ Λ−مدولِ کنید فرض .۱ .۲ قضیه

است. تصویری M آنگاه باشد، بسته نهایتاً M اگر .ExtiΛ(M,M) = ۰ ،i ≥ ۱

−Λ هر به ازای هرگاه است Λmod برای مولدی M متناهی مولدِ Λ‑مدول که می کنیم یادآوری

باشد داشته وجود n ≥ ۱ به ازای M (n) −→ N پوشای Λ‑همریختی یک N متناهی مولد مدول

−Λ برای که دید می توان به سادگی باشد. M از رونوشت n مستقیم جمع معرف M (n) به طوری که

بنابراین، .ExtiΛ(M,Λ) = ۰ که است آن مستلزم ۰ = ExtiΛ(M,M) رابطۀ M مولدِ مدول

کرد. جایگزین (i ≥ ۱ (به ازای ExtiΛ(M,M
⊕

Λ) = ۰ با می توان را ۱ .۲ قضیۀ شرایط

متناهی بعد جبر روی بسته نهایتاً مدول های ردۀ برای را اوسلَندر‑ریتن حدس ۱ .۲ قضیۀ از این  رو،

می كند. تأیید Λ

نوع با جبرها می كنند صدق اخیر قضیۀ شرایط در كه متناهی بعد جبرهای انواع مهم ترین از یكی

رده  های تعداد هرگاه است متناهی نمایش نوع دارای Λ جبر تعریف، بنابر متناهی اند۱۴. نمایش

مختلفی بخش های در جبرها نوع این باشد. متناهی متناهی مولد تجزیه ناپذیرِ Λ‑مدول های یكریختی

رده بندی هایی و گرفته اند قرار مطالعه مورد زیادی حد تا و می شوند ظاهر فراوان جبرها نمایش نظریۀ از

آمده [۶] از ششم فصل و [۳] از هفتم فصل در بیشتر اطلاعات است. شده پیدا آن ها برای نیز

است.

است. بسته نهایتاً M متناهی مولدِ Λ‑مدول هر آنگاه باشد متناهی نمایش نوع دارای Λ اگر

در که باشد داشته وجود Kn یوغ از تجزیه ناپذیری مستقیم جمع وند ،n هر به ازای اگر در واقع،

Λ‑مدول نامتناهی تعداد به آنگاه نشود، ظاهر مستقیم جمع وند به صورت قبلی یوغ های از هیچ یک

به صورت ۱ .۲ قضیۀ از نتیجه ای پس شد. خواهد ایجاد نایکریخت دو به دو متناهی مولدِ تجزیه ناپذیر

می آید. در زیر

می كند. صدق اوسلَندر−ریتن حدس در متناهی نمایش نوع از Λ متناهی بعد جبر هر .۲ .۲ نتیجه

شرط با Λ جبرهای می كند برآورده را ۱ .۲ قضیۀ شرط كه متناهی بعد جبرهای از دیگری دستۀ

این گونه می دهد. نشان را Λ حلقۀ جِیکوبسون۱۵ رادیكال rad(Λ) نماد هستند؛ rad۲(Λ) = ۰

14representation–finite 15Jacobson
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هر چون کنید.) ملاحظه را [۶] از دهم (فصل گرفته اند قرار بررسی مورد مختلف جنبه های از جبرها

نهایتاً کند صدق اوسلَندر‑ریتن حدس شرایط در که rad۲(Λ) = ۰ ویژگی با Λ جبر روی مدول

می كنند. صدق اوسلَندر‑ریتن حدس در نیز جبرها این كه گرفت نتیجه می توان پس است، بسته

حدس در این صورت است. rad۲(Λ) = ۰ ویژگی با متناهی بعد جبری Λ كنید فرض .۳ .۲ نتیجه

است. صادق Λ برای اوسلَندر−ریتن

بررسی را rad۳(Λ) = ۰ ویژگی با Λ جبرهای [۱۷] در نتیجه این از الهام با هشینو۱۶

صدق اوسلَندر‑ریتن حدس در rad۳(Λ) = ۰ ویژگی با Λ متقارن جبر هر كه داد نشان و کرد

با جبری روی M متناهی مولد مدول هر كه است مطلب این متضمن دراصل هشینو برهان می كند.

هرگاه می شود نامیده متقارن Λ جبر .Ext۱
Λ(M,M) = ۰ اگر است آزاد اشاره شده ویژگی های

نشان دهندۀ D(−) اینجا در باشد. داشته وجود دوطرفه Λ‑مدول های از Λ ≃ D(Λ) یكریختی

.[۶] است Λ جبر استاندارد دوگانی

گرفته قرار توجه مورد وسیعی به طور نیز جابه جایی حلقه های حیطۀ در اوسلَندر‑ریتن حدس

دیگر هومولوژیک حدس های برخی با آن منطقی پیوندهای شرایط این در احتمالا هرچند  است.

مورد مفاهیم از اطلاع (برای كرد خواهد حفظ را خود اهمیت همچنان می گردد، تضعیف یا گسسته

می کنیم). توصیه را [۹ ،۲۲] کتاب دو جابه جایی جبر از نیاز

نوتری و جابه جایی حلقه های مورد در فوق حدس  بررسی به همکارانش و اوسلندر اولین بار،

.[۴] کردند اثبات را زیر مهم قضیۀ آن ها به ویژه، پرداختند.

x = (x۱, x۲, . . . , xt) و متناهی سراسری بعد با جابه جایی حلقه ای R كنید فرض .۴ .۲ قضیه

صدق اوسلَندر−ریتن حدس در S = R
⟨x⟩ خارج قسمتی حلقۀ در این صورت باشد. منظم R−رشته ای

می كند.

است زیر مقدار A حلقۀ سراسری بعد از منظور كه می کنیم یادآوری

gld(A) = Sup{pdA(M) : M ∈ AMod}.

جابه جایی حلقه های برای را اوسلَندر‑ریتن حدس برقراری همكارانش و هانیك ،۲۰۰۴ سال در

16Mitsuo Hoshino
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برای اوسلَندر‑ریتن حدس بررسی .[۱۹] كردند اثبات m۳ = ۰ شرط با (R,m) موضعی نوتریِ

و جابه جایی حلقۀ  یافت. ادامه گورنستاین۱۷ حلقه های مورد در [۲۷] مقالۀ با جابه جایی حلقه های

.idR(R) < ∞ و باشد نوتری هرگاه نامیم گورنستاین را (R,m) موضعی

باشد. Codim(R) ≤ ۴ شرط با گورنشتاین حلقه ای (R,m) كنید فرض .([۲۷]) ۵ .۲ قضیه

است. درست R برای اوسلَندر−ریتن حدس در این صورت

باشد m برای مینیمال مولد مجموعۀ یک اعضای تعداد معرف edim(R) اگر که بیاورید یاد به

همواره کمیت این Codim(R)؛ = edim(R)− dim(R) و dim(R) ≤ edim(R) آنگاه

می شود. نامیده R حلقۀ هم بعد و است خوش تعریف

اوسلَندر‑ریتن حدس درستی که است این گورنستاین حلقه های مورد در دیگر اهمیت حائز مطلب

.[۲] دارد بستگی ۱ حداکثر کرول بعد با گورنستاین حلقه های برای آن درستی به حلقه ها این برای

سال های پژوهشی زمینه های از یکی غیرگورنستاین حلقه های برای اوسلَندر‑ریتن حدس مطالعۀ

حلقۀ هستند. کوهن‑مکولی۱۸ حلقه های اصلی، نامزدهای از یکی این ها، بین در است. بوده اخیر

طول با R کرول بعد هرگاه می شود نامیده کوهن‑مکولی (R,m) نوتری و موضعی، جابه جایی،

ماکسیمالِ منظم R‑رشته های تمام طول باشد. برابر m در مشمول ماکسیمالی منظم R‑رشتۀ

حلقه های می شود. داده نشان depth(R) نماد با معمولا که است ثابت کمیتی m در مشمول

کوهن‑مکولی حلقه های بااین حال، کوهن‑مکولی اند. حلقه های از خاصی نوع در واقع گورنستاین

می شوند. یافت به آسانی غیرگورنستاینی

پارامترهای از دستگاه یک ،d کرول بعد با (R,m) نوتری و موضعی، جابه جایی، حلقۀ برای

مینیمال اول ایده آل ،m به طوری که است x = (x۱, x۲, . . . , xd) مانند m اعضای از رشته  ای R

پارامتری ایده آل یک را R از I ایده آل همچنین باشد. ،⟨x⟩ رشته، این توسط تولیدشده ایده آل شامل

باشد. R پارامترهای از دستگاهی از بخشی آن، مولد مجموعۀ هرگاه گوییم

باشد. R از پارامتری ایده آلی I و کوهن−مکولی حلقه ای (R,m) کنید فرض .([۲۱]) ۶ .۲ قضیه

باشد. برقرار R
I حلقۀ برای اگر تنها و اگر است برقرار R برای اوسلَندر−ریتن حدس در این صورت

فرآیندهای به کارگیری زمینه ساز می تواند احتمالا که است نهفته واقعیت این در قضیه این اهمیت

باشد. کوهن‑مکولی حلقه های در اوسلَندر‑ریتن حدس اثبات برای کاهشی
17Gorenstein 18Cohen-Macaulay



اوسلَندر‑ریتن/اشراقی حدس بر مروری ۱۰۴

حالت به اوسلَندر‑ریتن حدس در نوتری حلقه های انواع با آرتینی جبرهای جایگزینی اخیراً،

نخست زمینه این در انجام شده پژوهش های از برخی مرور برای است. یافته تسری نیز ناجابه جایی

دلخواه حلقه ای S کنید فرض می کنیم. یادآوری را نسبی هومولوژیک جبر از اساسی مفاهیم برخی

تصویری S‑مدول های از دقیقی همبافت هرگاه نامیم تصویری گورنستاین را M S‑مدول باشد.

−S هر به ازای به طوری که شود یافت P : · · · −→ P۱
d۱−→ P۰

d۰−→ P−۱ −→ · · · مانند

گورنستاین مدول های .M = ker(d۰) و بوده دقیق HomS(P, Q) همبافت ،Q تصویری مدول

[۱۰ ،۱۱] در میلادی ۹۰ دهۀ در اولین بار مفاهیم این می شوند. تعریف دوگان به صورت تزریقی

آن از بیشتری شرح که شد گشوده جدید پژوهشی افق های مفاهیم این تعریف از پس شدند. تعریف

دید. می توان آن مراجع و [۱۲] در را

و چپ نوتری R یعنی باشد؛ گورنستاین جابه جایی) لزوماً (نه حلقه یک R کنید فرض اینک

متناهی مولد تصویریِ گورنستاین MیکR‑مدول اگر .id(RR) و ،id(RR) < ∞ باشد، راست

اوسلَندر‑ حدس موضوع، این به توجه با .ExtiR(M,R) = ۰ داریم i ≥ ۱ به ازای آنگاه باشد

بیان صورت این به گورنستاین) متناهی بعد جبرهای همچنین (و گورنستاین حلقه های برای ریتن

Λ گورنستاین حلقۀ روی متناهی مولد و تصویری، گورنستاین، مدول یک M کنید فرض می شود:

ExtiΛ(M,M) = ۰ باشیم داشته i ≥ ۱ برای اگر باشد. (Λ گورنستاین متناهی بعد جبر (یا

است. تصویری M آنگاه

معمولا و است شده بررسی نیز نباشد گورنستاین Λ درحالتی که بالا حدس که است ذکر شایان

می نامند. تصویری گورنستاین حدس را آن

نهایی بعد حدس ۳

اوسلَندر‑ حدس با مرتبط هومولوژیک حدس های از یکی که نهایی، بعد حدس بررسی به بخش این در

و بزرگ نهایی ابعاد باشد. k میدان بر متناهی بعد جبری Λ کنید فرض می پردازیم. است، ریتن

می شوند تعریف زیر به صورت به ترتیب Λ کوچک

Findim(Λ) = Sup{pdΛ(X) : X ∈ ΛMod, pdΛ(X) < ∞},

findim(Λ) = Sup{pdΛ(X) : X ∈ Λmod, pdΛ(X) < ∞}.

بزرگی با متناسب ΛMod مدولی رستۀ هومولوژیک پیچیدگی میزان که آید به نظر چنین است ممکن
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رستۀ در بیشتر پیچیدگی به معنای gld(Λ) از بزرگ تر مقادیر و است ،gld(Λ) ،Λ سراسری بعد

از نباشد. درست است ممکن در حالت کلی موضوع این که می دهیم نشان مثالی با است. مذکور

نامیده منظم (R,m) نوتری و موضعی، جابه جایی، حلقۀ که آورید به خاطر جابه جایی جبر نظریۀ

.dim(R) = edim(R) هرگاه می شود

می شود دیده به سادگی بگیرید. درنظر را Λ = k[x]
⟨x۲⟩ متناهی بعد k‑جبر ،k میدان برای .۱ .۳ مثال

.gld(Λ) = ∞ درنتیجه و نیست منظم Λ

دارای ملموس بودن و در عین سادگی می تواند ΛMod رستۀ می دهد نشان ۱ .۳ مثال همان طور که

سراسری بعد مفهوم برای کاستی نوعی را آن می توان که موضوع این باشد. نامتناهی سراسری بعد

که می شود دیده ۱ .۳ مثال در است. ΛMod رستۀ برای نهایی ابعاد معرفی اصلی انگیزۀ کرد، تعبیر

ΛMod رستۀ سادۀ هومولوژیک ساختار با موضوع این و findim(Λ) = Findim(Λ) = 0

می رسد. به نظر سازگارتر

:[۷] کرد بیان زیر به صورت را (ح.ب.ن.) نهایی بعد حدس ۱۹۶۰ سال در بس

در این صورت باشد. k میدان بر متناهی بعد جبر یک Λ کنید فرض

findim(Λ)؛ = Findim(Λ) ح.ب.ن‑ ۱)

.findim(Λ) < ∞ ح.ب.ن‑ ۲)

برای که است شده داده نشان آنجا در شد. ثابت [۱۸] در ۱۹۹۲ سال در ح.ب.ن‑ ۱ نادرستی

.Findim(Λ) = n+۱ و findim(Λ) = n که یافت می توان را Λ متناهی بعد جبر n ≥ ۲ هر

برهان های از مطلب این است. Findim(Λ) = ۰ با معادل findim(Λ) = ۰ که کنید توجه

می آید. به دست [۷] در بس

است. ح.ب.ن‑ ۲ همان ما منظور می کنیم نهایی بعد حدس از صحبت جا هر مقاله این در

اخیر دهه های طی پژوهشی زمینه های از یکی باشد درست آن ها برای حدس این که جبرهایی یافتن

در حدس این درستی است، انجام حال در زمینه این در دامنه داری پژوهش های آنکه با است. بوده

حدس بین منطقی ارتباط بیان به بخش این پایان در است. نشده حل مسئله ای همچنان کلی حالت

است. زیر به صورت ارتباط این می پردازیم. نهایی بعد حدس و اوسلَندر‑ریتن

برای آنگاه ،findim(Λ) < ∞ باشیم داشته Λ متناهی بعد k−جبرهای تمام برای اگر .۲ .۳ قضیه

است. برقرار اوسلَندر−ریتن حدس جبرهایی چنین تمام
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درنظر با اما است؛ نیافته منابع در قضیه این برای سرراستی و مستقیم اثبات تاکنون نویسنده

دو از ترکیبی را فوق قضیۀ می توان شد، اشاره مقاله ابتدای در که ناکایاما، تعمیم یافتۀ حدس گرفتن

حدس =⇒ اوسلَندر‑ریتن «حدس و نهایی» بعد حدس =⇒ ناکایاما تعمیم یافتۀ «حدس استلزام

در که است مقاله بعدی بخش های نگارش اصلی انگیزۀ موضوع این دانست. ناکایاما» تعمیم یافتۀ

می دهیم. قرار توجه مورد بیشتر را اخیر قضیۀ دو آن ها

آن تعمیم و ناکایاما حدس ۴

اوسلَندر‑ریتن حدس با را آن ارتباط و پرداخته آن تعمیم و ناکایاما حدس مطالعۀ به بخش این در

این که متناهی بعد جبرهای از رده هایی [۲۳ ،۲۸] در می کنیم. بررسی نهایی بعد حدس همچنین و

[۵] در ریتن و اوسلَندر را حدس این است. گرفته قرار بررسی مورد است برقرار آن ها برای حدس

داده اند: تعمیم زیر به صورت

عدد در این صورت باشد. ساده Λ‑مدول یک ۰ ̸= S کنید فرض ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس

.ExtiΛ(S,Λ) ̸= ۰ به طوری که دارد وجود i ≥ ۰

تمام کنید فرض است، ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس از نتیجه ای ناکایاما حدس اینکه بررسی برای

مینیمالِ تزریقی تحلیل در Eiها

۰ // Λ // E۰ d۰
// E۱ d۱

// · · ·

در این صورت بگیرید. نظر در متناهی مولد تزریقی تجزیه ناپذیرِ Λ‑مدولی را Q و باشند تصویری

پوش نشان دهندۀ E(S) اینجا در .[۳] Q = E(S) که می شود یافت چنان S سادۀ Λ‑مدول

تعریف مطابق .ExtiΛ(S,Λ) ̸= ۰ به طوری که دارد وجود i ≥ ۰ فرض، بنابر است. S تزریقی

همبافتِ هومولوژی i اُمین با یکریخت ExtiΛ(S,Λ)

۰ −→ HomΛ(S,E
۰)

d۰∗
−→ HomΛ(S,E

۱)
d۱∗

−→ HomΛ(S,E
۲)

d۲∗

−→ · · ·

دارد. وجود (d−۱ = ۰ قرارداد (با f ∈ ker(di
∗
) \ Im(di−۱∗) Λ‑همریختی بنابراین است.

حال .S ⊆ Ei درنتیجه و می کند ایجاب را f تکریختی بودن S ساده بودن اما .f ̸= ۰ به ویژه،

چون است. تصویری در نتیجه و ،Ei از مستقیمی جمع وند E(S) = Q است، تزریقی Ei چون

تجزیه ناپذیرِ تزریقی Λ‑مدول های از مستقیمی مجموع با یکریخت متناهی مولد تزریقی ِ Λ‑مدول هر
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تصویری اند. متناهی مولد  تزریقی Λ‑مدول های تمام که می شود نتیجه اینجا از است، متناهی مولد

گفته این ،D استاندارد دوگانی تابعگون ویژگی های به توجه با است. تصویری نیز D(ΛΛ) به ویژه

است. آن شبه فروبنیوس  بودن یعنی ΛΛ تزریقی بودن مستلزم

آن از صورتی با معادل ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس از فوق بیان که می دهد نشان استدلال این

نهایی بعد حدس و اوسلَندر‑ریتن حدس با بالا حدس های ارتباط مطالعۀ شد. اشاره پیش تر که است

می کنیم. آغاز زیر گزارۀ با را

در این صورت .findim(Λ) < ∞ و باشد متناهی بعد k−جبر Λیک کنید فرض .([۲۸]) ۱ .۴ گزاره

است. برقرار Λ برای ناکایاما حدس

به صورت را Λ مینیمالِ تزریقی تحلیل می دهیم. نشان را گزاره این درستی

۰ −→ ΛΛ −→ E۰ f۰
−→ E۱ f۱

−→ · · ·

،i ≥ ۱ هر به ازای پس است. متناهی مولد تصویری Λ‑مدولی ،Ei هر آن در که بگیرید نظر در

است زیر به صورت تصویری تحلیل یک دارای ker(f i)

۰ −→ ΛΛ −→ E۰ −→ E۱ −→ · · · −→ Ei−۱ −→ ker(f i) −→ ۰.

زیرمدولی ker(f i) و d := findim(Λ) < ∞ اما .pdΛ(ker(f i)) < ∞ بنابراین

.pdΛ(ker(fd+۱)) ≤ d به ویژه و pdΛ(ker(f
i)) ≤ d پس است. Ei از متناهی مولد

دقیق دنبالۀ از حالا

۰ −→ ΛΛ −→ E۰ f۰
−→ E۱ f۱

−→ E۲ −→ · · · −→ Ed−۱ fd−۱
−→ Ed −→ ker(fd+۱) → ۰

تصویری Λ‑مدولی ،Im(f۰) = ker(f۱) بنابراین و pdΛ(ker(f۱)) = ۰ که می شود نتیجه

ΛΛ و شکافته  شده ۰ −→ ΛΛ −→ E۰ −→ Im(f۰) −→ ۰ دقیق دنبالۀ اکنون است.

بود. خواهد تزریقی E۰ از مستقیمی جمع وند به عنوان

از نهایی بعد حدس از اوسلَندر‑ریتن حدس استنتاج که کردیم اشاره گذشته بخش پایان در

است. ضروری زیر قضیۀ دو بیان کار  این برای می پذیرد. انجام ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس طریق

تنها و اگر است برقرار متناهی بعد k−جبرهای تمام برای اوسلَندر−ریتن حدس .([۵]) ۲ .۴ قضیه

باشد. برقرار متناهی بعد k−جبرهای تمام مورد در ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس اگر



اوسلَندر‑ریتن/اشراقی حدس بر مروری ۱۰۸

می سازد. روشن را اوسلَندر‑ریتن حدس و ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس بین مهم پیوند قضیه این

تعمیم حدس برقراری ،Λ متناهی  بعد k− جبر برای نهایی بعد حدس برقراری .([۱۵]) ۳ .۴ قضیه

می کند. تضمین Λ برای را ناکایاما یافتۀ

اثبات مسیر گرفت. نظر در ۳ .۴ و ۲ .۴ قضیۀ دو از نتیجه ای می توان را ۲ .۳ قضیۀ اکنون

مورد در آینده بخش در که می گذرد پوچی، حدس نام به دیگری، میانی حدس از [۱۵] در گفته شده

گفت. خواهیم سخن آن

پوچی حدس ۵

متناهی بعد k‑جبرهای برای نهایی بعد حدس برقراری شد، اشاره قبل بخش پایان در همان طور که

برای [۱۵] در رفته کار به روش و می کند ایجاب آن ها برای را ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس درستی

به بخش این در است. پوچی حدس به موسوم دیگری هومولوژیک حدس مبتنی بر رابطه این اثبات

می پردازیم. جبرها نمایش نظریۀ در هومولوژیک حدس های سایر با آن ارتباط و حدس این بیان

C(Λ) کنید فرض .[۲۹ ،۱۴] به کنید نگاه است؛ ضروری مقدمات از برخی بیان ابتدا، در

،K(Λ) ،Λ [هم جایی] هوموتوپی رستۀ باشد. Λ‑مدول ها از همبافت ها تمام رستۀ نشان دهندۀ

،C(Λ) اشیای همان یعنی Λ‑مدول ها، از دلخواه همبافت های تمام آن اشیای که است رسته ای

کلاس های مجموعۀ ،HomK(Λ)(C,D) ،K(Λ) در D و C همبافت دو هر به ازای و هستند

نمادها، زبان به می باشد. ∼ هوموتوپ بودن رابطۀ تحت C → D زنجیره ای نگاشت های هم ارزی

HomK(Λ)(C,D) := HomC(Λ)(C,D)/∼.

در این صورت، است. تزریقی مدول های شامل که modΛباشد از زیر رسته ای inj(Λ) کنید فرض

هوموتوپی رستۀ را Kb(Λ) همچنین بود. خواهد رسته این از ناشی هوموتوپی رستۀ K(injΛ)

توسط که Kb(Λ) از زیررسته ای را Kb(injΛ) و Λ‑مدول ها از کران دار همبافت های از ناشی

متعامد به علاوه، بگیرید. نظر در است شده ایجاد تزریقی Λ‑مدول های از کران دار همبافت های

به صورت را Kb(Λ) در Kb(injΛ) راست

Kb(injΛ)⊥ = {X ∈ Kb(Λ) | HomK(Λ)(U,X) = ۰, ∀ U ∈ Kb(injΛ)}

کنید. تعریف



۱۰۹ (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

کرد. بیان زیر به صورت را پوچی حدس می توان اینک

.Kb(injΛ)⊥ = 0 ،Λ متناهی بعد k‑جبر برای پوچی حدس

جبرها نمایش نظریۀ زمینۀ در سخنرانی اش طی ۱۹۹۰ سال در هاپل نخستین بار را حدس این

داد قرار بحث مورد [۱۵] در دقیق تری به طور را حدس این سپس او کرد. بیان شربروک دانشگاه در

او به ویژه، کرد. مطالعه جبرها نمایش نظریۀ زمینۀ در هومولوژیک حدس های سایر با را آن ارتباط و

کرد. ثابت است برخوردار خاصی اهمیت از که را زیر قضیۀ

. Kb(injΛ)⊥ = 0 آنگاه findim(Λ) < ∞ اگر .۱ .۵ قضیه

جبر برای پوچی حدس برقراری مستلزم نهایی، بعد حدس برقراری که می دهد نشان ۱ .۵ قضیۀ

است. کرده اثبات را زیر قضیۀ [۱۵] در هاپل از سوی دیگر، است. Λ

برای در این صورت باشد. برقرار Λ متناهی  بعد k−جبر برای پوچی حدس کنید فرض .۲ .۵ قضیه

.ExtiΛ(X,Λ) ̸= ۰ به طوری که می شود یافت i ≥ ۰ عدد X دلخواه ناصفر Λ−مدول هر

ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس از قوی تر صورتی آنگاه باشد، درست Λ برای پوچی حدس اگر پس

در ۲ .۵ و ۱ .۵ قضیۀ دو از نتیجه ای می توان را ۳ .۴ قضیۀ از این رو، بود. خواهد برقرار Λ مورد در

k‑جبرهای تمام برای اوسلَندر‑ریتن حدس برقراری ۲ .۴ قضیۀ بنابر چون وانگهی، گرفت. نظر

است متناهی بعد k‑جبرهای تمام برای ناکایاما تعمیم یافتۀ حدس برقراری با معادل متناهی بعد

کرد. بیان را زیر قضیۀ می توان

برای آنگاه ،Kb(injΛ)⊥ = 0 باشیم داشته Λ متناهی بعد k−جبرهای تمام برای اگر .۳ .۵ قضیه

است. برقرار اوسلَندر−ریتن حدس جبرهایی چنین تمام
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