
ریاضی اندیشۀ و فرهنگ

۷۰ تا ۴۷ صص. (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال

آن کاربردهای و متناهی گروه های نمایش نظریۀ با آشنایی

درفشه محمدرضا

doi: 10.30504/mct.2022.1288.1896 ایران) ریاضی ۱۴۰۲(انجمن ©

این است. متناهی گروه های مجرد ساختار بررسی در مهمی کاربردهای دارای نمایش نظریۀ چکیده.
و بسط را آن براوئر و شور، برنساید، سپس و نهاد بنا فروبنیوس پیش سال صد از بیش را نظریه
از کاربردهایی نظریه، این بنیادی قضیه های توضیح ضمن می کنیم سعی مقاله این در دادند. گسترش

بیاوریم. نیز را آن

مقدمه ۱

فروبنیوس۱ عمدتاً را مختلط درایه های با ماتریس ها برحسب متناهی گروه های نمایش اولیۀ نظریۀ

فروبنیوس مهم نتایج از بسیاری افزود. نظریه این به را اساسی و بنیادی نتایج شور۲ بعداً و نهاد بنا

از برنساید استفادۀ است . آورده ۱۹۱۱ سال به [۴] معروفش کتاب در و کرد کشف برنساید۳ را

را نظریه گروه ها متخصصان از بسیاری توجه گروه ها نظریۀ مهم قضیه های اثبات برای نمایش نظریۀ

کرد. جلب خود به

گذاشت. تأثیر نظریه این توسعه بر نمایش فضای یا مدولی نمایش مطالعۀ بر کید تأ با نوتر۴

مهمی کاربردهای [۳] داد انجام گروه ها پیمانه ای نمایش دربارۀ براوئر۵ که وسیعی مطالعات همچنین

گروه های حل پذیری اثبات برای [۷] در تامپسن و فایت مثال، برای کرد. پیدا گروه ها نظریۀ در

دربارۀ قضیه ای یا و حدسیه هرجا کردند. استفاده متناهی گروه های پیمانه ای نظریۀ از فرد مرتبۀ

نظریۀ سراغ نمی کردند پیدا را پاسخ معمول مجرد روش های با و می شد مطرح متناهی گروه های
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گروه هر مرتبۀ که برنساید حدسیۀ این مثال، برای می یافتند. را پاسخ به سادگی و می رفتند نمایش

که گروه هایی حل پذیری و فروبنیوس گروه به مربوط مسئلۀ همچنین و است زوج عددی ناآبلی سادۀ

از رسیدند. اثبات به نمایش نظریه کمک به می شود، عاد اول عدد دو حداکثر توسط آن ها مرتبۀ

فراهم ناجابه جایی حلقه های روی مدول ها مطالعۀ برای قوی انگیزۀ گروه نمایش نظریۀ دیگر، طرف

است. اعداد نظریۀ و مهندسی، شیمی، فیزیک، در کابردهایی دارای نظریه این همچنین می آورد.

است. برداری فضای یک روی آن ها عمل از استفاده با گروه ها مطالعۀ نمایش نظریۀ اصلی هدف ولی

مطالعۀ می گردد. حاصل گروه آن از کلی تری خواص برداری فضای یک روی گروه عمل مطالعۀ  یا

منجر گروه ها روی مختلط مقادیر با توابع مطالعۀ و فوریه آنالیز به طبیعی به طور گروه ماتریسی نمایش

است. احتمالات و گراف، نظریۀ مهندسی، از جمله متعددی شاخه های در کاربرد دارای که می شود

مهم قضیه های به نیز مجموعه، یک روی گروه عمل بررسی یعنی گروه، جایگشتی نمایش همچنین

می شود. منتهی سیلو۶

رسالۀ در گاوس۷ ۱۸۰۱ سال در شد. ظاهر اعداد نظریۀ در نمایش نظریۀ اولیۀ کاربرد و مفهوم

صورت  های از رده ای به می خواست او کرد. استفاده آبلی گروه سرشت یا نمایش مفهوم از خود

شرط با صحیح عددی a و باشد فردی اول عدد p کنید فرض دهد. نسبت عددی مقادیر درجۀ دوم

x۲ ≡ a(ⅿoⅾ p) هم نهشتی هرگاه است p پیمانۀ به درجۀ دوم ماندۀ یک a گوییم .(a, p) = ۱

نظریۀ است. p پیمانۀ به درجۀ دوم نا ماندۀ یک a می گوییم درغیراین صورت باشد، جواب دارای

نماد می آوریم. را لازم تعریف های است. نمایش نظریۀ کاربرد از مثال اولین درجۀ دوم مانده های

باشد p پیمانۀ به درجۀ دوم ماندۀ یک a هرگاه (ap ) = ۱ که می شود تعریف چنین (ap )
لژاندر۸

(a, p) = (b, p) = اگر که می شود ثابت اعداد مقدماتی نظریۀ در .(ap ) = −۱ درغیراین صورت

ضربی گروه Z×
p آن در که ، χ : Z×

p −→ C تابع تعریف با بنابراین .(abp ) = (ap )(
b
p) آنگاه ۱

هم ریختی یک χ بنابراین . a, b ∈ Z×
p هر برای χ(ab) = χ(a)χ(b) که می بینیم است، Zp

است شده تعریف اینجا در که دیگری مفهوم می نامیم. Z×
p نمایش یک یا سرشت را آن که است

یعنی است، Zp جمعی گروه (نمایش) سرشت یک χ کنید فرض است. گاوسی مجموع مفهوم

هم ریختی یعنی است، Z×
p ضربی گروه سرشت یک ψ و ،χ : Zp −→ C هم ریختی

ψ : Z×
p −→ C,
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مجموع این .G(χ, ψ) =
∑
x∈Z×

p

χ(x)ψ(x) می شود تعریف چنین گاوسی مجموع در این صورت

یک دراصل G(χ, ψ) که داد خواهیم نشان بعد بخش های در و است کاربرد دارای اعداد نظریۀ در

است. (نمایش) ابرسرشت

دیگر بخش های در و می آوریم را نمایش نظریه اولیه مفاهیم بعد بخش در مقدمه، این از پس

می دهیم. قرار بحث مورد را نظریه این از مختلفی کاربردهای

اولیه مفاهیم ۲

جبری ای ساختار چه نمایش نظریۀ که باشیم داشته خاطر به باید می کنیم نمایش نظریۀ از صحبت وقتی

نمایش نظریۀ نیم گروه ها، نمایش نظریۀ لی، جبرهای نمایش نظریۀ جبرها، نمایش نظریۀ است: نظر مد

نظریۀ نمایش نظریۀ از ما منظور نوشتار این در .. . . یا و متناهی، گروه های نمایش نظریۀ گروه ها،

از مجردی تعریف شد ظاهر گروه مفهوم نوزدهم قرن در هنگامی که است. متناهی گروه های نمایش

است شرکت پذیر که دوتایی عمل یک با «مجموعه ای می شد گفته فقط مثلا و نمی شد بیان هیچ گاه آن

ریشه های روی که تبدیلاتی به عنوان یا و جایگشتی گروه های توسط گروه یک به طور خاص و «. . . و

لازم شد ظاهر گروه برای مجردی تعریف آنکه از پس اما می شد. تعریف می کردند عمل چندجمله ای

شوند. داده مطابقت تعریف این با شناخته شده گروه های که آمد

دربارۀ متعددی کتاب های گرچه می  دهیم؛ ارائه متناهی گروه نمایش از کلی تعریف یک ابتدا در

ارجاع [۵] آن ها جامع ترین و قدیمی ترین از یکی به را خواننده است، موجود گروه ها نمایش نظریۀ

شرایط در که آن ها بین ریخت و اشیاء از مجموعه ای یعنی باشد، رسته یک C کنید فرض می دهیم.

X از یک ریختی ها تمام مجموعۀ Aut(X) از ما منظور C از X شیء برای می کند. صدق معینی

می دهد. گروه تشکیل توابع ترکیب عمل با که است X به

ρ : G −→ Aut(X) هم ریختی از است عبارت  C در G گروه برای نمایش یک .۱ .۲ تعریف

است. C از شیئی X آن در که

مجموعه ها بین توابع آن در موجود ریخت های و مجموعه آن اشیاء که ،Set رستۀ را C رستۀ اگر

G گروه کار این با می نامیم؛ G برای جایگشتی نمایش یک را ρ دراین صورت بگیریم درنظر است،

آن اشیاء که باشد، Vect رستۀ C اگر است. شده برده جایگشتی گروه داخل به هم ریختی توسط

آن وقت است، برداری فضاهای روی خطی تبدیلات آن ریخت  های و F میدان روی برداری فضاهای
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برداری فضاهای آن اشیاء که باشد، vect رستۀ C اگر می نامیم. خطی تبدیلات نمایشGتوسط را ρ

درایه هایی با ماتریس ها (یعنی برداری فضاهای بین خطی تبدیلات آن ریخت  های و متناهی بعد با

اینجا در گفتیم همان طور که می شود. نامیده G گروه ماتریسی نمایش ρ آن وقت باشد، (F میدان در

بنابراین، است. آن ماتریسی نمایش گروه، نمایش از منظور و است متناهی گروه گروه، از ما منظور

گروه Aut(V ) = GL(V, F ) آنگاه شود فرض F میدان روی n بعد با برداری فضای V اگر

است. F در درایه هایی با n× n مرتبۀ از وارون پذیر ماتریس های

و باشد F میدان روی n بعد از برداری فضای یک V کنید فرض

ρ : G −→ GL(V, F )

ساختار V به می توان می نامیم. نمایش آن درجۀ را n این صورت در باشد G برای نمایش یک

پس هستند
∑
g∈G

agg به صورت نمایش قابل FG عناصر چون داد. FG گروهی حلقۀ روی مدولی

که دید می توان به این ترتیب .gv = T (g)v کرد تعریف می توان v ∈ V هر و g ∈ G عضو برای

استفاده با می توان باشد چپ FG‑مدول یک V اگر برعکس، است. چپ FG‑مدول یک V

بنابراین می شود. نامیده V توسط تأمین شده نمایش که ساخت، G گروه برای نمایش یک آن از

V در این حالت کرد. مطالعه را FG‑مدول ها ساختار می توان است کرده بیان نوتر همان گونه که

و است ناجابه جایی حلقۀ FG نباشد، آبلی گروه G اگر می نامیم. ρ تأمین کنندۀ نمایش فضای را

یا تحویل ناپذیری نظیر مفاهیمی می توان بدین ترتیب است. ناجابه جایی حلقۀ روی مدولی V بنابراین

کرد. تعریف مدول ها برای را نمایش تحویل ناپذیری کاملا

تنها V و ۰ و V 6= ۰ هرگاه می نامیم (تحویل ناپذیر) ساده را V FG‑مدول یک .۲ .۲ تعریف

ρ تأمین شدۀ نمایش می نامیم. تحویل پذیر را V درغیراین صورت باشند، V FG‑زیرمدول های

FG‑مدول باشد. داشته را خاصیت آن V هرگاه می نامیم تحویل پذیر یا تحویل ناپذیر را V توسط

FG‑زیر ،V از U FG‑زیرمدول هر به ازای هرگاه می نامیم تحویل پذیر کاملأ یا نیم ساده را V

.V = U ⊕W به طوری که باشد داشته وجود W مدول

Viها آن در که V =
⊕ k∑

i=۱
Vi آنگاه باشد نیم ساده V اگر که می گیریم نتیجه تعریف این از

ساده اند. FG‑مدول های

است. نیم ساده FG گروهی جبر آنگاه charF ∤ |G| اگر (ماشکه۹). ۳ .۲ قضیه
9H. Maschke
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یافت. ،[۵] مثلا گروه ها، نمایش نظریۀ کتاب های در می توان را بالا قضیه اثبات

بگیرید. درنظر را G = 〈a | ap = ۱〉 دوری گروه و باشد اول عددی p کنید فرض .۴ .۲ مثال

است. {v۱, v۲} پایۀ با F روی دوبعدی برداری فضای V کنید فرض .F = Zp می کنیم تعریف

یک ρ(ai)v۲ = iv۱ + v۲ و ρ(ai)v۱ = v۱ ضابطۀ با ρ : G −→ GL(V, F ) نگاشت

V FG‑زیرمدول یک U = 〈v۱〉 که است روشن است. G برای نمایشی درنتیجه و هم ریختی،

.V = U ⊕W به طوری که ندارد وجود V از W FG‑زیرمدول ولی است

حالت این در و نیست نیم ساده الزاماً FG گروهی جبر ،charF | |G| درحالتی که بنابراین

ρ نمایش charF | |G| درحالتی که می کند. تغییر متناهی گروه های نمایش نظریۀ قضیه های مسیر

اما می نامیم. G گروه پیمانه ای نمایش نظریۀ را نمایش نظریۀ حالت این در و می نامیم پیمانه ای را

نمایش نظریۀ و می نامیم G برای معمولی نمایش یک را ρ نمایش charF ∤ |G| که حالتی در

اینکه برای و می پردازیم G گروه معمولی نمایش به مقاله این در می نامیم. معمولی نمایش نظریۀ را

است. مختلط اعداد میدان F = C می کنیم فرض باشد ما اختیار در نمایش مهم خواص

است. چنین ماشکه قضیۀ مهم نتایج از یکی

در این صورت ،charF ∤ |G| کنید فرض .۵ .۲ قضیه

وارون  پذیر ماتریس آنگاه باشد، G برای ماتریسی نمایشی ρ : G −→ GL(V, F ) اگر (۱)

به طوری که دارد وجود P

P−۱ρ(g)P = diag(D۱(g), . . . , Dk(g)) (g ∈ G)

هستند. G برای وارون پذیر ماتریسی نمایش Di ها آن در که

آنگاه ،(F = C وقتی مثلا) باشد بسته جبری به طور F و آبلی گروهی G اگر (۲)

P−۱ρ(g)P = diag(λ۱(g), . . . , λk(g))

.λi ∈ Hom(G,F×) آن در که

صورت این در تحویل ناپذیرند، CG−مدول های هردو W و V کنید فرض (شور). ۶ .۲ لم

CG−یک ریختی یک ρ آنگاه باشد، ناصفر CG−هم ریختی یک ρ : V −→ W اگر (۱)

است.
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یک ریختی اسکالری مضرب ρ آنگاه باشد، CG−یک ریختی یک ρ : V −→ V اگر (۲)

است. همانی

اختیار در متناهی آبلی گروه نمایش های مورد در که است اطلاعاتی شور لم مهم نتایج از یکی

x ∈ Gبرای آنگاه تحویل ناپذیر، یکCG‑مدول V و باشد متناهی آبلی گروه Gیک اگر می گذارد.

v 7−→ xv ضابطۀ با V −→ V درون ریختی بنابراین .xgv = gxv داریم g ∈ G هر و

همانی هم ریختی اسکالری مضرب برابر درون ریختی این شور لم بنابر است. هم ریختی −CG یک

که می شود ثابت به این ترتیب . xv = λxv داریم v ∈ V تمامی به ازای بنابراین و است، ۱V

می گیریم نتیجه است، شده فرض تحویل ناپذیر V چون و است، مدول −CG یک V زیرفضای هر

است. یک درجۀ از آبلی گروه برای تحویل ناپذیر نمایش هر یعنی ،dimV = ۱

.Ki =
∑
g∈Ki

g و باشد Kh, . . . ,K۱ تزویج ردۀ h تا با متناهی گروهی G گیریم .۷ .۲ قضیه

در این صورت

است. C روی ni × ni ماتریس های حلقۀ Matni آن در که CG ∼=
⊕ h∑

i=۱
Matni (۱)

گروهی) جبر (مرکز Z(CG) برداری فضای برای پایه ای تشکیل {K۱,K۲, . . . , Kh} (۲)

می دهد.

است. برابر G تزویج رده های تعداد با C روی نایکریخت تحویل ناپذیر نمایش های تعداد (۳)

کنیم حساب را بالا قضیۀ از (۱) قسمت در موجود رابطۀ طرف دو در برداری فضاهای بعد اگر

می آوریم دست به

|G| =
h∑
i=۱

n۲
i .

می گیریم نتیجه بالا برابری از و است، تزویج ردۀ |G| دارای G آنگاه شود فرض آبلی گروه G اگر

یک درجۀ از آبلی گروه برای تحویل ناپذیر نمایش هر پس .ni = ۱ داریم ۱ ≤ i ≤ h هر برای که

است.

سرشت ۳

ماتریسی G گروه از g عضو هر به آنگاه باشد F میدان روی G گروه برای n درجۀ از نمایشی ρ اگر

می شود. متناظر F از عضو n۲ با g ∈ G عضو هر یعنی می شود، وابسته F در درایه هایی با n×n
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کند متناظر را F از عضو یک فقط G از عضو هر به که کرد تعریف F به G از تابعی می توان اما

می شود. نامیده سرشت۱۰ تابعی چنین باشد، G از مهمی اطلاعات حاوی که

باشد. میدان یک F و گروه G کنید فرض .۱ .۳ تعریف

ثابت تزویج رده های روی f هرگاه می شود نامیده رده ای تابع یک f : G −→ F تابع (۱)

به روشنی که می دهیم نمایش Cf(G,F ) با را F به G از رده ای توابع تمام مجموعۀ باشد.

است. F روی برداری فضای یک

χ : G −→ F تابع آنگاه باشد G برای نمایشی ρ : G −→ GL(V, F ) اگر (۲)

و می شود نامیده ρ نمایش توسط تأمین شده سرشت یک χ(g) = trρ(g) ضابطۀ با

رده های روی χ که است روشن می شود. نامیده χ درجۀ χ(۱) = trρ(۱) = dimV

است. رده ای تابع یک بنابراین و است ثابت تزویج

را χ سرشت باشد. تحویل ناپذیر آن تأمین کنندۀ نمایش هرگاه نامیم تحویل ناپذیر را χ سرشت

حالت در باشد؛ (یک به یک) صادق تابعی ، ρ آن، تأمین کنندۀ نمایش هرگاه نامیم صادق سرشت یک

تابع است. آن تحویل ناپذیر نمایش های تعداد مساوی G تحویل ناپذیرِ سرشت های تعداد F = C

را آن که است G برای سرشت یک ( g ∈ G هر (برای χ(g) = ۱ ضابطۀ با χ : G −→ F

است). جبری صحیح عدد که دید می توان (حتی است مختلط عددی χ(g) می نامیم. بدیهی سرشت

gh ،. . . ،g۱ همچنین .K۱ = {۱} و باشد G تزویج رده های Kh ،. . . ،K۱ کنید فرض

h با مساوی G تحویل ناپذیرِ سرشت های تعداد بگیرید. نظر در رده ها این نماینده های به ترتیب را

می نامیم. χh ،. . . ،χ۱ = ۱ را آن ها که است

سرشت جدول است χi(gj) برابر آن ,i)اُم j) درایۀ که را h× h مرتبۀ از ماتریس .۲ .۳ تعریف

می نامیم. G

مرتبۀ که |CG(gj)| مقدار جدول این اول سطر در است. آمده ۱ جدول در G سرشت جدول

جدول این . |G|
|CG(gj)| با است برابر gj تزویج رده های اندازۀ می شود؛ نوشته است gi عنصر مرکزساز

است. G گروه دربارۀ مهمی اطلاعات حاوی

است: چنین سرشت جدول ستونی و سطری تعامد تعامد). (روابط ۳ .۳ قضیه
10character
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سطری: تعامد (۱)
h∑
k=۱

χi(gk)χj(gk)

|CG(gk)|
= δij

ستونی: تعامد (۲)
h∑
i=۱

χi(gj)χi(gk) = δjk|CG(gj)|

به صورت می توان را سطری تعامد پس است ثابت تزویج رده های روی سرشت هر مقدار چون

h∑
k=۱

χi(gk)χj(gk)

|CG(gj)|
=

{
۱ i = j

۰ درغیراین صورت

کرد خلاصه زیر به صورت ۱ جدول از استفاده با را ستونی تعامد و

h∑
i=۱

χi(gj)χi(gk) =

{
|CG(gj)| j = k

۰ درغیراین صورت

سرشت ها درجۀ مربعات مجموع یعنی ، 
∑
χi(۱)۲ = |G| که است این سطری تعامد نتایج جملۀ از

است. G گروه مرتبۀ مساوی

با را آن تحویل ناپذیر سرشت های مجموعۀ و char(G) با را G گروه سرشت های مجموعۀ

به صورت می توان را G از φ و χ سرشت دو حاصل جمع و حاصل ضرب می دهیم. نمایش Irr(G)

(χ+ φ)(g) = χ(g) + φ(g), (χφ)(g) = χ(g)φ(g) (g ∈ G)

G سرشت جدول .۱ جدول

|CG(g۱)| |CG(g۲)| · · · |CG(gj)| · · · |CG(gh)|
g۱ g۲ · · · gj · · · gh

χ۱ χ۱(g۱) χ۱(g۲) · · · χ۱(gj) · · · χ۱(gh)
χ۲ χ۲(g۱) χ۲(g۲) · · · χ۲(gj) · · · χ۲(gh)
...

...
...

...
...

χi χi(g۱) χi(g۲) · · · χi(gj) · · · χi(gh)
...

...
...

...
...

χh χh(g۱) χh(g۲) · · · χh(gj) · · · χh(gh)
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دید می توان آن ها تانسوری حاصل ضرب و φ و χ تأمین کنندۀ نمایش گرفتن نظر در با کرد. تعریف

دیده φ و χ تأمین کنندۀ نمایش های مستقیم جمع گرفتن نظر در با و است سرشت یک نیز χφ که

می شوند. تعریف مشابه به طور ۲χ و χ۲ سرشت های است. سرشت یک نیز χ + φ که می شود

به صورت φ و χ مختلط سرشت دو داخلی حاصل ضرب

(χ, φ) =
۱
|G|

∑
g∈G

χ(g)φ(g)

باشند تحویل ناپذیر φ و χ اگر که دید می توان سطری تعامد روابط از استفاده با می شود. تعریف

.(χ, φ) = ۰ درغیراین صورت و (χ, χ) = ۱ آنگاه χ = φ اگر یعنی ،(χ, φ) = δij آنگاه

χ سرشت درحالتی که است. Cf(G,C) برداری فضای برای یکامتعامدی پایۀ Irr(G) بنابراین

یک را χi آن وقت ، ni ∈ N و تحویل ناپذیرند χiها آن در که شود نوشته
k∑
i=۱
niχi به صورت

.(χ, χi) = ni داریم در این حالت می نامیم. χ مؤسس

چپ FG‑مدول یک به عنوان را FG اگر باشد. میدان F و گروه G کنید فرض .۴ .۳ تعریف

نمایش خلاصه، به طور یا ،G (راست) چپ منظم نمایش را حاصل نمایش بگیریم، درنظر (راست)

می نامیم. منظم سرشت را حاصل سرشت و ،G منظم

برابر χ(g) مقدار g ∈ G برای که دید می توان به راحتی شود فرض G منظم سرشت χ اگر

است برابر g = ۱ وقتی تعداد این و می شود داشته نگه ثابت g توسط که G عناصر تعداد با است

داریم پس است. صفر با برابر g 6= ۱ وقتی و |G| با

χ(g) =

{
|G| g = ۱
۰ درغیراین صورت

باشد، G از مختلط تحویل ناپذیر سرشت یک χi وقتی به این رتیب،

(χ, χi) =
۱
|G|

∑
g∈G

χi(g)χ(g) = χi(۱).

است. منظم سرشت مؤسس یک تحویل ناپذیر سرشت هر در واقع، .χ =
h∑
i=۱
χi(۱)χi درنتیجه

یک درجۀ از سرشت هر است. یک درجه اش که است بدیهی سرشت دارای گروهی هر که دیدیم

زیر قضیۀ از C روی G گروه خطی سرشت های تعداد می نامیم. خطی سرشت یک را G گروه برای

می آید. به دست
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.| GG′ | با است برابر G گروه خطی سرشت های تعداد .۵ .۳ قضیه

خطی سرشت های بنابراین و G′ = ۱ باشد، آبلی گروهی G اگر که می شود معلوم بالا قضیۀ از

آنگاه باشد خطی سرشت یک χ اگر یک اند. درجۀ از G سرشت های همۀ یعنی است، |G| برابر G

به ازای اگر دراین حالت، .χ(gh) = χ(g)χ(h) داریم g, h ∈ G هر برای و χ : G −→ C

آن وقت χ(x) = ۰ باشیم داشته G در xای

χ(۱) = χ(xx−۱) = χ(x)χ(x−۱) = ۰,

بنابراین است. تناقض که صفرباشد هم ریختی باید χ می شود نتیجه آن از که ، χ(۱) = ۰ یعنی

که است حالتی تنها این و است نیز G آبلی گروه نمایش یک χ درنتیجه و χ : G −→ C×

برابرند. هم با نمایش و سرشت

ρ اگر می دهیم. شرح آورد به دست می توان گروه یک سرشت جدول از که را مطلبی چند حالا

اگر x ∈ kerρ که می شود ثابت آنگاه می کند تأمین را χ سرشت که باشد G مانند گروهی نمایش

می شود تعریف چنین χ هستۀ اینجا در .χ(x) = χ(۱) اگر تنها و

kerχ = {g ∈ G | χ(g) = χ(۱)}.

Ni = می توان آنگاه χi ∈ Irr(G) اگر است. G از نرمال زیرگروه یک kerχ که است روشن

کرد. معین سرشت جدول مشاهدۀ با را kerχi

. χi ∈ Irr(G) آن در که است Niها = kerχi از اشتراکی Gبرابر نرمال زیرگروه هر .۶ .۳ قضیه

G نرمال زیرگروه های تمام می توان G سرشت جدول جست وجوی و قضیه این از استفاده با

آورد. به دست را

سرشت جدول ستونی تعامد بنابر باشند. G گروه تزویج رده های Kh ،. . . ،K۱ کنید فرص

∑داریم
χ∈Irr(G)

χ(g)χ(g) = |CG(g)|.

داریم گروه ها نظریۀ در معروفی فرمول از استفاده با ، xi ∈ Ki اگر

|Ki| = [G : CG(xi)] =
|G|∑

χ∈Irr(G)

|χ(xi)|۲
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نکتۀ ویک کرد. محاسبه را تزویج ردۀ هر اندازۀ گروه سرشت جدول از استفاده با می توان درنتیجه و

.kerχ = ۱ باشیم داشته χ نابدیهی سرشت هر به ازای اگر تنها و اگر است Gساده گروه اینکه دیگر

می آید. دست به سرشت جدول از استفاده با نیز G ساده بودن بنابراین

و می دهیم نمایش Z(χ) نماد با را χ مرکز باشد. G گروه از سرشتی χ کنید فرض .۷ .۳ تعریف

می کنیم تعریف چنین

Z(χ) = {g ∈ G : |χ(g)| = χ(۱)}.

به دست G سرشت جدول روی از را آن  می توان و است G از نرمالی زیرگروه Z(χ) مجموعۀ

یعنی است، Z(χ)ها از اشتراکی برابر G مرکز که کرد ثابت می توان آورد.

Z(G) =
∩

{Z(χ) : χ ∈ Irr(G)}.

است. محاسبه قابل G سرشت جدول توسط نیز Z(G) بنابراین

جواب است؟ پوچ توان Gگروه آیا که سؤال این به می توان سرشت جدول از استفاده با همچنین

با داد. انجام G
Z(G) سرشت جدول یافتن سپس و Z(G) یافتن با ابتدا می توان را این کار داد.

تشکیل که می یابیم را G زیرگروه های از دنباله ای به این ترتیب و می یابیم را G
Z(G) مرکز کار این تکرار

به سری این اگر تنها و اگر است پوچ توان G که می کنیم توجه آخر در می دهد. G بالایی مرکزی سری

تحویل ناپذیر سرشت های آنگاه باشد، G از نرمالی زیرگروه N اگر که بدانیم است لازم گردد. ختم G

دارد. قرار آن ها هستۀ در N که Gاند تحویل ناپذیر سرشت های همان G
N گروه

داریم زیراکه کرد، پیدا نیز را G جابه جاگر زیرگروه می توان سرشت جدول از استفاده با

G′ =
∩

{kerχ : χ ∈ Irr(G), χ(۱) = ۱}.

است. G گروه حل پذیری تعیین سرشت جدول کاربردهای از ذکر قابل مطلب آخرین و

زنجیر دارای هرگاه است حل پذیر متناهی G گروه .۸ .۳ تعریف

۱ =M۰ ⊴M۱ ⊴ · · ·⊴Mn = G

باشیم داشته است اول عدد از توانی که ۱ ≤ n هر برای به طوری که باشد G نرمال زیرگروه های از

.[Mi :Mi−۱]
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پس کرد محاسبه توان می G سرشت جدول از استفاده با را Mi هر مرتبۀ اینکه به توجه با

کند. معین نیز را G حل پذیری می تواند G سرشت جدول که می گیریم نتیجه

دارند. تاریخی جنبۀ  که می آوریم را سرشت ها از دیگر کاربرد دو بخش این آخر در

G در این صورت اول اند، اعداد q و p آن در که ، |G| = paqb کنید فرض (برنساید). ۹ .۳ قضیه

است. حل پذیر گروهی

داریم. نیاز تعریفی به بعد قضیۀ برای

هر برای کنید فرض همچنین، .۱ 6= H ≤ G و باشد گروه G کنید فرض .۱۰ .۳ تعریف

نامیده G در فروبنیوس مکمل یک H در این صورت .H ∩Hg = ۱ باشیم داشته g ∈ G \H

دارد. نام فروبنیوس گروه باشد فروبنیوس مکمل دارای که گروهی می شود.

N⊴G زیرگروه در این صورت Hباشد. مکمل با فروبنیوس گروه Gیک کنید فرض .۱۱ .۳ قضیه

.H ∩N = ۱ و G = HN به طوری که دارد وجود

از آن ها دوی هر اثبات در و رسیدند اثبات به سرشت نظریۀ ابداع اولیۀ مراحل در بالا قضیۀ دو

است. نشده دیده نظریه این از استفاده بدون اثباتی هیچ تاکنون و است شده استفاده سرشت نظریۀ

گروه مولد ۴

کمترین با G از زیرمجموعه ای چگونه که است این اساسی و مهم سؤال یک G متناهی گروه مورد در

آیا گروه از مفروضی عضو که است این دیگر مهم سؤال کند. تولید را G که یافت می توان عضو

جواب سؤال دو این به سرشت نظریۀ از استفاده با می توان موارد برخی در نه. یا است جابه جاگر

می کنیم. اثبات گروه سرشت های بین مهم رابطۀ یک کار این انجام از پیش داد.

،. . . ،χ۱ تحویل ناپذیر سرشت های و Kh ،. . . ،K۱ تزویج رده های با گروهی G کنید فرض

،. . . ،K۱ که دیدیم این از پیش .Ki =
∑
g∈Ki

g می کنیم تعریف ۱ ≤ i ≤ h به ازای باشد. χh

بنابراین و است، Z(FG) برداری فضای برای پایه ای Kh

Ki ·Kj =

h∑
k=۱

cijkKk;

تعداد هستند: خاصی تعبیر دارای cijk اسکالرهای می نامند. جبری ثابت های را cijk اسکالرهای



۵۹ (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

از استفاده با . xy = z باشیم داشته ثابتی z ∈ Kk برای که (x, y) ∈ Ki × Kj زوج های

.[۹] کرد محاسبه F = C وقتی را cijk می توان سرشت نظریه

می آیند دست به زیر دستور از cijk اسکالرهای G گروه در .۱ .۴ قضیه

cijk =
|Ki||Kj |

|G|

h∑
ℓ=۱

χℓ(gi)χℓ(gj)χℓ(gk)

χℓ(۱)
.

.
h∑
i=۱

χi(g)
χi(۱) 6= ۰ اگر تنها و اگر است جابه جاگر g ∈ G عنصر .۲ .۴ قضیه

است؛ آمده ۲ جدول در گروه این سرشت جدول می گیریم. نظر در را A۵ متناوب گروه اکنون

کنید. مراجعه [۹] به

A۵ گروه سرشت جدول .۲ جدول

|CA۵(x)| ۶۰ ۴ ۳ ۵ ۵
x ۱ (۱۲)(۳۴) (۱۲۳) (۱۲۳۴۵) (۱۳۵۲۴)
χ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱
χ۲ ۴ ۰ ۱ −۱ −۱
χ۳ ۵ ۱ −۱ ۰ ۰
χ۴ ۳ −۱ ۰ ۱+

√
۵

۲
۱−

√
۵

۲
χ۵ ۳ −۱ ۰ ۱−

√
۵

۲
۱+

√
۵

۲

نوشته تزویج رده های نمایندۀ دوم سطر در و عناصر مرکزسازهای اندازۀ ۲ جدول اول سطر در

به دست |K| = |G|
|CG(x)| تساوی از x حاوی K تزویج رده های اندازۀ که است روشن است. شده

می آید.

مرتبۀ از حاصل ضرب با ، ۳ و ۲ مرتبه های از عضو دو توسط A۵ که کنیم ثابت می خواهیم اکنون

ردۀ نمایندۀ را K۳ و (۳۴)(۱۲) شامل ۲ مرتبۀ عناصر تزویج ردۀ را K۲ اینجا در می شود. تولید ، ۵

(۱۲۳۴۵) شامل ۵ مرتبۀ عناصر تزویج ردۀ نمایندۀ را K۵ و ، (۱۲۳) شامل ۳ مرتبۀ عناصر تزویج

داریم ۱ .۴ قضیۀ از استفاده با z = (۱۲۳۴۵) برای می گیریم. درنظر

|{(x, y) ∈ K۲ ×K۳ | xy = z}| = ۱۵ × ۲۰
۶۰

۵∑
ℓ=۱

χℓ((۱۲)(۳۴))χℓ(۱۲۳)χℓ(۱۲۳۴۵)
χℓ(۱)

= ۵(۱ + ۰ + ۰ + ۰ + ۰) = ۵ 6= ۰
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۵ مرتبۀ از xy به طوری که دارد وجود ۳ مرتبۀ از y و ۲ مرتبۀ از x عضو A۵ در که می گیریم نتیجه و

است ۶۰ مساوی A۵ مرتبۀ چون و است ۳۰ برابر حداقل A۵ Hاز = 〈x, y〉 زیرگروه مرتبۀ باشد.

A۵ یعنی . A۵ = 〈x, y〉 پس است) ساده گروهی A۵ (زیرا ندارد ۳۰ مرتبۀ از زیرگروهی هیچ و

می شود تعریف چنین (۲,۳,۵)‑گروه یک کلی حالت در که بیاورید یاد به است. (۲,۳,۵)‑گروه یک

.G = 〈x, y : x۲ = y۳ = (xy)۵ = ۱〉

است. G ای چنین هم ریخت تصویر دراصل A۵ پس

تصویر G هرگاه می نامیم مثلثی گروه یک یا و ,m,n)‑گروه ℓ) یک را G گروه .۳ .۴ تعریف

باشد زیر آزاد نمایش با گروه هم ریخت

.G = 〈x, y : xm = yn = (xy)ℓ = ۱〉

هورویتس۱۱ گروه های که هستند ,۲)‑گروه ها ۳, ۷) ,m,n)‑گروه ها ℓ) از دیگر مهم ردۀ یک

برخور ویژه ای اهمیت از هذلولوی و ریمانی هندسۀ در کاربردشان به علّت گروه ها این می شوند. نامیده

گروه که است شده ثابت [۱۵] در جمله از دارد. ادامه هم هنوز گروه ها این دربارۀ پژوهش و دارند

مختصری تاریخچۀ دیدن برای است. هورویتس نوع از است، پراکنده سادۀ گروه بزرگ ترین که هیولا،

می دهیم. ارجاع آن در شده ذکر منابع و [۱۵] به را خواننده هورویتس گروه های دربارۀ پژوهش ها از

در گروه این سرشت جدول است. PSL۲(۷) گروه رتبه، نظر از هورویتس گروه کوچک ترین

می آوریم. ۳ جدول در را آن که است آمده [۹]

PSL۲(۷) گروه سرشت جدول .۳ جدول

|CPSL۲(۷)(x)| ۱۶۸ ۸ ۴ ۳ ۷ ۷
x ۱ ۲ ۴ ۳ ۷۱ ۷۲
χ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱
χ۲ ۶ ۲ ۰ ۰ −۱ −۱
χ۳ ۸ ۰ ۰ −۱ ۱ ۱
χ۴ ۷ −۱ −۱ ۱ ۰ ۰
χ۵ ۳ −۱ ۱ ۰ −۱+i

√
۷

۲
−۱−i

√
۷

۲
χ۶ ۳ −۱ ۱ ۰ −۱−i

√
۷

۲
−۱+i

√
۷

۲

11A. Hurwitz
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سطر در و است شده نوشته تزویج رده های اعضای مرکزسازهای مرتبۀ ۳ جدول اول سطر در

یک دارای PSL۲(۷) که می شود دیده است. آمده آن مرتبۀ به همراه تزویج ردۀ هر نمایندۀ نیز دوم

است. ،K۳ نام با ،  ۳ مرتبۀ با عناصر از تزویج ردۀ یک و ، K۲ نام با ، ۲ مرتبۀ عناصر از تزویج ردۀ

قضیۀ از استفاده با می دهیم. نمایش K۷ با را ، ۷۱ یعنی ، ۷ مرتبۀ با عناصر تزویج رده های از یکی

داریم z ∈ K۷ برای ۱ .۴

|{(x, y) ∈ K۲ ×K۳ | xy = z}| = ۲۱ × ۵۶
۱۶۸

۶∑
ℓ=۱

χℓ(x)χℓ(y)χℓ(z)

χℓ(۱)

= ۷(۱ + ۰ + ۰ + ۰ + ۰ + ۰) = ۷ 6= ۰.

باشد. ۷ مرتبۀ از xy به طوری که دارند وجود PSL۲(۷) در ۳ مرتبۀ از y و ۲ مرتبۀ از x عنصر پس

۲ × ۳ × ۷ = ۴۲ از مضربی آن مرتبۀ و PSL۲(۷) از زیرگروهی که H = 〈x, y〉 کنید تعریف

می شود نتیجه PSL۲(۷) بودن ناآبلی و ساده به توجه با که [PSL۲(۷) : H] ≤ ۴ داریم است.

است. ,۲) ‑مثلثی ۳, ۷) گروهی H = PSL۲(۷) که

ابتدا است. شده انجام پژوهش چند نیز است جابه جاگر گروه در عضوی وقت چه اینکه مورد در

می آوریم. تعریف یک

زیرگروه و جابه جاگر یک را [x, y] = x−۱y−۱xy عضو  . x, y ∈ G کنید فرض .۴ .۴ تعریف

می دهند. ′Gنمایش  با را آن و می نامند (مشتق) جابه جاگر زیرگروه را ,x]ها y] همۀ توسط تولیدشده

سادۀ گروه یک از عضو هر که مضمون این به کرد مطرح حدسیه ای [۱۳] در اوره ،۱۹۵۱ سال در

رابطۀ از استفاده با خصوصاً سرشت، نظریۀ از استفاده با [۱۱] در حدسیه این است. جابه جاگر ناآبلی،

گرو ه های متوجه پژوهش ها اما شد. ثابت ساده، گروه های رده بندی قضیۀ و ۲ .۴ قضیۀ در گفته شده

از GL۲(۳) گروه مثال، برای مفرض. عضو یک بودن جابه جاگر مسئلۀ خصوصاً و شد غیرساده

آورده ایم. ۴ جدول در [۹] از را گروه این سرشت جدول بگیرید. نظر در را ۴۸ مرتبۀ

عضو برای عبارت این که می بینیم G عضو هر برای ۲ .۴ قضیۀ در گفته شده عبارت محاسبۀ با حال

نمی توانند اعضا این درنتیجه و است، صفر برابر ۴ جدول در آخر عضو دو و ۴ مرکزساز با ۲ مرتبۀ با

جابه جاگرند. اعضا سایر ولی باشند، جابه جاگر
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GL۲(۳) گروه سرشت جدول .۴ جدول

CGL۲(۳)(x) ۴۸ ۴۸ ۴ ۶ ۸ ۶ ۸ ۸
x ۱ ۲ ۲ ۳ ۴ ۶ ۸۱ ۸۱
χ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱
χ۲ ۱ ۱ −۱ ۱ ۱ ۱ −۱ −۱
χ۳ ۲ ۲ ۰ −۱ ۲ −۱ ۰ ۰
χ۴ ۳ ۳ ۱ ۰ −۱ ۰ −۱ −۱
χ۵ ۳ ۳ −۱ ۰ −۱ ۰ ۱ ۱
χ۶ ۲ −۲ ۰ −۱ ۰ ۱ i

√
۲ −i

√
۲

χ۷ ۲ −۲ ۰ −۱ ۰ ۱ −i
√

۲ i
√

۲
χ۸ ۴ −۴ ۰ ۱ ۰ −۱ ۰ ۰

جایگشتی سرشت و نمایش ۵

و است گروه از تحویل ناپذیر سرشت یک یافتن برای مفید ابزار یک مجموعه یک بر گروه عمل

یک ابتدا است. برچسب بدون گراف های تعداد یافتن جایگشتی سرشت از مهم کاربردهای از یکی

تعریف.

می شود نامیده G‑مجموعه یک Ω متناهی مجموعۀ است. گروه یک G کنید فرض .۱ .۵ تعریف

زیر شرایط داد که نسبت طوری را ωg ∈ Ω عنصر بتوان g ∈ G و ω ∈ Ω هر به ازای هرگاه

باشد. برقرار

g۲(ωg۱)؛ = ω(g۱g۲) باشیم داشته g۱, g۲ ∈ G و ω ∈ Ω هر برای (۱)

.ω۱ = ω ، ω ∈ Ω هر برای (۲)

و می نامیم ω نمایندۀ با G‑مدار یک را {ωg | g ∈ G} باشد، G‑مجموعه یک Ω وقتی

فقط درحالتی که دارد. وجود مجزا G‑مدارهای به Ω برای Ω =
n∪
i=۱

Ωi به صورت یکتایی تجزیۀ

می کند. عمل انتقالی به صورت Ω روی G می گوییم ، n = ۱ یعنی باشد، داشته وجود مدار یک

فضای باشد. دلخواه میدانی F و یکG‑مجموعه Ω = {۱, ۲, . . . , n} کنید فرض .۲ .۵ تعریف

چپ FG‑مدول یک gvi = v(i)g
−۱ تعریف با V (Ω) = span{v۱, v۲, . . . , vn} برداری

می دهیم نمایش χ با را نمایش این سرشت می نامیم. Ω روی G جایگشتی نمایش را آن که است
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می کنیم تعریف و

χ(g) = |{ω ∈ Ω : ωg = ω}|;

می شوند. نگه داشته ثابت g تحت که Ω عناصر تعداد با است برابر سرشت یعنی

فرض قضیه این در است. قابل اثبات به راحتی جایگشتی گروه خواص از استفاده با زیر قضیۀ

. F = C که می کنیم

دراین صورت باشد. عمل این جایگشتی χسرشت و  Ωروی جایگشتی گروه Gیک گیریم .۳ .۵ قضیه

آنگاه باشد G مدارهای تعداد t اگر (۱)

t =
۱
|G|

∑
g∈G

χ(g).

در که χ =
t∑
i=۱
χi آنگاه Ω =

t∪
i=۱

Ωi و باشند Ω روی G مدارهای Ωt ،. . . ،Ω۱ اگر (۲)

است. Ωi بر G عمل از حاصل جایگشتی سرشت (۱ ≤ i ≤ t (به  ازای χi آن

r مساوی Ω روی Gω مدارهای تعداد ω ∈ Ω برای و انتقالی G−مجموعه یک Ω اگر (۳)

.r = ۱
|G|

∑
g∈G

χ(g)۲ آنگاه باشد

در نتیجه و ، t = ۱ دراین صورت باشد انتقالی Ω Gبر عمل اگر که می آید بر چنین ۳ .۵ قضیۀ از

با است برابر همانی سرشت و χ داخلی حاصل ضرب اما . ۱
|G|

∑
g∈G

χ(g) = ۱

(χ, ۱) =
۱
|G|

∑
g∈G

χ(g),

تعداد اگر است. جایگشتی سرشت مؤسس یک همانی سرشت پس .(χ, ۱) = ۱ در نتیجه و

آن وقت ،r = ۲ یعنی باشد، ۲ مساوی Ω روی Gω مدارهای

۲ = r =
۱
|G|

∑
g∈G

χ(g)۲ = (χ, χ).

اینجا در χ؛ = ۱+φ که می گیریم نتیجه پس بردارد در مؤسس به عنوان را ۱ همانی سرشت χ اما

است. G از تحویل ناپذیر سرشت یک φ

n با برچسب بدون سادۀ گراف های تعداد برای فرمولی جایگشتی، سرشت از کاربردی به عنوان

از: عبارت اند برچسب با گراف های آنگاه n = ۲ اگر مثال، برای می کنیم. پیدا رأس
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نظر در را برچسب بدون گراف های اگر اما دارد. وجود رأس ۲ با برچسب دار گراف چهار یعنی

دارد: وجود گراف ۲ تا فقط بگیریم

فرض .۲(
n
۲) با است برابر حرف n روی برچسب دار گراف های تعداد که کرد ثابت می توان پس

یال می شود؛ معین کاملا Σ یال هایش مجموعۀ با گراف هر باشد. گراف رأس n مجموعۀ ∆ کنید

۲(
n
۲) پس است عضوی دو زیرمجموعۀ

(
n
۲
)

دارای ∆ چون است. ∆ از عضوی دو زیرمجموعۀ یک

است. رأس n روی برچسب دار گراف های تعداد برابر عدد این و دارد وجود Σ برای انتخاب

∆{۲} کنید فرض کنیم. پیدا را رأس n با برچسب بدون سادۀ گراف های تعداد می خواهیم اکنون

را ϕ : ∆{۲} −→ Γ تابع .Γ = {۰, ۱} و باشد ∆ در عضوی ۲ زیرمجموعه های تمام مجموعۀ

درغیراین صورت ،ϕ({a, b}) = ۱ باشد متصل b به a و {a, b} ⊆ ∆ اگر می کنیم: تعریف چنین

بنابراین می دهیم. نمایش Func(∆{۲},Γ) با را توابعی چنین مجموعۀ .ϕ({a, b}) = ۰

بود. خواهد یکی Func(∆{۲},Γ) مجموعۀ با ∆ رئوس روی برچسب بدون گراف های مجموعۀ

عمل Func(∆{۲},Γ) روی آن تبع به و ∆{۲} روی ، S∆ یعنی ، ∆ روی متقارن گروه اینک

در آن ها متناظر توابع اگر می گیریم نظر در متمایز برچسب بدون گراف را ∆ روی گراف دو می کند.

اول قسمت از که داریم نیاز زیر کلی قضیۀ به کار ادامۀ برای باشند. داشته قرار G از یکسانی مدار

می شود. نتیجه ۳ .۵ قضیۀ

می کند. عمل ∆ روی که باشد متناهی Gگروه و ناتهی مجموعه های Γ و ∆ کنید فرض .۴ .۵ قضیه

c(x) مساوی x دوری تجزیۀ در دورها تعداد کنید فرض ∆ از جایگشتی به عنوان x ∈ G برای

با است برابر Func(∆,Γ) روی عمل در G مدارهای تعداد در این صورت، باشد.

۱
|G|

∑
x∈G

|Γ|c(x).

Func(∆,Γ) Gروی و است Γ به ∆ از توابع مجموعۀ Func(∆,Γ) که باشید داشته یاد به

می کند: عمل زیر قانون با

xϕ(α) = ϕ(xα) (x ∈ G,α ∈ ∆, ϕ ∈ Func(∆,Γ)).
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بدون گراف های تعداد توضیحات، این با است. G‑مجموعه یک نیز Func(∆,Γ) بنابراین

آورد. به دست زیر قضیۀ از می توان را حرف n روی برچسب

. ۱
n!

∑
x∈S∆

۲c(x) با است برابر حرف n روی برچسب بدون گراف های تعداد .۵ .۵ قضیه

ابرسرشت ۶

سرشت های نظریۀ تعمیم نظریه این شد. مطرح [۶] در متناهی گروه های ابرسرشت۱۲ نظریۀ

ایفا را تحویل ناپذیر سرشت های نقش سرشت ها ابرسرشت، نظریۀ در است. معمولی تحویل ناپذیر

می شود. داده تزویج رده  های اجتماع به تزویج رده  های نقش و می کنند

اگر می شود نامیده G گروه برای ابرسرشت نظریۀ یک (X ,K) زوج .۱ .۶ تعریف

باشد؛ Irr(G) افراز یک X (۱)

باشد؛ G افراز یک K (۲)

X|؛ | = |K| (۳)

X در آن مؤسس های تمام به طوری که باشد داشته وجود χX سرشت X ∈ X هر به ازای (۴)

باشد. ثابت عددی K ∈ K هر روی و باشند واقع

نظیر مجموعۀ می شوند. نامیده ابررده K اعضای و ابرسرشت یک χX بالا، تعریف در

می کنیم تعریف X ⊆ Irr(G) برای می دهیم. نمایش sup(G) با را G گروه ابرسرشت های

سرشت ۱G آن در که {۱G} ∈ X ،{۱} ∈ K که است شده ثابت [۶] در .σX =
∑
ψ∈X

ψ(۱)ψ

سادگی برای باشد؛ σX اسکالری مضرب باید χX ابرسرشت X ∈ X هر برای و است، G بدیهی

.χX = σX می نویسیم کار

دارد: وجود بدیهی، نظریه های به موسوم ،G گروه برای ابرسرشت نظریۀ دو

M(G) = ({۱G}, {Irr(G)− {۱G}}; {۱}, {G− {۱}}), (۱)

m(G) = (
∪

χ∈Irr(G)

{{χ}};
∪
x∈G

{{x}}) (۲)

ابرسرشت ها (۱) در و Gابررده اند عناصر و معمولی تحویل ناپذیر سرشت های همان ابرسرشت (۲) در
12supercharacter
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و {۱} از عبارت اند ابررده ها و است، G منظم سرشت ρ که ، ρ − ۱G و ۱G از عبارت اند

ادامه در که مفهومی به G اند ابرسرشت نظریۀ کوچک ترین (۲) و بزرگ ترین (۱) نظریۀ .G−{۱}

می دهد. شبکه تشکیل G ابرسرشت های نظریۀ در (ابررده  ها) ابرسرشت ها مجموعۀ می شود. تعریف

می دهیم نمایش P (S) با را S افرازهای تمام مجموعۀ آنگاه باشد مجموعه ای S اگر در حالت کلی،

است: ≤ جزئی ترتیب رابطۀ تحت شبکه یک که

K ≤ L ⇐⇒ باشد L از قسمت یک از زیرمجموعه ای K از قسمت .هر

است: مرتب جزئاً مجموعه ای � رابطۀ با sup(G) طرفی از

(X ,K) � (Y,L) ⇐⇒ X ≤ Y یا K ≤ L.

را آن ها سرشت جدول می آوریم؛ را PSL۲(۷) و A۵ ابرسرشت نظریۀ از مثال دو اینجا در

آنچه که کرد بررسی می توان است. شده داده A۵ تحویل ناپذیر سرشت های ۲ جدول در دیدیم. قبلا

است. A۵ برای ابرسرشت نظریۀ یک می شود نوشته زیر در

X = {{χ۱}, {χ۲}, {χ۳}, {χ۴, χ۵}},

K = {{۱}, {class(۱۲)(۳۴)}, {class(۱۲۳)}, {class(۱۲۳۴۵), class(۱۳۵۲۴)}}

داریم ۳ جدول به نگاهی PSL۲(۷)با مورد در است. متناظر ابرسرشت σ = ۳χ۴ +۳χ۵ اینجا در

X = {{χ۱}, {χ۲}, {χ۳}, {χ۴}, {χ۵, χ۶}},

K = {{۱}, {class(۲)}, {class(۴)}, {class(۳)}, {class(۷۱), class(۷۲)}}

آن ها از دوتا به اینجا در که دارد وجود گروه یک برای ابرسرشت نظریۀ ساختن برای روش چند

تزویج (رده های Con(G) و Irr(G) Aروی می دانیم .A ≤ Aut(G) کنید فرض می کنیم. اشاره

جایگشتی سرشت .[۹] است برابر مجموعه هردو روی آن مدارهای تعداد و می کند عمل (G گروه

برای را (X ,K) ابرسرشت نظریۀ مجموعه ها این روی عمل مدارهای و برابرند اعمال این از حاصل

این است. G روی A مدارهای K اعضای و Irr(G) روی A مدارهای X اعضای که می سازد G

به مربوط خودریخت ابرسرشت نظریۀ از مثال یک می نامیم. خودریخت را ابرسرشت نظریۀ نوع

است). اول عددی p) است p مرتبۀ از دوری گروه
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است. دایره بری میدان خودریختی های از استفاده گروه ابرسرشت نظریۀ ساختن برای دیگر روش

G سرشت جدول مقادیر که می دانیم باشد. ۱ از اولیه ای nاُم ریشۀ ξ و |G| = n کنید فرض

اگر در این صورت ،A ≤ Aut(Q(ξ)) کنید فرض دارند. قرار Q(ξ) دایره بری میدان در همگی

همۀ که دید می توان به سادگی .(m,n) = ۱ آن در که σ(ξ) = ξm داریم σ ∈ Aut(Q(ξ))

تبدیل gm شامل تزویج ردۀ به را g شامل تزویج ردۀ σ و هستند بالا به صورت Q(ξ) خودریختی های

مدارهای از اجتماعی K و Irr(G) روی A مدارهای تمام مجموعۀ X کنید فرض اینک می کند.

است. G برای ابرسرشت نظریۀ یک (X ,K) در این صورت باشد، Con(G) روی A

افرازی X = {X۱, . . . , Xk} ،G گروه برای ابرسرشت نظریۀ یک (X ,K) کنید فرض

با را متناظر ابرسرشت های باشد. K برای افرازی K = {K۱, . . . ,Kk} و ، X برای

σi =
∑
χ∈Xi

χ(۱)χ (۱ ≤ i ≤ k)

است. آمده ۵ جدول در (X ,K) با متناظر G ابرسرشت جدول می دهیم. نمایش

G ابرسرشت جدول .۵ جدول

K۱ K۲ . . . Kk

σ۱ σ۱(K۱) σ۱(K۲) . . . σ۱(Kk)

σ۲ σ۲(K۱) σ۲(K۲) . . . σ۲(Kk)
...

...
...

...
σi σi(K۱) σi(K۲) . . . σi(Kk)
...

...
...

...
σk σk(K۱) σk(K۲) . . . σk(Kk)

از جمله است برقرار σiها بین تعامدی روابط

۱
|G|

k∑
l=۱

|Kl|σi(Kl)σj(Kl) = δij
∑
χ∈Xi

χ(۱)۲.

هایلبرون۱۴ مجموع و گاوس، مجموع رامانوجان۱۳، مجموع نظیر مجموع هایی اعداد نظریۀ در

نوعی مجموع ها این چگونه که می دهیم شرح اکنون برخوردارند. خاصی اهمیت از که دارند وجود

ابرسرشت اند.
13S. Ramanujan 14H. Heilbronn
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به صورت مجموع  این می پردازیم. رامانوجان مجموع به ابتدا

Cn(x) =
n∑
j=۱

(j,n)=۱

e(
jx

n
)

مجموع این مهم کاربردهای غیراز .e(x) = exp(۲πix) و n ≥ ۱ آن در که می شود تعریف

عدد هر که باشد قضیه این برای ویناگرادف۱۵ اثبات در آن کاربرد مهم ترین شاید اعداد، نظریۀ در

مجموع که می کنیم ثابت اینجا در .[۱۲] است اول عدد سه مجموع بزرگ مساوی کافی  به حد فرد

است. ابرسرشت یک دراصل رامانوجان

A ≤ Aut(G) زیرگروه هر دادیم توضیح قبلا همان طور که می گیریم. درنظر را Zn جمعی گروه

Irr(Zn) روی A گوییم دقیق تر، به طور می سازد. G برای (XA,KA) ابرسرشت نظریۀ یک

Irr(Zn) روی A مدارهای [۹] براوئر لم بنابر درنتیجه و می کند عمل Con(Zn) همچنین و

تعداد α(n) کنید فرض .KA از عبارت اند Zn روی مدارهایش همچنین و است XA همان

می دانیم باشند. n مثبت مقسوم علیه های تمام dα(n) ،. . . ،d۲ ،d۱ و است n مقسوم علیه های

.(m,n) = ۱ آن در که است ۱ ≤ m < n از متشکل Zn ضربی گروه .Aut(Zn) ∼= Z×
n

و خطی اند ،χn ،. . . ،χ۲ ،χ۱ آن، تحویل ناپذیر سرشت های تمام پس است، آبلی گروه Zn چون

را Zn خودریختی های است. ۱ ≤ a ≤ n هر به ازای χa(x) = e(axn ) به صورت آن ها ضابطۀ

می شود مشاهده .ψu(b) = ub ،b ∈ Zn هر به ازای و u ∈ Z×
n آن در که می دهیم نمایش ψu با

با .(b, n) = (c, n) = ۱ اگر تنها و اگر ψu(b) = c به  طوری که دارد وجود u ∈ Z×
n عضو که

مدارهای Irr(Zn) روی Aut(Zn) عمل تحت که می شود دیده χa ◦ψu = χau تساوی به توجه

هریک اندازۀ و Xi = {χa : (a, n) = n
di
} آن در که می آیند دست به ،۱ ≤ i ≤ α(n) ،Xi

کرد: پیدا را ابرسرشت هر مقدار می توان اکنون است. φ(di) برابر آن ها از

σi(x) =
∑
x∈Xi

χ(x) =

n∑
j=۱

(j,n)=n/di

e(
jx

n
) =

di∑
k=۱

(k,di)=۱

e(
kx

di
) = cdi(x).

Aut(Zn)مدارهای بحث، تکمیل برای است. ابرسرشت یک cdi(x) رامانوجان مجموع به این ترتیب،

زیرند به صورت ۱ ≤ i ≤ α(n) هر به ازای و می نامیم Ki را مدارها این می یابیم. را Zn روی

Ki = {a ∈ Zn : (a, n) = n/di}.
15I. Vinogradov
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است. φ(di) با برابر آن ها از هریک اندازۀ

می گیریم. نظر در را فرد) اول عدد p) Zp جمعی گروه می دهیم. شرح را گاوسی مجموع اینک
p− ۱

۲
مرتبۀ از Z×

p از زیرگروهی که Γ = 〈g۲〉 کنید تعریف و باشد Zp برای مولدی g کنید فرض

،{۰} (ابرردۀ) مدار سه به منجر که می گیریم نظر در چپ سمت از ضرب را G روی Γ عمل است.

می  آید. به دست ۶ جدول بنامیم σ۳ و ، σ۲ ،σ۱ به ترتیب را ابرسرشت ها اگر می شود. gΓ و ، Γ

Zp ابرسرشت جدول .۶ جدول

{۰} Γ gΓ

σ۱ ۱ ۱ ۱

σ۲
p− ۱

۲
η۰ η۱

σ۳
p− ۱

۲
η۱ η۰

از گاوسی معمولی مجموع های همان که η۱ =
∑
h∈Γ

e(ghp ) و η۰ =
∑
h∈Γ

e(hp ) جدول این در

نمایش دارای دو درجۀ از گاوسی معمولی مجموع شده اند. ظاهر ابرسرشت به صورت که دوند درجۀ

ریشۀ یک ξ و a ∈ Zp آن در که است χ(a) = ξa ضابطۀ با χ : Zp −→ C به شکل دیگری

ضابطۀ با ψ : Z×
p −→ C تابع است. Zp جمعی گروه از سرشت یک که است، C در ۱ pاُم اولیۀ

G(χ, ψ) = پس است. Z×
p ضربی گروه از سرشت یک ،a ∈ Zp به ازای ،ψ(a) = (ap )

شد. ظاهر ابرسرشت به صورت قبلا که است دو درجۀ از گاوسی مجموع همان که ،
p−۱∑
a=۱

(ap )ξ
a

در را آن گاوس که است مربعی تقابل قانون برای اثباتی یکی گاوسی مجموع کاربردهای از

است؛ شده گردآوری قانون این از شناخته شده اثبات سی به نزدیک [۲] در کرد. ثابت نوزده سالگی

سرشت ها، نظریۀ مبتنی بر کاملا قانون، این از اثباتی که بدانیم است جالب ببینید. را [۱] نمونه برای

است. شده استفاده PSL۲(q) گروه سرشت جدول از آن در و است آمده [۱۰] در

می شود تعریف زیر به صورت مجموع این می پردازیم. هایلبرون مجموع به پایان، در

Hp(a) =

p−۱∑
l=۱

e(
alp

p۲ )

ابرسرشت Hp(a)یک اینکه اثبات برای است. مثبتی صحیح عدد a و فرد اول عدد یک p آن در که

و می گیریم نظر در جمعی گروه روی را A = {۱p, ۲p, . . . , (p − ۱)p} ≤ Z×
p۲ عمل است،
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.[۸] است ابرسرشت یک Hp(a) که می شود نتیجه می یابیم. Irr(Zp) و Zp روی آن را مدارهای

نک افتاد؛ هایلبرون مجموع شبیه ابرسرشتی ساختن فکر به نویسنده مقاله این نگارش حین در

به صورت ابرسرشت این .[۱۴]

Dp(a) =
p−۱∑
l=۱
e(
alp

p۳ )

در بیشتر جزئیات می آید. به دست Zp۳ جمعی گروه روی Z×
p۳ از معینی زیرگروه عمل از که است

است. آمده [۱۴]
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