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بررسی این در ما توجه احتمال. نظریۀ در کستن هری منتشرشدۀ آثار بر است مروری مقاله این چکیده.
است. مرتبط موضوعات و پركولاسیون، شاخه ای، فرایندهای تصادفی، قدم زدن  های در او آثار بر بیشتر

اجمالی بررسی ۱

برجسته شخصیتی و ریاضی دان جایگاه ۲۰۱۸ تا ۱۹۵۶ از احتمال نظریۀ طلایی دورۀ در کستن هری

متحده ایالات به هلند از ۱۹۵۶ در و شد فارغ التحصیل سالگی ۲۴ در هری وقتی داشت. را

مدت ها احتمال اصلی مفاهیم بود. مهیا احتمال علم اساسی زیربناهای از بسیاری کرد مکان نقل

و شاخه ای، فرایندهای براونی، حرکت تصادفی، قدم زدن  های (ازجمله، بودند شده شناسایی که بود

دانش تا گرفته فیزیک از مشابه حوزه های و محض» «نظریۀ بین ارتباط های و پواسون)، فرایندهای

یکدست نظریۀ یک نیم قرن، حدود طی بعد به ۱۹۵۶ سال از بودند. یافته توسعه و شده ایجاد مالی

ریاضی علوم از شاخه هایی تلاقی محل عنوان به احتمال و آمده وجود به احتمال دربارۀ شسته رفته و

بوده اند. نقش آفرین کستن هری اندازۀ به ریاضی دانان از کمی تعداد دوره این در بود. شده شناخته

یان و وان دانتسیخ۱ داویت نزد ،([۶۷] به کنید (نگاه کودکی پرتلاطم دوران از پس هری،
محدود، پخش با انبوهش تصادفی، ماتریس شاخه ای، فرایند تصادفی، قدم زدن  احتمال، کلیدی: کلمات و عبارات

پرکولاسیون
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مارک از سخنرانی ای در ۱۹۵۵ سال در که بود همین جا و خواند ریاضیات آمستردام در هملریک۱

این که می رسد به نظر یافت. حضور پتانسیل» نظریۀ احتمالاتی جنبه های «برخی عنوان با کاتس۲

دانشجوی تا می رود کُرنل دانشگاه به ۱۹۵۶ سال در هری زیراکه است، داشته به سزایی تأثیر دیدار

دوستان ازجمله همکارانش و هری، فعالیت های و آثار هم خودش موعد در البته بشود. کاتس

به عنوان کُرنل ریاضی بخش جایگاه تقویت باعث دینکن۴، یوگنی و اشپیتسر۳ فرانک مهاجرش

دنج گوشۀ این جذب بسیاری شد. آن جز و احتمال زمینۀ در جهان سطح در پیشرو مؤسسۀ یک

می توانستند و می شد پذیرایی گرمی با آن ها از آنجا در و می شدند، نیویورک شهر شمال در استثنائی

کنند. شرکت فیزیک و ریاضیات زمینۀ در مختلفی فعالیت های در

سال در کاتس درگذشت با هری که بود شایسته و داشت، هری بر ماندگاری تأثیر کاتس مارک

۱۹۹۳ سال در اشپیتسر برای که کاری همان بنویسد، او آثار به ارج گذاری برای مقاله ای ۱۹۸۴

هری، تولد سال با مقارن کاتس اثر اولین قضا، از کنید). مراجعه [K۹۲,K۱۲۹] (به داد انجام

مبنی بر ۱۹۸۰ سال به هری، نتایج بهترین از یکی انتشار از پس اندکی نیز او اثر آخرین و ،۱۹۳۱

است. شده منتشر است، ۱
۲ با برابر Z۲ روی بندی۵ پرکولاسیونِ بحرانی احتمال اینکه

اشپیتسر، فرانک همکارش و دوست به خصوص و ازجمله داشتند، تأثیر هری کار بر دیگری افراد

ازخودگریز۷، قدم زدن های مورد در او اولیۀ مقالات که همرزلی۶، جان او، از بیشتر فاصلۀ با و،

نمایان هری خود مقالات در اغلب زیرجمعی بودن خاصیت و نخستین گذر، پرکولاسیون پرکولاسیون،

نوع به نسبت را ملموس»۸ مسائل به «معطوف همرزلی قول به ریاضیاتِ اینکه در هری است.

در مسئله حل و داشت، مشترک وجه همرزلی با می داد ترجیح آن انتزاعی»۹ نظریه  های به «معطوف

.([۱۱۳۲ ص ،۷۱] به کنید (رجوع بود پررنگ بسیار آن ها دوی هر علمی کار

نزدیک حوزه های به او دیگر خبرگی های است، احتمال نظریۀ زمینۀ در عمدتاً هری آثار بااینکه

است. شده کشیده آماری فیزیک و هندسه، آنالیز، جبر، در مباحثی ازجمله ریاضیات، در دیگری

حاصل ضرب گروه ها، روی تصادفی قدم زدن  های دربارۀ مهمی نتایج ،۱۹۶۰ از پیش تا قبلا او،

آورده دست به می نامیم دیوفانتی» احتمالاتی «تقریب ما آنچه از جنبه هایی و تصادفی، ماتریس های

فرایندهای پتانسیل، نظریۀ و تصادفی قدم زدن  های و یافت گسترش بعد دهۀ طی علائق این بود.

۱۹۸۰ دهۀ در و شد شامل را شاخه ای فرایندهای و ازخودگریز، قدم زدن  های لوی۱۰، و پایدار

1Jan Hemelrijk 2Mark Kac 3Frank Spitzer 4Eugene Dynkin 5bond percolation 6John Hammersley
7self-avoiding walks 8implicated 9contemplative 10Lévy
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شد. اضافه آن به نیز تصادفی بازگشتی روابط و تصادفی محیط های در تصادفی قدم زدن  های

pc = ۱
۲ می کند ثابت مربعی مشبکۀ در بندی پركولاسیون برای هری آن در که ۱۹۸۰ سال

و تصادفی قدم زدن  های روی عمدتاً او آن، از پیش تا می کند. قسمت دو را هری حرفه ای زندگی

فیزیک از ناشی ریاضی فرایندهای سمت به علائقش آن از پس و داشت، فعالیت شاخه ای فرایندهای

زیرجمعی بودن مثال، برای است. تشخیص قابل مشترک اجزای و زمینه ها برخی آن ها در کرد. تغییر

نخستین  گذر پركولاسیون در بعداً و تصادفی، ماتریس های مورد در ۱۹۶۰ سال در مقاله ای در ابتدا

و موضعی۱ جراحی ازخودگریز. هم قدم زدن های دو این بین در و شد ظاهر تصادفی جریان   های و

است. کرده استفاده آن ها از زمینه هایی در او که بودند فنونی نمایی۲ برآوردهای

وقت بود. کرده پیدا شهرتی قدر مسئله حل کن یک عنوان به و داشت علاقه سخت مسائل به او

تا می کشید طول سال ها شاید و می کرد، کار همه طاقت از بیشتر فنی، مسائل و مشکلات با مواجه

هرچند افکنده اند، سایه او اصلی آثار از تعدادی بر دیگران «ظریف تر» اثبات های برسند. او به دیگران

می شوند. مشخص بیشتر «کاربردی ترند»، چون او، اصلی روش های قدرت مسئله، مفروضات تغییر با

یک سو، یک از می شد. اتخاذ خاصی تصمیمات باید هری کار های از گزارش این نوشتن برای

و هری ، علاقۀ مورد موضوعات تحول سیر تا می دهد امکان خواننده به زمانی ترتیب مبتنی بر گزارش

بسیاری خوانندگان است ممکن دیگر، سوی از اما ببیند؛ را احتمال، نظریۀ تکامل سیر کلی ، به طور

مورد در او فنی ترِ آثار تا بدانند فهم تر قابل  را فیزیک در بررسی مورد دستگا ه های مورد در او آثار

به که را نکاتی ابتدا که است این مقاله این در اتخاذشده شیوۀ آن ها. نظایر و تصادفی قدم زدن  های

زمان بندی شده تری و کامل تر مرور آن از بعد و (۲ بخش (در بیاورم است برجسته هری آثار در نظرم

شود. آورده ۷ تا ۳ بخش های در

را کار این اساس، بر کنیم. عدول شده گرفته نظر در زمانی ترتیب از مواردی در است ممکن

حاصل ضرب آن به دنبال و می کنیم شروع ۳ بخش در آن مختلف اَشکال در تصادفی قدم زدن  های با

پركولاسیون آن از پس می آید؛ شاخه ای فرایندهای و ازخودگریز، قدم زدن  های تصادفی، ماتریس های

از برخی می شود. مطرح هری توجه مورد و مرتبط مسائل از بسیاری و نخستین  گذر، و کلاسیک

ایجاد خطر کوتاه گزارش های ارائۀ علت به البته که داده ایم، جا اولیه بخش های در را متأخر نتایج

این در به  آسانی نمی توان که را مهم مقالات از برخی دارند. را گرفته شده نظر در زمانی سیر در اختلال

کرده ایم. موکول ۸ آخر بخش به گنجاند ترتیب

1local surgery 2exponential estimates
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نویسنده اطلاعات محدودیت نیز آن بهانۀ و داریم اذعان شخصی گزارش این بودن ناکامل بر

می کنیم. عذرخواهی نکرده ایم آثارشان از ذکری اینجا در که کسانی از اوست. اختیار در صفحات و

نوشته [۱۹] ۱۹۹۹ سال در هری جشن نامۀ برای که کنیم یاد ویژه به طور [۵۰] عالی مقالۀ از باید

است. بوده حاضر مقالۀ اتکای محل و شده

هنوز که arxiv.org وبگاه در او مقالۀ دو علاوه بر نیست. عموم دسترس در هری کارهای تمام

آن ها نو آوری میزان با متناسب را آن ها حجم هری که دارد وجود مقاله تعدادی است، نشده منتشر

هستیم. او قضاوت تابع هم ما و داشت نگه خود میز پایینی کشوی در را مقالات این او نمی دانست.

علاوه بر او بگوییم. چیزی هم او تحقیقات از به غیر هری حرفه ای فعالیت های بعضی دربارۀ

آو آنالز مجلۀ اجرائی مدیر ،(ZfW مجلۀ (ازجمله مجلات از تعدادی هیئت تحریریۀ در عضویت

این به کارِ آغاز زمان از عنوان این با دبیر چهارمین عملا بود، ۱۹۸۴ −۱۹۸۲ سال از پروببیلیتی

بود. ۱۹۹۱ تا ۱۹۸۸ از ریاضی آمار مؤسسۀ شورای منتخب عضو همچنین .۱۹۷۲ سال در مجله

یافت. [۶۷] در می توان را او حرفه ای مشاغل از بیشتر جزئیات

شخصیتی علاوه بر آن، او بود. او برجستۀ مکتوبات از پردامنه تر ریاضیات بر کستن هری تأثیر

الگویی جایگاه در مثبتش، تأثیر بود. فوق العاده خبرنگاری و همکار و احترام مورد و محبوب بسیار

جزو احتمال دانان جامعۀ انسانی و فکری ارزش های بر جوان تر، همکاران برای دوست و واقعی

است. او میراث بزرگ ترین

کستن هری پژوهش های مهم ترین بر مروری ۲

در بدون است هری آثار بخش های مهم ترین دربارۀ مختصری بسیار گزارش های مشتمل بر بخش این

مفصل تر گزارش داده شده ارجاع کردن دنبال با می توانید آن ها. موضوعی و زمانی ترتیب گرفتن نظر

کنید. پیدا ۸ تا ۳ بخش های در مورد هر برای را

پرکولاسیون ۱ .۲
(۷ (بخش Z۲ روی بندی پرکولاسیونِ بحرانی احتمال

موضوع این در عطفی نقطۀ pc = ۱
۲ داریم Z۲ روی بندی پرکولاسیون برای اینکه مبنی بر هری اثبات

این با شد. موضوع وارد جدید ایدۀ تعدادی و شد حل معروف قدیمی مسئلۀ یک اثبات این با بود.

دستگاه  های نظریۀ بسط به و درخشید احتمال نظریۀ در کلیدی جریان همچون پرکولاسیون نظریۀ کار،
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است. توجه مورد بسیار هم اکنون که موضوعی کرد، کمک بی نظم۱

(۲ .۷ (بخش بِرخ‑کستن دِن  وان  نابرابری

اهمیت FKG معروف نابرابری برهم کنشی اند. دستگاه  های مطالعۀ کلیدِ همبستگی نابرابری های

اندازه های به (نسبت مثبت اند همبستگی دارای صعودی پیشامدهای که می کند بیان و دارد ویژه ای

نابرابری مهم ترین شاید دارد. مثبت همبستگی از مبهم تر معنایی منفی» «همبستگی مناسب). احتمالِ

است. ۱۹۸۵ سال به کستن و بِرخ۲ دن  وان  نابرابری حاصل ضرب، اندازه  های برای منفی همبستگی

این کردند. ثابت را آن به مربوط نابرابری و تعریف را پیشامدها مجزا»ی «رخداد مفهوم آن ها

است. شده واقع مفید بسیار اثباتش زمان از نابرابری

(۳ .۷ (بخش نامتناهی خوشۀ یکتایی

کستن، آیزنمن۳، است؟ نامتناهی باز خوشۀ چند دارای Zd روی زبربحرانی پرکولاسیون فرایند یک

کردند مطرح را روش هایی آن ها است. یک برابر حتمی تقریباً طور به پاسخ که دادند نشان نیومن۴ و

در دیگر مهم مقالات از تعدادی برای را راه و بوده اند، مفید هم دیگری جاهای در ابتدا همان از که

گراف های برای پاسخ همیشه که است معلوم گشود. گراف ها انواع روی بی نظم دستگاه های مورد

دارد. بیشتری تنوع میانگین  ناپذیر گراف های برای وضعیت اما است، یک میانگین پذیر

(۴ .۷ (بخش زیرپخشندگی و آغازین پرکولاسیون

خوشه های دارای تنها بحرانی پرکولاسیون که می دانیم) ابعاد از بسیاری در (و است این بر اعتقاد

یک که را نامتناهی پرکولاسیون خوشۀ که گرفت سرچشمه ایده این فیزیک از است. متناهی باز

دو در مفهوم این از تعبیری هری کنند. مطالعه است آن تشکیل» برای تلاش «در بحرانی پرکولاسیون

حاصل ضرب اندازۀ حد که کرد ثابت را احتمال اندازۀ یک وجود که ترتیب این به آورد دست به بعد

را حد این او باشد. داشته قرار فزاینده بزرگ خوشۀ یک در مبدأ اینکه به مشروط است (بحرانی)

نامید. C̃ آغازین۵ پرکولاسیون خوشۀ

درآوردن حرکت به مبنی بر ژِن۶ دو از طرحی از استفاده با را C̃ برخال        گونۀ ساختار توانست او

روی (Xn) تصادفی قدم زدن یک عادی نرمال سازی درحالی که دهد. نشان تصادفی راه پیمای یک

دارد وجود ϵ > ۰ عدد Z۲ روی (Xn) قدم زدنِ برای که شد معلوم است،
√
n به صورت Z۲

1disordered system 2van den Berg 3M. Aizenman 4C. M. Newman 5incipient percolation culster
6de Gennes
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مذکور راه پیمای که است این «زیرپخشندگی»۱ این دادن رخ دلیل .n−
۱
۲+ϵXn → ۰ به طوری که

می گذراند. C̃ خالی فضاهای در را زیادی زمان

(۶ .۷ (بخش بعد دو در مقیاس بندی روابط

«معلوم» باره این در زیادی چیزهای داریم. بعد دو در پرکولاسیون فاز گذار از کاملی فیزیکی فهم

روی بستی۲ پركولاسیون استثنای (به شده اند اثبات کمی نسبتاً نتایج هم امروز حتّی اما شده اند،

تكینگی های قانون دارای pc بحرانی نقطۀ نزدیکِ و در توابع که است این بر انتظار مثلثی). مشبکۀ

کنند. صدق مقیاس بندی به معروف روابط در آن ها بحرانی» «نماهای و باشند، توانی۳

وجود فرض با او برداشت. روابطی و نماها چنین درک به سوی بزرگی گام ۱۹۸۷ سال در هری

راه، این در او کرد. ثابت را مربوط مقیاس بندی روابط اعتبار و دیگر شاخص پنج وجود نما، دو

مقاله این کرد. تعریف یافته اند، اهمیت بسیار اخیر پژوهش های در که را، بازویی»۴ «پیشامدهای

است. داشته بعد دو در پركولاسیون فاز گذار دقیق بسیار نظریۀ بر زیادی تأثیر

(۷ .۷ (بخش تصادفی جریان های

مسئلۀ هری است. تصادفی محیط یک میان از مواد پخش میزان مطالعۀ نخستین  گذر» «پركولاسیون

اصولی به طور را دارند تصادفی ظرفیت  یال هایش که محیط یک طریق از حداکثری جریان به مربوط

است. لازم بالا به سه ابعاد برای دوگان سطوح دقیق کنترل که کرد ثابت ازطرفی، کرد. مطالعه

تصادفی قدم زدن  های ۲ .۲

(۲ .۳ (بخش گروه ها روی تصادفی قدم زدن  های

شمارا گسستۀ گروه های روی تصادفی قدم زدن نظریۀ ۱۹۵۸ سال به خود دکترایِ بدیع رسالۀ در هری

به شبیه رفتاری مرحله، ۲n از پس شروع نقطۀ به بازگشت احتمال که کرد ثابت او کرد. مطرح را

میانگین پذیر گروه اگر تنها و اگر λ = ۱ علاوه براین، است. طیفی شعاع λ آن در که دارد λ۲n

و است، شده تبدیل گروه ها هندسی نظریۀ ابزارهای از یکی به میانگین پذیری برای شرط این باشد.

است. فعال همچنان امروز به تا نهاد بنیان او که زمینه ای

1subdiffusivity 2site percolation 3power-law 4arm events
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(۵ .۳ (بخش تصادفی محیط  یک در تصادفی قدم زدن  

یک ،x ∈ Z وقتی که می شود، گفته Z روی تصادفی قدم زدن  های دربارۀ مطالبی کارشناسی دورۀ در

x نقطۀ در α مقدار اگر می شود. برداشته (β = ۱ − α (یا α احتمال با چپ) (یا راست به قدم

درازمدت رفتار که می رسد به نظر می شود. پیچیده تر بسیار موضوع باشد، αx تصادفی متغیر یک

کاهش برای αx)ها : x ∈ D) آن در که است Z از D دامنه های تأثیر تحت به شدت راه پیما

مورد در دقیق بسیار نتیجۀ یک اشپیتسر و کازلوف۱ کمک با هری می گیرند. تصمیم آن سرعت

می شود. داده E((β۰/α۰)
κ) = ۱ عبارت با κ آن در که کرد ثابت κ برحسب راه پیما، موقعیت

(۶ .۳ (بخش محدود پخش با انبوهش

مقاومت دقیق نظریه ای ساختن برای تلاش ها از بسیاری برابر در انبوهش برای معروف مدلِ این

مؤید شبیه سازی ها می کنند. تجمع چندسازه۲ یک به برخورد نقطۀ اولین در شناور ذراتِ است. کرده

نتایج معدود از یکی ۱۹۸۷ سال در هری است. برخالی و درخت گونه۳ ذرات این رشد که باورند این

نیست. n
۲
۳ از سریع تر مذکور چندسازۀ شعاع رشد بعد) دو (در کرد: ثابت را باره این در دقیق

(۶ (بخش L logL و شاخه ای فرایندهای ۳ .۲

فرایندهای مورد در او آثار برجسته ترین در نمونه هایش که بود، کافی لازم و شرط های عاشق هری

خانواده اندازۀ میانگین و پیش ساز۴ یک با را (Zn) زبربحرانی شاخه ای فرایند است. شاخه ای

با هری دارد. وجود مارتینگلی همگرایی بنابر limn→∞ Zn/µ
n حدِ بگیرید. درنظر µ ≥ ۱

.E(Z۱ log
+ Z۱) <∞ کرد: پیدا E(W ) = ۱ تساوی برای را لازم  وکافی شرط استیگم۵ کمک

یاگلوم۷ قوانین برقراری برای را لازم وکافی شرایط اشپیتسر و نه۶ کمک با او زمان، همان در تقریباً

کرد. اثبات بحرانی شاخه ای فرایندهای دربارۀ کولموگوروف۸ و

(۴ (بخش اسکالرها) (و تصادفی ماتریس های حاصل ضرب ۴ .۲

Yn جزئی حاصل ضرب های حدیِ رفتار ،۱۹۶۰ سال در فورستنبرگ۹ با مقالاتش نخستین در هری

ثابت آن ها به ویژه کرد. بررسی را تصادفی ماتریس های از (Mn) ارگودیک و مانا دنبالۀ یک از

حدّی قضیۀ یک مناسب مفروضات تحت علاوه بر این و دارد، وجود n−۱ log ||Yn|| حد که کردند

1Kozlov 2composite 3dendritic 4progenitor 5Bernt P. Stigum 6Peter E. Ney 7I. M. Yaglom
8Kolmogorov 9H. Furstenberg
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دارد. وجود باره این در مرکزی

به ظاهر حالت همچنین و Yn =MnYn−۱ +Qn تصادفی بازگشتی معادلۀ بعد سال ها هری

مطالعه را دارند یکسانی توزیع های MY +Q و Y و است اسکالر تصادفی متغیر Y که ساده تری

احتمالات متعدد زمینه های در زیادی تأثیر است، دم سنگین نوعاً Y اینکه مبنی بر او برهان کرد.

است. داشته مالی ریاضیات و آمار، کاربردی،

(۵ (بخش ازخودگریز قدم زدن  های ۵ .۲

چه مشخص، شروع نقطۀ با ،χn ،L مشبکۀ روی nگامی ازخودگریز قدم زدن های تعداد مورد در

مجانبی رابطۀ آوردن دست به و دارد خاصی پیچیدگی قدم زدن ها گونه این شمردن گفت؟ می توان

همبندی ثابت مقدار κ آن در که است شناخته شده χ
۱/n
n → κ رابطۀ است. چالشی χn برای

خارج قسمتی حد برحسب ظریف تری قضیۀ هری ،L = Zd وقتی است. L مشبکۀ به وابسته

ماندگاری تأثیر که ساخت مطرح را الگو» «قضیۀ یک این کار با و کرد، اثبات را χn+۲/χn → κ۲

است. داشته شهودی و چالش برانگیز زمینۀ این در

(۳ .۳ (بخش لوی فرایندهای قطبی نقاط ۶ .۲

به صورت r ∈ Rd هر برای را اصابت احتمال و باشد d بعدی لوی فرایند یک (Xt) گیریم

در .h(r) = ۰ هرگاه می شود نامیده قطبی r نقطۀ کنید. تعریف h(r) = P(Xt = r, t > ۰)

یک در قطبی نقاط مجموعۀ هری شد. تبدیل مهم مسئلۀ یک به قطبی نقاط شناسایی ۱۹۶۰ دهۀ

پدیده ای بالاتر یا بعد دو در قطبی بودن مناسب) شرایط (تحت که کرد ثابت و کرد مشخص را بعد

است. عادی

(۱ .۸ (بخش دیوفانتی احتمالاتی تقریب ۷ .۲

متعددی مقالات ۱۹۶۰ سال حدود در کاتس، مارک با همکاری هایش نخستین از الهام با ظاهراً هری

کرده استفاده احتمال نظریۀ روش های و فنون از اغلب آنها در که نوشت دیوفانتی تقریب مورد در

باقی ماندۀ مجموعه های جدیدتر نظریۀ برای را زمینه که است مقاله ای او کار شناخته شده ترین است.

برای باشد. x حقیقی عدد کسری جزء {x} = x − ⌊x⌋ کنید فرض می کند. فراهم کران دار

k ∈ {۱, ۲, . . . , n} صحیح اعداد تعداد Sn(x) کنید فرض b− a < ۱ و ۰ ≤ a < b ≤ ۱

کران دار n برحسب Sn(x) − n(b − a) اینکه اثبات با هری باشد. {kx} ∈ [a, b) شرط با
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داد. پاسخ شوش۱ و اردوش از سؤالی به b− a = {jx} ،j صحیح عدد برای اگروتنهااگر است

تصادفی قدم زدن  ۳

تصادفی قدم زدن  ۱ .۳

ریاضی امید به انضمام متناهی اندازۀ نظریۀ جز چیزی احتمال نظریۀ است ممکن محض گرا دیدگاهی از

همان طور است. نظریه این در بنیادی مفهوم «وابستگی» آن نفی و «استقلال» مفهوم نباشد. شرطی

و است گرفته سرچشمه احتمال نظریۀ از آماری] [استقلال مفهوم «این می نویسد: [۸۴] در کاتس که

داشتند». شک باشد ریاضی اصیل مفهوم یک اینکه در دلیل همین به و بود ابهام آن سر بر مدت ها

می رسد به نظر و می شد گرفته درنظر احتمالات ضرب برای مبنایی به عنوان تاریخی نظر از استقلال

برای را استقلال آشنای تعریف کاتس) و باناخ۳ راهنمای استاد و هیلبرت (شاگرد اشتاین هاوس۲

است)؛ کرده بیان [۸۳] در کاتس آنچه (طبق کرد تعریف تصادفی متغیرهای از شمارا خانوادۀ یک

کنید. مراجعه [۱۱۰۴ ص ،K۹] به همچنین

و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای جزئی مجموع های دربارۀ نظریه ای تصادفی قدم زدن

و گرفته نظر در فرایند یک به عنوان جزئی ای مجموع های چنین است. (iid (به اختصار، هم توزیع

مسلماً است. فرایند این هندسی جنبه های به توجه عموماً و می شوند اندیس گذاری مناسب به طور

باره این در جدید منابع [۹۳, ۹۴] کتاب های است. احتمالاتی فرایند بنیادی ترین تصادفی قدم زدن

هستند.

گروه ها روی تصادفی قدم زدن  ۲ .۳

قدم زدن  با هری دکترای رسالۀ که نیست عجیب کُرنل، به هری آمدن اوضاع و احوال به توجه با

۱۹۵۸ سال به صفحه ای اش ۳۵ رسالۀ آن در او بود. مرتبط گروه ها، بدیع زمینۀ در البته تصادفی،

هنوز که کرد مطرح را گروه ها در تصادفی قدم زدن  نظریۀ شد) منتشر [K۱۱] به صورت (که [K۷]

است. توجه مورد موضوعی سال ۶۰ گذشت از بعد

صورت Rd یا Zd جمعی آبلی گروه های روی جهش ها معمولی تصادفی قدم زدن  نظریۀ در

یک A = {a۱, a۲, . . .} و شمارا (جمعی) گروه یک G کنید فرض کلی، حالت در می گیرد.

سه تایی باشد. ۱
۲ مجموع با مثبت اکیداً برداری P = (p۱, p۲, . . .) و G گروه برای مولد مجموعۀ

1Peter Szüsz 2Hugo Steinhaus 3Banach
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وقتی که می شود، G روی X = (Xn : n ≥ ۰) تصادفی قدم زدن  یک ایجاد باعث (G,A, P )

بین رابطۀ هری می دهد. وضعیت تغییر g±ai به (i هر (برای pi احتمال با بعدی گام در ،g ∈ G

بررسی را G گروه ویژگی های و (l۲(G) روی عملگری (به عنوان M وضعیتِ تغییر ماتریس طیفِ

است. M عملگر از λ ویژه مقادیرِ تمام روی |λ| سوپریمم ،λ(G,A, P ) ،M طیفی شعاع کرد.

دهید. نمایش Px با را X۰ = x با شرط X توزیع و ۰ با را G صفر عنصر

است. M ماکسیمال ویژه مقدار برابر λ(G,A, P ) طیفی شعاع (الف) .([K۱۱]) ۱ .۳ قضیه

.λ(G,A, P ) = limn→∞ P۰(X۲n = ۰)۱/(۲n) داریم (ب)

است. وابسته زیر معنای به G گروه ساختار به فقط λ(G,A, P ) = ۱ رابطۀ برقراری (ج)

مجموعۀ و B مولد مجموعۀ برای اگر تنها و اگر است برقرار λ(G,A, P ) = ۱ رابطۀ

.λ(G,B,Q) = ۱ باشیم داشته Q مثبت اکیداً

می نویسند کند، صدق λ(G,A, P ) = ۱ رابطۀ در (ج) قسمت در مذکور مشترک مقدار وقتی

است. گروه   ها هندسی نظریۀ در اساسی نتایج از یکی میانگین پذیری برای زیر معیار .λ(G) = ۱

.λ(G) = ۱ اگر تنها و اگر است میانگین پذیر G گروه .([K۹]) ۲ .۳ قضیه

تصادفی قدم زدن  برای پتانسیل هسته های به [K۳۱] این از بعد مشترکی کار در اشپیتسر و کستن

ارائه بازگشتی وضعیت های برای معیاری آن ها کردند. توجه نامتناهی شمارای آبلی گروه های روی

مسائل از تعدادی [K۳۷] برکلی همایش در مقاله ای در هری کردند. بنا پتانسیلی نظریۀ یک و

معروف کستن» «حدس به که مسئله ای ازجمله کرد، گردآوری را موضوع این با مرتبط حل نشدۀ

بالاخره را مشهور حدس این بازگشتی اند. گروه های تنها Z۲ و ،Z ،{۰} متناهی توسیع های شد:

.([۷۲] به کنید (نگاه کرد ثابت ۱۹۸۶ سال در [۱۱۸] واروپولوس۱

است؛ کرده جلب به خود را زیادی توجه گروه ها روی تصادفی قدم زدن  های اخیر سال های در
سالوف‑کوست۲ توسط نوشته شده فصل که بجاست متناهی گروه های مطالعۀ برای ببینید. را [۱۲۳]

کنیم. ذکر را هری توسط تدوین شده [K۱۷۷] مقالات مجموعه در [۱۰۷]

تصادفی قدم زدن  کلی نظریۀ ۳ .۳

اول چاپ دوره همین ۱۹۶۴ سال در و بود، تصادفی قدم زدن  نظریۀ برای پربار دوره ای ۱۹۶۰ دهۀ

1Nicholas Varopoulos 2Laurent Saloff-Coste
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چهارتای که نوشت مهم مقالۀ تعدادی سال ها همین در هری شد. منتشر [۱۱۳] اشپیتسر مهم کتاب

است. نسبت حدی قضایای دربارۀ آن ها

.d ≥ ۱ آن در که باشد Zd روی تحویل ناپذیر تصادفی قدم زدن  یک X کنید فرض .۳ .۳ قضیه

باشد. ۰ به X بازگشتِ اولین زمان T و ،X۰ = ۰ کنید فرض

شرط در n → ∞ وقتی rn = P۰(T > n) احتمال های ،n → ∞ وقتی [K۲۷] (الف)

می کنند. صدق rn+۱/rn → ۱

حد به علاوه، [K۲۲] (ب)

lim
n→∞

Px(T > n)

P۰(T > n)
= δ۰,x + a(x)

است پتانسیل هستۀ a(x) آن در که دارد وجود x ∈ Zd برای

a(x) =
∞∑
n=۰

[P۰(Xn = ۰)− Px(Xn = ۰)] <∞.

اثبات اشپیتسر و اورنستاین۱، کستن، را آن و است (ب) اثبات کلیدی قسمت (الف) قسمت

متناهی زیرمجموعۀ یک به X ملاقات تعداد از (ب) قسمت تعمیم [K۲۷] اصلی هدف کردند.

وقتی که Px(n, r,Ω)/P۰(T > n) نسبت حد برای عبارتی بیان یعنی بود، Zd از Ω دلخواه

زمان تا را Ω r بار دقیقاً X که است این احتمال بیانگر کسر صورت آن در که ،n → ∞

با را ظریف تری نتایج می توان اساساً و است مجموع هایی نسبت برابر مقدار این ملاقات کند. n

در به تنهایی هری را موضوع این آورد. دست به جداگانه به صورت جمله ها از بعضی نسبت های بررسی

f
(r)
n := P۰(n, r, {۰})−P۰(n−۱, r, {۰}) که حکم این آنجا در است. کرده پیگیری [K۲۶]

شرط در بازگشتی) متقارن، نادوره ای، زنجیرهای (برای

lim
n→∞

f
(r)
n

f
(۱)
n

= r (r = ۲, ۳, . . .)

کشید. طول [K۴۶] شدن ظاهر تا آن اثبات و بود شده مطرح حدس به صورت می کند صدق

تا X α‑پایدارِ فرایندهای روی مطالعه به کرد شروع عبری دانشگاه در ۱۹۶۰ سال در هری

با N(ϵ) بازه هایی چنین تعداد برای او کند. بررسی Xt > ۰ آن طی در که را زمانی ای بازه های
1D. Ornstein
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نتایج با α ̸= ۱ برای نتایجش که کرد ملاحظه و آورد، دست به مجانبی رابطۀ یک ϵ از بزرگ تر طول

پایدار توزیع با iid متغیرهای از مجموع هایی در علامت عوض شدن جهت از [۳۳] کاتس و چانگ

در آن ها ادعاهای اعتبار مورد در کاتس و چانگ با مکاتباتی به منجر موضوع این دارد. مطابقت

منتشر [K۲۵] در را خود نتایج هری کنید). مراجعه [۱۱۱۹ ص ،K۹۲] (به شد α = ۱ حالت

کرد.

گسترش را [۱۱۴] استون۱ و اشپیتسر قبلی نتایج [K۱۵,K۱۶] باهم مرتبط مقالۀ دو در هری

وضعیت یک برای بود Z روی تصادفی قدم زدن  یک در ملاقات ها تعداد میانگین مورد در که داد

جهش های با تصادفی قدم زدن  های به عمدتاً او مشخص. دارِ کران بازۀ یک از خروج از قبل مفروض

مقاله، اولین در انجامید؛ دیگر مقالۀ دو انتشار به طبیعی به طور این کار بود. کرده پیدا توجه α‑پایدار

برای تصادفی قدم زدن  یک در بازدید ها تعداد برای مکرر لگاریتم قانون یک از استفاده با ،[K۳۰]

اگر که، کرد ثابت [K۳۹] بعدی مقالۀ در هری پاسخ داد. اردوش از سؤالی به آن پربازدیدِ وضعیت

α ∈ (۱, ۲] شرط با n۱−۱/α به صورت n زمان تا I مفروض بازۀ یک از ملاقات ها تعداد میانگین

به حکم این دارند. تعلق α‑پایدار متقارن قانون یک ربایش۲ دامنۀ به جهش ها آنگاه کند، رشد

می داد. پاسخ [۴۰] در کاتس و دارلینگ از نتیجه ای  عکس دربارۀ اشپیتسر سؤال

Rd در مقادیری که تصادفی فرایند یک یعنی باشد، dبعدی لوی فرایند یک X کنید فرض

[K۴۲] رسالۀ در اثبات شده و [K۴۰] در شده اعلام نتایج می کند. اتخاذ مانا مستقل نموهای با

شرط در h(r) = P (Xt = r, ∃t > ۰) اصابت احتمال چه وقت سؤال اند: این به هری پاسخ

است کرده مشخص را حالت هفت d = ۱ که حالتی برای پاسخ در او می کند؟ صدق h(r) > ۰

و است، کرده بیان r ∈ R هر برای h(r) = ۰ حکم برای را (۴ .۳ (قضیۀ معیاری به علاوه و

بود خواهد مشکل معیار این به کارگیری عملی، کاربردهای اکثر «در که است داده هشدار درعین حال

چانگ از سؤالی d = ۱ برای او قضیۀ منشأ پیچیده ترند. بسیار هم هنوز d ≥ ۲ حالت های .«. . .

پیچشی. معادلۀ یک جواب های مورد در بود

می شود نامیده قطبی r ∈ Rd نقطۀ می کنیم. نقل و برگزیده را یکی مقاله آن نتایج گسترۀ از

می دهیم. نمایش P با را قطبی نقاط مجموعۀ ،h(r) = ۰ اگر

پواسون فرایند یک ولی باشد یک بعدی لوی فرایند یک X کنید فرض .([K۴۲]) ۴ .۳ قضیه

1Charles Joel Stone 2attraction



۲۶۵ (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

شرط در X فرایند برای Ψ مشخصۀ نمای اگر تنها و اگر P = R در این  صورت نباشد. ∫مرکّب ∞

−∞
ℜ
(

۱
۱ +Ψ(u)

)
du = ∞

است. z حقیقی جزء ℜ(z) آن در که کند صدق

پیدا قدرتمندی و ظریف بسیار احتمالاتی استدلال مقاله، این انتشار از پس کوتاهی مدت برتانیول۱

مقالۀ بر هری معرفی و مرور از قسمتی (نقل آورد» به دست [هری] نتایج برای ساده تری اثبات و کرد

می کنیم. اکتفا [۱۸, ۴۵, کتاب های[۹۲ به لوی، فرایندهای دربارۀ جدید منابع میان از برتانیول[۲۰]).

ایراد ریاضی آمار مؤسسۀ در ریتس۲ سخنرانی های سلسله از سخنرانی ای ۱۹۷۱ سال در هری

متغیر n از Sn مجموع نظریۀ از جنبه سه [K۵۱] سخنرانی این از مستخرج مقالۀ در او کرد.

و نسبت حد قضایای (۲) تمرکز، و توزیع توابع پراکنش (۱) کرد؛ بررسی را Xi مستقل تصادفی

حالتی برای مناسب، γ = (γn) برای Sn/γn انباشتگی نقاط مجموعۀ (۳) پتانسیل، هسته های

آن عنوان در «هم توزیعی») حذف (و گشتاوری» شرایط «بدون عبارت وجود باشند. iid Xiها که

بالاتر بعد وسوسۀ برابر در او اما است، کلی نتایج به رسیدن برای او ریشه دار عادت از نمونه ای مقاله

و هری پیشین توزیعی نظریۀ دربارۀ مهمی بررسی (۲) و (۱) بخش های می کرد. مقاومت یک از

شد. ذکر بالا در که است نسبت حد قضایای و [K۴۱] ازجمله دیگران

کنید تعریف .Sn/γn «قوی» نظریۀ به است مربوط [K۵۱] (۳)ی بخش

A(S, γ) =

∞⋂
m=۱

{Sn/γn : n ≥ m}.

حقیقی خط از B(F, γ) قطعی بستۀ زیرمجموعۀ یک ،Xi از F مفروض توزیع تابع هر برای

.A(S, γ) = B(F, γ) داشت خواهیم حتمی تقریباً به طور چنان  که دارد وجود R̄ گسترش  یافتۀ

γn = n برای B(F, γ) تعیین به نوعی می توان را مکرر لگاریتم قانون و بزرگ اعداد قوی قانون

بسیار قانون یک با را خود مقالۀ هری دانست. مناسب شرایط تحت γn =
√

۲n log log n و

می برد پایان به کافی و شرط لازم به مشروط iid دنبالۀ یک مجموع های برای مکرر لگاریتم از کلی

گیرد. قرار نرمال قانون جزئی ربایش دامنۀ در ،F آن ها، مشترک توزیع که است این آن و

شامل آنگاه باشد، بیشتر یا نقطه دو ,B(Fشامل (n)) اگر (الف) .([K۴۳,K۵۱]) ۵ .۳ قضیه

است. −∞ و +∞
1Jean Bretagnolle 2Rietz
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وجود Fای باشد، داشته بر در را {−∞,+∞} که R̄ از B بستۀ زیرمجموعۀ هر برای (ب)

.B(F, (n)) = B به طوری که دارد

اریکسون۱ با مشترکی کار در بعداً و می کند مطرح B(F, (nα)) مجموعۀ دربارۀ سؤالی هری

دنباله ای به طوری که باشد bها ∈ R̄ از مجموعه ای Bs(F, (nα)) کنید فرض می پردازد. آن به

Snk
/nαk → b شرط در حتمی تقریباً k → ∞ وقتی که باشد داشته وجود nk مثل غیرتصادفی

«حدهای از مرکب Bs(F (nα)) آن زیرمجموعۀ و B(F, (nα)) بین رابطۀ بررسی کند. صدق

است. توجه جالب قوی»

.Bs(F, (nα)) ∩ R ̸= ∅ و ،α ̸= ۱ ،α > ۱
۲ کنید فرض (الف) .([K۵۳]) ۶ .۳ قضیه

و ،[۰,∞) ،(−∞, ۰] مجموعه های از یکی با برابر ،Bs(F, (nα)) ∩ R در این صورت

بیفتد. اتفاق می تواند امکان سه این از هریک و است R

به طوری که دارد وجود Fای ،R̄ از B بستۀ زیرمجموعۀ هر برای .α = ۱ کنید فرض (ب)

.Bs(F, (n)) = B

کلی d بعدی تصادفی قدم زدن هر می کرد بیان که کرد اثبات را [۵۴] اریکسون حدس هری بعداً

است. واگرا ساده متقارن تصادفی قدم زدن یک سرعت همان به دست کم

که باشد iid Zd−مقدارِ تصادفی متغیرهای از دنبالۀ یک (Xi) کنید فرض .([K۶۴]) ۷ .۳ قضیه

تابع کنید فرض همچنین، .Sn =
∑n

i=۱ Xi و نیست ابرصفحه ای هیچ در مشمول آن ها تکیه گاه

و ،ψ(t)/t
۱
۲ → ۰ باشیم داشته t → ∞ وقتی که باشد به گونه ای ψ : [۱,∞) → (۰,∞)

(به طور باشیم داشته n→ ∞ وقتی  اگر باشد. Zd روی ساده متقارن تصادفی قدم زدن یک (S∗
n)

. |Sn|
ψ(n) −→ ∞ حتمی) تقریباً (به طور داریم n→ ∞ وقتی آنگاه ، |S∗

n|
ψ(n) −→ ∞ حتمی) تقریباً

با Z در (Sn) قدم زدنِ درازمدت رفتار قمار، لوای زیر لولر۳، و دورِت۲ با مشترکی کار در هری

D متناهی مجموعۀ اعضای از یکی می تواند گام هر اینجا در کرد؛ بررسی را (Xi) مستقل گام  های

هریک که کردند ثابت اسپاتارو۴ از سؤالی به پاسخ در آن ها باشد. صفر میانگین با توزیع ها از مرکب

یا ،P(Sn → −∞) = ۱ (۲) یا ،P(Sn → ∞) = ۱ (۱) دهد: رخ است ممکن زیر حالات از

و است، معادل P(Sn > ۰) → ۱ با (۱) شرط دارد. وجود ±∞ مقادیر بین گذرا نوسان های (۳)
1K. Bruce Erickson 2R. Durrett 3G. Lawler 4Aurel Spătaru
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نامتناهی واریانس دارای Fi آن در که D = {F۱, F۲} کنید فرض اینک .(۲) برای است همچنین

هرطور را (Xi) توزیع های ،q۱ + q۲ > ۳ وقتی .qi ∈ (۱, ۲) و است متناهی qiام گشتاور اما

.lim sup
n→∞

P(Sn > ۰) > ۰ و lim sup
n→∞

P(Sn < ۰) > ۰ داریم هم زمان به طور کنیم، انتخاب

۱۹۹۲ سال بعداز تصادفی قدم زدن و هری ۴ .۳

به کنید)، مراجعه ۱ .۷ قضیۀ (به ۱۹۸۰ سال در Z۲ روی پرکولاسیون مسئلۀ از حل بعد هری، توجه

۱۹۹۰ سال در استرالیا در که اقامتی در او شد. جلب آن با مرتبط حوزه های و پرکولاسیون سمت

راس همکاری با مقاله ده ۲۰۰۴ تا ۱۹۹۲ سال های بین و کرد توجه قدیمی تری مسائل به داشت

آن ها نتایج کامل صورت و فنی اند قدری این آثار کرد. منتشر تصادفی قدم زدن های مورد در ملر۱

نمی آوریم. اینجا در را رفته) به کار همگرایی حالت  های (ازجمله

n ≥ ۱ برای باشد. Sn =
∑n

i=۱ Xi جزئی مجموع با iid دنباله ای  (Xi) کنید فرض

زیردنبالۀ از (نزولی) ترتیبی آماره های X(۱)معرف ≥ X(۲) ≥ · · · ≥ X(n) کنید فرض مفروض،

ترتیب با قدرمطلق مقادیر زیردنبالۀ X(n) ،. . . ،X(۲) ،X(۱) و ،(Xi : i = ۱, ۲, . . . , n)

به صورت پیراسته مجموع های ،r = ۰, ۱, ۲, . . . , n برای باشد. نزولی) (ترتیب مجدد

(r)Sn = Sn −X(۱) − · · · −X(r),
(r)S̄n = Sn −X(۱) − · · · −X(r)

می دهند. نشان جمع وندها به نسبت را Sn کلی مجموع تسلط درجۀ طریق دو به و می شود، تعریف

شرایط [K۱۲۴] مقالۀ دارد. نام سبک» «پیرایش r ثابت عدد برای پیراسته مجموع از استفاده
(r)S̄n/|X(r)| → و (r)Sn/X(r) → روابط∞ تا دارد پیراسته سبک مجموع های برای لازم وکافی

و Sn → ∞ حدهای درستی [K۱۵۰] در ملر و کستن شود. برقرار n → ∞ وقتی ∞

قضیۀ نمادگذاری قبول با آن ها، تحت که آورده اند به دست شرایطی و بررسی را Sn/n → ∞

روی پیرایش تأثیر به [K۱۷۶] در آن ها .∞ ∈ Bs(F, n) (یا) و ∞ ∈ Bs(F, ۱) داریم ،۶ .۳

پرداخته اند. مکرر لگاریتم قانون های تعمیم یافتۀ صورت
(r)Sn/Cn → ±∞ برقراری برای را لازم وکافی شرایط [K۱۳۵,K۱۴۰] در ملر و کستن

کار به نتایج این البته کردند. ارائه است ناتصادفی Cn و n→ ∞ وقتی (r)S̄n/Cn → ±∞ و

ببینید. را ۶ .۳ و ۵ .۳ قضیه های می شود؛ مربوط Sn/γn نسبت قویِ حدهای مورد در هری قبلی

1Ross Maller
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در Sn اگر تنها و اگر P(Sn > ۰) → ۱ که است مطلب این بیانگر آن ها نتایج مثال، برای

است. گشاد جیب های با قمار دیوانگان توجه مورد حکم این کند؛ میل ∞ به احتمال

است شده بررسی [K۱۴۷] در (−∞, x] بازۀ از خروج آخرین و ورود اولین زمان گشتاورهای

خروج زمان های «پایداری» شده اند. تعیین x → ∞ برای گشتاورهایی چنین بزرگی مرتبه های و

[K۱۵۸] در دنباله ای تحلیل های مبحث با آن احتمالی ارتباط های و R۲ از نیم صفحه یا نوار یک از

است. شده مطالعه

کنید فرض است. شده بررسی n→ ∞ وقتی Sn/nκ نسبت [K۱۵۴,K۱۵۵] مقالۀ دو در

.E(|X۱|۱/κ) = ∞ کنید فرض κ > ۱ برای و κ ̸= ۱ ،κ ≥ ۰ و P(Sn → ∞) = ۱

عبور y = axκ خم از y = −axκ از عبور از قبل a→ ∞ وقتی S اینکه احتمال در این صورت،

κ = ۱ برای دراصل، و کرد، اثبات به راحتی نمی توان را ساده شهودیِ گزارۀ این می کند. میل ۱ به کند

lim sup
n→∞

Sn/n
κ = ∞ حد دو برقراری به را گفته شده نتایج [K۱۵۵] مقالۀ در است. نادرست

آن ها برای لازم وکافی شرایط و کرده اند مرتبط حتمی تقریباً مفهوم به lim sup
n→∞

|Sn|/nκ = ∞ و

است. شده داده دست به

گام تا ملاقات شده متمایز نقاط تعداد تصادفی قدم زدن یک برای Rn تغییرات دامنۀ از منظور

d ≥ ۱ وقتی Zd روی تصادفی قدم زدن دامنۀ برای [K۱۶۶,K۱۶۹] کستن و هامانا۱ است. n

می آید، کار به (Rn) دنبالۀ زیرجمعی بودن اینجا در کردند. اثبات را انحراف بزرگ اصل نوع یک

نتایج برخی است. همه از دشوار تر d = ۱ حالت اثبات می شود معلوم که است اولین بار برای و

است. شده  ارائه [K۱۸۱] در کیلی گراف روی تصادفی قدم زدن دامنۀ برای حدس هایی و خاص

تصادفی محیط  در تصادفی قد م زدن ۵ .۳

نظر در dای ≥ ۱ به ازای Rd روی به طورکلی یا (Zd (یا Z روی معمولا تصادفی قدم زدن های

توجه هم اخیراً ،۲ .۳ بخش مثل می کنند فراهم آن ها برای کلی تری زمینۀ گروه ها می شوند. گرفته

گراف زمینه ها، این همۀ در است. شده جلب همبند گراف های روی تصادفی قدم زدن های به زیادی

زنجیرۀ یک آن متعاقب فرایند و است، قدم زدن بر ناظر فقط تصادفی بودن و است ثابت G زیربنائی

چنین در است. پیچیده تر بسیار وضعیت باشد، تصادفی نیز محیط اگر می دهد. تشکیل مارکوف

دارد وجود محیط از زیردامنه هایی عموماً و نیست مارکوف زنجیرۀ یک دیگر راه پیما مکان حالتی،

1Yuji Hamana



۲۶۹ (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

محیط در تصادفی «قد م زدن فرایندی چنین می افتد. اتفاق غیرعادی به طور آن ها در قدم زدن که

می شود. نامیده ۱(RWRE) تصادفی»

(۱) است: صورت این به ساده تصادفی محیط در تصادفی قد م زدن ،Z یک بعدی خط در

راست؟) یا (چپ وضعیت تغییر احتمال های که بست، هر برای تصادفی متغیرهای از نمونه  گیری

دقیق تر، به طور (یا تصادفی قدم زدن انجام (۲) و می کند، بیان بست هر به راه پیما رسیدن هنگام را

تصادفی محیط در تصادفی قد م زدن وضعیت. تغییر داده شدۀ احتمال های با مارکوف) زنجیرۀ یک

خودش اما باشد، معین وضعیت تغییر احتمال های محیط که شرطی به است مارکوف زنجیرۀ یک

می کند. کسب اطلاعات تصادفی محیط مورد در می کند حرکت راه پیما مادامی که زیرا، نیست مارکوفی

با iid تصادفی متغیرهای از دنباله ای A = {αx : x = . . . ,−۱, ۰, ۱, . . .} کنید فرض

X = (Xn) کنید فرض ،A بودن معلوم شرط به .βx = ۱−αx و باشد [۰, ۱] بازۀ در مقادیری

راست سمت به قدم یک (βx) αx احتمال با x وضعیت در که، باشد Z روی تصادفی قدم زدن یک

می کند. حرکت (چپ)

به طوری که دارد وجود κای ∈ (۰,∞) کنید فرض .ρ = β۰/α۰ بنویسید

E log ρ < ۰, E(ρκ) = ۱, E(ρκ log+ ρ) <∞,

علاوه را زیر قضیۀ ۱۹۷۵ سال در اشپیتسر و کازلوف، کستن، باشد. غیرحسابی log ρ به علاوه و

کردند. اثبات دیگر مطالب بر

وجود κ شاخص با Lκ پایدار قوانین و ،Bi > ۰ ،Aκ ثابت های .([K۵۶]) ۸ .۳ قضیه

برقرارند. مناسب xهای ∈ R برای زیر روابط n→ ∞ وقتی به طوری که دارند

.P(Xn ≤ xnκ) → ۱ − Lκ(x
−۱/κ) آنگاه ،κ < ۱ اگر (الف)

داریم مناسب δnهای ∼ n/(A۱ log n) برای آنگاه ،κ = ۱ اگر (ب)

P(Xn − δn ≤ xn/(log n)۲) → ۱ − L۱(−xA۲
۱).

.P(Xn − (n/Aκ) ≤ xn۱/κ) → ۱ − Lκ(−xA۱+۱/κ
κ ) آنگاه ،۱ < κ < ۲ اگر (ج)

.P(Xn − (n/A۲) ≤ x(n log n)
۱
۲B۱A

−۳/۲
۲ ) → Φ(x) آنگاه ،κ = ۲ اگر (د)

1random walk in random environment



احتمال/گریمت نظریۀ در کستن هری نقش ۲۷۰

.P(Xn − (n/B۳) ≤ xn
۱
۲B۲B

−۳/۲
۳ ) → Φ(x) آنگاه ،κ > ۲ اگر (ه)

میانگین دارای κ > ۱ وقتی و است، متمرکز [۰,∞) روی Lκ ،κ < ۱ وقتی اینجا، در

است. شده داده نشان Φ با استاندارد نرمال توزیع تابع است. صفر

[K۵۶] اصلی قضیۀ پیچیدگی های است. nκ مرتبۀ Xnدارای ،κ < ۱ وقتی خاص، درحالت

نمایان سازد. مسئلۀ یک حل در را هری توانایی و عزم تا آمده اند بالا در

در آن علاوه بر و است، کران دار ۱ و ۰ طرف از ρ وقتی (بازگشتی)، بحرانی حالت در سینایی۱

روابط

E log ρ = ۰, σ۲ = E[(log ρ)۲] ∈ (۰,∞)

σ۲Xn/(log،کهدرآنLتابعکی n)
۲ ⇒ LداریمP۲نَوردی نشاندادکهتحتاندازۀ صدقکند[۱۱۱]

کنید). مراجعه [۶۱] (به کند محاسبه چگالیLرا تابع توانست هری است. وینر استاندارد فرایند از

است زیر چگالی تابع دارای L تصادفی متغیر .([K۹۳]) ۹ .۳ قضیه

d

dx
P(L ≤ x) =

۲
π

∞∑
k=۰

(−۱)k

۲k + ۱
exp

(
−(۲k + ۱)۲π۲

۸
|x|

)
(x ∈ R).

نشان و می کند رو تصادفی محیط در تصادفی قد م زدن موضوع به دوباره [K۶۲] در هری

Eρ = ۱ حالت برای است. حدی توزیع دارای راه پیما دید از محیط ،Eρ < ۱ شرط تحت می دهد،

است. شده بیان نویسنده» نزد «محفوظ اثبات هایی با جزئی نتایج نیز

همگن سازی اسم به آن با مرتبط حوزۀ و (RWRE) نظریۀ در اولیه کارهای می توان را بالا موارد

در تصادفی محیط در تصادفی قد م زدن کرد. محسوب تصادفی ضرایب با دیفرانسیلی عملگرهای

افراد و [۲۱] کوپیاینن و بریکمون دست به عمده ای پیشرفت و دارد نیاز مختلفی فنون به بالاتر ابعاد

کنید). مراجعه [۱۱۶] مقالۀ مراجع به (همچنین است شده حاصل دیگری

که می آید پیش زمانی گونه ها این از یکی دارد. وجود (RWRE) مسائل از مختلفی انواع

در هری کار باشد؛ مشبکه، یک از بخشی یا درخت یک مانند تصادفی، گراف یک روی قدم زدن

محیط تحول دیگر، دستگاه  های در شده اند. خلاصه ۷ .۷ و ،۶ .۷ ،۳ .۶ قضیه های در زمینه ها این

با تصادفی قدم زدن مدل در دارد. بستگی تصادفی قدم زدن مسیر به که است طوری زمان به نسبت

1Yakov G. Sinai 2annealed measure



۲۷۱ (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

عبور با وزن این و می گیرد صورت آن وزن به وابسته احتمالی با یال هر از عبور تقویت شده یال  های

«یک بار قدم زدنِ که داد نشان [K۱۶۸] لیمیک و دورِت همکاری با هری می یابد. افزایش یال آن از

به طور شروعش نقطۀ از راه پیما فاصلۀ و است، گذرا نوع از درخت یک روی [۴۱] در تقویت شده»

برای و است، گرفته قرار توجه مورد زمان همان از مدل این می یابد. افزایش زمان به نسبت خطی

می دهیم. ارجاع [۳۴] به را خواننده باره این در جدید نتایج

روی را نوعذره دو مرکباز یکدستگاه [K۱۹۲]کستن و سی دوراویچس، دن هولاندر، پایان، در و

دارد. بستگی ذره ۱‑نوع وجود عدم یا وجود به ذره ۲‑نوع یک پرش توزیع آن در که کردند Zdمطالعه

[K۶۸,K۷۵] پاپانیکولائو با هری مشترک مقالۀ دو فضازمانِ گسسته اند، برای بالا نتایج گرچه

مدلی در آن ها پیوسته اند. تصادفی محیط یک در پخش موضوع متوجه ۱۹۸۰ تا ۱۹۷۹ سال های در

آن در که گرفتند نظر در را ẋ(t) = v+ ϵF (x(t)) تصادفی دیفرانسیل معادلۀ متلاطم پخش برای

همواری. شرط یک در صادق و است صفر میانگین با مانا فرایند یک F و ثابت برداری v ̸= ۰

و تصادفی، شتاب است. حدی ،ϵ ↓ ۰ وقتی پخشندگی، خاصیت که است این آن ها اصلی نتیجۀ

وقتی می کنند ثابت آن در که است [K۷۵] موضوع d ≥ ۳ بعد برای ẍ(t) = ϵF (x, ẋ) معادلۀ

می شود. همگرا پخش فرایند یک به x تابع ϵ ↓ ۰

محدود پخش با انبوهش ۶ .۳

و درخت گونه رشد که است این بر باور که است تصادفی مدل یک محدود پخش با انبوهش۱

برای را آن [۱۲۲] ساندر و ویتن که موضوعی می دهد، نشان خود از را توانی قانون همبستگی های

ببینید). را ۱ (شکل کردند مطرح متناهی حجم های

محدود پخش با دوبعدی انبوهش یک شبیه سازی .۱ شکل

1aggregation



احتمال/گریمت نظریۀ در کستن هری نقش ۲۷۲

روی رشد حال در خوشۀ یک برای محدود پخش با انبوهش مدل مورد در را هری نتایج اکنون

می کنیم. بیان d ≥ ۲ شرط با Zd مشبکۀ

شرط به می گیرد. صورت زیر به شرح رشد شهودی، به لحاظ باشد. Zd مبدأ A۰ کنید فرض

به هنگامی که آن توقف و بی نهایت» «در تصادفی قدم زدن یک شروع با ،An مجموعۀ بودن معلوم

می آید. An+۱به دست Anمجموعۀ به نقطه آن کردن اضافه سپس و Anرسید مجاورت در نقطه ای

سپس و کنیم شروع x نقطۀ از که دانست معنی این به می توان را بی نهایت»۱ در «رهاشدن مفهوم

اصابت An به ۱ احتمال با تصادفی قدم زدن این ،d = ۲ وقتی دهیم. میل بی نهایت به را |x|

را شرط اخیر، حالت در است. صفر An به اصابت حدی احتمال d ≥ ۳ برای درحالی که می کند،

می توان را روش این می رسیم. مذکور حد به ∞ به |x| دادن میل با و می هیم قرار An به اصابت

.([K۹۷,K۱۱۹]) کرد بیان صوری طور به هارمونیک اندازۀ از استفاده با

مجموعۀ یک مثل An که می دهد نشان دیگر پژوهش  های و [۱۲۲] رایانه ای شبیه سازی های

ذرۀ که دارد تمایل آغوشش و می یابند گسترش فضا سراسر در که بازوهایی با می کند رشد برخال

بردن کار به اثر این اندازه گیری راه های از یکی بیندازد. دام به است دور مبدأ از اینکه با را ورودی

که است این بر باور و ،rad(An) = max{|a| : a ∈ An} تعریف با است An شعاع

نتیجه هم محیطی نابرابری از است. ثابت عددی α آن در که می کند رشد nα به صورت rad(An)

.d−۱ ≤ α ≤ ۱ که دارد وجود αای که می گیریم

مفهوم به زیر نامساوی به طوری که دارد وجود C = C(d) ثابت .([K۹۸,K۱۱۳]) ۱۰ .۳ قضیه

است برقرار حتمی تقریباً نهایتاً

rad(An) ≤
{
Cn۲/(d+۱) d ≥ ۲, d ̸= ۳
C(n log n)۱/۲ d = ۳.

بهبود rad(An) ≤ Cn۱/۲(log n)۱/۴ به صورت لولر را d = ۳ حالت در گفته شده کران

بهترین سال۱۹۹۰) (به ۱۰ .۳ قضیۀ نتایج موضوع، این به توجه با .[۲ ·۶ ·۱ قضیۀ ،۹۳] است داده

کران هیچ فعلا است. شده پیدا Zd در محدود پخش با انبوهش برای تاکنون که است دقیقی نتایج

نداریم. دست در α برای نابدیهی پایینی

1release at infinity



۲۷۳ (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

رابطۀ در ۱/α «اندازۀ» آن در که rad(An) ∼ Cnα که می آید بر چنین شبیه سازی ها از

۱
α

≈

 ۱٫۷ d = ۲
d۲ + ۱
d+ ۱

باشد بزرگ d

ببینید. را [۱۱۹] مثال، برای می کند. صدق

تصادفی چشم انداز در تصادفی قدم زدن ۷ .۳

کردند. مطرح [K۶۹] اشپیتسر و کستن را تصادفی۱ چشم انداز در تصادفی قدم زدن می رسد به نظر

تجمعی چشم انداز Wn =
∑n

i=۱ ξ(Si) و iid تصادفی متغیرهای {ξ(x) : x ∈ Z} کنید فرض

باشد، نرمال شده مناسب به طور وقتی ،(Wn) فرایند باشد. (Sn) مستقل تصادفی قدم زدن یک

فرایندی به باشند، پایدار قوانین ربایش دامنه های به متعلق Xi قدم های و ξ(x) که فرض این با

می شود. همگرا خودمشابه

چشم انداز فرایندهای ارگودیک نظریۀ ،[۸۸] دِن هولاندر و کین و [۸۷] کاستلین ازجمله بسیاری،

دادند. بسط می شوند نظاره تدریجاً تصادفی قدم زدن توسط که را

شده فرض است شده مطرح اخیراً که تصادفی چشم انداز در تصادفی قدم زدن مسئلۀ یک در

تصادفی راه پیمای یک آیا دارد. وجود G گراف روی ξ, ξ′ ممکن چشم اندازِ دو فقط که است

کدام یک که بگیرد تصمیم می تواند آن موضعی چشم انداز پیاپی مشاهدۀ با G = (V,E) روی

به صورت چشم اندازها مجموعۀ سؤال این تصادفی تفسیر در است؟ درست چشم انداز دو این از

حاصل ضرب اندازۀ براساس η ∈ Ξ تصادفی چشم انداز یک و ،Ξ(k) = {۰, ۱, . . . , k}V

وقتی و دارد، تعریف به نیاز چشم اندازها» بین «تمایز مفهوم می شود. انتخاب Ξ(k) روی یکنواخت

می رسیم. کستن و بنیامینی از زیر قضیۀ به شد، تعریف

،ξ ∈ Ξ(۱) ثابت چشم انداز هر و ،k = ۱ ،G = Z,Z۲ برای [K۱۴۲] (الف) .۱۱ .۳ قضیه

است. ξ از قابل تشخیص  η هر تقریباً

به ξ ∈ Ξ(k) چشم انداز از مبدأ در ξ(۰) مقدار تغییر با ξ̂ Gو = Z کنید فرض [K۱۴۴] (ب)

قابل تشخیص اند. η̂ و η همچنین .η ∈ Ξ(k) هر برای تقریباً آنگاه k ≥ ۵ اگر آید.  دست

متعلق آن از بخشی که است کرده زیادی پیشرفت های مختلفی جهت های در زیبا مسئله این
1random walk in random scenery (RWRS)
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این به مربوط منابع دیدن برای است. هری، دکترای سابق دانشجویان از یکی ماتسینگر، هنری به

می کنیم. توصیه را [۹۸] موضوع

تصادفی ماتریس های حاصل ضرب ۴

و بودند مربی پرینستون دانشگاه در ۱۹۵۸ −۱۹۵۹ تحصیلی سال فورستنبرگ هیلل و کستن هری

فهرست شدۀ اثر ۱۹ از یکی ،[۱۵] مقالۀ در بلمن شدند. علاقه مند زمان آن در بلمن کارهای به همانجا

ماتریس n حاصل ضرب مجانبی رفتار برای نتایجی ،MathSciNet پایگاه در ۱۹۵۴ سال در بلمن

میزان به را نتایج این توانستند کستن و فورستنبرگ بود. کرده ارائه ۲× ۲ مرتبۀ از مستقل تصادفی

و «دشوار را آن بلمن که مقاله ای دهند؛ گسترش است معروف اکنون که مقاله ای در قابل توجهی

است. کرده وصف مبتکرانه»

تصادفی ماتریس های از مانایی ارگودیگ دنبالۀ . . . ،M۲ ،M۱ کنید فرض .([K۱۳]) ۱ .۴ قضیه

در Yn = MnMn−۱ · · ·M۱ در این صورت، .E log+ ∥M۱∥ < ∞ به طوری که باشد d× d

E = داریم آن در که می کند صدق حتمی) تقریباً معنای (به lim
n→∞

۱
n log ∥Yn∥ = E رابطۀ

. lim
n→∞

۱
nE(log ∥Yn∥)

.∥A∥ = maxi
∑

j |aij | یعنی است، A = (aij) ماتریس سطری نرم ∥A∥ اینجا در

است. برقرار Mn روی مناسب شرایط تحت نیز مرکزی حد قضیۀ یک

نظریۀ اسم به چیزی پیش گویی اما کرده اند، استفاده زیرجمعی  ویژگی از بررسی این در آن ها

برهان های بعداً که نظریه ای بودند، نکرده ببینید) را ۷ .۷ (بخش را زیرجمعی تصادفی فرایندهای

چندین که را [۱۰۳] اُسلدک ضربی ارگودیک قضیۀ داد. دست به آن ها نتایج از برخی برای کوتاهی

گرفت. نظر در [K۱۳] نتایج تعمیم به نوعی می توان شد مطرح آن از بعد سال

در که کرد، مطالعه را Yn =MnYn−۱+Qn تصادفی بازگشتی رابطۀ [K۵۲] مقالۀ در هری

او dتایی اند. بردارهای Yn و ،d× d ماتریس های از هم توزیع و مستقل زوج های (Mn, Qn) آن

تصادفی، محیط های در تصادفی قد م زدن ازجمله مختلفی زمینه های در معادلاتی چنین که می کند اشاره

فرهنگی توارث و تکامل برای مدل هایی و کنترل، نظریۀ تصادفی، محیط یک در شاخه ای فرایندهای

او نتایج است. M۱M۲ · · ·Mn حاصل ضرب های رفتار بررسی مطالعه، این کلید می دهند. رخ

نزدیک دارد. تصادفی ماتریس های حاصل ضرب برای جدیدی نظریۀ و پایدار قوانین با ارتباطاتی
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نتیجه این و داد، قرار Y d
=MY +Q تصادفی معادلۀ ،(d = ۱ (وقتی مقاله آن اصلی موضوع

و آمار، احتمال، به بسیاری توجه ایجاد باعث مقاله آن باشد. دم سنگین می تواند Yای چنین که

نسل چندین شد باعث کستن تحسین  برانگیز «مقالۀ :[۲۳] نویسندگان قول به شد، مالی ریاضیات

کنند». کار نزدیکی بسیار موضوعات روی پژوهشگران از

بود، [پوتْلاچ]۱ گعده فرایند آن انگیزۀ که پژوهشی، در [K۸۵] اشپیتسر و کستن آن، از بعد

به ویژه کردند، بررسی را مستقل نامنفی تصادفی ماتریس های حاصل ضرب های ضعیف همگرایی

صفر ماتریس که حدی به نرمال سازی، بدون حاصل ضرب، آن تحت که آوردند دست به را شرایطی

می شود. همگرا ضعیف به طور نیست

ازخودگریز قدم زدن  های ۵

نشده عبور یک بار از بیش رأسی هیچ از آن در که است مسیری گراف یک روی ازخودگریز قدم زدن

مطرح بلندزنجیر بسپار برای ساده مدل یک به صورت [۱۰۲] اور را ازخودگریز قدم زدن  های  است.

مهمی ترکیبیاتی مسئلۀ مشخص گراف یک روی آن ها شمارش مسئلۀ و ببینید)، را [۵۶] (کتاب کرد

است. فیزیک در هم و ریاضیات در هم پیامدهایی با

ازخودگریز قدم زدن  های  تعداد χn و ،d ≥ ۲ شرط با d بعدی ابرمکعبی مشبکۀ Zd کنید فرض

مجانبی رفتار بیان تعداد این شمارش در اصلی مسئلۀ می شوند. شروع مبدأ از که باشد n گامی

.n به طول «نوعی» ازخودگریز قدم زدن  یک شعاع تعیین همچنین و ،n → ∞ وقتی است χn

«ثابت که دادند نشان و کردند استفاده زیرجمعی ویژگی از [۷۳] وزین مقالۀ در مورتن و همرزلی

یعنی این و می شود تعیین n → ∞ وقتی ۱
n logχn → log κ رابطۀ از κ = κ(Zd) اتصال»

.χn = κn(۱+o(۱))

۵۰ طی که پیشرفت هایی علی رغم و کرده اند، پیدا شهرت دشواری در ازخودگریز قدم زدن  های 

حد قضیۀ وجود با مثال، برای نمی دانیم. آن ها از زیادی چیزهای هنوز است شده حاصل بیشتر و سال

همچنان n → ∞ وقتی χn+۱/χn → κ اینکه اثبات ،۱۹۶۳ سال به هری به منسوب نسبت

است. نشده حل مسئلۀ یک

.d ≥ ۲ کنید فرض .۱ .۵ قضیه

ثابتی برای مبدأ، از شروع با Zd روی χn nگامی ازخودگریزِ قدم زدن های تعداد [K۲۴] (الف)
1potlatch
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می کند. صدق
∣∣∣χn+۲
χn

− κ۲
∣∣∣ ≤ An−

۱
۳ شرط در A مانند

.χn ≤ κn exp
(
Bn۲/(d+۲) log n

)
داریم ،B مانند ثابتی برای [K۲۸] (ب)

ازخودگریز قدم زدن از بخشی آن در که شد اثبات جراحی یک از استفاده با (الف) قسمت

تعدد و است دوبخشی Zd که است این ۲ عدد شدن ظاهر علت شد؛ جایگزین دیگر بخشی با

آن اکنون که کرد ارائه روشی اثبات این در هری می شود. حفظ جراحی این در طول یک بخش های

است. بوده سودمند بسیار زمینه ها از بسیاری در زمان همان از و می نامند کستن» الگوی «قضیۀ را

یک در یک بار از بیش بتواند که متوالی قدم k از پیکربندی هر که است این از حاکی قضیه این

قدم زدن  های همۀ در aای، > ۰ به ازای an بار، حداقل باید شود، ظاهر n گامی ازخودگریزِ قدم زدن

دهد. رخ می افتند، اتفاق کم» نمایی «به طور که آن هایی به جز ازخودگریز

بالا کران های یافتن ،χn ≥ κn که می شود نتیجه زیرجمعی بودن از به سادگی اینکه علی رغم

،d ≥ ۲ هر برای که بودند کرده ثابت [۷۴] وِلش و همرزلی قبلا است. مشکل تر χn روی

برای است حکم این بهبودیافتۀ صورت ۱ .۵ قضیۀ (ب) قسمت و ،χn ≤ κn exp
(
Bn

۱
۲

)
دست به n

۱
۲−ϵ مرتبۀ از بهبودیافته توان یک که ۲۰۱۸ سال در [۴۷] انتشار از قبل تا .d ≥ ۳

در [۷۷, ۷۸] اسلید و هارا بود. d = ۲ حالت در نابرابری بهترین همرزلی‑وِلش  نابرابری داد،

می داد نتیجه d ≥ ۵ برای که کردند پیدا ازخودگریز قدم زدن  های برای توری مانند۱ بسط ۱۹۹۲ سال

است. بالا کران بهترین همچنان ،d = ۳, ۴ برای بالا، قضیۀ در (ب) قسمت .χn ∼ Cκn

[K۲۸] در او اما ، است کرده بیان را (ب) قسمت هری است، آمده [۶۹ ص  ،۹۷] در همان طور که

پیدا بهتری و دقیق تر نابرابری دیگران بود امیدوار زیراکه کرد اثبات را ضعیف تری کران وجود فقط

کنند.

پژوهش های مهم موضوعات از یکی دوبعدی مشبکه های روی ازخودگریز قدم زدن  های نظریۀ

اتصال ثابت که کردند اثبات را دیرینه حدس این [۴۹] اسمیرنوف و دومینیل‑کوپاَن است. جاری

بین دقیق ارتباطی و می کند، صدق κ(H) =
√

۲ +
√

۲ رابطۀ در H شش ضلعی مشبکۀ

تغییر با که، مطلب  این اثبات کردند. ارائه همدیس ناوردایی و دوبعدی ازخودگریز قدم زدن  های

به n → ∞ وقتی H در n گامی یکنواختِ تصادفی ازخودگریز قدم زدن یک مناسب، مقیاس

است. معروفی حل نشدۀ مسئلۀ است، همگرا SLE ۸
۳

1lace expansion
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شاخه ای فرایندهای ۶

بیئنمه‑گالتون‑ فرایند بگوید، داشت دوست آخر سال های در هری آن طورکه (یا شاخه ای فرایند

خانواده ای دارای فرد هر مدل این در است. جمعیت رشد برای تصادفی مدل مهم ترین واتسون۱)

می كند. پیروی توزیع یک از مستقل به طور خانواده ها اندازه های و است، فرزندان از متشکل

منشأ همچنان و گرفته اند قرار استفاده مورد کاربردی زمینه های از بسیاری در شاخه ای فرایندهای

هستند. شگفت انگیزی ریاضی مسائل

.µ = E(Z۱) <∞ و ،Z۰ = ۱ باشد، شاخه ای فرایند یک nام نسل اندازۀ Zn کنید فرض

جمعیت رشد نرخ میانگین می توان را µ از این رو، ،E(Zn) = µn که می شود مشاهده به راحتی

برای به این معنی که می شود؛ منقرض به طورحتم تقریباً Z فرایند که حکم این اثبات گرفت. درنظر

کارشناسی دورۀ در تمرینی نیست صفر ،µ < ۱ اگر و ،Zn
a.s.
= ۰ آنگاه µ < ۱ اگر بزرگ، nهای

احتمال دوم، حالت در است. ببینید) را [۲] است، ۱۹۳۰ سال به استفنسن و کریستنسن به (منسوب

هریس تأثیرگذار کتاب در دیگری متعدد مطالب و حالت ها این می شود. محاسبه به راحتی η انقراض

از بیش با «چندنوعی» فرایندهای از شرحی کتاب آن است. شده داده توضیح ۱۹۶۳ سال در [۸۰]

دارد. نیز را فرد نوع یک

او شناخته شدۀ کار مبسوط ترین شاید نوشت. شاخه ای فرایندهای مورد در مهمی مقاله های هری

چندنوعی شاخه ای فرایندهای با رابطه در که استیگم با مشترک کار سه از یکی باشد، [K۳۴] مقالۀ

[۹۵] لوینسون کار آن ها .[K۳۳,K۳۴,K۳۸] است شده نوشته ۱۹۶۶ سال حدود در و است

روی لازم وکافی شرایط و دادند بسط را زبربحرانی چندنوعی شاخه ای فرایندهای همگرایی مورد در

صرفاً فرایندهای برای حتی شرط این کردند. ارائه را Wn = Zn/µ
n متناظرِ مارتینگل میانگین

کرد. خواهیم بیان را ساده اش شکل همین و بود تازه نیز یک نوعی

µ := و Z۰ = ۱ شرط با شاخه ای فرایندی Z = (Zn) کنید فرض .([K۳۴]) ۱ .۶ قضیه

می کند صدق E(W ) = ۱ شرط Wدر = limn→∞Wn حتمی تقریباً حد باشد. E(Z۱) > ۱

۰ در η اندازۀ با اتم یک دارای W شرط، این تحت .E(Z۱ log
+ Z۱) < ∞ اگر تنها و اگر

است. مطلقاً پیوسته (۰,∞) بازۀ روی و است

[K۳۴] نویسندگان گفتۀ به و بودند، شده ثابت دوم گشتاور وجود شرط تحت نتایج این قبلا

1Bienaymé-Galton-Watson
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این دربارۀ جالبی بحث است. آن ها کار بدیع نکتۀ تنها E(Z۱ log
+ Z۱) < ∞ شرط یافتن

است. آمده [۹۶] در باره این در بیشتری نتایج و مطالب

بحرانی شاخه ایِ فرایند یک انقراض سرعت [۱۲۴] یاگلوم و [۹۰] کولموگوروف مشهور قضایای

و نه کمک با هری می دهند. دست به انقراض عدم شرط به را آن ضعیف حد و (µ = ۱ (وقتی

شرط به را یاگلوم و کولموگوروف سوم گشتاور شرط «مرسوم»، ابزارهای از استفاده با اشپیتسر،

داد. تقلیل دوم گشتاور روی لازم وکافی

µ := و Z۰ = ۱ شرط با شاخه ای فرایندی Z = (Zn) کنید فرض .([K۳۲]) ۲ .۶ قضیه

،n→ ∞ وقتی آنگاه کند، صدق ۰ < σ۲ ≤ ∞ در σ۲ := var(Z۱) اگر باشد. E(Z۱) = ۱

nP(Zn > ۰) → ۲
σ۲ , P(Zn > nx | Zn > ۰) → e−۲x/σ۲

.

است. ویژگی های برخال  گونه با Z۲ از همبند زیرگرافی C̃ آغازین نامتناهی پرکولاسیون خوشۀ

اینکه نشان دادن به ویژه و است، آن روی تصادفی قدم زدن واریانس مطالعۀ C̃ هندسۀ درک راه یک

مقالۀ در که است مسئله این حل تدارک برای هری شاید ببینید). را ۴ .۷ (بخش است زیرپخشی

مشروط بحرانی شاخه ایِ فرایند یک خانوادگی شجرۀ روی تصادفی قدم زدن از شرحی [K۹۴] خود

چنین اند. او نتایج است. آورده را انقراض عدم به

و Z۰ = ۱ شرط در که باشد بحرانی شاخه ایِ فرایند یک Z کنید فرض .([K۹۴]) ۳ .۶ قضیه

عدم به مشروط و Z قانونِ با ریشه دار درخت یک T و می کند، صدق ۰ < var(Z۱) < ∞

نَوردیِ احتمال اندازۀ P و T روی تصادفی قدم زدن یک X = (Xn) کنید فرض باشد. انقراض

ضعیف به طور n−
۱
۳h(Xn) که است به گونه ای h(Xn) ارتفاع در این صورت، باشد. X با متناظر

است. همگرا ۰ در بدون جرم توزیعی به (P (تحت

اصل یک آن با متناظر هری است. حل نشده مسئله ای سردایشی۱ اندازۀ برای بالا حکم بیان

یک فقط زمان این در «ما نوشته است: و است کرده بیان [K۹۴] در اثبات بدون را ناوردایی

. . . می کنیم محدود زیر ضعیف تر نتیجۀ به را خود بنابراین و داریم [. . .] از طولانی خیلی اثبات

حدس با n
۱
۳ ضریب با مقیاس دهی انقراض، عدم به مشروط بحرانی، شاخه ایِ فرایند حالت در .«

.[۵] دارد مطابقت الکساندر‑اورباخ

1quenched
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بحرانی شاخه ایِ فرایند یک به وابسته T درختی خانوادۀ روی را خود کار مقاله چندین در هری

آب شناسی در کاربردی دربارۀ [K۱۳۴] شاخه ای، براونی حرکت دربارۀ [K۶۳] ازجمله داد؛ ادامه

برگ های تعداد و ارتفاع توأم توزیع برای مجانبی رابطۀ یک [K۱۴۸] پیتل و کستن رودخانه. حوضۀ

کردند. اثبات T

را، شاخه ای فرایند یک از Tn درختی خانوادۀ [K۱۱۶] در وِیمایر و دورِت کمک با هری

ارتفاع رشد چگونگی تعیین کار این از هدف کرد. مطالعه باشد، n برابر کل اندازۀ اینکه به مشروط

کشف را روشی آن ها باشند. شده منسوب iid وزن های Tn یال های به حالتی که در بود Tn وزن دار

در دوباره هری داشت. بستگی وزن توزیع توانی قانونِ به سؤال این به پاسخ آن طبق که کردند

بحرانی شاخه ایِ تصادفی قدم زدن یک به عنوان را آن و کرد توجه یالِ وزن دار فرایندِ این به [K۱۳۸]

فرض می شود. v اسم به والدش جانشین ⟨v, w⟩ متناظر یالِ وزن با w رأس آن در که گرفت نظر در

به مشروط باشد، داشته صفر میانگین یال ها وزن اگر باشد. nام نسل جانشینی ماکسیمم Mn کنید

همگرا توزیع به نسبت n−
۱
۲Mn دنبالۀ آنگاه ،β ∈ (۰,∞) آن در که ،βn زمان در انقراض عدم

مارِ دربارۀ لوگال۲ نتایج و پیوستار تصادفی درخت دربارۀ آلدس۱ نتایج با موضوع این می شود.

دارد. ارتباط براونی

در ژن» جایگاه یک در انتخاب بدون تخمی «جهش برای احتمالاتی مدل یک [K۵۰] در هری

مدل این برای همگرایی قضیۀ یک فنی، کاملا فرضی تحت او، کرد. بررسی را جمعیت توارث زمینۀ

است. زبربحرانی شاخه ای فرایندهای برای اصلی حدی قضیۀ برای تعمیمی که کرد اثبات را

گریمت با هری آثار در مهم نکتۀ شاخه ای فرایند یک هندسۀ به مربوط برآوردهای که شد معلوم

استخراج به منظور [K۱۰۹] در او .([K۸۲,K۱۶۵]) کامل اند گراف های الکتریکی مقاومت دربارۀ

شاخه ای فرایند یک برای مفصلی مجانبی روابط کانتور تصادفی مجموعه های تصویرهای ویژگی های

آورد. دست به نامتناهی شمارا انواعی با زبربحرانی

پرکولاسیون نظریۀ ۷
بعد دو در بحرانی احتمال ۱ .۷

مشبکۀ بحث، کردن ملموس برای بی نظم. محیط یک برای است متعارف مدلی پرکولاسیون فرایند

را Zd یال یک .p ∈ [۰, ۱] کنید فرض و بگیرید نظر در d ≥ ۲ شرط با را Zd d بعدی ابرمکعبی

1Aldous 2Le Gall



احتمال/گریمت نظریۀ در کستن هری نقش ۲۸۰

دارند. مستقل حالت های مختلف یال های می نامیم، بسته را آن درغیر این صورت و باز p احتمال با

برای به ویژه و گفت، می توان چه ( ۲ شکل (مانند باز یال های توسط القاشده زیرگراف هندسۀ مورد در

است؟ نامتناهی خوشۀ یک دارای گراف این p از مقادیری چه

p = ۰٫۵۱ به ازای Z۲ روی بندی پرکولاسیون شبیه سازی .۲ شکل

جالب مسائل از منبعی هم پرکولاسیون است، کرده بیان [K۸۰] پیشگفتار در هری همان طور که

از پرکولاسیون ریاضی نظریۀ است. فیزیک در فاز گذارهای نظریۀ در اصلی موضوع های از یکی هم و

برای مدلی مثل تصادفی، محیط یک طریق از پخش پدیدۀ درخصوص [۲۲] همرزلی و برودبنت کار

حاضر حال در پرکولاسیون نظریۀ است. گرفته سرچشمه صورت، ماسک یک میان از ذرات انتقال

جدید تکنیک های آزمایش برای بستری و برهم کنشی دستگاه  های بررسی در ریاضیات کلیدی ابزاری

نظریه ای هم اکنون که تصادفی، مسطحۀ هندسۀ نظریۀ در به ویژه دوبعدی پرکولاسیون نظریۀ است.

است. داشته بارز نقشی است، توجه مورد

تعریف با تابعی پرکولاسیون احتمال

θ(p) = Pp(گیرد قرار نامتناهی باز خوشۀ یک در (مبدأ

به صورت بحرانی احتمال و است

pc(Zd) = sup{p : θ(p) = ۰}

از کلی شرحی (برای ۰ < pc(Zd) < ۱ ،d ≥ ۲ وقتی که است این مهم نکتۀ می شود. تعریف

سرکش مسئله ای ،d ≥ ۳ برای ،pc(Zd) دقیق محاسبۀ طبیعی مسئلۀ ببینید). را [۶۲] پرکولاسیون

مربعی، مشبکۀ خوددوگانی ویژگی به دلیل زیرا است، خاص بسیار d = ۲ حالت بااین همه، است.

کرد. اثبات را موضوع این ۱۹۸۰ سال در هری می شود. تقویت pc(Z۲) = ۱
۲ معروف حدس



۲۸۱ (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

.pc(Z۲) = ۱
۲ احتمالبحرانیپرکولاسیونبندیرویمشبکۀمربعیبرابراستبا .([K۷۰]) ۱ .۷ قضیه

کرد ثابت [۷۹] هریس سال، آن در می رسد. ۱۹۶۰ سال به حداقل pc(Z۲) = ۱
۲ حدس تاریخ

مثبت همبستگی نابرابری و هوشمندانه هندسی استدلال یک از استفاده با آنجا از و θ(۱
۲) = ۰ که

شبیه سازی های هستند. ماندگاری اهمیت دارای استدلال ها این دوی هر ،pc(Z۲) ≥ ۱
۲ داد نشان

مدرک «چه می گفت: (او می داد نشان ۱
۲ از کمتر اکیداً را نظر مورد مقدار داد انجام همرزلی که عددی

وِلش و سیمور۲ و روسو۱ از مهمی مقالات باشد»). داشته وجود می تواند pc(Z۲) = ۱
۲ برای بهتری

دقیق» «آستانۀ ایدۀ آن در او که مقاله ای داد، سوق [K۷۰] مشهورش مقالۀ به را هری که داشت وجود

مفهوم بعد، به زمان آن از آورد. دست به ۱ .۷ قضیۀ برای اثباتی آن براساس و کرد کمی سازی را

حالت های در مستقلا آن ها اخلاف و ،[۱۱۷] تالاگراند ،[۸۵] لینیال و کلای، کان، را «تأثیر» مرتبط

کردند. تعریف اصولی به صورت کلی

برای اکراه بدون که است بعد دو در پرکولاسیون مورد در قابل توجه اثری [K۸۰] هری بعدی اثر

بخشیدند بالایی اعتبار پرکولاسیون به [K۷۰,K۸۰] اثرِ دو بود. شده گرفته نظر در ریاضی دانان

محاسبۀ شدند. کلی تر، ابعاد سپس و بعد دو برای ابتدا مستمر، فعالیت از دوره ای آغاز باعث و

،[۶۹] هم شعاع۳ گراف های از بزرگ خانواده ای روی پرکولاسیون به بعدها ۱ .۷ قضیۀ در یادشده دقیق

شعاع با محیطی۴ دایره ای در قرارگرفتن به واسطۀ آن وجه هر R۲ که در نشانده شده گراف های یعنی

مدل های بحرانی نقاط به را دقیقی مقادیر چنین بعداً است. یافته گسترش است، محدب معین

.[۴۸] دادند تعمیم هم شعاع گراف های روی تصادفی‑خوشه ای

بِرخ‑کستن دن  وان  نابرابری و مجزا رخداد ۲ .۷

دارند. فیزیک و ریاضیات در بی نظم دستگاه  های نظریۀ در مهمی بسیار نقش همبستگی نابرابری های

که است FKG(‑ريسه) معروف نابرابری پركولاسيون، برای نابرابری هایی چنین از نمونه مهم ترین

بررسی هنگام بِرخ، دن  وان  مربوط اند. یکدیگر به مثبت به طور صعودی پيشامدهای می دهد نشان

کرد. اثبات هری با مشترکاً را آن و کرد مطرح را حدسی نابرابری، یک عکس جهت

کنید فرض باشد. P حاصل ضربی اندازۀ به مجهز Ω = {۰, ۱}E و |E| < ∞ کنید فرض

و ω ∈ Ω برای باشند. (Ω,P) متناهی حاصل ضرب فضای در صعودی پیشامدهای B و A

دیگر جاهای در و است F روی ω برابر که باشد پیکربندی ای بیانگر ωF کنید فرض ،F ⊆ E

1Russo 2Seymour 3isoradial 4circumcircle



احتمال/گریمت نظریۀ در کستن هری نقش ۲۸۲

به صورت A ◦B مجزای رخداد پیشامد است. صفر برابر

A ◦B = {ω ∈ {۰, ۱}E : ωF ∈ A ωE\Fو ∈ B Fبه طوری که ⊆ E دارد {وجود

می شود. تعریف

.P(A ◦B) ≤ P(A)P(B) ،A,B ⊆ Ω صعودی پیشامدهای برای .([K۸۷]) ۲ .۷ قضیه

است. متعدد سودمند کاربردهای با وسوسه انگیز و ظریف نتیجۀ یک «BK «نابرابری این

بِرخ دن  وان  است. داده تعمیم پیشامدها صعودی بودن فرض بدون را نابرابری این [۱۰۵] ریمر

روی یکنواخت اندازۀ یک P جای به آن در که [۱۶] کردند اثبات را ۲ .۷ قضیۀ از صورتی یوناسون و

است. شده گذاشته مفروضی ثابتِ اصلی عدد با E زیرمجموعه های

نامتناهی خوشۀ یکتایی ۳ .۷

این چندتا؟ اما دارد، وجود نامتناهی باز خوشۀ یک حداقل حتمی تقریباً به طور ،p > pc وقتی

است، کلی بسیار آن اثبات داد. پاسخ نیومن و آیزنمان با مشترک کاری در هری را یکتایی مسئلۀ

می کنیم. بیان Zd روی بندی پرکولاسیون مدل برای فقط را قضیه اینجا در اما

بگیرید. نظر در p ∈ [۰, ۱] و d ≥ ۲ شرط با Zdرا روی بندی پرکولاسیون .([K۹۵]) ۳ .۷ قضیه

Pp(Nصدقمی کند. = ۱) = Pp(Nیا۱ = ۰) = نامتناهیدرشرط۱ Nتاازخوشه هایبازِ تعداد

مقاله این اما کرد، خارج دور از را [K۹۵] مقالۀ زود خیلی [۲۴] کین و برتون ظریف استدلال

در «دوبازویی» نمای دربارۀ پایین کران برای ،مثلا کمی، برآوردهای در مهم مرجعی به عنوان همچنان

برجاست. پا ،[۲۸]

و او است. کرده تحقیق Zd زیرگراف های روی بلند مدت مدل های یکتایی روی هری همچنین

احتمال با j و iست هایب آن در که را [۱۱۰] از خاصی محاسبات [K۱۱۱] در ،d = ۱ برای دورِت،

(و بلندمدت پرکولاسیون در دادند. تعمیم ۱−است، مرتبۀ از همگن تابعی p و متصل اند هم به p(i, j)

i بست های بین بی سو یالِ یک باشد. متقارن p : Zd → [۰, ۱] کنید فرض همگن)، فضایی نظر از

است؟ همبند به طورحتم، تقریباً بعدی، تصادفی گراف وقت چه می گیرد. قرار p(j− i) احتمال با j و

(تحت
∑

z p(z) = ∞ که است این لازم وکافی شرط [۶۶] مارستراند و کین، گریِمت، نتایج بنابر

زیرفضاهایی برای آنجا در به کاربرده شده استدلال .(p تکیه گاه روی تحویل ناپذیری معمول فرض یک



۲۸۳ (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

روش های نمی رسد به نظر همچنین و می شود، مواجه شکست با e ≥ ۱ شرط +Zd−e×Zeبا به شکل

داده نشان [K۱۲۲] در هری گرفت. کار به بتوان را e ≥ ۱ و d ≥ ۲ برای [۲۴, ۸۶] و [K۹۵]

است. کافی هم و لازم هم مشابه مجموع پذیری شرط یک که است

تصادفی قدم زدن و آغازین وضعیت ۴ .۷

،d ≥ ۳ هر برای اینکه اثبات ،θ(۱
۲) = ۰ داریم d = ۲ وقتی است کرده ثابت [۷۹] هریس گرچه

با ،d ≥ ۱۱ برای را جواب حاضر حال (در است نشده هیچ کس تسلیم تاکنون θ(pc(Zd)) = ۰

فیزیکدانان بین در .([۵۵] می دانیم ،[۷۶] در مذکور توری مانند بسط بهبودیافتۀ صورت از استفاده

داشت. طرفدارانی است نامتناهی» «تقریباً p = ۱
۲ وقتی بزرگ دوبعدی خوشۀ یک که نظر این

بود. حدی قضیۀ جفت یک گمان، و حدس این به هری پاسخ

یک بیانگر C کنید فرض و بگیرید نظر در را Z۲ روی بندی پرکولاسیون .( [K۹۰]) ۴ .۷ قضیه

همگرایند: ν یکسان حدهای به زیر شرطی احتمال اندازۀ دو باشد. ۰ مبدأ شامل باز خوشۀ

یک راه از ۰ که است پیشامد این بیانگر Kn آن در که ،n → ∞ وقتی P ۱
۲
(· | Kn) (۱)

است. متصل ۰ از n فاصلۀ با مشبکه از نقطه ای به باز مسیر

.p ↓ ۱
۲ وقتی Pp(· | است نامتناهی C) (۲)

می شود. نامیده آغازین نامتناهی خوشۀ (ν اندازۀ به نسبت مبدأ در C̃ باز خوشۀ (و ν اندازۀ

برحسبP‑احتمال را آن جرمی۱ بعد هری است، نشده درک به درستی هنوز C̃ برخالی ماهیت هرچند

است. متصل [n,∞)× Z نیم فضای به مبدأ آن برای که آورد دست به πnای

داریم n به نسبت یکنواخت به طور ،ϵ ↓ ۰ وقتی .([K۹۰]) ۵ .۷ قضیه

ν

(
ϵ <

|C̃ ∩Bn|
n۲πn

<
۱
ϵ

)
→ ۱,

.Bn = [−n, n]۲ آن در که

در ηiای، > ۰ به ازای ،C۱n
− ۱

۲+η۱ ≤ πn ≤ C۲n
−η۲ نابرابری های اثبات با ۵ .۷ قضیۀ

اسپنسر و کستن، چیس، بورگس، را Bn بزرگ باز خوشه های اندازه های می شود. تکمیل [K۹۰]

1mass dimension



احتمال/گریمت نظریۀ در کستن هری نقش ۲۸۴

pc بحرانی نقطۀ به نزدیک p مقادیر از بازه ای برای را کار این آن ها کرده اند؛ مطالعه [K۱۶۳] در

آورده اند. دست به بسیاری مفروضات تحت ۳ ≤ d ≤ ۶ برای مشابهی نتایج و داده اند انجام

مطرح را تصادفی مورچۀ استعارۀ تصادفی مجموعه های هندسۀ کشف به منظور [۴۲] در ژِن دو

شروع مبدأ از که را X = (Xn : n ≥ ۰) تصادفی قدم زدن بالا، مقالۀ دنبالۀ در هری، است. کرده

است. کرده مطالعه C̃ آغازین نامتناهی خوشۀ روی می شود

است. تَنگ۱ (n−
۱
۲+ϵXn : n ≥ ۰) قدم زدن ϵ > ۰ مانند مقداری برای .([K۹۴]) ۶ .۷ قضیه

.n−
۱
۲+ϵXn → ۰ ،n → ∞ وقتی به طوری که دارد وجود ϵای > ۰ به طور خاص،

گرفت. نتیجه می توان را X زیرپخشندگی می کند، رشد n
۱
۲ به صورت پخش فرایند یک ازآنجایی که

به مشروط بحرانی شاخه ای فرایند یک شجره نامۀ روی تصادفی قدم زدن با مرتبط مفصل تری نتایج

ببینید. را ۳ .۶ قضیۀ و [K۹۴] است؛ موجود انقراض عدم

تصادفی قدم زدن و آغازین نامتناهی خوشۀ موضوع شد منتشر Z۲ روی هری مقالۀ وقتی از

[۸۱] کتاب به مثال، برای است. کرده جلب به خود مختلف زمینه های در را زیادی توجه آن ها روی

که کرده اند پیش بیینی مشهوری حدس در [۵] اورباخ و الکساندر کنید. مراجعه آن در موجود منابع و

n→ ∞ وقتی باشد)، داشته وجود (اگر Zd آغازین نامتناهی خوشۀ Xروی تصادفی قدم زدن برای

است، برقرار ،d ≥ ۶ وقتی احتمال، این که است این بر باور .P(X۲n = ۰) ≈ n−
۲
۳ داریم

و کوزما (توسط است شده ثابت ،d ≥ ۱۱ به معنای امروزه که بزرگ، dهای برای فقط تاکنون اما

.([۵۵, ۸۱] و [۹۱] به کنید (نگاه ناخمیاس)

بازِ (زبربحرانی) پرکولاسیون خوشۀ روی تصادفی قدم زدن با ژِن دو هزارتوی» در «مورچه استعارۀ

غیر بیضوی تصادفی محیط در تصادفی قدم زدن یک از ملموس نمونه ای و دارد، ارتباط نیز نامتناهی

کرد. ثابت زمینه این در را زیر ابتدایی نتیجه ژانگ و گریمت با هری می دهد. دست به

باز خوشۀ روی تصادفی قدم زدن .p > pc(Zd) و d ≥ ۲ کنید فرض .([K۱۲۷]) ۷ .۷ قضیه

.d = ۲ اگر تنها و اگر است بازگشتی حتمی تقریباً به طور یکتای نامتناهی

قدم زدن این مرکزیِ حد نظریۀ و وضعیت تغییر احتمال های برای زمان آن از دقیقی برآوردهای

ببینید. را [۶, ۱۰] مقاله های زمینه این در اخیر کارهای برای است، آمده به دست تصادفی

1tight
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زبربحرانی پرکولاسیون ۵ .۷

است. زیربحرانی فاز در نمایی میرایی با دمی دارای p < pc وقتی |C| مبدأ در خوشه ای اندازۀ

کنترل آن سطح اندازۀ توسط حدودی تا |C| توزیع زیرا است، متفاوت وضعیت p > pc وقتی

اثباتی می آید. دست به مورد این برای کشیده شده نمایی توزیع یک هم محیطی نابرابری از می شود.

داریم β(p) > ۰ مانند مقداری برای می داد نشان داشت که وجود [۱] سویار و دلیون، آیزنمان، از

همان از که جدیدی، بلوکی روش با [K۱۱۴] ژانگ و کستن .Pp(|C| = n) ≥ e−βn
(d−۱)/d

دادند. نشان را نابرابری این مکمل است، شده واقع مفید زمان

مقادیری با γ و β تابع های .pc(Zd) < p < ۱ و d ≥ ۳ کنید فرض .([K۱۱۴]) ۸ .۷ قضیه

به طوری که دارند وجود (۰,∞) بازۀ در

e−βn
(d−۱)/d ≤ Pp(|C| = n) ≤ e−γn

(d−۱)/d
(n ≥ ۱).

pslab مشخص مقدار از بیشتر که p برای را یادشده بالایی کران فقط d ≥ ۳ برای [K۱۱۴] در

حد مارستراند و گریمت که شد حاصل زمانی p > pc برای کلی اثبات آورده اند، دست به است

مجانبی رابطۀ [۴] در چیس و چیس، الکساندر، بعداً کردند. اثبات [۷۰] در را pc = pslab
تختالی۱

d = ۳ برانگیزتر چالش حالت [۲۶, ۲۷] سرف و d = ۲ برای را مربوط وولف ساختار و دقیق

تحلیلی بودن اثبات در [K۱۱۴] کستن‑ژانگ ساختار که است شده ثابت اخیراً کردند. اثبات را

ببینید. را [۶۰] دارد؛ مهمی نقش d ≥ ۳ ابعاد در θ پرکولاسیون احتمال

مقیاس بندی نظریۀ ۶ .۷

همۀ آن در که (حالتی زیربحرانی فاز که می دهد نشان را تکینگی از نقطه ای pc بحرانی احتمال

دارد) وجود نامتناهی باز خوشۀ یک آن در که (حالتی زبربحرانی فاز از را متناهی اند) باز خوشه های

دارد. آماری فیزیک در فاز گذارهای با زیادی شباهت pc در تکینگی می کند. جدا

کلان تابع های مقیاس بندی، نظریۀ بنابر دهد. نشان را مبدأ حاوی باز خوشه ای C کنید فرض

χ(p) = Ep|C| خوشه اندازۀ میانگین و θ(p) = Pp(|C| = ∞) پرکولاسیون احتمال نظیر

می نامند. بحرانی» «نمای را آن ها از مناسبی توان که دارند |p− pc| به شکل pc در تکینگی هایی

.χ(p) ≈ (p− pc)
−γ و θ(p) ≈ (p− pc)

β ،p ↓ pc وقتی که است این بر باور کلی، به طور
1slab
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میانگین κ(p) آن در که ،ξ(p) ≈ |p− pc|−ν و κ′′′(p) ≈ |p− pc|−۱−α ،p→ pc وقتی

،p→ pc وقتی ،k ≥ ۱ برای همچنین است. همبستگی طول ξ(p) و بست هر در خوشه ها تعداد

Ep(|C|k+۱; |C| <∞)

Ep(|C|k; |C| <∞)
≈ |p− pc|−∆,

نیز قوی تری مجانبی رابطۀ (شاید شود تفسیر لگاریتمی به صورت باید ≈ مجانبی رابطۀ آن در که

باشد). برقرار

خوشۀ با مرتبط تصادفی متغیر چندین که است این بر انتظار ،p = pc وقتی مشابه، نحو به

،n, |x| → ∞ وقتی مشخص تر، به طور باشند. توانی قانون دم های دارای مبدأ در باز

Ppc(|C| = n) ≈ n−۱−۱/δ, Ppc(rad(C) = n) ≈ n−۱−۱/ρ

Ppc(۰ ↔ x) ≈ |x|۲−d−η.

توصیف را تکینگی ماهیت شد) یاد بالا در که موردی هشت ازجمله ) بحرانی نماهای مجموعۀ

مشبکه انتخاب به ولی است وابسته d بعد به آن ها مقادیر زیرا «جهان شمول» اند ظاهراً و می کنند

در رایج مقیاس بندی» «روابط در بحرانی نماهای که است این بر انتظار به علاوه ، نیست. وابسته

است. حل نشده مسئله ای کلی ابعاد در بالا موارد از هر یک اثبات تقریباً کنند. صدق آماری فیزیک

گرفته صورت بالا احکام اثبات جهت در ناقصی) (اما فوق العاده پیشرفت d = ۲ حالت برای

مطالعۀ اولیۀ پیشرفت بیان به [K۷۷] مقالۀ است. بوده برنامه این کلیدی بخش هری کار است.

که بود زمینه این در هری مقالۀ مهم ترین [K۱۰۲] شاید می پردازد. کلان تابع های (نا)همواری دقیق

ببینید). را ۳ (شکل است مقیاس بندی روابط دربارۀ

مقیاس بندی نظریۀ دربارۀ [K۱۰۲] هری مقالۀ از برگرفته پرکولاسیون، شکل از نمونه ای .۳ شکل
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باشند، داشته وجود ν و δ حدهای اگر .d = ۲ کنید فرض .([K۱۰۱,K۱۰۲]) ۹ .۷ قضیه

آنگاه

β =
۲ν
δ + ۱

, γ = ۲ν
δ − ۱
δ + ۱

, ∆ = ۲ν
δ

δ + ۱
, η =

۴
δ + ۱

, ۲ρ = δ + ۱.

برسند. به نظر بیهوده حدودی تا است ممکن جزئیات ذکر بدون و کلی شکل این در روابط این

مبنای که می سازد را روابط این زیربنای بحرانی و نزدیک بحرانی پرکولاسیون کردن مرتبط برای روشی

گرفته اصولی شکل [۱۰۰] در حدودی تا (که است احتمالاتی پیچیدۀ هندسی برآوردهای تعدادی آن

بحرانی نما های دقیق مقادیر اثبات از مهمی بخش ،۹ .۷ قضیۀ خود با همراه روش ها، این است).

هستند: T مثلثی مشبکۀ روی بستی پرکولاسیون برای

β =
۵
۳۶
, δ =

۹۱
۵
, γ =

۴۳
۱۸
, η =

۵
۲۴
, ν =

۴
۳
.

و ورنر، لولر، اشرام، اسمیرنوف، توسط گذشته سال ۲۰ طی در دیگری فراوان مطالب و احکام این

پرکولاسیون (برای بحرانی نما های وجود اثبات ببینید). را [۱۲۰] مثال، (برای شده اند اثبات دیگران

فرمول اسمیرنوف افتاد. تعویق به [۱۰۸] اشرام توسط SLE فرایندهای ابداع تا (T روی بستی

سرانجام، و ,۲۵])؛ ۱۱۲] به کنید (نگاه ساخت روشن را همدیس ناوردایی و کرد اثبات را کاردی۱

مثال، (برای کردند بنا را مرتبط مشبکه ای دستگاه  های برخی و SLE نظریۀ ورنر و اشرام، لولر، تیم

ببینید). را [۱۰۹]
۲«پرکولاسیون شدگی» دستگاه  های و دوبعدی پرکولاسیون در [K۱۰۱,K۱۰۲]هری مقالات تأثیر

برای است؛ بوده زیاد بسیار تهاجمی و تغییر۳، بدون پویا، پرکولاسیون مانند مدل هایی ازجمله مرتبط

ببینید. را [۱۷, ۳۹, ۵۸] مثال

نخستین  گذر پرکولاسیون ۷ .۷

مستقلی نامنفی زمانی» «مختصات یال ها به Zd روی زمان به پرکولاسیون وابسته مدل این در

مورد مسئلۀ اینجا در می شود. تعبیر یال از گذر برای لازم زمان به عنوان که می شود داده تخصیص

[۷۵] وِلش و همرزلی را فرایند این می رسیم. آن به مبدأ از معین زمان یک در که است ناحیه ای بحث

از a۰,n نخستین گذرِ زمان خاص، شرایطی تحت که کردند ثابت آن ها کردند. مطرح ۱۹۶۵ سال در

می کند. صدق a۰,n/n→ µ رابطۀ در µ زمانی» «ثابت مقدار برای (n, ۰, . . . , ۰) نقطۀ به مبدأ
1John L. Cardy 2percolative 3frozen
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زیرجمعی ارگودیک قضیۀ از صورتی و کردند تعریف را تصادفی زیرجمعی بودن مفهوم کار این با آن ها

آمد در ترکیبیات و احتمالات در مهم روش یک صورت به زیرجمعی بودن خاصیت کردند. اثبات را

مشترک نتیجه ای از بخشی برای زیبا برهانی روش این درواقع، بود. هری آثار در دائمی موضوعی و

می دهد. دست به تصادفی ماتریس های حاصل ضرب روی ،۱ .۴ قضیۀ فورستنبرگ، با او از

دادند پاسخ و کردند مطرح را نخستین گذر پرکولاسیون در مهم مسئلۀ تعدادی همکارانش و هری

ویژگی چندین او کردند. مطرح را دیگری تعداد سال ۲۰ تقریباً طی در مقالات از سلسله ای در و

قانون U کنید فرض کرد. اثبات پیوستگی، و مثبت بودن ازجمله بعد، دو در را زمانی ثابتِ اساسی

باشد. زمانی ثابت µ = µ(U) و زمانی، مختصات

بگیرید. نظر در را Z۲ روی نخستین گذر پرکولاسیون .۱۰ .۷ قضیه

.µ(U) > ۰ آنگاه U(۰) < ۱
۲ اگر [K۷۳] (الف)

.µ(Uk) → µ(U) آنگاه باشد ضعیف همگرایی به معنای Uk ⇒ U اگر [K۷۶] (ب)

متناهی میانگین های با [۰,∞) بازۀ روی احتمالی اندازه های U۲ و U۱ گیریم [K۱۳۲] (ج)

µ(U۱) < آنگاه ،U۱ ̸= U۲ اما U۱ ≤st U۲ اگر است. «سودمند» U۲ به طوری که باشند

.µ(U۲)

U(۰) = وقتی .µ(U) = ۰ داریم بی درنگ آنگاه ،U(۰) > ۱
۲ اگر (الف)، قسمت مورد در

یک [K۱۵۲] ژانگ و کستن علاوه براین، و ،µ(U) = ۰ بااین حال اما ظریف ترند، مسائل ،۱
۲

حد نظریۀ از استفاده با شود، نرمال مناسب به طور وقتی را، (a۰,n) دنبالۀ برای مرکزی حد قضیۀ

داده اند. ادامه را کار این [۸, ۳۷, ۳۸] ازجمله دیگران کردند. اثبات مارتینگلی مرکزی

مارشان، گرِ، دست به ۲۰۱۷ سال در تازه بود، کاکس با مشترک کاری که (ب) قسمت

قسمت در «سودمندی» شرط توضیح برای یافت. تعمیم d ≥ ۳ با Zd به [۵۹] ترِِ و پروکاتچیا،

.µ(U۲) > ۰ که است این منظور به طورخاص اما می شود. داده ارجاع اصلی مقالۀ به خواننده (پ)،

است. شده داده نشان ≤st با تصادفی ترتیب

ناهمواری درجۀ و a۰,n/n همگرایی نرخ مسئلۀ به که کرد اشاره [K۱۳۰] مقالۀ به باید همچنین

مسئلۀ یک ناهمواری ای چنین مقیاس بندیِ نظریۀ می پردازد. n زمان تا مبدأ از به دست آمده ناحیۀ مرز

.([K۱۸۸] ،[۳۰, ۳۶] به کنید (نگاه است گرفته قرار توجه مورد زمان آن از که است حل نشده مهم

مسئله ای زیرجمعی تصادفی فرایند یک برای مناسب پایین کران های آوردن به دست کلی، به طور
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کنید). مراجعه [۱۴۰ ص ،۸] در مربوط نظرات (به است دشوار

قضیۀ در و بودند، هری آثار معمول موضوعات جعبه ای استدلال های و نمایی برآوردهای

یافتند. اهمیت نخستین گذر زمان های برای او انحراف بزرگ

و بگیرید درنظر را d ≥ ۲ شرط با Zd روی نخستین گذر پرکولاسیون .([K۸۱]) ۱۱ .۷ قضیه

.ϵ > ۰ کنید فرض

به طوری که دارند وجود A,B > ۰ آنگاه باشد، متناهی واریانس دارای U اگر (الف)

P(an,۰ < n(µ− ϵ)) ≤ Ae−Bn (n ≥ ۱).

به طوری که دارند وجود C,D > ۰ آنگاه ،
∫
eγxU(dx) <∞ ،γ > ۰ برای اگر (ب)

P(an,۰ > n(µ+ ϵ)) ≤ Ce−Dn (n ≥ ۱).

نمایی به صورت می تواند (ب) قسمت در بزرگ انحرافات که می دهد نشان دقیق تر بررسی

درست معمولا است شده داده بالا در که پایین  انحرافات مرتبۀ درحالی که یابد، کاهش nd برحسب

توجه هری کار زمان از زیرجمعی تابعک های برای بالا و پایین بزرگِ انحرافات بین تضاد است.

ببینید. را [۳۲, ۳۵] مثال، برای است. کرده جلب به خود را زیادی

تصادفی محیط یک در ثابت پخش در و تصادفی الکتریکی شبکه های نظریۀ در ۱۱ .۷ قضیۀ

داد: سوق تصادفی» «جریان مسئلۀ از اصولی نسبتاً مطالعۀ به را هری ارتباط این دارد. کاربرد

به داده شده تخصیص تصادفی ظرفیت های با Zd مکعب یک میان از ماکسیمال جریان مورد در

کف با را Z۳ در An,k = [۰, n] × [۰, k]۲ جعبۀ بگوییم، روشن تر گفت؟ می توان چه یال ها

از e یال  های به بگیرید. درنظر Tn,k = {n} × [۰, k]۲ سقف و Bn,k = {۰} × [۰, k]۲

ماکسیمال جریان Φn,k کنید فرض می شود. داده تخصیص C(e) ≥ ۰ iidی ظرفیت های An,k

e هر امتداد در جریان قدرمطلق مقدار اینکه به مشروط باشد An,k داخل در Tn,k به Bn,k از

است. زمینه این در هری نتایج از نمونه ای زیر قضیۀ نباشد. C(e) از بزرگ تر

طوری که n = n(k) → ∞ ،k → ∞ وقتی کنید فرض .([K۸۸,K۱۰۳]) ۱۲ .۷ قضیه

اگر به طوری که دارد وجود p۰ای > ۰ در این صورت، .k−۱+δ log n → ۰ ،δ > ۰ برای

حد آنگاه ،E(eγC) <∞ باشیم داشته γ > ۰ مانند مقداری برای و P(C = ۰) < p۰

ν = lim
k→∞

۱
k۲Φn,k
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.ν ∈ (۰,∞) همچنین است. L۱ در و دارد وجود حتمی تقریباً به طور

دوگانه سطوح توپولوژی و ترکیبیات مورد در نکته دار هندسی مشکلات برخی قضیه این اثبات در

حد که کرد ثابت او است، کرده حذف را p۰ به مربوط شرط [۱۲۵] ژانگ اخیراً می آید. پیش R۳ در

از پایین بزرگ انحرافات مسئلۀ .P(C = ۰) < ۱−pc(Zd) اگر تنها و اگر است مثبت اکیداً ν

دربارۀ اخیر نتایج برای را خواننده کرده اند. حل [۲۹] ترِ و سرف و [۱۰۶] ترِ و روسینیول را Φn,k

می دهیم. ارجاع [۹] و [K۱۸۸] به نخستین گذر پرکولاسیون و پرکولاسیون

کلمه پرکولاسیون ۸ .۷

و بنیامینی و است گرفته سرچشمه درخت ها دربارۀ [۴۳] دِکین کار از کلمه» «پرکولاسیون مسئلۀ

بسط AB پرکولاسیون به نام آن از نوعی و بستی پرکولاسیون از تعمیمی صورت به را آن کستن

شروع p چگالی با G = (V,E) معین گراف یک روی بستی پرکولاسیون مدل با را کار دادند.

Pp(Xv = به صورت برنولی مستقل متغیرهای از (Xv : v ∈ V ) خانوادۀ یک یعنی می کنیم؛

از مجموعه ای برای و بگیرید نظر در را ۱ و ۰ حرف دو از الفبایی .۱) = ۱−Pp(Xv = ۰) = p

w = (wi : i ∈ N) ∈ Ξ کلمۀ می گوییم .Ξ = {۰, ۱}N بنویسید الفبا این در نامتناهی کلمات

وجود v۱ = v از (v۱, v۲, v۳, . . .) ازخودگریز قدم زدن یک هرگاه می شود» دیده v رأس «از

دیده v از هرگاه می شود» «دیده w می گوییم .Xvi = wi ،i هر برای به طوری که باشد داشته

کلمۀ با متناظر AB پرکولاسیون و ،(۱, ۱, ۱, . . .) کلمۀ با متناظر بستی پرکولاسیون مسئلۀ شود.

است. (۱, ۰, ۱, ۰, . . .)

احتمال با مفروض vی یک از کلمات کدام اینکه از عبارت اند باره این در جالب پرسش های

در مقاله سه هری می شوند؟ دیده ۱ احتمال با G در جایی کلمات کدام و می شوند دیده مثبت اکیداً

که باشد کلماتی مجموعۀ Sv کنید فرض نوشت. ژانگ و سی دوراویچس، بنیامینی، با خصوص این

.S∞ =
⋃
v Sv و می شوند دیده v از

بگیرید. نظر در را G گراف روی کلمه پرکولاسیون .۱۳ .۷ قضیه

در این صورت، .P := P ۱
۲

و G = Zd کنید فرض [K۱۳۶] (الف)

P(S∞ = Ξ) = ۱ (d ≥ ۱۰), P(Sv = Ξ) = ۱ (d ≥ ۴۰).

کلمۀ هر ،۱ P−احتمال با .P := P ۱
۲

و باشد T مثلثی مشبکۀ G کنید فرض [K۱۵۶] (ب)



۲۹۱ (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

می شوند. دیده نادوره ای کلمۀ هر تقریباً و ،(۰, ۰, ۰, . . .) و (۱, ۱, ۱, . . .) به جز دوره ای

µβ آن در که می شود معنی ۱ µβ−احتمال به نسبت کلمه» هر «تقریباً اصطلاح اینجا در

است. β ∈ (۰, ۱) مفروض چگالی با Ξ روی حاصل ضرب اندازۀ

در این صورت شود. حاصل وجه هر به قطر دو اضافه کردن با Z۲ از G کنید فرض [K۱۶۷] (ج)

از (کمتر pc آن در که ،p ∈ (۱ − pc, pc) که است برقرار وقتی Pp(S∞ = Ξ) = ۱

است. G روی بستی پرکولاسیون بحرانی احتمال (۱
۲

در هستند؛ کلمه مسئلۀ مجذوب هم هنوز احتمال  دانان است، شده آورده [۱۰۱] در همان طور که

است. شده داده تعمیم P(S∞ = Ξ) = ۱ به نیز d ≥ ۳ هر برای ۱۳ .۷ قضیۀ (الف) قسمت آنجا

شبه هم سنجی نشاندن های ،[۶۴, ۶۵] لیپ شیتس نشاندن های یعنی مرتبط نشاندنِ مسئلۀ سه از باید

کنیم. یادی [K۱۹۳] وینکلر سازگاری مسئلۀ و ،[۱۱, ۱۲]

مرتبط فرایندهای ۹ .۷

اغلب که است بی نظم گسستۀ دستگاه  های برای جدید و غنی نظریۀ یک آغاز فقط پرکولاسیون مدل

از تعدادی در هری آثار از مختصری شرح درادامه، می شوند. نمایانده Zd مانند مشبکه هایی توسط

می آوریم. مرتبط مباحث

حریص شبکه ای موجودات

زیرمجموعۀ وزن می دهند. نست Xv ≥ ۰ شرط با Zd از v رئوس به را iid تصادفی متغیرهای

ماکسیمال وزن Mn کنید فرض می شود. تعریف W (U) =
∑

v∈U Xv به صورت U ⊆ V

باشد. مبدأ شامل و رأس n با مشهورند) نیز شبکه ای»۱ «موجودات به (که همبند زیرگراف های

شرایط به مشروط که، دادند نشان [K۱۲۶,K۱۳۳] در کستن و گریفین، گاندولفی، کاکس،

برای مشابهی نتیجۀ است. همگرا n → ∞ وقتی Mn/n نسبت ،Xv روی مناسب گشتاوری

در Xv مثبت بودن فرض بدون جزئی نتایج است. برقرار مبدأ از n گامی ازخودگریز قدم زدن  های

می شود. یافت [K۱۶۴]

ρ‑پرکولاسیون

.ρ ∈ (۰, ۱] کنید فرض و بگیرید نظر در p چگالی و d ≥ ۲ شرط با را Zd روی بستی پرکولاسیون

1lattice animals
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رخ مثبت اکیداً احتمال با ρ‑پرکولاسیون گوییم می رسد. [۹۹] به ρ‑پرکولاسیون بررسی شروع

باشد داشته وجود w۰ = ۰ مبدأ از w = (w۰, w۱, . . .) نامتناهی ازخودگریز قدم زدن اگر می دهد

کند. صدق lim infn→∞ πn ≥ ρ شرط در w اول رأس n در باز رئوس از πn نسبت به طوری که

می شود. مرتبط بالا در یادشده ازخودگریز قدم زدن  های در حریص ها مسئلۀ به ρ‑پرکولاسیون بنابراین،

جهت دهی با که کرده اند بررسی را جهت داری گراف در ρ‑پرکولاسیون [K۱۶۰] در سو و کستن

بحرانی مقدار pc(ρ) کنید فرض می آید. دست به Zd از مختصات صعودی جهت براساس یال هر

،d→ ∞ وقتی که کردند ثابت آن ها باشد. معلوم ρی برای p

d۱/ρpc(ρ) →
θ۱/ρ

eθ − ۱
,

دستگاه  های رفتار بررسی به هری علاقۀ است. معینی معادلۀ یکتای جواب θ = θ(ρ) آن در که

و پاتس مدل های برای [K۱۱۰] در آیزینگ، مدل برای [K۱۰۷] در بزرگ dهای برای برهم کنشی

است. شده تکمیل تصادفی خوشۀ مدل برای [K۱۱۸] در و پرکولاسیون، برای [K۱۱۲] در هایزنبرگ،

یکنواخت فراگیر جنگل های

از تصادفی به طور که است فراگیری درخت متناهی همبند گراف یک در یکنواخت فراگیر درخت

ضعیف حد Zd در یکنواخت فراگیر جنگل است. شده انتخاب درخت هایی چنین تمامی مجموعۀ

ببینید). را ۴ (شکل می شود تعریف بزرگ تر و بزرگ جعبه های روی یکنواخت فراگیر درخت های

بین یکتا مسیر یک شامل درخت این مربعی؛ مشبکۀ از مربعی روی یکنواخت فراگیر درخت یک .۴ شکل
است. دور بدون تصادفی قدم زدن قانون دارای مسیر و است مفروض مرزی رأس دو هر
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تنها و اگر است همبند حتمی تقریباً به طور یکنواخت فراگیر جنگل که کرد ثابت [۱۰۴] پمانتل

کردند کشف [K۱۷۴] اشرام و پرِز، کستن، بنیامینی، که شگفت انگیزی واقعیت .d ≤ ۴ اگر

فرض کند. عبور ۴ مضرب های از d هرگاه گرفت خواهد صورت بیشتری گذار های که می دهد نشان

درنظر را C گراف و باشد، یافته تقلیل تک رأس یک به یکنواخت فراگیر جنگل در درخت هر کنید

می یابد افزایش واحد ۱ به اندازۀ C قطر که دادند نشان آن ها می آید. به دست طریق بدین که بگیرید

ضمن [۸۲] پرِز و هاچکرافت را غیرعادی نتیجۀ این افزایش یابد. واحد ۴ به اندازۀ بعد به شرطی که

کیفی تغییر دستخوش بعد افزایش براثر هربار d ≥ ۴ شرط با یکنواخت فراگیر جنگل اینکه اثبات

دادند. تعمیم می شود خود همبندی در

مینیمال فراگیر درخت

[۰, ۱]d واحد مکعب در یکنواخت و تصادفی به صورت Xn ،. . . ،X۲ ،X۱ نقطۀ n کنید فرض

رئوس مجموعۀ با گرافیکی اشیاء مطالعۀ [۱۳] همرزلی و هالتون، بیردوود، .d ≥ ۲ و شوند رها

مسیر کوتاه ترین طول دربارۀ زیرجمعی بودن) خاصیت از استفاده (با خود مطالعۀ ضمن را {Xi}

{Xi} روی مینیمال فراگیر درخت مورد در [۳, ۱۱۵] استیل و آلدس کردند. آغاز دوره گرد فروشندۀ

به ازای lα به اندازۀ طولی که l به طول یالی (با آن Mn,α α‑طولِ که داده اند نشان و کرده اند تحقیق

Mn,α نوشتن با [K۱۴۶] لی و کستن است. مجانب n(d−α)/d با می کند) تولید αای ∈ (۰, ۲]

اخیراً کردند. اثبات آن برای مرکزی حد قضیۀ یک مارتینگلی، تفاضل های از مجموعی به صورت

یافته اند. را حد این همگرایی نرخ برای کران هایی استاین، روش از استفاده با ،[۳۱] سن و چترجی

دیگر آثار ۸
احتمالاتی دیوفانتی تقریب ۱ .۸

احتمالاتی روش شناسی و مفاهیم از ها آن در اغلب و نوشت دیوفانتی تقریب با مرتبط اثر چندین هری

یک ظهور تعداد برای مرکزی حد قضیۀ یک به کاتس با او مقالۀ تنها و اولین است. کرده استفاده

یک از نتیجه این .[K۸] می پردازد مسلسل کسر صورت به «نوعی» عدد یک بسط در مشخص رقم

تكرارهای از تندآمیخته۱ دنبالۀ یک جزئی مجموع های بررسی آن و آمد دست به کلی تری موضوع

برای نتایجشان که می کنند خاطرنشان مقاله آن بر پی نوشتی در آن  ها بود. اندازه حافظ نگاشت يک

1rapidly mixing
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است. آورده به دست ۱۹۴۰ سال در [۴۴] دوبلین قبلا را مسلسل کسرهای

کنید تعریف .۰ ≤ a ≤ b ≤ ۱ و x, y ∈ [۰, ۱] کنید فرض

Sn(x, y) =

n∑
k=۱

۱({y + kx} ∈ [a, b])

[۱۲۱] وایل است. z کسری جزء {z} = z − ⌊z⌋ و A مجموعۀ مشخصۀ تابع ۱(A) آن در که

در هری .Sn(x, ۰)/n → b − a آنگاه n → ∞ وقتی گنگ، x برای که، است کرده ثابت

با Y و X که شرط این با می کند بیان Sn(x, y) افت وخیزهای دربارۀ نظریۀ یک [K۱۴,K۱۸]

می کند ثابت او باشند. [۰, ۱] بازۀ روی یکنواخت توزیع

۱
log n

[Sn(X,Y )− n(a− b)] ⇒ Z/ρ

است. ثابت گنگ −b)ی a) برای و است، b− a به وابسته ρ و کوشی، توزیع دارای Z آن در که

[K۳۵,K۳۶] در حکم این است. شده داده تعمیم مکرر لگاریتم قانون یک به [K۲۹] در حکم این

برحسب Sn(X, ۰)−n(a−b) می کند بیان که می شود تکمیل شوش و اردوش از حدسی اثبات با

مطالعۀ منشأ اخیر نتیجۀ .b − a = {jx} ،j صحیح عدد برای اگر تنها و اگر است کران دار n

کنید). مراجعه [۴۶] (به است کران دار باقی ماندۀ با مجموعه ها

فرایند [K۱۹] موضوع این با مرتبط پژوهشی در کستن و چیشلسکی

Xn(t) =
۱√
n

n−۱∑
k=۰

[۱({۲kX} ≤ t)− t] (t ∈ [۰, ۱])

(از اثبات با آن ها است. [۰, ۱] بازۀ روی یکنواخت توزیع دارای X آن در که گرفتند نظر در را

اینکه ناوردایی) اصل طریق

lim
n→∞

P
(

sup
t∈[۰,۱]

|Xn(t)| < u

)
= P

(
sup
t∈[۰,۱]

|X(t)| < u

)
(u ∈ [۰, ۱])

limn→∞Xn ضعیف حد یعنی، گاوسی، فرایندی X اینجا در دادند؛ پاسخ کاتس از پرسشی به

است.

[K۲۱] تعمیمی در هری باشد. آن به صحیح عدد نزدیک ترین تا x فاصلۀ ⟨x⟩ کنید فرض

ازجمله کرد، اثبات را قضیه سه [۵۲, ۵۳] توران و شوش، اردوش، و ،[۵۷] نیوِن و فریدمن کار از
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دنبالۀ m → ∞ که وقتی آنگاه باشد، [۰, ۱] بازۀ روی یکنواخت توزیع دارای X اگر اینکه

این در گوش و آتریا اخیر نتایج است. همگرا توزیع به نسبت m ·min{⟨kX⟩ : ۱ ≤ k ≤ m}

یافت. [۷] در می توان را باره

تصادفی رشد ۲ .۸

مدل ازجمله دیگری متعدد مدل های است؛ تصادفی رشد مدل یک از مثالی نخستین گذر پرکولاسیون

و کرده اند بررسی را ایدن مدل از گونه ای [K۴۱] شونمان و کستن دارد. وجود [۵۱] ایدن کلاسیک

آورده اند. دست به را آن شکل و رشد نرخ برای مجانبی رابطۀ

را ذره نوع دو با Zd روی جمعیت مدل یک [K۱۷۸,K۱۸۰,K۱۸۴,K۱۸۵] در کستن

DA نرخ با زمان پیوسته مستقل تصادفی قدم زدن های به صورت A نوع ذرات است. کرده مطالعه

با B نوع ذرۀ یک وقتی می کنند. رفتار DB نرخ با مشابه به طور B نوع ذرات و می کنند حرکت

مورد مسئلۀ می دهد. تغییر B به را خود نوع بی درنگ A نوع ذرۀ می کند، برخورد A نوع ذرۀ یک

حالت در فرایند این است. B نوع ذرات پراکنش شکل برای قضیه ای آوردن دست به اینجا در نظر

در مسئله این پیوستار صورت دربارۀ اخیر کارهای می شود. نامیده قورباغه مدل DA = ۰ خاص

است. شده مطرح [۱۴, ۶۸]

جمعیت توارث ۳ .۸

مدل روی کار با شد، ارائه ۱۹۷۹ سال در کینگمن۱ توسط که سخنرانی دوره یک تأثیر تحت هری

(اما مشخص متناهی جمعیت یک در آللی۳ فراوانی های تدریجی تغییرات درخصوص اُهتا‑کیمورا۲

یک که Nاست ثابت اندازۀ یک دارای نسل هر زد. جمعیت توارث به گریزی مختصر به طور بزرگ)،

قابل تشخیص ژن های تعداد Λ(n,N, t) کنید فرض می شود. گرفته آن از n اندازۀ با تصادفی نمونۀ

باشد Λ(n,N, t) ضعیف حد Λ(n,N) کنید فرض و باشد، t نسل از نمونه ای چنین در موجود

داد نشان اُهتا و کیمورا تحلیل دارد). وجود [۸۹] کینگمن از نتیجه ای بنابر حد (این t→ ∞ وقتی

نشان آزمایشی به صورت موران۴ هرچند است، کران دار EΛ(N,N) دنبالۀ N → ∞ وقتی که

درست اند. نتیجه دو هر به نوعی که است شده معلوم .Λ(N,N) → ∞ که است داده

و γk := ee
..
e

یعنی k ارتفاع به توانی۶) برج (یا تتراسیون۵ نشان دهندۀ γk کنید فرض

1John Frank Charles Kingman 2Ohta-Kimura 3allelic frequencies 4Moran 5tetration 6power
tower
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است داده نشان [K۷۱,K۷۲] در هری باشد. آن وارون λ(n) = max{k : γk ≤ n}

معین حدی به احتمال به نسبت Λ(n,N)/λ(n) ،n ≤ N شرط با n,N → ∞ وقتی که

است. کران دار Λ(N,N) عملی، موارد از بسیاری در که، است کرده اشاره او می شود. همگرا

λ(N) = ۳ داریم ۳۸۱۴۲۸۰ ≤ N ≤ ۱۰۱۶۵۶۵۲۰ برای اینکه با توجه با را موضوع این او

سردرگمی مورد در استنفورد، دانشگاه در باره این در سخنرانی ای پایان در هری، است. داده نشان

کران داری پیش بینی در خصوص کارلین۱ رضایت اظهار و دارند باره این در زیست شناسان که آشکاری

است. کرده صحبت Λ(N,N)

مارکوف زنجیرهای شبه مانای توزیع های ۴ .۸

مورد در باشد. ۰ برچسب با حالت جاذب با و زمان گسسته با مارکوف زنجیر یک X کنید فرض

شبه مانا توزیع های نظریۀ به منجر کلاسیک سؤال این گفت؟ می توان چه Xn ̸= ۰ به شرط Xn

توزیع های مورد در اساسی نتیجۀ چندین پیکّو و مارتینس، فراری، مشارکت با هری، است. شده

توزیع  مشخص، فرض یک به مشروط که، کردند ثابت [K۱۳۷] در آن ها است. کرده اثبات شبه مانا

مذکور شرط باشد. نمایی میرایی با دمی دارای جذب زمانِ اگر تنها و اگر دارد وجود شبه مانایی

توزیع شدۀ برهم کنشی ذرات از متشکل دستگاه  های از ناشی مارکوف زنجیرهای از مهم ردۀ یک برای

مقالۀ در عیب این نیست. برقرار ،Zd در (زمان گسسته) زیربحرانی برخورد مدل ازجمله فضایی،

به رسیدن برای هری شد. رفع بازگشتی R‑مثبت  به اصطلاح ویژگی بررسی با [K۱۴۳] قابل توجه

می کند اثبات و می دهد قرا نظر تجدید مورد را نسبت حد قضیه های مبحث [K۱۴۴] در نتایج این

دارند وجود ۰ حالت جاذب با نامنفی صحیح اعداد روی مارکوف زنجیرهای برای نسبت حدهای که

باشند. نشده جذب هنوز اینکه به مشروط

در هم آمیز و نابودی تصادفی قدم زدن های ۵ .۸

مدل های از همزادهایی به صورت ۱۹۷۰ دهۀ از برهم کنشی تصادفی قدم زدن های نوع دو این مطالعۀ

مدلی در است. شده شروع برهم  کنشی ذرات از متشکل دستگاه  های برای پادرأی دهنده و رأی دهنده

قرار Zd رئوس در ذرات ،[K۱۶۲] شد مطالعه کستن و وان دن بِرخ توسط اولین بار برای که

که می جهد رأسی به ذره یک وقتی می کنند. حرکت مارکوف زنجیر یک با منطبق هر یک و می گیرند،

چگالی p(t) کنید فرض می شود. حذف qj معین احتمال با است، شده اشغال ذره j توسط قبلا
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۲۹۷ (۱۴۰۲ تابستان و (بهار ۷۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

d ≥ ۶ اگر که است شده داده نشان یادشده مقالۀ در باشد. t زمان در اشغال شده میانگین  رئوس

داده تعمیم d ≥ ۳ به اضافی، شرطی گرفتن درنظر با ،[K۱۷۱] در گزاره این .p(t) ∼ C/t آنگاه

است. شده

مشابهی مدل های برای d ≥ ۹ وقتی که کرد ثابت و داد ادامه [K۱۵۹] در را موضوع این هری

داریم شود انجام متحرک ذرۀ همسایگان مجموعۀ در می تواند درهم آمیزی۲ یا نابودی۱ آن ها در که

.p(t) ∼ C/t

[K۱۹۴] یونگه و گورل‑گورویچ، فوکسل، بنیامینی، همراه به مقالاتش، آخرین از یکی در هری،

و همبند گراف یک روی بار این ولی می پردازد، درهم آمیزی تصادفی قدم زدن های به دیگر بار

این به بازگشتی اند بست های قدم زدن   هایی چنين وقت چه می پرسند آن ها .G موضعی متناهی

هر بودنِ بازگشتی باشد. داشته دیدار نامتناهی بار تعداد حتمی تقريباً به طور بست هر که معنی

زمان در v اشغال احتمال pv(t) آن در که
∫∞

۰ pv(t)dt = ∞ اینکه با است معادل v بست 

و ،pv(t) ≥ C/(۱ + t) است، کران دار درجۀ دارای G وقتی که داده اند نشان آن ها است. t

داریم نمایی اند، میرایی با دمی دارای آن خانوادۀ اندازه های که است شاخه ای فرایند یک G وقتی

می شود. ثابت حالت دو هر در بازگشتی بست خاصیت به این ترتیب .pv(t) ≥ C/(t log t)

به دلیل است، عنوان ۳۲۰ بر بالغ که اصلی مقالۀ کتاب شناختی اطلاعات ویراستار یادداشت
شده اند. حذف ترجمه در صفحه ها، تعداد در محدودیت
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