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می پردازیم قطبی تجزیۀ نام با پرکاربرد و مهم ماتریسی تجزیۀ یک معرفی به مقاله این در چکیده.
قطبی تجزیۀ مهم کاربرد چندین است. مختلط ماتریس های به مختلط اعداد قطبی نمایش تعمیم که
محاسبۀ برای را تکراری روش های از بعضی همچنین، می کنیم. بیان مختلف زمینه های در را ماتریسی

می کنیم. بیان را آن ها همگرایی مرتبۀ و کرده ذکر ماتریسی قطبی تجزیۀ

ماتریسی قطبی تجزیۀ معرفی مقدمه: ۱

تجزیۀ ،QR تجزیۀ چولسکی، تجزیۀ ،LU تجزیۀ مانند مهم ماتریسی تجزیه های با خواننده احتمالا

از یکی نیز ماتریسی۱ قطبی تجزیۀ باشد. آشنا (SVD) تکین مقدار تجزیۀ و ،URV تجزیۀ طیفی،

گرفته قرار توجه مورد اخیراً و شد مطرح ۱۹۰۲ سال در نخستین بار که است ماتریسی تجزیه های

تجزیۀ کرد. پیدا [۱۳] در می توان را تجزیه این از مفصل تاریخچه ای .[۱۲ ،۱۱ ،۹ ،۸] است

مقدار تجزیۀ و تکین مقادیر می دانیم همان طور که و است تکین مقدار تجزیۀ شالودۀ در واقع، قطبی،

مفروض ماتریس یک تقریب (توسط داده ها فشرده سازی و ماتریسی محاسبات در مهمی نقش تکین

و تقریب ولی دارند وجود تکین مقادیر مورد در فراوانی نابرابری های دارند. کم رتبه) ماتریسی با

نبودند. تکین مقادیر پیدایش اصلی انگیزۀ نابرابری ها

می توانند چطور که بدانند می خواستند نوزدهم قرن جبردان های و دیفرانسیل هندسۀ متخصصان

تحت را φB(x, y) = xTBy و φA(x, y) = xTAy حقیقی دوخطی صورت های هم ارزی

همگرایی مرتبۀ تکراری، روش قطبی، تجزیۀ ماتریسی، تجزیۀ کلیدی: کلمات و عبارات
۱۴۰۱/۱۱/۱ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۱/۹/۸؛ دریافت: تاریخ مروری؛ مقاله: نوع

1. matrix polar decomposition
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وجود Q۱, Q۲ ∈ Rn×n متعامد ماتریس های آیا یعنی، کنند، تعیین مستقل متعامد جانشانی های

از مقاله، این (در ,φA(x؟ y) = φB(Q۱x,Q۲y) ،x, y ∈ Rn هر به ازای به طوری که دارند

می کنیم). استفاده D مزدوج ترانهادۀ و C ترانهادۀ نشان دادن برای ترتیب، به ،D∗ و CT

جانشانی های توسط که باشد متعارفی صورت آن پیداکردن می توانست مسئله این برای رهیافت یک

برای ناورداها از کاملی مجموعۀ پیداکردن رهیافت یا آید، به دست دوخطی صورت چنین هر در متعامد

و ایتالیایی، هندسه دان بلترامی۱، ،۱۸۷۳ سال در متعامد. جانشانی های تحت دوخطی صورت  های

کردند. ارائه منظور دو هر برای رهیافتی ،۱۸۷۴ سال در فرانسوی، جبردان ژوردان۲، او، از مستقل

Q۱ حقیقی متعامد ماتریس های همواره A ∈ Rn×n ماتریس هر به ازای که کرد کشف بلترامی

ماتریس یک QT
۱ AQ۲ = Σ = diag(σ۱(A), . . . , σn(A)) به طوری که دارند وجود Q۲ و

(ATA نیز (و AAT ویژه مقدارهای σ۲
۱(A) ≥ · · · ≥ σ۲

n(A) آن در که است نامنفی قطری

ATA و AAT ویژه بردارهای به ترتیب، ، Q۲ و Q۱ ستون های که کرد مشاهده او به علاوه، هستند.

است چیزی همان این ولی نداد، متعارف صورت این عناصر به نامی هیچ بلترامی هرچند هستند.

نگاه از ژوردان می شناسیم. حقیقی مربعی ماتریس های برای تکین مقدار تجزیۀ نام با اکنون ما که

حقیقی) (لزوماً ویژه مقدارهای که دریافت ژوردان رسید. بلترامی متعارف صورت همان به دیگری

متقارن ]ماتریس
۰ A
AT ۰

]
∈ R۲n×۲n

هستند. ±σn(A) ،. . . ،±σ۲(A) ،±σ۱(A) به صورت ژوردان‑ویلانت۳ ماتریس به موسوم

نشان ۱۹۰۲ سال در اوتُنه۴ آنکه تا بود حقیقی فضای به محدود انجام شده پژوهش های همۀ

آن در که کرد، تجزیه A = UP به صورت می توان را A ∈ Cn×n ناتکین ماتریس هر که داد

(که تجزیه این کمک به اوتُنه است. ارمیتی معین مثبت P ∈ Cn×n و یکانی U ∈ Cn×n

AA∗ و A∗A ماتریس های که داد نشان می نامیم) ماتریسی قطبی تجزیۀ را آن ۱ .۱ تعریف مطابق

به صورت می توان را ناتکین) یا (تکین A ∈ Cn×n ماتریس هر که گرفت نتیجه و متشابه اند

قطری ماتریس یک Σ و هستند یکانی V,W ∈ Cn×n آن در که کرد، تجزیه A = V ΣW ∗

نیمه معین عامل که کرد ثابت اوتُنه نداد. Σ قطری درایه های به نامی او بااین حال، است. نامنفی

همچنین او نیستند. این چنین W و V ولی می شود، تعیین A توسط یکتا به طور اساساً Σ مثبت
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A هرگاه که کرد ثابت او کرد. مشخص را A با متناظر W و V یکانی عامل های تمام مجموعۀ

نوشتن با که کرد کید تأ و کرد انتخاب حقیقی می توان را W و V یکانی عامل های باشد حقیقی

A = V ΣW ∗ = (VW ∗)(WΣW ∗) = (V ΣV ∗)(VW ∗)

تکین مقدار تجزیۀ اوتُنه هر چند داد. تعمیم نیز تکین مربعی ماتریس های به را قطبی تجزیۀ می توان

نتیجه مربعی حالت از به سادگی کلی تر حالت این ولی نگرفت نظر در را غیرمربعی ماتریس یک

مختلط ناتکین مربعی ماتریس یک قطبی تجزیۀ دوباره مرناهن۲ و وینتر۱ ،۱۹۳۱ سال در می شود.

ماتریس همان با A = PU = UQ به صورت را A می توان همواره که دادند نشان و کردند کشف را

آن ها همچنین کرد. تجزیه متفاوت Q و P مثبت نیمه معین ماتریس های با احتمالا ولی U یکانی

(یعنی، نرمال ماتریس یک A اگر تنها و اگر کرد استفاده P = Q انتخاب از می توان که دریافتند

کاملا قطبی تجزیۀ مورد در اوتُنه پیشین کارهای از آن ها که می رسد به نظر باشد. (A∗A = AA∗

بوده اند. بی خبر

مختلط مستطیلی ماتریس های برای قطبی تجزیۀ از کاملی صورت ویلیامسون۳ ۱۹۳۵ سال در

ویلیامسون اثبات کرد. اشاره مربعی حالت برای وینتر‑مرناهن و اوتُنه قبلی کار دو هر به و ارائه را

ویلیامسون می شود. شروع A∗A و AA∗ ارمیتی ماتریس های طیفی تجزیۀ با اوتُنه اثبات مانند نیز

مستطیلی ماتریس های برای تکین مقدار تجزیۀ که می رسد به نظر و نمی برد تکین مقدار تجزیۀ از نامی

نباشد. او کار از نتیجه ای مختلط

آن در که A = eiθr = UH آنگاه باشد ناصفر ۱ × ۱ مختلط ماتریس یک A = [c] اگر

تعمیم ماتریسی قطبی تجزیۀ از این رو .U∗U = ۱ و ،U = eiθ ،H = r = |c| =
√
c̄c > ۰

می شود. تعبیر مختلط ماتریس های به مختلط اعداد قطبی نمایش

قطبی تجزیۀ آنگاه باشد m×n مختلط ماتریس یک A اگر ماتریسی). قطبی (تجزیۀ ۱ .۱ تعریف

از است عبارت A

A = UH (۱ .۱)

از یکی در U ∈ Cm×n و است ارمیتی مثبت نیمه معین ماتریس یک H ∈ Cn×n آن در که
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می کند. صدق زیر شرایط

U∗U = In, m ≥ n;

UU∗ = Im, m ≤ n.
(۲ .۱)

می شود. گفته (۱ .۱) ماتریسی قطبی تجزیۀ یکانی عامل U به و ارمیتی عامل H به

است آن معنی به اول شرط است. k مرتبۀ همانی ماتریس نشان دهندۀ Ik ماتریس (۲ .۱) در

.U−۱ = U∗ درنتیجه و است یکانی U آنگاه m = n اگر یکامتعامدند. U ماتریس ستون های که

یکامتعامدند. U سطرهای m < n به ازای

m < n برای می شود. بیان m ≥ n حالت برای معمولا ماتریسی قطبی تجزیۀ .۲ .۱ ملاحظه

U و است ارمیتی مثبت نیمه معین H آن در که کرد استفاده نیز A = HU تعریف از می توان

دارد. یکامتعامد سطرهای

می دهد. نشان را ماتریسی قطبی تجزیۀ یکتایی و وجود زیر قضیۀ

.A ∈ Cm×n کنید فرض .([۱۳]) ۳ .۱ قضیه

است، ارمیتی مثبت نیمه معین P ∈ Cm×m آن در که A = PY آنگاه m ≤ n اگر (۱

دارد. یکامتعامد سطرهای Y ∈ Cm×n و P ۲ = AA∗

است، ارمیتی مثبت نیمه معین Q ∈ Cn×n آن در که A = XQ آنگاه m ≥ n اگر (۲

دارد. یکامتعامد ستون های X ∈ Cm×n و Q۲ = A∗A

است، یکانی ماتریسی U ∈ Cn×n آن در که A = PU = UQ آنگاه m = n اگر (۳

.Q۲ = A∗A و ،P ۲ = AA∗ ارمیتی اند، مثبت نیمه معین P,Q ∈ Cn×n

ویژه مقدارهای و می شوند تعیین A توسط یکتا به طور Q و P ارمیتی عامل های حالت ها، تمام در

هستند. A تکین مقادیر همان آن ها

به عبارت دیگر، است. ناوردا یکانی تشابهی تبدیلات تحت SVD مانند ماتریسی قطبی تجزیۀ

به باشد، Aمتشابه با یکانی ′Aبه طور و Aباشد = UH قطبی تجزیۀ با مربعی ماتریس Aیک اگر

U ′ = MUM∗ آن در که A′ = U ′H ′ آنگاه ،M∗M = I با A′ = MAM∗ که معنی این

ارمیتی مثبت نیمه معین ماتریس یک (که H ′ = MHM∗ و است) یکانی ماتریس یک (که

نیست. برقرار QR و چولسکی، ،LU تجزیه های در ویژگی این است).
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به (تعمیم است ،m ≥ n ،m × n حقیقی ماتریس یک A که می کنیم فرض مقاله این در

در باشد. A قطبی تجزیۀ A = UH می کنیم فرض همچنین، است). سرراست مختلط حالت

می گوییم. متقارن عامل H به و متعامد عامل U به حقیقی حالت

استفاده با را آن ها از یکی می توان و دارند هم با تنگاتنگی رابطۀ SVD و ماتریسی قطبی تجزیۀ

آن در که باشد A = PDQ به صورت A ماتریس SVD اگر مثال، برای آورد. به دست دیگری از

و ،Q−۱ = QT ،P−۱ = P T

D =

[
Dr ۰
۰ ۰

]
, Dr = diag(σ۱, . . . , σr)

آنگاه

A = PDQ = P (QQT )DQ = (PQ)(QTDQ) = UH

مثبت نیمه معین H = QTDQ و یکامتعامد ستون های با ماتریسی U = PQ آن در که

.H = (ATA)
۱
۲ پس ،ATA = HTUTUH = HTH = H۲ چون به علاوه، است.

تجزیۀ به  طورمشابه .U = AH−۱
R آنگاه باشد H برای راست وارونی H−۱

R اگر حالت، این در

و یکامتعامد ستون های با ماتریسی U = PQ آن در که می آید به دست A = HU قطبی

.H = (AAT )
۱
۲ پس ،AAT = H۲ چون به علاوه، است. مثبت نیمه معین H = PDP T

و دارد وجود ماتریسی قطبی تجزیۀ در H متقارن عامل همواره که می دهند نشان بالا روابط

کامل ستونی رتبۀ A ماتریس اگر نیست. یکتا U متعامد عامل کلی، حالت در ولی، است؛ یکتا

متعامد عامل درنتیجه و است، ناتکین بنابراین و مثبت معین H متقارن عامل آنگاه باشد داشته

بود خواهد یکتا U

U = A(ATA)−
۱
۲ = (AAT )−

۱
۲A.

H = UTA رابطۀ از می توان را H متقارن عامل باشد معلوم U متعامد عامل اگر که داریم توجه

محاسبۀ در سعی ماتریسی قطبی تجزیۀ برای محاسباتی روش های بیشتر به این دلیل، کرد. محاسبه

است زیر به صورت U متعامد عامل برای انتگرالی تعریف یک دارند. U متعامد عامل

U =
۲
π
A

∫ ∞

۰
(t۲I +ATA)−۱dt. (۳ .۱)
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ماتریسی قطبی تجزیۀ از کاربردهایی ۲

درک برای آن، از قبل می پردازیم. ماتریسی قطبی تجزیۀ کاربردهای از بعضی بیان به بخش این در

رئوس با مربعی می خواهیم کنید فرض می آوریم. مثالی ماتریسی قطبی تجزیۀ هندسی

N۱ = (۱, ۱), N۲ = (۲, ۱), N۳ = (۲, ۲), N۴ = (۱, ۲)

آن در که دهیم نمایش (x, y) جدید مختصات دستگاه در را (X,Y ) دکارتی مختصات دستگاه در

است چنین مختصات دستگاه دو این میان }ارتباط
x = ۱٫۳۰۰X − ۰٫۳۷۵Y
y = ۰٫۷۵۰X + ۰٫۶۵۰Y

داشت خواهیم جدید مختصات دستگاه به قدیم مختصات دستگاه از مربع این رئوس تبدیل با

n۱ = (۰٫۹۲۵, ۱٫۴۰۰), n۲ = (۲٫۲۲۵, ۲٫۱۵۰),
n۳ = (۱٫۸۵۰, ۲٫۸۰۰), n۴ = (۰٫۵۵۰, ۲٫۰۵۰).

تجزیۀ از است افتاده مربع برای اتفاقی چه جدید مختصات دستگاه در که نکته این به پی بردن برای

می کنیم استفاده بالا تبدیل ضرایب ماتریس قطبی

A =

[
۱٫۳۰۰ −۰٫۳۷۵
۰٫۷۵۰ ۰٫۶۵۰

]
=

[
۰٫۸۶۶ −۰٫۵۰۰
۰٫۵۰۰ ۰٫۸۶۶

] [
۱٫۵۰۰ ۰٫۰۰۰
۰٫۰۰۰ ۰٫۷۵۰

]
= UH

در (x, y) = (۱٫۵X, ۰٫۷۵Y ) نقطۀ به قدیم مختصات دستگاه در (X,Y ) نقطۀ بر H تأثیر

آن اول مختص که می شود سبب نقطه یک بر H اعمال یعنی می انجامد. جدید مختصات دستگاه

استفاده با و U متعامد عامل درایه های بررسی با شود. برابر ۰٫۷۵ آن دوم مختص و برابر ۱٫۵ نقطه

که می کنیم ملاحظه مثلثاتی وارون توابع از

U =

[
cos ۳۰ − sin ۳۰
sin ۳۰ cos ۳۰

]
.

دوران پادساعت گرد جهت در درجه ۳۰ اندازۀ به را قدیم دستگاه در نقطه هر U ماتریس به این ترتیب

مستطیلی به بالا مربع بنابراین، شود. تبدیل جدید مختصات دستگاه در متناظر نقطۀ به تا می دهد

است. یافته دوران درجه ۳۰ اندازۀ به که می شود تبدیل جدید مختصات دستگاه در
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متعامد تقریب بهترین ۱ .۲

است. ماتریس ها برای متعامد تقریب های کردن پیدا ماتریسی قطبی تجزیۀ کاربردهای از یکی

نزدیک ترین U متعامد عامل که می شود ثابت و دارد بستگی استفاده شده نرم به مسئله این حل پذیری

به عبارت دیگر، .[۱۲ ،۱۱] است فروبنیوس نرم و دو نرم در A به یکامتعامد ستون های با ماتریس

نرم و دو نرم به نسبت باشد، A = UH قطبی تجزیۀ دارای m ≥ n شرط با A ∈ Rm×n اگر

داریم فروبنیوس

∥A− U∥ = min
Q∈Rm×n

{∥A−Q∥ : QTQ = I}

به طور نرم یک است. درست باشد ناوردا یکانی به طور که نرمی هر به ازای بالا نتیجۀ m = n اگر

صدق ∥PAQ∥ = ∥A∥ در Q و P یکانی ماتریس های همۀ به ازای که است نرمی ناوردا یکانی

کند.

هوافضا محاسبات در است، دلخواه متعامد ماتریس یک Q آن در که ،min ∥A−Q∥ مسئلۀ

(ماتریس Q ∈ R۳×۳ محاسبۀ در است ممکن محاسباتی، خطاهای به دلیل .[۱۱] می شود ظاهر

مختصات دستگاه یک بردارهای به را مختصات دستگاه یک بردارهای که هادی)، کسینوس های

با را محاسبه شده Q̂ ماتریس می توان حالت، این در برود. بین از تعامد ویژگی می کند، تبدیل دیگر

نمود. جایگزین است، Q̂ متعامد عامل همان که آن، به متعامد ماتریس نزدیک ترین

پروکروستس تعامد مسئلۀ ۲ .۲

مفروض بودن با که است پروکروستس۱ متعامد مسئلۀ ماتریسی، قطبی تجزیه دیگر کاربرد یک

مقدار که هستیم Q ∈ Rn×n متعامد ماتریس یافتن به دنبال A,B ∈ Rn×n ماتریس های

از BQ که می یابد را Qای متعامد تبدیل مسئله این به بیان دیگر، کند. کمینه را ∥A − BQ∥F
یک BTA = UH اگر حالت، این در باشد. A به ماتریس نزدیک ترین مربعات کمترین لحاظ

،Q متعامد ماتریس هر به ازای باشد قطبی تجزیۀ

∥A−BU∥F ≤ ∥A−BQ∥F .

است. یکتا بالا مسئلۀ جواب باشند داشته کامل ستونی رتبۀ BTA و A اگر به علاوه،

1. orthogonal Procrustes problem
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در است. آمار در چندبعدی مقیاس بندی در معروفی و مهم مسئلۀ پروکروستس تعامد مسئلۀ

می دهند نشان را چندمتغیره نمونه های یا تجربی داده های از مجموعه ای B و A ماتریس های آنجا

.[۹ ،۸] خیر یا هستند هم ارز دوران تحت مجموعه ها این آیا بدانیم که است لازم و

مثبت نیمه معین تقریب بهترین ۳ .۲

به متقارن مثبت نیمه معین ماتریس نزدیک ترین کردن پیدا برای می توان ماتریسی قطبی تجزیۀ از

و A ∈ Rn×n اگر که داد نشان [۱۰] در هایم نیکولس کرد. استفاده A ∈ Rn×n ماتریس

XF = (AH + H)/۲ آنگاه باشد AH = (A + AT )/۲ قطبی تجزیۀ AH = UH

است. فروبنیوس نرم به نسبت A به یکتا مثبت نیمه معین ماتریس نزدیک ترین

برای نیوتن روش در ،مثلا دارند. بهینه سازی در مهمی کاربردهای مثبت نیمه معین تقریب های

حل با p(k) کاهشی جهت تکرار هر در که است لازم F (x) متغیری n حقیقی تابع کمینه سازی

و گرادیان بردار ترتیب، به ،Gk و g(k) آن در که شود، محاسبه Gkp
(k) = −g(k) دستگاه

کاهشی p(k) جهت نباشد مثبت معین Gk اگر هستند. x(k) نقطۀ در F تابع هسه ای ماتریس

اگر نمود. جایگزین قطبی تجزیۀ در آن متقارن عامل با را Gk می توان حالت این در بود. نخواهد

است. مثبت معین آن متقارن عامل باشد ناتکین Gk

ماتریس یک دوم ریشۀ محاسبه ۴ .۲

کرد. محاسبه را مثبت معین ماتریس های دوم ریشۀ می توان ماتریسی قطبی تجزیۀ از استفاده با

معین دوم ریشۀ یک B ∈ Rn×n آنگاه باشد، مثبت معین ماتریس یک A ∈ Rn×n اگر

می نویسیم حالت این در .B۲ = A و باشد مثبت معین B هرگاه می شود گفته A ماتریس مثبت

است. یکتا و دارد وجود همواره مثبت معین ماتریس یک از مثبت معین دوم ریشۀ .B = A
۱
۲

مثبت معین دوم ریشۀ می توان ماتریسی قطبی تجزیۀ در H = (ATA)
۱
۲ رابطۀ از استفاده با

HL و A ماتریس چولسکی تجزیۀ A = LLT اگر .[۱۱] کرد حساب را A مثبت معین ماتریس

.HL = (LLT )
۱
۲ = A

۱
۲ آنگاه باشد LT ماتریس قطبی تجزیۀ متقارن عامل

تکین مقدار تجزیۀ محاسبۀ ۵ .۲

کنید فرض آورد. به دست ماتریسی قطبی تجزیۀ از استفاده با می توان نیز را تکین مقدار تجزیۀ

ماتریسی V آن در که باشد H طیفی تجزیۀ H = V ΛV T و A قطبی تجزیۀ A = UH
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است. نزولی ترتیب با ویژه مقدارها شامل قطری ماتریس Λ = diag(λ۱, . . . , λn) و متعامد

تعریف با صورت، این در هستند. نامنفی حقیقی اعداد λjها پس است، مثبت نیمه معین H چون

از تکین مقدار تجزیۀ یک که A = PDQ داشت خواهیم Q = V T و ،D = Λ ،P = UV

است. A ماتریس

متعامد عامل محاسبۀ روش های ۳

می کنند. محاسبه را U متعامد عامل معمولا ماتریسی قطبی تجزیۀ محاسبۀ برای تکراری روش های

فرمول از می توان را H متقارن عامل

H =
۱
۲
(
UTA+ATU

)
خطاهای به دلیل H که است ممکن چون نمی کنیم استفاده H = UTA فرمول از آورد. به دست

نشود. متقارن کردن گرد

معمولا را، Ak ماتریس های از دنباله ای U متعامد عامل محاسبۀ برای تکراری روش های

،g مناسب تکرار تابع یک به ازای ،Ak+۱ = Akg(A
T
kAk) یا Ak+۱ = g(Ak) به صورت

،A۰ = αA یا A۰ = A اولیۀ تقریب از روش ها این همۀ تقریباً است. همگرا U به که می سازند

نابرابری برقراری تا و می شوند شروع مناسب، αی ∈ R یک به ازای

∥Ak+۱ −Ak∥۱ ≤ δ∥Ak+۱∥۱

است. تعیین شده از پیش دقت δ آن در که می یابند ادامه

بعضی بیان به ادامه در که شده اند پیدا U متعامد عامل محاسبۀ برای متعددی تکراری روش های

آسانی کار نوعاً روش ها این دسته بندی .[۱۶ ،۱۵ ،۱۲ ،۷ ،۶ ،۵ ،۴ ،۳ ،۲ ،۱] می پردازیم آن ها از

کرد. بیان کلی قالب یک در را آن ها از بعضی می توان ولی نیست

ماتریسی معادلۀ حل مبتنی بر روش های ۱ .۳

f(x) = اسکالری معادلۀ حل برای شناخته شده عددی روش های همان عموماً، روش ها، این گونه

ماتریسی معادلۀ حل برای طبیعی به طور که هستند x۲ − ۱ = ۰

f(X) = XTX − I = ۰ (۱ .۳)
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یافته اند. تعمیم

ماتریسی معادلۀ حل برای هایم باشد. ناتکین n × n حقیقی ماتریس یک A که کنید فرض

ماتریسی دنبالۀ روش این در واقع، .[۱۲] می کند استفاده نیوتن روش از (۱ .۳)

A۰ = A, Ak+۱ =
۱
۲

(
Ak +A−T

k

)
, k ≥ ۰ (۲ .۳)

برای کمی تکرارهای باشد متعامد تقریباً A اگر است. U به دو مرتبۀ همگرای که می کند تولید را

همگرایی که است ممکن ولی است، دو مرتبۀ همگرای (۲ .۳) دنبالۀ که هرچند است. لازم همگرایی

از است عبارت (۲ .۳) دنبالۀ n = ۱ اسکالر حالت برای ،مثلا باشد. کُند آغازین تکرارهای در

نصف فقط تکرار هر در خطا و ak+۱ ≈ ۱
۲ak آنگاه a۰ = a ≫ ۱ اگر .ak+۱ = ۱

۲(ak+
۱
ak
)

را γk ̸= ۰ شتاب پارامتر تکرار هر در می توان (۲ .۳) روش همگرایی به شتاب  دادن برای می شود.

کرد: جایگزین γkAk با را Ak و برد به کار

A۰ = A, Ak+۱ =
۱
۲
(
γkAk + (γkAk)

−T
)
, k ≥ ۰ (۳ .۳)

از عبارت       اند آن ها از برخی .[۱۲] شده اند ارائه γk برای مختلفی انتخاب های

γ
(opt)
k =

(
∥A−۱

k ∥۲
∥Ak∥۲

) ۱
۲

γ
(۱,∞)
k =

(
∥A−۱

k ∥۱∥A−۱
k ∥∞

∥Ak∥۱∥Ak∥∞

) ۱
۴

γ
(F )
k =

(
∥A−۱

k ∥F
∥Ak∥F

) ۱
۲

γ
(det)
k = |det(Ak)|−

۱
n

γk برای انتخاب این با نیست. ساده آن محاسبۀ که هرچند γ
(opt)
k از است عبارت بهینه انتخاب

است شده ثابت حالت این در در واقع، است. بدوضع۱ A که وقتی حتی است، سریع بسیار همگرایی

تکرار s در همگرایی یعنی ،As = U آنگاه باشد متمایز تکین مقدار s دارای A ماتریس اگر که

در همواره تقریباً همگرایی γ
(۱,∞)
k با که می دهند نشان عددی آزمایش های .[۱۴] می آید به دست

(۲ .۳) روش از سریع تر (۳ .۳) روش که است شده ثابت همچنین، می آید. به دست تکرار ده حداکثر

1. ill-conditioned
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چون دارد را همگرایی رفتار بدترین γ(det)k انتخاب .γ(opt)k ≤ √
γk ≤ ۱ اگر تنها و اگر است

نیست. بهینه مجانبی به طور

استفاده بیشترین γ(۱,∞)
k انتخاب عمل در و هستند γ

(opt)
k برای تقریب هایی بالا انتخاب های

،LU تجزیۀ از استفاده با مثلا ،A−۱
k محاسبۀ روند طول در می توان را γ(det)k که داریم توجه دارد. را

آورد. به دست

به صورت می توان را (۲ .۳) دنبالۀ باشد کامل A ستونی رتبۀ اگر

A۰ = αA, Ak+۱ =
۱
۲
Ak

(
I + (AT

kAk)
−۱) , k ≥ ۰ (۴ .۳)

و است شده معرفی [۶] در روش این .α = ۱/
√

۱ + ∥A∥۱∥A∥∞ آن در که کرد بازنویسی

(۴ .۳) دنبالۀ نباشد بدوضع A اگر است. کامل رتبۀ با مستطیلی ماتریس های به (۲ .۳) دنبالۀ تعمیم

به شمار کاستی یک (۴ .۳) در AT
kAk وجود به هرحال، است. دو مرتبۀ همگرای و می کند کار خوب

بروز باعث نیز ماتریس این وارون محاسبۀ و دارد به دنبال را وضعیت ضریب مربع شدن زیرا می آید

می شود. محاسباتی مشکل های

که کرد استفاده (۱ .۳) ماتریسی معادلۀ حل برای هلی۱ روش از می توان (۲ .۳) روش به جای

:[۷] می آورد به دست زیر دنبالۀ با را U متعامد عامل و است سه مرتبۀ همگرای

A۰ = A, Ak+۱ = Ak

(
AT

kAk + ۳I
) (

۳AT
kAk + I

)−۱
, k ≥ ۰ (۵ .۳)

نیز کامل رتبۀ مستطیلی ماتریس های برای می توان را روش این است. ناتکین ماتریسی A اینجا در

است: زیر به صورت (۵ .۳) روش از کاراتر نسخۀ یک برد. به کار

A۰ = A, Ak+۱ =
۱
۳
Ak

[
I + ۸

(
۳AT

kAk + I
)−۱

]
, k ≥ ۰

کردند استفاده (۱ .۳) معادلۀ حل برای دو گامی روش یک از [۱۸] در همکاران و سلیمانی

آغازین ماتریس از آن ها روش است. نیوتن روش و چبیشف‑هلی نوع روش های از ترکیبی که

ماتریس های دنبالۀ و است ∥A∥۲ برای تقریبی β آن در که می شود شروع A۰ = ۱
β A

Yk = A∗
kAk, Zk = Y ۲

k , Wk = YkZk, Lk = YkWk,

Ak+۱ = Ak[۶۸۴I + ۵۳۱۶Yk + ۵۸۷۶Zk + ۹۲۴Wk]

×[۸۱I + ۲۵۲۴Yk + ۶۹۹۰Zk + ۳۰۸۴Wk + ۱۲۱Lk]
−۱

1. Edmond Halley
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این گونه از دیگری انواع است. ۶ مرتبۀ همگرای بالا روش که است شده ثابت می کند. تولید را

کرد. مشاهده [۱۸ ،۱۷] در می توان را روش ها

تقریب مبتنی بر روش های ۲ .۳

داریم باشد مختلط عدد یک z = |z|eiθ اگر

eiθ =
z

|z|
=

z√
|z|۲

=
z√

۱ − q
, q = ۱ − |z|۲.

داریم تیلر سری از استفاده با بنابراین

eiθ = z

(
۱ +

۱
۲
q +

۳
۸
q۲ + · · ·+ (−۱)p

(
−۱

۲
p

)
qp + · · ·

)
.

مختلط، اعداد و ماتریس ها بین آشنا نام تشابه یک بنابر از این رو،

U = A

(
I +

۱
۲
T +

۳
۸
T ۲ + · · ·

)
, T = I −ATA,

:[۱] آوردند به دست باوئی و بیورک را زیر p+ ۱ مرتبۀ تکراری روش های خانوادۀ

A۰ = A,

Tk = I −AT
kAk, k ≥ ۰,

Ak+۱ = Ak

(
I +

۱
۲
Tk +

۳
۸
T ۲
k + · · ·+ (−۱)p

(
−۱

۲
p

)
T p
k

)
. (۶ .۳)

نیوتن‑شولتس۱ تکرار p = ۱ به ازای دارد. کاربرد هم مستطیلی ماتریس های برای (۶ .۳) روش

A۰ = A, Ak+۱ =
۱
۲
Ak

(
۳I −AT

kAk

)
, k ≥ ۰ (۷ .۳)

باشند.
√

۳ از کوچک تر A تکین مقادیر تمام هرگاه است دو مرتبۀ همگرای که می آید به دست

فقط را A−T
k هرگاه گرفت نظر در (۲ .۳) روش برای بهبودی به عنوان می توان را روش این درواقع،

.A−T
k ≈ Ak(۲I −AT

kAk) بزنیم: تقریب وارون ماتریس برای نیوتن روش تکرار یک با

به صورت است مناسب بسیار موازی محاسبات برای که ۲p مرتبۀ همگرای روش یک

A۰ = A, Ak+۱ =
۱
p
Ak

p∑
i=۱

۱
ξi

(
AT

kAk + α۲
i I
)−۱

, k ≥ ۰ (۸ .۳)

1. Newton-Schulz iteration
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همچنین است، طبیعی عددی p و کامل رتبۀ مستطیلی A آن در که [۱۲] می شود داده

ξi =
۱
۲

(
۱ + cos

(۲i− ۱)π
۲p

)
, α۲

i =
۱
ξi

− ۱, ۱ ≤ i ≤ p.

عددی پایدار فرمول های از می توان شود انتخاب بزرگ p اگر

ξi = cos۲ (۲i− ۱)π
۴p

, α۲
i = tan۲ (۲i− ۱)π

۴p
, ۱ ≤ i ≤ p

قاعدۀ با U متعامد عامل برای (۳ .۱) انتگرال تقریب از درواقع (۸ .۳) روش کرد. استفاده

دو مرتبۀ تکراری روش p = ۱ به ازای می شود. نتیجه گاوس‑چبیشف انتگرال گیری

A۰ = A, Ak+۱ = ۲Ak

(
I +AT

kAk

)−۱
, k ≥ ۰ (۹ .۳)

است. (۲ .۳) روش عکس درواقع که می آید به دست

از زیر تک پارامتری خانوادۀ [۶] در است، سه مرتبۀ همگرای که ،(۵ .۳) هلی روش مبنای بر

است: دو حداقل آن ها همگرایی مرتبۀ که است شده معرفی تکراری روش های

A۰ = αA,

Ak+۱ = Ak

(
(۲β − ۳)I +AT

kAk

) (
(β − ۲)I + βAT

kAk

)−۱ (۱۰ .۳)

،(۷ .۳) روش β = ۰ به ازای .α = ۱/
√

۱ + ∥A∥۱∥A∥∞ و ،β ̸= ۱ ،k ≥ ۰ اینجا در

حالت در می آید. به دست (۵ .۳) هلی روش β = ۳ به ازای و ،(۲ .۳) روش β = ۲ به ازای

کنیم بازنویسی زیر به صورت را (۱۰ .۳) روش که است بهتر محاسباتی اهداف برای β ̸= ۰, ۱

A۰ = αA

Ak+۱ =
۱
β
Ak + ۲

(
β − ۱
β

)۲
Ak

(
β − ۲
β

I +AT
kAk

)−۱
, k ≥ ۰

کووارژیک نوع روش های ۳ .۳

بردارهای از متناهی مجموعه ای تقریبی متعامد سازی برای دو مرتبۀ همگرای روش یک کووارژیک۱

1. Zdislav V. Kovářík
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به طور ماتریس یک وارون باید آن تکرار هر در که کرد ارائه هیلبرت فضای یک در خطی ْمستقل

است زیر به صورت کووارژیک روش .[۱۵] شود محاسبه صریح

A۰ = A

Kk = (I −AT
kAk)(I +AT

kAk)
−۱

Ak+۱ = Ak (I +Kk) , k ≥ ۰ (۱۱ .۳)

این در .k ≥ ۱ هر به ازای ∥AT
kAk∥۲ < ۱ آنگاه ∥ATA∥۲ < ۱ اگر که است شده ثابت

مقیاس بندی با می توان همواره به علاوه، برعکس. و است وارون پذیر I +AT
kAk ماتریس حالت،

به صورت A

Anew :=
۱√

۱ + ∥A∥۱∥A∥∞
A

باشند خطی ْمستقل A ستون های اگر که کرد ثابت کووارژیک کرد. برقرار را ∥ATA∥۲ < ۱ شرط

به Ak ماتریس های دنبالۀ

U = A(ATA)−
۱
۲

یکامتعامدند. U ستون های و است همگرا

است. ،k هر به ازای ،I+AT
kAk ماتریس وارون محاسبۀ کووارژیک روش کاستی های از یکی

می آیند. به دست (I + AT
kAk)

−۱ تقریب با کووارژیک روش برای مختلف بهبودهای بنابراین

و است شده استفاده (I + AT
kAk)

−۱ برای تقریبی به عنوان I − ۰٫۵AT
kAk از [۱۶] در ،مثلا

است شده کووارژیک روش برای زیر بهبود به منجر

A۰ = A

Kk = (I −AT
kAk)(I − ۰٫۵AT

kAk)

Ak+۱ = Ak(I +Kk), k ≥ ۰ (۱۲ .۳)

نشان عددی آزمون های از استفاده با و است نشده بیان انتخاب این منشأ از قانع کننده ای دلیل هیچ

است. خطی همگرای (۱۲ .۳) روش که است شده داده



۲۱۹ (۱۴۰۲ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

تک پارامتری بهبودهای ردۀ [۳] در

A۰ = A

Kk = (I −AT
kAk)(I − αAT

kAk)

Ak+۱ = Ak(I +Kk), k ≥ ۰ (۱۳ .۳)

فقط (۱۳ .۳) ردۀ روش های است. شده ارائه ،(۱۲ .۳) روش شامل ،(۱۱ .۳) کووارژیک روش برای

همگرایی مرتبۀ درحالی که است، خطی آن ها همگرایی مرتبۀ و هستند همگرا α ∈ [۰٫۲۱, ۱) به ازای

تصور که آنچه برخلاف ،(۱۲ .۳) روش اینکه اثبات علاوه بر به این ترتیب، است. دو (۱۲ .۳) روش

است. نیز (۱۳ .۳) روش های ردۀ در بهینه روش یک که کردیم ثابت است، دو مرتبۀ همگرای می شد،

تک پارامتری بهبودهای ردۀ نیز [۴] در

A۰ = A

Kk = (I −AT
kAk)(αI − βAT

kAk)

Ak+۱ = Ak(I +Kk), k ≥ ۰ (۱۴ .۳)

بهبود شامل که کردیم ارائه (۱۱ .۳) کووارژیک روش برای ،β = c+۳
۸−۲c و α = ۷

۸−۲c آن در که را

و هستند همگرا c ∈ [−۲, ۲] به ازای فقط (۱۴ .۳) ردۀ روش های که کردیم ثابت است. (۱۲ .۳)

مرتبه با روش یک c = ۰ خاص حالت در که دادیم نشان به علاوه، است. دو آن ها همگرایی مرتبۀ

می آید. به دست سه همگرایی
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Abstract. In this article, an important and widely used matrix decomposition is in-
troduced. This decomposition, named the matrix polar decomposition, is actually a
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