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در است. شده توجه کمتر آن ویژگی های و متقارن تفاضل عمل به ریاضی، متون بیشتر در چکیده.
آن در که می کنیم بیان فرمولی سپس و اثبات را عمل این اساسی ویژگی های برخی نخست مقاله، این
اصلی عدد برحسب مجموعه متناهی تعداد متقارن تفاضل ترکیب از متشکل مجموعه ای اصلی عدد
پیشامدی وقوع احتمال محاسبۀ برای فرمولی همچنین، می شود. تعیین تشکیل دهنده مجموعه های
تشکیل دهنده پیشامدهای احتمال برحسب پیشامد متناهی تعداد متقارن تفاضل ترکیب از متشکل

می بریم. پایان به رمز نظریۀ در روابط این از کاربردی به اشاره با را مقاله سرانجام، می دهیم. ارائه

مقدمه ۱

اعضای روی اصلی عمل چهار باشد. آن توانی مجموعۀ P(S) و مرجع مجموعۀ S ̸= ∅ کنید فرض

تفاضل به موسوم دیگری عمل .S به نسبت متمم و تفاضل، اشتراک، اجتماع، از عبارت اند P(S)

عمل چهار مانند باید که آن چنان ریاضیات مبانی کتاب های در ،معمولا که دارد وجود نیز متقارن

نیامده است. میان به سخنی مجموعه دو متقارن تفاضل از [۲] در مثلا نمی شود. پرداخته دیگر اصلی

نیز، [۳] و [۵] کتاب های در دارد. آن ویژگی های از برخی و تعریف به مختصری اشارۀ [۷] کتاب

تمرین ها در فقط آن ویژگی های و متقارن تفاضل به ریاضیات، تخصصی کتاب های از برخی مانند

،△ متقارن، تفاضل عملگر دربارۀ جبری متداول متون در که مباحثی عمدۀ است. شده پرداخته

در دوتایی عمل یک به عنوان △ که است ریاضی ساختارهای از دسته آن به مربوط می شود مطرح

.[۱۵] هستند ساختارها این از نمونه  هایی بولی حلقه های و بولی گروه های برخی دارد. حضور آن ها

متقارن تفاضل است. △ شرکت پذیری ویژگی اثبات ،[۱۶ ،۸] مانند مقالات، از برخی موضوع
رمزگذاری شمول، عدم و شمول اصل جایگشت، احتمال، متقارن، تفاضل اصلی، عدد کلیدی: کلمات و عبارات
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معادلات نظریۀ فنون از استفاده با [۹] در ،مثلا است. یافته راه نیز ریاضی نظریه های از برخی به

است. شده  مطالعه فازی مجموعه های برای متقارن تفاضل الگوهای برخی شبکه ها نظریۀ و تابعی

ابرصفحه ها، وقوع، ماتریس های بلوک ها، از جمله ریاضیات، گوناگون مباحث از استفاده با [۱۹] در

و بلوکی طرح های در متقارن تفاضل ویژگی وجود عدم یا وجود موضوع آدامار ماتریس های و

صفحه، از ناحیه دو متقارن تفاضل محاسبۀ روش [۱۴] در است. شده بررسی تفاضلی مجموعه های

شده اند تعریف خود، وابستۀ مرزهای با مرتبط و چندضلعی جهت دار) و بسته (ساده، خم های با که

است. شده ارائه چندضلعی خم های شکل به خروجی و است، شده بررسی

مفهوم از استفاده است، احتمالاتی و جبری مباحث از ترکیبی که حاضر، مقالۀ اصلی هدف

پیشامد دو احتمال محاسبۀ آن، به دنبال و خاص، مجموعۀ دو اصلی عدد محاسبۀ در متقارن تفاضل

احتمال یا اصلی، عدد محاسبۀ که است آن پیشامد، دو یا مجموعه، دو این ویژگی است. خاص

(پیشامد) مجموعۀ .[۱۲ ،۱۱] است همراه پیچیده محاسبات با نماد این از استفاده بدون آن ها،

پایان، در است. آمده به دست (پیشامد) مجموعه متناهی تعداد متقارن تفاضل ترکیب از بحث مورد

می آوریم. رمز نظریۀ در را حاصل نتایج از کاربردی

خاص مجموعه های برخی اصلی عدد ۲

شمول عدم و شمول اصل می گیریم. نظر در را S مرجع مجموعۀ از An ،. . . ،A۱ زیرمجموعه های

متناهی زیرمجموعه های از یکی به دست کم آن اعضای که S از زیرمجموعه ای اصلی عدد برای فرمولی

مجموعه، دو نمایش و تعریف به بخش، این در .[۶] می دهد به دست دارند تعلق An ،. . . ،A۱

اصل فرمول به شبیه فرمول هایی و می پردازیم Anاند، ،. . . ،A۱ مجموعه های از ترکیبی دو هر که

از عبارت اند مجموعه دو این می کنیم. بیان آن ها اصلی عدد برای شمول عدم و شمول

دارند؛ تعلق An ،. . . ،A۱ زیرمجموعه های از فرد تعدادی به فقط که S از اعضایی مجموعۀ (الف)

دارند. تعلق An ،. . . ،A۱ زیرمجموعه های از زوج تعدادی به فقط که S از اعضایی مجموعۀ (ب)

می دهیم. نمایش En و On با به ترتیب را بالا (ب) و (الف) در یادشده مجموعه های

آن از زیرمجموعه هایی An ،. . . ،A۲ ،A۱ و مرجع مجموعۀ S ̸= ∅ کنید فرض .۱ .۲ تعریف

می شود تعریف چنین زیرمجموعه ها این متقارن تفاضل باشند.

A۱△A۲△· · ·△An =

{
(A۱ −A۲) ∪ (A۲ −A۱) n = ۲
(A۱△A۲△· · ·△An−۱)△An n > ۲
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می کنیم. توصیف △ کمک به را En و On زیر قضیۀ در

A۱△A۲△· · ·△An اعضای در این صورت .A۱, . . . , An ⊆ S کنید فرض .۲ .۲ قضیه

و دارند، تعلق An ،. . . ،A۲ ،A۱ زیرمجموعه های از فرد تعدادی به که Sاند از اعضایی دقیقاً

،A۱ زیرمجموعه های از زوج تعدادی به که Sاند از اعضایی دقیقاً S به نسبت آن متمم اعضای

به عبارت دیگر، دارند. تعلق An ،. . . ،A۲

On = A۱△A۲△· · ·△An, (۱ .۲)

En = S − (A۱△A۲△· · ·△An). (۲ .۲)

اگر است. بدیهی حکم n = ۱ حالت در کنیم. ثابت n روی استقراء به را (۱ .۲) است کافی اثبات.

A۱△A۲ که می  شود نتیجه A۱△A۲ = (A۱ −A۲)∪ (A۲ −A۱) فرمول از آنگاه ،n = ۲

تعلق آن ها از یکی به فقط A۲ و A۱ مجموعۀ دو بین از که است S از اعضایی از متشکل دقیقاً

برابری از باشد. درست n = k هر برای حکم که می کنیم فرض .O۲ = A۱△A۲ بنابراین دارند،

A۱△A۲△· · ·△Ak△Ak+۱ = (A۱△A۲△· · ·△Ak)△Ak+۱

S از اعضایی از متشکل A۱△A۲△· · ·△Ak△Ak+۱ که می  شود نتیجه استقراء آزمون و

دارند. تعلق آن ها از یکی به دقیقاً Ak+۱ و A۱△A۲△· · ·△Ak مجموعۀ دو بین از که است

اعضایی از متشکل A۱△A۲△· · ·△Ak△Ak+۱ استقراء، فرض و آزمون به توجه با بنابراین

می آید دست به بنابراین و دارند، تعلق Ak+۱ ،. . . ،A۲ ،A۱ از فرد تعدادی به که است S از

.Ok+۱ = A۱△A۲△· · ·△Ak+۱

می دهیم. Per(L)نشان با Lرا = {۱, ۲, . . . , n} مجموعۀ جایگشت های مجموعۀ .۳ .۲ تعریف

است. چنین ۲ .۲ قضیۀ از نتیجه ای

آنگاه σ ∈ Per(L) و A۱, . . . , An ⊆ S اگر .۴ .۲ نتیجه

Aσ(۱)△Aσ(۲)△· · ·△Aσ(n) = A۱△A۲△· · ·△An.
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،σ ∈ Per(L) ،۱ < k۱ < k۲ < · · · < km < n ،A۱, . . . , An ⊆ S اگر .۵ .۲ قضیه

و ،X = A۱△A۲△· · ·△An

Y = (Aσ(۱)△· · ·△Aσ(k۱))△(Aσ(k۱+۱)△· · ·△Aσ(k۲))△· · ·△(Aσ(km+۱)△· · ·△Aσ(n))

.X = Y آنگاه

می کنیم تعریف متمایزند. Aiها می کنیم فرض ۲ .۲ قضیۀ بنابر و کلیت، از کاستن بدون اثبات.

Bσ(۱) = Aσ(۱)△· · ·△Aσ(k۱)

Bσ(k۱+۱) = Aσ(k۱+۱)△· · ·△Aσ(k۲)

...
...

Bσ(km+۱) = Aσ(km+۱)△· · ·△Aσ(n).

S از اعضایی همۀ از Y = Bσ(۱)△Bσ(k۱+۱)△· · ·△Bσ(km+۱) مجموعۀ ،۲ .۲ قضیۀ بنابر

Bσ(km+۱) ،. . . ،Bσ(k۱+۱) ،Bσ(۱) مجموعه های از فرد تعدادی به هر یک که است شده تشکیل

تشکیل S از اعضایی از نیز مجموعه ها این از هر یک قضیه، همان بنابر از سوی دیگر، دارند. تعلق

Aiها و σ ∈ Per(L) چون دارند. تعلق Ai مجموعه های از فرد تعدادی به هریک که است شده

دارند، تعلق Aiها از فرد تعدادی به هریک که است شده تشکیل S از اعضایی از Y متمایزند،

مجموعه های از زوج تعدادی به که دارد وجود X از عضوی آنگاه X ̸⊆ Y اگر .Y ⊆ X بنابراین

اعضایی از نیز، مجموعه ها این از هر یک چون، دارد. تعلق Bσ(km+۱) ،. . . ،Bσ(k۱+۱) ،Bσ(۱)

X از عضوی پس دارند، تعلق Ai مجموعه های از فرد تعدادی به هریک که است شده تشکیل S از

دارد. تناقض ۲ .۲ قضیۀ با نتیجه این است. متعلق Aiها از زوج تعدادی به که دارد وجود

دارد. شرکت پذیری ویژگی △ عمل .۶ .۲ نتیجه

نظر در به گونه ای را σ ∈ Per(L) و k۱ = ۲ و n = ۳ بگذاریم ۵ .۲ قضیۀ در است کافی اثبات.

داریم ۵ .۲ قضیۀ طبق در این صورت، .σ(۳) = ۱ و ،σ(۲) = ۳ ،σ(۱) = ۲ که بگیریم

Y = (Aσ(۱)△Aσ(۲))△Aσ(۳), X = A۱△A۲△A۳.
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داریم ۵ .۲ قضیۀ و می شود، نتیجه ۱ .۲ تعریف از که ،△ جابه جایی ویژگی از استفاده با

A۱△(A۲△A۳) = (A۲△A۳)△A۱

= (Aσ(۱)△Aσ(۲))△Aσ(۳)

= A۱△A۲△A۳ = (A۱△A۲)△A۳.

در این صورت B,A۱, . . . , An ⊆ S کنید فرض .۷ .۲ قضیه

(A۱△A۲△· · ·△An) ∩B = (A۱ ∩B)△(A۲ ∩B)△· · ·△(An ∩B), (۳ .۲)

B ∩ (A۱△A۲△· · ·△An) = (B ∩A۱)△(B ∩A۲)△· · ·△(B ∩An). (۴ .۲)

است. بدیهی حکم n = ۱ به ازای می کنیم. ثابت n روی استقراء به را (۳ .۲) رابطۀ نخست اثبات.

می کنیم. ثابت را B ∩ (A۱△A۲) = (B ∩A۱)△(B ∩A۲) درستی و n = ۲ می کنیم فرض

داریم

x ∈ B ∩ (A۱△A۲) ⇐⇒(x ∈ B ∧ x ∈ A۱△A۲)

⇐⇒(x ∈ B ∧ (x ∈ A۱ ∧ x ̸∈ A۲))

∨ (x ∈ B ∧ (x ̸∈ A۱ ∧ x ∈ A۲))

⇐⇒((x ∈ B ∧ x ∈ A۱) ∧ (x ∈ B ∧ x ̸∈ A۲))

∨ ((x ∈ B ∧ x ̸∈ A۱) ∧ (x ∈ B ∧ x ∈ A۲))

⇐⇒(x ∈ (B ∩A۱) ∧ x ̸∈ (B ∩A۲))

∨ (x ̸∈ (B ∩A۱) ∧ x ∈ (B ∩A۲))

⇐⇒x ∈ (B ∩A۱)△(B ∩A۲)

و باشد برقرار نیز n = k به ازای حکم می کنیم فرض است. برقرار n = ۲ به ازای حکم بنابراین،

B ∩ (A۱△A۲△· · ·△Ak) = (B ∩A۱)△(B ∩A۲)△· · ·△(B ∩Ak)
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داریم استقراء فرض و آزمون و ۱ .۲ تعریف از استفاده با ،n = k + ۱ برای

B ∩ (A۱△A۲△· · ·△Ak△Ak+۱)

= B ∩ ((A۱△A۲△· · ·△Ak)△Ak+۱)

= (B ∩ (A۱△A۲△· · ·△Ak))△(B ∩Ak+۱)

= ((B ∩A۱)△(B ∩A۲)△· · ·△(B ∩Ak))△(B ∩Ak+۱)

= (B ∩A۱)△(B ∩A۲)△· · ·△(B ∩Ak)△(B ∩Ak+۱)

می شود. انجام مشابه به طور (۴ .۲) اثبات می رسد. اتمام به (۳ .۲) اثبات و

شباهت فرمول ها این می آوریم. به دست En و On اصلی اعداد برای فرمول هایی ادامه، در

دارند. شمول عدم و شمول اصل فرمول به زیادی

متناهی زیرمجموعه های A۱, . . . , An ⊆ S اگر .([۶] شمول، عدم و شمول (اصل ۸ .۲ قضیه

فرض با آنگاه ،A = ∪i=n
i=۱Ai و باشند S از

ci = |Ai|, cij = |Ai ∩Aj |, cijk = |Ai ∩Aj ∩Ak|, . . .

Cn
۱ =

∑
i

ci, Cn
۲ =

∑
i<j

cij , Cn
۳ =

∑
i<j<k

cijk, . . .

است چنین A اصلی عدد

|A| =
n∑

ν=۱
(−۱)ν−۱Cn

ν

مجموعۀ .f(i) = i هرگاه می نامند f ∈ Per(L) ثابت نقطۀ یک را i ∈ L عضو .۹ .۲ تعریف

می دهیم. نشان Fix(L) با دارند ثابت نقطۀ یک حداقل که را Per(L) اعضای همه

با است برابر Fix(L) مجموعۀ اصلی عدد .۱۰ .۲ نتیجه

|Fix(L)| = n!
n∑

ν=۱

(−۱)ν+۱

ν!

می کنیم تعریف ۱ ≤ i ≤ n برای اثبات.

Ai = {f ∈ Per(L) : f(i) = i}.
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داریم ۸ .۲ قضیۀ نمادهای طبق

ci = (n− ۱)!, cij = (n− ۲)!, cijk = (n− ۳)!, . . . .

داریم پس
(
n
m

)
با است برابر مختلف شیء n بین از مختلف شیء m انتخاب راه های تعداد چون

Cn
۱ =

(
n

۱

)
(n− ۱)! = n(n− ۱)! = n!,

Cn
۲ =

(
n

۲

)
(n− ۲)! =

n(n− ۱)
۲!

(n− ۲)! =
n!

۲!
,

Cn
۲ =

(
n

۳

)
(n− ۳)! =

n(n− ۱)(n− ۲)
۳!

(n− ۳)! =
n!

۳!
,

داریم ۸ .۲ قضیۀ از استفاده با بنابراین ،Fix(L) = A۱ ∪ · · · ∪ An چون غیره. و

|Fix(L)| = Cn
۱ − Cn

۲ + · · ·+ (−۱)n−۱Cn
n

= n!− n!

۲!
+ · · ·+ (−۱)n−۱n!

n!

= n!

(
۱ − ۱

۲!
+ · · ·+ (−۱)n−۱

n!

)
= n!

n∑
ν=۱

(−۱)ν+۱

ν!

در این صورت Sباشند. از متناهی زیرمجموعه  های A۱, . . . , An ⊆ S می کنیم فرض .۱۱ .۲ قضیه

داریم ۸ .۲ قضیۀ نمادهای با

|On| =
n∑

ν=۱
(−۲)ν−۱Cn

ν , (۵ .۲)

|En| = |S| −
n∑

ν=۱
(−۲)ν−۱Cn

ν . (۶ .۲)

رابطۀ است کافی ،۲ .۲ قضیۀ بنابر می کنیم. ثابت را (۵ .۲) رابطۀ اثبات.

|A۱△A۲△· · ·△An| =
n∑

ν=۱
(−۲)ν−۱Cn

ν
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آنگاه n = ۲ اگر است. بدیهی حکم n = ۱ حالت در کنیم. ثابت را

|A۱△A۲| = |A۱ ∪A۲| − |A۲ ∩A۱|

= |A۱|+ |A۲| − ۲|A۱ ∩A۲|

= c۱ + c۲ − ۲c۱۲ = C۲
۱ − ۲C۲

۲ =

۲∑
ν=۱

(−۲)ν−۱C۲
ν ,

است، برقرار n = k برای حکم می  کنیم فرض است. برقرار نیز n = ۲ برای حکم بنابراین

|A۱△A۲△· · ·△Ak| =
k∑

ν=۱
(−۲)ν−۱Ck

ν

در این صورت ،Bi = Ai ∩Ak+۱ می کنیم تعریف ۱ ≤ i ≤ k برای

|Bi| = |Ai ∩Ak+۱| = ci(k+۱),

|Bi ∩Bj | = |Ai ∩Aj ∩Ak+۱| = cij(k+۱), . . . .

داریم ۷ .۲ قضیۀ و استقراء، آزمون ،۱ .۲ تعریف بنابر

|A۱△A۲△· · ·△Ak+۱| = |(A۱△A۲△· · ·△Ak)△Ak+۱|

= |A۱△A۲△· · ·△Ak|+ |Ak+۱|

− ۲|(A۱△A۲△· · ·△Ak) ∩Ak+۱|

= |A۱△A۲△· · ·△Ak|+ |Ak+۱|

− ۲|(A۱ ∩Ak+۱)△· · ·△(Ak ∩Ak+۱|

= |A۱△A۲△· · ·△Ak|+ |Ak+۱| − ۲|B۱△· · ·△Bk|.
(۷ .۲)

داریم استقراء فرض بنابر

|B۱△· · ·△Bk| =
k∑

µ=۱
(−۲)µ−۱Dk

µ (۸ .۲)
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آن در که

Dk
۱ =

∑
۱≤i≤k

|Bi| =
∑

۱≤i≤k

ci(k+۱),

Dk
۲ =

∑
۱≤i<j≤k

|Bi ∩Bj | =
∑

۱≤i<j≤k

cij(k+۱),

Dk
۳ =

∑
۱≤i<j<ℓ<≤k

|Bi ∩Bj ∩Bℓ| =
∑

۱≤i<j<ℓ<≤k

cijℓ(k+۱),

داریم (۸ .۲) و (۷ .۲) رابطه های از بنابراین غیره. و

|A۱△A۲△· · ·△Ak+۱| =
k∑

ν=۱
(−۲)ν−۱Ck

ν + ck+۱ − ۲
k∑

µ=۱
(−۲)µ−۱Dk

µ

= (Ck
۱ + ck+۱)− ۲(Ck

۲ +Dk
۱ ) + ۴(Ck

۳ +Dk
۲ )− · · ·

+ (−۲)k−۱(Ck
k +Dk

k−۱) + (−۲)kDk
k

= Ck+۱
۱ − ۲Ck+۱

۲ + ۴Ck+۱
۳ − · · ·+ (−۲)k−۱Ck+۱

k + (−۲)kCk+۱
k+۱

=
k+۱∑
ν=۱

(−۲)ν−۱Ck+۱
ν

می رسد. انجام به اثبات درنتیجه و

اعضایی مجموعۀ اصلی عدد می توان ۱۰ .۲ نتیجۀ مشابه استدلالی و ۱۱ .۲ قضیۀ از استفاده با

آورد. به دست دارند ثابت نقطۀ فرد تعدادی که را Per(L) از

است برابر دارند ثابت نقطۀ فرد تعدادی که Per(L) از اعضایی مجموعۀ اصلی عدد .۱۲ .۲ نتیجه

.n!
∑n

ν=۱
(−۲)ν−۱

ν! با

می کنیم تعریف ۱ ≤ i ≤ n به ازای اثبات.

Ai = {f ∈ Per(L) : f(i) = i}.

با است برابر دارند ثابت نقطۀ فرد تعدادی که Per(L) از اعضایی مجموعۀ که است بدیهی

داریم ۱۰ .۲ نتیجۀ مانند بنابراین ،A۱△A۲△ . . .△An

ci = (n− ۱)!, cij = (n− ۲)!, cijk = (n− ۳)!, . . . .
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به همین ترتیب و

Cn
۱ = n!, Cn

۲ =
n!

۲!
, Cn

۲ =
n!

۳!
, . . . .

داریم ۱۱ .۲ قضیۀ طبق درنتیجه

|A۱△A۲△· · ·△An| =
n∑

ν=۱
(−۲)ν−۱Cn

ν

=
n∑

ν=۱
(−۲)ν−۱n!

ν!
= n!

n∑
ν=۱

(−۲)ν−۱

ν!
,

است. کامل اثبات و

احتمالات نظریۀ در متقارن تفاضل ۳

کرد. پیش بینی نتوان قاطعیت با را نتیجه اش که است عملی آزمایش از منظور احتمالات نظریۀ در

می نامند. آزمایش آن نمونۀ فضای باشد داشته است ممکن آزمایش یک که نتایجی تمام مجموعۀ

(سیگما جبر سیگما یک باشد. آزمایش یک نمونۀ فضای S می کنیم فرض :[۱۳] .۱ .۳ تعریف

کند صدق زیر شرایط در که P(S) از Σ زیرمجموعۀ از است عبارت S روی میدان)

S؛ ∈ Σ (الف)

S؛ −A ∈ Σ آنگاه A ∈ Σ اگر (ب)

باشد. Σ به متعلق Σ اعضای از دنباله هر اجتماع (ج)

آزمایش نتیجۀ که می  دهد رخ وقتی پیشامد یک می نامند. آزمایش پیشامد یک را Σ عضو هر

P(S) که است روشن ندهند. رخ هم با هرگاه نامند ناسازگار را پیشامد دو باشد. اعضایش از یکی

است. S روی جبر سیگما یک خود

احتمال تابع می کند، صدق زیر رابطۀ دو در که را P : P(S) → [۰, ۱] تابع .([۱۰]) ۲ .۳ تعریف

می نامیم. S نمونۀ فضای با آزمایش

P؛ (S) = ۱ باشیم داشته S نمونۀ فضای برای (الف)

آنگاه باشد، ناسازگار دوبه دو پیشامدهای از دنباله ای {Ai}i∈N اگر (ب)

P (∪∞
i=۱Ai) =

∞∑
i=۱

P (Ai).
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.[۱۷] احتمال اند تابع تعریف نتایج زیر گزارۀ سه

داریم A۲ و A۱ پیشامد دو هر برای (۱)

P (A۱ ∪A۲) = P (A۱) + P (A۲)− P (A۱ ∩A۲).

.P (A۱) ≤ P (A۲) آنگاه A۱ ⊆ A۲ اگر (۲)

.P (∅) = ۰ (۳)

،A۱ پیشامد های از فرد تعدادی به فقط عضوش هر که را S از پیشامدی شد، بیان آنچه مشابه

از زوج تعدادی به فقط عضوش هر که را S از پیشامدی و ،On با دارد تعلق An ،. . . ،A۲

می  دهیم. نمایش En با دارد تعلق An ،. . . ،A۲ ،A۱ پیشامد های

خاص پیشامد های برخی احتمال ۱ .۳

یک نمونۀ فضای S می کنیم فرض ابتدا می یابیم. P (En) و P (On) برای فرمول هایی اینجا، در

رخ دادن احتمال باشد. r هریک رخ دادن احتمال و مستقل پیشامدهای An ،. . . ،A۱ و آزمایش

و s = ۱ − r آن در که
(
n
k

)
rksn−k با است برابر An ،. . . ،A۱ پیشامدهای بین از پیشامد k

درنتیجه، می  دهیم. نمایش o(n) با را [۱, n] بازۀ در واقع فرد اعداد مجموعۀ .
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!

جمله های مجموع همان مجموع، این .
∑

k∈o(n)
(
n
k

)
rksn−k با است برابر On رخ دادن احتمال

تفاضل مقدار نصفِ با آن مقدار بنابراین، است. فرد k آن ها در که است (r+s)n دوجمله ای بسط

است. برابر (s− r)n و (r + s)n دوجمله ای  های بسط های

آنگاه باشد، r هریک رخ دادن احتمال و مستقل An ،. . . ،A۱ پیشامدهای اگر .۳ .۳ قضیه

P (On) =
۱
۲
[۱ − (۱ − ۲r)n], P (En) =

۱
۲
[۱ + (۱ − ۲r)n],

lim
n→∞

P (On) = lim
n→∞

P (En) =
۱
۲
.

به | · | تبدیل با و ۱۱ .۲ قضیۀ برهان به شبیه برهانی با می گیریم. نظر در را کلی حالت اکنون

کرد. استخراج Aiها از فرد تعدادی رخ دادن احتمال برای فرمولی می توان F به C و ،P
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همچنین، .A۱, . . . , An ⊆ S و باشد متناهی S می  کنیم فرض .۴ .۳ قضیه

Pi = P (Ai), Pij = P (Ai ∩Aj), Pijk = P (Ai ∩Aj ∩Ak), . . .

Fn
۱ =

∑
i

Pi, Fn
۲ =

∑
i<j

Pij , Fn
۳ =

∑
i<j<k

Pijk, . . . .

در این صورت

P (On) =
n∑

ν=۱
(−۲)ν−۱Fn

ν , P (En) = ۱ −
n∑

ν=۱
(−۲)ν−۱Fn

ν .

باشد، r هریک رخ دادن احتمال و مستقل An ،. . . ،A۱ پیشامدهای در حالتی که .۵ .۳ ملاحظه

می دانیم می شوند. نتیجه ۴ .۳ قضیۀ فرمول های از ۳ .۳ قضیۀ فرمول های

Pi = r, Pij = r۲, Pijk = r۳, . . . .

درنتیجه

Fn
۱ =

(
n
۱
)
r, Fn

۲ =
(
n
۲
)
r۲, Fn

۳ =
(
n
۳
)
r۳, . . . , F n

ν =
(
n
ν

)
rν .

بنابراین

P (On) =

n∑
ν=۱

(−۲)ν−۱Fn
ν =

n∑
ν=۱

(−۲)ν−۱(n
ν

)
rν

= −۱
۲
[−۱ + ۱ +

n∑
ν=۱

(
n
ν

)
(−۲r)ν ]

=
۱
۲
[۱ − (۱ − ۲r)n].

می کنیم تعریف ۱ ≤ i ≤ n هر به  ازای .۶ .۳ قضیه

Ai = {f ∈ Per(L) : f(i) = i}.

دراین صورت

P (On) =
n∑

ν=۱
(−۲)ν−۱ ۱

ν!
, P (En) = ۱ −

n∑
ν=۱

(−۲)ν−۱ ۱
ν!
.
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داریم ۴ .۳ قضیۀ بنابر اثبات.

Pi =
|Ai|
|S|

=
(n− ۱)!

n!
=

۱
n
,

Pij =
|Ai ∩Aj |

|S|
=

(n− ۲)!
n!

=
۱

n(n− ۱)
,

Pijk =
|Ai ∩Aj ∩Ak|

|S|
=

(n− ۳)!
n!

=
۱

n(n− ۱)(n− ۲)
,

همچنین غیره. و

Fn
۱ =

(
n

۱

)
Pi = ۱, Fn

۲ =

(
n

۲

)
Pij =

۱
۲!
, Fn

۳ =

(
n

۳

)
Pijk =

۱
۳!
, . . . .

می شود. کامل اثبات و P (On) =
∑n

ν=۱(−۲)ν−۱ ۱
ν! داریم قضیه همان بنابر درنتیجه

کنیم تعریف ۱ ≤ i ≤ n برای و L = {۱, ۲, . . . , n} اگر .۷ .۳ قضیه

Ai = {f ∈ Per(L) : f(i) = i},

است. برابر ۱+e−۲

۲ و ۱−e−۲

۲ با به ترتیب، ، ۲n
(n+۱)! خطای حداکثر با P (En) و P (On) آنگاه

چنین در است. برابر x = −۲ در ۱−ex

۲ تابع تیلر بسط اول جملۀ n با P (On) حاصل اثبات.

ایجاد برش اثر در که خطایی قدرمطلق می یابد، کاهش رفته رفته جمله ها قدرمطلق که متناوبی، سری

از این رو، .[۱] است کوچک تر صرف نظرشده جملۀ اولین قدرمطلق از P∣∣∣∣می شود (En)−
۱ + e−۲

۲

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(۱ − P (On))−
۱ + e−۲

۲

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣P (On)−
۱ − e−۲

۲

∣∣∣∣ < ۲n

(n+ ۱)!
.

می کنیم تعریف ۱ ≤ i ≤ n و L = {۱, ۲, . . . , n} به ازای .۸ .۳ نتیجه

Ai = {f ∈ Per(L) : f(i) = i}.

می کنند. صدق زیر برابری های در P (En) و P (On) دراین صورت

lim
n→∞

P (On) =
۱
۲
(۱ − e−۲), lim

n→∞
P (En) =

۱
۲
(۱ + e−۲).



پارسیان احتمال/پارسیان، و اصلی، عدد متقارن، تفاضل ۱۲۴

می آوریم. تعریفی درادامه،

مجموعه می نامیم. L از پریشی باشد ثابت نقطۀ فاقد که را Per(L) عضو هر .([۶]) ۹ .۳ تعریف

می  دهیم. نشان Der(L) با را L پریش های همۀ

به تصادف که ،Per(L) از عضوی اینکه احتمال که می شود نتیجه شمول عدم و شمول اصل از

زیرا .P (Der(L)) =
∑n

ν=۰
(−۱)ν
ν! با است برابر باشد Der(L) به متعلق می شود، انتخاب

از بنابراین است، Per(L) به نسبت Fix(L) مکمل Der(L) که می شود نتیجه ۹ .۲ تعریف از

داریم ۱۰ .۲ نتیجۀ

|Der(L)| = n!− n!

(
۱ − ۱

۲!
+ · · ·+ (−۱)n−۱

n!

)
= n!

(
۱ − ۱ +

۱
۲!

− · · ·+ (−۱)n−۱

n!

)
= n!

n∑
ν=۰

(−۱)ν

ν!
.

درنتیجه

P (Der(L)) =
|Der(L)|
|Per(L)|

=

n∑
ν=۰

(−۱)ν

ν!

داریم ۷ .۳ قضیۀ به شبیه استدلالی و x = −۱ نقطۀ در ex تابع تیلرِ بسط از استفاده با

∣∣∣∣P (Der(L))− ۱
e

∣∣∣∣ < ۱
(n+ ۱)!

, lim
n→∞

P (Der(L)) =
۱
e
.

داریم ۷ .۳ قضیۀ و شد بیان آنچه به توجه با بنابراین

کنیم تعریف ۱ ≤ i ≤ n برای و L = {۱, ۲, . . . , n} اگر .۱۰ .۳ نتیجه

Ai = {f ∈ Per(L) : f(i) = i}

تعدادی به متعلق می شود، انتخاب به تصادف که ،Per(L) از عضوی اینکه احتمال در این صورت

با است برابر باشد Aiها از ناصفر و زوج

P (En −Der(L)) = −
n∑

ν=۱

۱
ν!
[(−۲)ν−۱ + (−۱)ν ].

P∣∣∣∣همچنین (En −Der(L))− [
۱
۲
(۱ + e−۲)− ۱

e
]

∣∣∣∣ < ۲n + ۱
(n+ ۱)!

.
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رمزگشایی در کاربردی ۴

نوشتن معنی به graphein و پوشیدگی معنی به kryptós یونانی ریشۀ از که ،cryptography واژۀ

می سازد. غیرقابل فهم معینی افراد بجز همه برای را پیام تبادل که است هنری و علم نام است، آمده

اطلاعات استتار برای آن از که بود محدود نظامی و سیاسی محیط های به قرن ها علم این حیات

.[۱۸] می کردند استفاده ناامن) یا (امن ارتباطی خطوط طریق از مبادله شده

را آن اصلی پیام الفبای روی تبدیل ها از مجموعه ای به کارگیری با که است دستگاهی رمز، یک

لحظه همان در که کلید یک توسط لحظه هر در استفاده، مورد تبدیل می کند. تبدیل رمزی پیامی به

دارد. بستگی کلید ماندن سری به زیادی میزان به رمزی پیام امنیت می شوند. کنترل می رود، به کار

تاکنون که رمزنگاری دستگاه های اولین از یکی است. رمز شکستن و کلید یافتن رمزگشا هدف

استفاده مورد میلاد از قبل سال ۵۰ در سزار ژولیوس توسط که است سزار رمز است شده شناخته

انتهایی حرف سه و منتقل راست سمت به واحد سه الفبا، حروف رمز، این در است. می گرفته قرار

کلید به عنوان سزار، توسط ۳ عدد انتخاب علت البته، می شوند. بازگردانده اول حرف سه به نیز

زبان برای کند. انتخاب را صحیحی عدد هر می توانست او زیرا نیست، مشخص خود، رمزیِ دستگاه

آن ها از یکی و دارد وجود متمایز کلید ۲۵ است، ۲۶ الفبا حروف تعداد آن در که انگلیسی به پیام

رمزگذاری سزار رمزنگاری دستگاه از استفاده با که پیامی است بدیهی نمی کند. ایجاد اختفایی هیچ

نامیده خطی رمز شود، انجام کلیدها این از یکی از استفاده با که رمزی هر است. ناامن بسیار شود

.[۱۸] می شود

حرف ۲۶ روی جایگشت یک انگلیسی، زبان برای مثلا آن، کلید که است رمزی جانشینی رمز

عددی که می یابد افزایش ۲۶! − ۱ به ممکن کلیدهای تعداد رمزگذاری نوع این در است. الفبا

خطی رمزهای می سازد. ناممکن را کامل رمزی تحلیل مؤثر به گونه ای و است ۴× ۱۰۲۶ از بزرگ تر

.[۴] جانشینی اند رمزهای نوع از

جانشینی رمزِ یک از استفاده با و شده نوشته معینی زبان در که رمزی پیام یک رمزگشایی برای

استفاده می دهد رخ زبان آن در که تنها حرف یک آماری فراوانی توزیع از است شده رمزگذاری

از سه حرفی و دوحرفی، ترکیبات انتهایی، ابتدایی، حروف حروف، توزیع فراوانی مقایسۀ می کنند.

رمز گشایش راهکارهای از مکاتبه، مورد زبان در معلوم و مشخص فراوانی های با رمزی پیام یک

پیام در مشابهی حرف با همواره اصلی پیام حرف هر زیرا است، مؤثر خاصی به طرز روش این است.



پارسیان احتمال/پارسیان، و اصلی، عدد متقارن، تفاضل ۱۲۶

مورد زبان در اصلی، پیام زبانی مشخصات کلیۀ دلیل، همین به می شود. داده نمایش داده شده رمزی

می ماند. برقرار رمزی پیام در استفاده

رمزگشا حالت، این در زیرا است، کم بسیار جانشینی رمزهای در رمز تصادفی گشایش احتمال

کند؛ انتخاب را یکی گزینه (۲۶! − ۱) بین از است انگلیسی زبان به (مثلا) که پیامی برای باید

اگر اما است. ۲٫۴۸ × ۱۰−۲۷ آن تقریبی مقدار و P = ۱
۲۶!−۱ آن وقوع احتمال که پیشامدی

می دارند، نگه ثابت را حرف (زوج) فرد تعدادی که کند جستجو جایگشت هایی بین از را کلید رمزگشا

احتمال این که می دهد نشان ۷ .۳ قضیۀ در حقیقت، می یابد. افزایش چشمگیری به طور احتمال این

فرد تعداد با جایگشت های برای به ترتیب ۲n
(n+۱)! =

۲۲۶

(۲۷)! ≈ ۶٫۱۷ × ۱۰−۲۱ خطای حداکثر با

از وانگهی، برابرند. ۱+e−۲

۲ ≈ ۰٫۵۷ و ۱−e−۲

۲ ≈ ۰٫۴۳ تقریبی مقادیر با ثابت، حرفِ زوج و

از ناصفر و زوج تعدادی رمز کلید اینکه احتمال که برمی آید چنین نیز ۱۰ .۳ نتیجۀ و شد بیان آنچه

برابر ۱
۲(۱+ e−۲)− ۱

e ≈ ۰٫۲۰ تقریبی مقدار با خطا، حداکثر همان با دارد، نگه ثابت را حروف

است.

برکیفیت ارزشمندشان نظرات و پیشنهادها که محترم، داوران از مقاله نویسندگان سپاسگزاری
دارند. را قدردانی و تشکر کمال افزود، مقاله
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