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نظری جنبۀ از هم مالی زمینۀ در مهم تأثیری احتمالاتی پیشرفتۀ روش های گذشته دهه های در چکیده.
تحقیقاتی جهت های انگیزه بخش نیز مالی مسائل درمقابل، نهاده اند. برجای مالی صنعت نظر از هم و
به و می کنیم بررسی را پیشرفت ها این از برخی مروری، مقالۀ این در بوده اند. احتمال علم در جدید
مبانی نخست باشند. داشته را بیشتری تحقیقات استحقاق است ممکن که می کنیم اشاره زمینه هایی
در احتمال اندازۀ که مختلفی نقش های و ناکامل بازارهای بر ویژه کید تأ با را آربیتراژ قیمت گذاری
مدل، ابهام مسئلۀ بر سپس می کنیم. مرور می کنند، ایفا آن معادل مارتینگل اندازۀ و واقعی» «دنیای
آن ها در که می آوریم را موردی مطالعۀ دو می کنیم. تمرکز می شود، نامیده هم نایتی قطعیت عدم که
موردی مطالعۀ در دارد. وجود ریاضی ابزارهای طریق از نایتی۱ قطعیت عدم با آمدن کنار امکان
در می کنیم. بررسی مسیری اکیداً معنای به را واریانس سواپ های چون مشتقاتی ریسک پوشش اول
مشخص منسجم و محدب ریسک سنجه های که ترجیحاتی و سرمایه الزامات با دوم موردی مطالعۀ
الگوریتمی دادوستد چشم گیر افزایش از ناشی ریاضی مسائل آخر بخش دو در داریم. سروکار می کنند،

می دهیم. قرار بحث مورد را مدرن مالی بازارهای در

براونی حرکت ظهور و مالی علوم تصادفی چهرۀ ۱

پیش آهنگ شد. آغاز ۱۹۶۰ دهۀ اواسط در علمی۲ مالیۀ در احتمالاتی روش های اسلوبمند کاربرد

عدم مدل بازار، تأثیر مدل ریسک، پوشش آربیتراژ، نظریۀقیمت گذاری الگوریتمی، دادوستد کلیدی: کلمات و عبارات
واریانس سواپ پولی، ریسک سنجۀ قطعیت،

۱۴۰۱/۸/۱۲ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۱/۲/۲۴؛ دریافت: تاریخ ترویجی؛ مقاله: نوع
∗ Föllmer, H., Schied, A., Probabilistic aspects of finance, Bernoulli, 19 (4) (2013), 1306-1326.
با متن این تدوین امکان او یاری بی که طباطبائی علامه دانشگاه ریاضی گروه عضو وایقانی صفدری علی دکتر آقای از

می کنم. تشکر بی دریغ حمایت های بابت ایران ریاضی انجمن از و ناشناس داوران نداشت، وجود TeX افزار نرم
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که ،[۵] بشیلیه لویی دکترای رسالۀ مجدد کشف با که [۹۲] بود ساموئلسون پل ام آی تی در کار این

این در کرد. پیدا عظیم رونقی کرد، دفاع پاریس در ۱۹۰۰ سال در آن از پوانکاره آنری گزارش بنابر

ظاهر نقدشونده مالی دارایی قیمت نوسانات برای ریاضی مدل یک عنوان به براونی حرکت رساله

را هندسی براونی حرکت کاربرد بمانند، مثبت باید قیمت ها که فرض این با ساموئلسون می شود.

استاندارد مدل عنوان به هندسی۱ براونی حرکت زود خیلی و کرد، پیشنهاد براونی حرکت جای به

را خود معروف فرمول [۸۲] مرتون و [۹] شولز و بلک ۱۹۷۳ در زمینه این در شد. پذیرفته مرجع

آوردند. دست به خرید اختیار قیمت مورد در

قرار این از ابتدایی اش دلیل اولین چیست؟ مالی دانش زمینۀ در براونی حرکت ظهور علت

یا خرید به تصمیم از ناشی موقت موازنۀ به عنوان می توان را سهام قیمت ثابت، زمان هر در است:

اتخاذ مستقل کم وبیش و تصادفی به صورت که معامله گران، از زیادی بسیار تعداد توسط آن فروش

باید براونی حرکت بنابراین و می شوند، پرتاب هم سر پشت بسیاری سکه های دانست. شده اند،

جی. که نامی است، مالی» دانش خط یا شیر «چهرۀ این شود. ظاهر مرکزی حد قضیۀ تجلی به عنوان

فرض های از استفاده با می توان را ابتدایی بحث این داده است. آن به [۱۷] خود کتاب در کسیدی

می برند کار به تصادفی تقاضای تولید برای آن ها که روش هایی و کارگزاران رفتار روی خرد اقتصاد

از جوابی عنوان به قیمت نوسانات توصیف به نوعاً ناوردایی اصل یک کاربرد با سپس و کرد، دقیق تر

پرداخت؛ لوی فرایند کلی تر، به صورت یا، و براونی حرکت محرک با تصادفی دیفرانسیل معادلۀ یک

آن. مراجع و [۴۸] به کنید نگاه مثال برای

شده نقل [۷۱] در به صورتی که ،[۹۰] در پوانکاره از زیر هشدار یاد آوری لحظه این در با این حال،

است: آموزنده است،

مستقل و تصادفی صورت به هیچ وجه به هستند، هم با نزدیک تماس در مردم وقتی

بسیاری انگیزه های می دهند. نشان واکنش هم به نسبت بلکه نمی گیرند، تصمیم هم از

که هست چیزی اما، می کند. آن رو به از این رو و می دهد آزار را آن ها کرده دخالت

تقلید یا گله وار رفتار به آن ها تمایل آن و نیستند آن تخریب به قادر عوامل این

می ماند. پابرجا که است چیزی این و است. کورکورانه

می بینیم هشداری علامت مالی، دانش در احتمالاتی مدرن روش های کاربرد آغاز در درست بنابراین

1geometric Brownian motion
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را مرکزی حد قضیۀ از مستقیم کاربردی است ممکن که می کند اشاره گله ای و متقابل اثرات به که

کند. بی اعتبار

هندسی براونی حرکت آن در که می برد کار به را متفاوت بحثی [۷۸] کتاب در کرپس دیوید

ماکسیمم با را خود مطالبۀ کارگزارها که کنید فرض می شود. ظاهر عقلانی» انتظارات «تعادل به عنوان

نمایی مطلوبیت توابع به وسیلۀ آن ها ترجیحات اگر کنند. محاسبه خود انتظار مورد مطلوبیت کردن

در واقع، آنگاه، شود، توصیف هندسی براونی حرکت به وسیلۀ آن ها شخصی انتظارات و باشد، شده داده

به عنوان هندسی براونی حرکت بنابراین بود. خواهد هندسی براونی حرکت یک حاصل، قیمت تعادل

در است. بالا سطح آزمودۀ کارگزاری های انتظارات و ترجیحات مبتنی بر تجمیع مسئلۀ یک ثابت نقطۀ

می افکند. تردید بحث ها این گونه در مستتر فرض های بودن عقلانی بر پوانکاره هشدار مجدداً، اینجا

نمی کند. بحث نیز انتظار مورد مطلوبیت بر حسب و نمی برد کار به را مرکزی حد قضیۀ بشیلیه خودِ

مجموعۀ یعنی بازار، می رسد نظر «به می کند: آغاز ساده تعادل استدلال یک با را خود بحث در عوض

هر برای زیرا باشد، داشته باور قیمت کاهش یا افزایش یک به داده شده لحظۀ یک در سوداگران،

صفر سوداگر ریاضی «امید بنابراین است». یکی فروشندگان و خریداران تعداد مشخص شده قیمت

که P ∗ احتمال اندازۀ یک تحت باید قیمت فرایند که می کند کید تأ بشیلیه امروزی، بیان به است».

اضافه با و پیوسته اند مسیرها که فرض این با باشد. مارتینگل یک است بازار باورهای تجمیع مبین

است. براونی حرکت یک قیمت فرایند در واقع که می شود نتیجه نموها، مانایی شرط کردن

ریاضی، دانشکده های بین اینکه نخست چیست؟ حاضر حال در اصلی جریان چشم انداز

دارایی قیمت تنزیل یافتۀ نوسانات که دارد وجود گسترده ای میان رشته ای اتفاق نظر اقتصاد و مالی،

زمینه ای احتمال فضای روی X = (Xt)۰≤t≤T تصادفی فرایند یک به صورت باید نقدشونده

وجود P احتمال اندازۀ این عینی گراست: نوعاً برداشت این شود. گرفته نظر در (Ω,F , P ) چون

و کرد، شناسایی اقتصاد سنجی و آماری روش های با نسبی به صورت دست کم می توان را آن دارد،

را بازار۱ کفایت از حدی شرایط، این کند. صدق تعیین شده ای قبل از مشخص شرایط در باید

یک P به نسبت X که است این مستلزم صورتش، قوی ترین در بازار، کفایت می کنند. برآورد

و ضعیف تر نسخۀ یک که می کنند فرض اصلی جریان چشم انداز در با این حال، باشد. مارتینگل

(و سالم آربیتراژ۲ فرصت های نبود از است عبارت که دارد وجود بازار کفایت از منعطف  تر بسیار

که بپذیرد را دادوستدی استراتژی هر نباید لزوماً قیمت گذاری فرایند به عبارت دیگر، آماری). فقط نه

1market efficiency 2arbitrage apportunity
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می کند. تولید ضرری، ریسک هیچ بدون ریسک، بدون بازدۀ به نسبت انتظار مورد مثبت سود یک

مارتینگل اندازۀ یک وجود با می توان را آربیتراژ فرصت های نبود شود، بیان به روشنی نکته این اگر

مناسب تنزیل شدۀ فرایند به طوری که P با معادل P ∗ چون احتمالی اندازۀ یعنی کرد، مشخص معادل

اساسی قضیۀ را مشخص سازی این معمولا باشد. (موضعی) مارتینگل یک P ∗ به نسبت X قیمت

صورت و [۵۸] هریسون‑کرپس در قضیه این از اولیه ای صورت می نامند. دارایی۱ قیمت گذاری

و [۶۸] کابانوف به کنید نگاه همچنین آمده است ؛ [۲۹ ،۲۸ ،۲۷] ساخرمایر و دلبین در آن نهایی

.[۱۰۸] یان

تضمین را P∗ ̸= ∅ رابطۀ درستی آربیتراژ، فرصت نبود یعنی اقتصادی، فرض یک بنابراین

از قضیه هایی بنابر در نتیجه، است. P معادل مارتینگل اندازه های مجموعۀ P∗ آن در که می کند،

X فرایند ، ۸۰ و ۷۰ دهه های در تصادفی فرایندهای عمومی» «نظریۀ در دیگران و یور۳، ژاکود۲،

انتگرال گیر یک دلاشری۵ و بیشتلر۴ مفهوم به درنتیجه و نیم مارتینگل یک P اولیۀ اندازۀ به نسبت

استدلال، سری یک بنابر به علاوه، کنیم. استفاده ایتو۶ حسابان از می توانیم بنابراین است. تصادفی

یک تقریب با براونی حرکت یک X کرده است، تکمیل [۸۵ ،۸۴] مونرو و ابداع [۳۲] دوبلین که

شکلی به هرچند کلی، زمینۀ این در هم باز بروانی حرکت به این ترتیب، است. تصادفی زمان تعویض

می شود. ظاهر صریح، نه چندان

کامل پوشش پارادایم و مشتقات ۲

شد، خواهد محقق که ،ω سناریوی مبتنی بر را H(ω) عایدی۹ مشروط۸ ، مطالبۀ یا مشتقه۷، یک

است عبارت T سررسید و c توافقی قیمت با اروپایی۱۰ خرید اختیار عایدی مثلا می کند. مشخص

باید H مطالبۀ خریدارِ که منصفانه ای قیمت که است این سؤال .H(ω) = (XT (ω)− c)+ از

این چیست؟ H تصادفی برآمد برای منصفانه تعینی معادل به عبارت دیگر، چیست؟ کند پرداخت

تعلق برنولی، یاکوب به ویژه احتمال، نظریۀ بنیان گذاران به آن رایج جواب و است کلاسیک سؤالی

امید و می دهیم نسبت احتمال هایی ω مختلف سناریوهای به که است این از حاکی جواب دارد.

یعنی H تصادفی متغیر ریاضی

EP [H] =

∫
HdP

1fundamental theorem of asset pricing 2Jacod 3Yor 4Bichteler 5Dellacherie 6Ito 7derivative
8contingent claim 9payoff 10European call option
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ریسک از اجتناب برای ،[۶] برنولی دانیل از پیروی به می کنیم. محاسبه P احتمال اندازۀ به نسبت را

تابع از استفاده با می توان را ریسک گریزی اینکه، دقیق تر افزود. آن به نیز را ریسک۱ صرف می توان

قطعی معادل به عنوان را π(H) یعنی H قیمت و توصیف u مانند مقعر و صعودی اکیداً مطلوبیتی

نابرابری بنابر که را، π(H) − EP [u(H)] تفاوت بنابراین کرد. محاسبه u−۱(EP [u(H)])

تحت و حاضر مالی بحث در اما، کرد. تعبیر ریسک صرف به عنوان می توان است، مثبت ینسن

[۸۲] مرتون و [۹] شولز و بلک اساسی چشم انداز می کنید، ملاحظه زیر در که ،(۱) یکتایی شرط

به بتوان که نمی ماند باقی قانع کننده ای دلیل هیچ به ویژه می شود. منتهی متفاوتی کاملا نتیجه ای به

ریسک هیچ حالت این در که می دهد نشان زیر استدلال زیرا کرد صحبت ریسک صرف از طرفداری

ندارد. وجود ذاتی۲

برای به ویژه و مواقع، از بسیاری در بگیرید. نظر در را P∗ ̸= ∅ شرط با مالی بازار مدل یک

یعنی یکتاست، عملا معادل مارتینگل اندازۀ هندسی، براونی حرکت مانند ساده انتشار مدل های

|P∗| = ۱. (۱)

می توان را مشروط مطالبۀ هر که معنی این به است، «کامل» مدل که می دهد نتیجه اندازه این یکتایی
تقریباً حتمی۳ صورت به

H = V۰ +

∫ T

۰
ξtdXt (۲)

این با است پیشگویی قابل فرایندی ξ = (ξt)۰≤t≤T و ثابت عددی V۰ آن در که داد نمایش

حرکت مانند ساده انتشار مدل های برای نمایش این داشته باشد. وجود تصادفی انتگرال که شرط

می توان را براونی۴ حرکت تابعک های که می کند بیان که می شود، نتیجه ایتو قضیۀ از هندسی براونی

ایتو انتگرال امید چون ببینید. [۹۱] در را کلی حالت نوشت؛ براونی حرکت انتگرال های به صورت

دست به V۰ = E∗[H] معادلۀ از V۰ ثابت عدد است صفر P ∗ معادل مارتینگل اندازۀ به نسبت

می آید.

دادوستد سبد یک از طریق مطالبه بی کم و کاست بازسازی به (۲) نمایش مالی، اصطلاحات با

را (۲) تصادفی انتگرال تعبیر امکان ایتو انتگرال سازوار ساخت در واقع، می انجامد. دینامیک

از واحد ξt شامل که خودتأمینی۵ معاملاتی سبد به وسیلۀ تولید شده خالص تجمعی در آمد به عنوان
1risk premium 2intrinsic risk 3almost surely 4Brownian motion functional 5self financing
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اولیه ای ثروت به عنوان می توان را V۰ ثابت عدد اکنون می کند. فراهم است، t زمان در پایه دارایی

است. نیاز مورد مشروط مطالبۀ بی کم و کاست پوشش یا بی کم و کاست بازسازی برای که گرفت نظر در

رابطۀ از مطالبه یکتای آربیتراژِ بدونِ قیمت بنابراین

π(H) = V۰ = E∗[H] (۳)

آورد. خواهد فراهم آربیتراژ فرصت ریسک بدون در آمدی برای دیگری قیمت هر زیرا می آید، دست به

کمتر مبلغی از استفاده با فروخت، قیمت این به را مطالبه می توان باشد بالاتر واقعی قیمت اگر ،مثلا

می کند، تولید شود پرداخت باید سررسید در که را H تصادفی مبلغ که ساخت را پوششی سبد V۰ از

آورد. دست به ریسک بدون درآمد به عنوان را V۰ و قیمت بین اختلاف سرانجام و

فراهم مالی مشتقات پوشش و قیمت گذاری مسئلۀ برای ساده جوابی (۱) یکتایی فرض بنابراین،

به عنوان اندازه این است. P ∗ معادل مارتینگل اندازۀ شامل تنها جواب این که می کنیم توجه می کند.

اندازۀ که داشتیم انتظار می کند. عمل دارایی ها قیمت گذاری هوشمندانۀ سازگاری بررسی برای ابزاری

دسته ای که دارد اهمیت دلیل این به فقط اینجا در ولی دهد، انجام را وظیفه این P اصلی احتمال

می توان حتی دید، خواهیم ۵ بخش در همان طور که می کند. تثبیت را صفر اندازۀ با مجموعه های از

کنیم. محدود را ممکن سناریوهای فضای اینکه بر مشروط کرد حذف کاملا را P

احتمال جدید مسئله  های منشاء ناکامل بازار ۳

از بیشتر آن در تصادفی منابع تعداد که بپذیریم که به این معنی شود، واقعی تر بازار مدل اینکه محض به

.|P∗| = ∞ بنابراین و بود، نخواهد یکتا معادل مارتینگل اندازۀ دیگر است، شده معامله ابزارهای

بروز ذاتی ریسک های مشتقات، سطح در و می ریزد، فرو بی کم و کاست پوشش پارادایم در نتیجه،

منشاء یک به ناکاملی ریاضی، لحاظ از می شود. نامیده «ناکامل»۱ مدل این در این صورت می کنند.

است شده موجب مفهوم این به ویژه است. شده تبدیل تصادفی آنالیز در جدید مسائل از غنی

مطرح دوب‑میِر۳ تجزیۀ و کونیتا‑واتانابه۲ تجزیۀ مانند تجزیه قضیه های از جدیدی صورت های

شود.

قابل قبول پوششی سبد یک بگیرید. نظر در را T سررسید و H نامنفی عایدی با مشتقه ای

قیمت فرایند که می شود داده طوری ξ مانند پیش بینی قابل فرایندی و V۰ مانند اولیه ای سرمایۀ با

1incomplete market 2Kunita-Watanabe 3Doob-Meyer
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تعریف با سبد

Vt = V۰ +

∫ t

۰
ξsdXs (۴)

تجزیه H = VT + CT به صورت را مطالبه نوع این از سبدی هر T سررسید در بماند. نامنفی

آربیتراژ با قبل بخش مانند بنابراین و داده می شود پوشش بی کم و کاست آن بخش یک که می کند

مختلف اقتصادی ترجیحات است. پوشش»۱ «خطای آن دیگر بخش CT و می شود، قیمت گذاری

نیست. یکتا مطالبه از فوق تجزیۀ در نتیجه و می شوند سبد از متفاوت انتخاب های موجب

مینیمم P داده شدۀ احتمال اندازۀ به نسبت دوم توان میانگین در را پوشش خطای می خواهیم

به تصادفی انتگرال های از زیرفضایی بر را H تصویر باید L۲(P ) فضای در اینکه یعنی کنیم.

استفاده با ، P ∈ P∗ یعنی کارآ۲، بازار فرض قوی صورت پذیرفتن با مسئله، این آوریم. دست

اگر .[۵۰] نک. می شود؛ حل مربعی نتگرال پذیر مارتینگل های فضای در کونیتا‑واتانابه تجزیۀ از

از کاربردی به می توانیم را حاصل تجزیۀ مسئلۀ معمولا کنیم، جایگزین P /∈ P∗ با را شرط این

.[۴۷] نک. دهیم؛ تقلیل مناسب مینیمالِ مارتینگل اندازۀ یک به نسبت کونیتا‑واتانابه نمایش

جدید صورت های از منبعی مالی بازارهای برای میانگین‑واریانس پوشش روش های به طور کلی

تصادفی انتگرال های فضاهای بستاری ویژگی های درخصوص جدید نتایجی و کونیتا‑واتانابه تجزیۀ

.[۱۰۲ ،۴۹] به کنید نگاه مثال برای بوده اند؛ نیم  مارتینگل یک به نسبت
بنیادی۳ بی تقارنی یک به رسیدن قدرت فاقد میانگین‑واریانس رویکرد مالی منظر از ل با این حا

از C+
T = (H − VT )

+ مثبت بخش به عنوان که است «کمبودی» کنترل اصلی، هدف است:

از مهم و جدید گسترشی به آنگاه بگیریم، صفر برابر را کمبود این اگر می شود. تعریف پوشش خطای

فرایند از U چون راست پیوسته ای شکل می رسیم. دوب‑میر تجزیۀ

Ut = ess supP ∗∈P∗E∗[H|Ft], ۰ ≤ t ≤ T. (۵)

نسبت ابرمارتینگلی یعنی است، ∗P‑ابرمارتینگل۴ یک U که کنید توجه اکنون بگیرید. نظر در را

U ∗P‑ابرمارتینگل هر است داده شده نشان [۷۶ ،۴۲ ،۳۷] در به طوری که . P ∗ ∈ P∗ هر به

به صورت نمایشی

Ut = U۰ +

∫ t

۰
ξsdXs −At (۶)

1hedging error 2efficient market hypothesis 3basic asymmetry 4supermartingale
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انتگرال اما، است. پیش بینی ) غیر قابل به طور کلی ( ولی اختیاری و صعودی فرایندی A آن در که دارد

تجزیۀ از جدید شکلی عنوان به می توان را (۶) از این رو و است موضعی ∗P‑مارتینگل یک تصادفی

خاص حالت در است. برقرار P ∗ ∈ P∗ هر به ازای در عین حال که دانست دوب‑میر کلاسیک

خود کار که به این ترتیب گرفت، نظر در «ابرپوشش»۱ روش یک می توان را اختیاری تجزیۀ این ،(۵)

تجمعی مبلغ به مرور و می بریم کار به را ξ دادوستد سبد و می کنیم آغاز V۰ = U۰ اولیۀ سرمایۀ با را

پایان به وقتی را فرایند این می کنیم، کم شده است تعریف (۴) توسط که Vt سبد ارزش از را At

برای که دانست ثروتی میزان کمترین می توان را Ut به بیان دیگر، آید. دست به UT = H که می بریم

است. لازم می شود، اجرا T تا t زمانی بازۀ در که دینامیک دادوستد استراتژی با ، H مطالبۀ پوشش

بنابراین بکند، استفاد ریسک از ماندن دور برای بزرگ ثروتی از ابرپوشش رویکرد است ممکن

ریاضیات بپذیریم، کمبود برای را صفر مقدار اگر حتی با این حال است. محافظه کارانه بسیار رویکرد این

که باشد داشته کرانی EP [l(C
+
T )] انتظار مورد زیان کنید فرض مثلا است. اهمیت حائز ابرپوشش

پوشش به مربوط مسئلۀ در این صورت باشد. شده تعریف l مانند محدب۲ زیان تابع یک بر حسب

و می شود، حل φ تصادفی شدۀ آزمون از استفاده با که آماری، تصمیم مسئلۀ یک به می توان را کارآ

.[۴۳] نک. کرد؛ تجزیه H = φH تغییر یافتۀ مطالبۀ برای ابرپوشش دینامیک مسئلۀ یک

بازارهای برای دینامیک سبد بهینه سازی مسئلۀ یک در می توان را کارآ پوشش مسئلۀ به طور کلی،

می شود. صورت بندی انتظار مورد مطلوبیت بر حسب نشاندن معیار معمولا که نشاند، ناکامل مالی
تصادفی۳ کنترل بهینۀ لحاظ از هم دینامیک بهینه سازی مسائل این گونه مورد در غنی نوشته های

دارد. وجود [۷۵ ،۷۴] محدب۴ دوگانی لحاظ از هم و ،[۱۰۴ ،۷۰ ،۶۹]

رویکرد بر خلاف ناکامل مالی بازارهای برای بهینه سازی مسئله های این گونه در که می کنیم توجه

یعنی ترجیحات۵، سطح در پدیده این اما می شود. وارد به صراحت P احتمال اندازۀ ابرپوششی،

گرفتن نظر در و مدل عدم قطعیت پذیرش به محض می دهد. رخ انتظار، مورد مطلوبیت شکل به

مطرح قوی بهینه سازی جدید مسئله های شد، خواهد بیان ۲ .۵ بخش در همان طور که قوی ترجیحات

نوین تحقیقاتی جهت یک .[۴۶] مروری مقالۀ و [۹۶ ،۹۵ ،۶۱ ،۴۰] به کنید نگاه مثلا می شوند؛

[۸۷ ،۸۶] در که چیزی مانند ترجیحی ساختارهای دینامیک زمانی تحلیل از است عبارت دیگر

شده است. مطرح

1superhedging 2convex loss function 3stochastic optimal control 4convex duality 5preferences
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P ∗ مقابل در P ۴

اندازۀ دو شامل زمینه این و است، احتمالاتی نوع از مالی ریاضیات برای استاندارد زمینۀ که دیده ایم

معمولا که دارد وجود P عینی احتمال اندازۀ یک که است این بر فرض طرف یک از است: احتمال

یک وجود آربیتراژْ نبود از طرف دیگر می شود. نامیده تاریخی» «احتمال یا واقعی» دنیای «احتمال

که می شود تعبیر سازگار قیمتِ دستگاه یک به عنوان که می کند ایجاب را P ∗ معادل مارتینگل اندازۀ

صریح توصیف و اندازه ها این هم زمان وجود ریاضی، لحاظ از می کند. منعکس را بازار» فعلی «باور
گیرسانوف۱ تبدیل همچنین است، تخصصی تمرین های از سرشار منبعی آن ها دوجانبۀ چگالی های

نقش های بین مفهومی لحاظ از با این حال، می کند. فراهم را P ∗ و P بین رفت وبرگشت امکان

دارد. وجود عمده ای تفاوت آن ها

رهگیری در سعی که می شود گرفته نظر در احتمالاتی مدلی به عنوان P احتمال اندازۀ معمولا

ضمنی فرض های تحت اندازه این بنابراین مشاهده شده اند: گذشته در که دارد مشخصی الگو های

هر که شده است پذیرفته غالباً هر چند می رود. کار به آینده نگر پیشگوی برنامۀ یک همچون مانایی

واقعی احتمال اندازۀ یک که باور این است، قابل ملاحظه ای مدل ریسک واجد P خاص انتخاب

دارد. زیادی طرفداران می کنند، میل واقعیت به و شده بهتر به مرور احتمالاتی مدل های و دارد وجود

است. مدل۲ ریسک از بنیادی تر بسیار مسئله که است معتقد [۲۶ ،۲۵] فینتّی د برونو با این حال،

رویداد به را P [A] عینی احتمال اندازۀ معنی داری به نحو بتوان که می کند تردید اظهار باره این در او

داد نسبت زیر تعریف با A مالی

A = نمی کند} نکول که x ISIN شمارۀ با دولتی قرضۀ اوارق .{مجموعۀ

آتی نقدی جریان E∗[H] امید حتی یا P ∗[A] احتمال مالی بازار در همه روزه از طرف دیگر،

با یا ورقه فعلی بازاری قیمت از طریق مستقیماً یا می کند، تولید قرضه ورقۀ که را H تنزیل یافته

نکول بیمۀ به منزلۀ که ،(ⅭⅮS)۳اعتباری نکول سواپ های مانند ابزارهایی قیمت های از استفاده

بازار در که را بخت هایی کل P ∗ احتمال بنابراین می دهیم. نسبت می کنند، نقش ایفای ورقه

فینتّی د ادعای این با نکته این می کند. منعکس می شوند بسته شرط بندی ها از بزرگی تعداد برای

بخت های با خاص رویداد یک شرط بندی های می توان اما ندارد»، وجود احتمال «آن که دارد مطابقت

شرط بندی های مورد در تعیین شده بخت های برای سازگاری قواعد فینتّی د گرفت. نظر در را معین

1Girsanov 2model risk 3credit default swaps
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به P ∗ احتمال اندازۀ فاعلی ماهیت بر کید تأ برای قاطع «شمای» یک و می کند، اعمال مختلف

خردمندانۀ شرط یک به عنوان را سازگاری قواعد این می توان منفرد عامل یک سطح در می برد. کار

شرط این دهیم قرار را مالی» «بازار فینتّی د «شمای» جای به اگر اما کرد. تلقی خوش بینانه بسیار

فردی هر از کارآمدتر بسیار آربیتراژ طریق از سازگاری تحمیل در بازار زیرا شد، خواهد الزام آور بسیار

دارایی قیمت گذاری بنیادی قضیۀ بین تخصصی، ریزه کاری های نیز و مفهومی لحاظ از در واقع، است.

وجود نزدیک رابطه ای شرط بندی ها سازگار دستگاه از استفاده با فینتّی د احتمال اندازۀ بازسازی و

.[۹۴ ،۱۰] به کنید نگاه مثلا دارد؛

اندازۀ یک بر حسب مالی پیشرفت های پیشگویی برای تلاش بنیادی، جنبه های این از جدای

یک به عنوان می توان به سختی مالی، اخیر بحران های چشم انداز با به ویژه را، P «عینی» احتمال

فعلی پیشگویی مورد در ،t داده شدۀ لحظۀ هر در از سوی دیگر، کرد. توصیف موفقیت آمیز داستان

است. دست در وسیعی اطلاعات P ∗
t مارتینگل اندازۀ یک بر حسب آن آتی توسعه های از بازار

شرطی احتمال توزیع با بازار منظرۀ t لحظۀ در اینکه دقیق تر

F̂t روی P ∗
t [.|Ft] (۷)

و می کند، توصیف را t زمان در دسترس در اطلاعات که است سیگما میدانی Ft آن در که داده می شود

t < T سررسیدهای با معامله شده مشروط مطالبات عایدی های توسط که است سیگما میدانی  F̂t

توزیع به مربوط اطلاعات T سررسید با خرید و فروش اختیارهای فعلی قیمت های می شوند. تولید

اطلاعات نیز نا متعارف۱ اختیارهای فعلی قیمت های و ، t < T زمان در را P ∗
t [.|Ft] حاشیه ای

از مهمی بخش بازار»۲ «خوانش آینده نگری این می کنند. تأمین را چند بعدی حاشیه های به مربوط

است. متداول کمی تحلیل

P ∗
t [.|Ft] شرطی قیمت گذاری اندازۀ که آن گونه آینده، از بازار فعلی چشم اندار ، t لحظۀ هر در

سررسیدهای به نسبت به ویژه و است سازگار متفاوت مشروط مطالبات به نسبت می کند، بیان

t + ۱ روز به t روز از سازگاری تصویر این است ممکن اما است. زمان سازگار۳ t < T مختلف

از مختلف زمان های طی زمان سازگاری است ممکن کند. تغییر زمان ناسازگار روشی به حتی و

به می شود. تلقی مسلم مالی ریاضیات نوشته های در مفهوم این و باشد مطلوب عمومی لحاظ

اندازۀ یک به (۷) فرمول شرطی توزیع های تمام که است این مستلزم زمان سازگاری ریاضی، بیان

1exotic options 2leture de marche 3time consistant
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بازار مدل یک از متشکل مجازیِ دنیای در بنابراین دارند. تعلق P ∗ ∈ P∗ معادل مارتینگل

در شد. خواهد برقرار خود به خود معادل، مارتینگل اندازۀ یکتایی به علت زمان سازگاری کامل، مالی

باشیم. زمان ناسازگاری منتظر باید عمل، در بنابراین و ناکامل مالی بازار مدل های وسیع دنیای

مارتینگل اندازه های از متشکل P∗ فضای در شاری با پدیده این خودمان، استاندارد چارچوب در

تغییرات از که باشد پرش هایی شامل می تواند و باشد، پیوسته است ممکن شار این می شود. توصیف

می شوند. ناشی رژیم۱ ناگهانی

مارتیگلی P ∗ به نسبت X قیمت نوسانات به شرطی که را P ∗ ∈ P∗ مارتینگل اندازه های ردۀ

P∗
NUI := P∗−P∗

UI و P∗
UI مجموعۀ نوعاً می دهیم. نشان P∗

UI با باشد یکنواخت انتگرال پذیر

تعبیر حباب۲ به عنوان را P ∗ ∈ P∗
NUI اندازۀ به نسبت X رفتار معمولا هستند. ناتهی دو هر

که ، P ∗
۰ ∈ P∗

UI اولیۀ مارتینگل اندازۀ از رژیم تغییر یک بنابراین .[۶۷ ،۶۶] نک. می کنند؛

شده توصیف [۶۶] در همان گونه که P ∗
۱ ∈ P∗

NUI دیگر مارتینگل اندازۀ به نمی دهد، نشان حبابی

P∗ فضای در نیز شار آمده است [۷] در آن گونه که اما است. حباب یک ناگهانی وقوع مبین  است،

یک به عنوان را حباب یک آهستۀ تولد بنابراین و کند، حرکت P ∗
۱ به P ∗

۰ از آهستگی به می تواند

کند. القا زیرمارتینگل

از درست درکی است لازم اقتصادی لحاظ از P ∗
t احتمال اندازۀ دینامیک عمیق تر درک برای

تأثیرات و ناهمگن انتظارات و ترجیحات با عاملان دینامیک رفتار یعنی، مالی ، بازارهای ریزساختار

داشته باشیم. هستند، ریزش ها و حباب ها محرک که «گله ای» اثرات بر خاص کید تأ با آن ها، متقابل

این از برخی کرده اند سعی آن، مراجع و [۴۱] در موجود مدل های مانند نمونه مدل های این، از پیش

دنیای پیش بینی برای جدی امکانات که قانع کننده ریزساختار مدل های اما کنند، شناسایی را اثرات

است. دسترس از دور هنوز دهند، ارائه واقعی

و نوفه۳ معامله گران از کلاسیک خرد اقتصاد تصویر تا دارد وجود فزاینده ای نیاز با این حال

مالی بازار در عملا که الگوریتم هایی از متنوع مجموعه ای نظرگرفتن در با اطلاعات۴ معامله گران

قابل بسیار حاصل قیمتِ دینامیک تحلیل است ممکن در این صورت شود. تکمیل می روند، کار به 

منفرد کارگزاران رفتار از ساده تر و شفاف تر بسیار معامله الگوریتم های ساختار زیرا باشد، پی گیری

این مهم باشد، داشته بحث جای الگوریتم ها نوع این اجتماعی مطلوبیت است ممکن هر چند است.

هر برای فهمی چنین به ویژه بفهمیم. به روشنی ممکن حد تا ریاضی زبان به را آن ها اثرات که است

1abrupt regime changes 2bubble 3noise trader 4information trader
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بنابراین و آربیتراژ جدید فرصت های که هوشمند مقرارات تنظیم چارچوب طراحی جهت کوششی

ساده ترین از برخی ۷ و ۶ بخش های در است. حیاتی بسیار نکند، ایجاد مالی ناپایداری جدید منابع

می دهیم. قرار بحث مورد می آیند پدید معامله الگوریتم های تداخل در رابطه با که را مسائلی

نایتی عدم قطعیت ۵

پیدا شده مسائلی به نسبت بازار فعالان و دانشگاهیان میان در فزاینده ای گاهی آ اخیر، سال های در

می گیرند؛ الهام آن، از ناشی کنترل» «توهم و احتمالاتی مدل یک به روزافزون اتکای از که  است
مدل۲ ابهام یا مدل۱ قطعیت عدم مسئلۀ روی در نتیجه .[۶۰] در ۴ .۹ بخش به کنید نگاه نمونه برای

نظریۀ زمینۀ در را قطعیت» «عدم و «ریسک» بین تمایز وجه که ،[۷۳] نایت فرانک افتخار به که

یافته سازمان جدیدی تمرکز می شود نامیده هم نایتی» قطعیت «عدم کرد، ابداع اقتصادی تصمیم

معلوم P احتمال اندازۀ مورد در چیزی که دارد اشاره موقعیت هایی به «ریسک» اینجا در  است.

برقرار مورد این که دارد اشاره موقعیت هایی به قطعیت» «عدم در حالی که معلوم») ، («مجهولات است
کم اعتبار۳ وام های بحران  های از خود تحلیل در [۱۰۵] ریویو ترنر نامعلوم»). («مجهولات نیست

نظر به بنابراین و می شود، قائل تمایز نایتی عدم قطعیت و ریاضی» قابل مدل سازی «ریسک بین

ریاضی آنالیز محدودۀ ماورای مفهومی نایتی قطعیت عدم که می کند مطرح را نکته این که می رسد

از غنی سرچشمه ای را نایتی قطعیت عدم بر عکس، نداریم، قبول را نتیجه گیری این ما البته است.

عدم قطعیتِ آن ها در که جدید پیشرفت دو بیان با را موضوع این می دانیم. ریاضی جدید مسائل

مباحث برخی توسعۀ چگونگی ۱ .۵ بخش در می کنیم. تشریح می شود، گرفته نظر در به صراحت مدل

مثال می کنیم. بررسی احتمال اندازۀ به توسل بدون را مالی ریاضیات در ریسک پوشش اصلی

ارائه ۲ .۵ بخش در که است محدب ریسک سنجۀ برحسب ترجیحات و سرمایه شرایط تعیین دوم

کل ردۀ در عوض است. نخورده گره احتمال اندازۀ از مشخصی انتخاب به تحلیل اینجا در می شود.

می برند. پیش را بدترین حالت محافظه کارانۀ رویکرد و می گیرند نظر در را احتمالاتی مدل های

احتمال بدون پوشش ۱ .۵

جریان در معمولا بگیرید. نظر در را ریسک، بدون دومی و ریسکی یکی دارایی، دو با مالی بازاری

روی که می گیرند نظر در تصادفی فرایندی را ریسکی دارایی قیمت تحولات مدل مالی نظریۀ کلی

1model uncertainity 2model ambiguity 3subprime
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مسیری اکیداً زمینۀ یک در را مطالعه مقاله این در ما اما شده است. تعریف احتمال فضای یک

نامنفی پیوستۀ مسیر یک با دارایی قیمت های تحولات که است این ما فرض کل برد. خواهیم پیش

بدون دارایی قیمت های که می کنیم فرض کار سادگی برای قبل، مثل می شود. داده (Xt)۰≤t≤T

می شود. داده t به ازای هر Bt = ۱ توسط قرضه» ، «اوراق یا ریسک،

سبد منظور این برای می دهیم. قرار مطالعه مورد را بازار این در دینامیک معاملۀ امکان اکنون

معرف ηt و ریسکی دارایی سهام تعداد معرف ξt آن در که بگیرید نظر در را (ξt, ηt)۰≤t≤T مالی

از است عبارت سبد این ارزش است. t لحظۀ در سبد در موجود قرضه اوراق سهام تعداد

Vt = ξtXt + ηtBt = ξtXt + ηt. (۸)

معاملاتی سبدهای تعریف چارچوب، این در پوششی یا سرمایه گذاری سبدهای مورد در بحث برای

می رسیم نتیجه این به پیوسته زمان حد به گسسته زمان چارچوب از عبور با است. ضروری خودتأمین

رابطۀ در (۸) ارزش فرایند اینکه بر مشروط بنامیم خودتأمین را (ξt, ηt)۰≤t≤T سبد که

Vt = V۰ +

∫ t

۰
ξsdXs, ۰ ≤ t ≤ T (۹)

است: سازوار۱ ریمان مجموع های حد برابر انتگرال اینجا در که کند، ∫صدق t

۰
ξsdXs = lim

n↑∞

∑
tni ≤t

ξtni−۱
(Xtni

−Xtni−۱
). (۱۰)

برقرار گزاره این [۳۸] قضیه های بنابر کرد. انتخاب i۲−n به صورت را tni اعداد می توان اینجا در

پیوستۀ دوم۲ درجه وردش دارای X مسیر وقتی که است

[X]t = lim
n↑∞

∑
tni ≤t

ξtni−۱
(Xtni

−Xtni−۱
)۲, ۰ ≤ t ≤ T,

متغیر به نسبت و پیوسته تابعی g آن در که باشد ξt = g(Xt, A
۱
t , . . . , A

t
k) به صورت ξ و باشد

در شرایط این با است. کراندار تغییر با (Ai
t)۰≤t≤T پیوستۀ مسیرهای برای و مشتق پذیر اول

مفهوم به باشد داشته تعلق C۲ ردۀ به که f تابع هر برای ایتو فرمول که است داده شده نشان [۳۸]

مسیری، اکیداً

f(Xt) = f(X۰) +

∫ t

۰
f ′(Xs)dXs +

۱
۲

∫ t

۰
f”(Xs)d[X]s, (۱۱)

1nonanticipative [adapted] 2quadratic variation
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اشتیلتیس انتگرال یک به صورت می توان را رابطه این در دوم انتگرال که می کنیم توجه است. برقرار

است. t از نانزولی تابعی [X]t زیرا کرد تعریف

نابدیهی X غیر ثابت مسیر دوم درجۀ وردش باید شده است، ثابت [۳۹] در همان گونه که در نتیجه

صورت به (۱۱) در غیر این صورت دراصل، شود. گرفته آربیتراژ فرصت های امکان جلوی تا باشد

بنابر و می یابد، تقلیل ،f(Xt) = f(X۰) +
∫ t

۰ f ′(Xs)dXs حسابان، بنیادی قضیۀ رایج

مثبت اکیداً ثروت ηt = (Xt −X۰)
۲ − ξtXt و ξt = ۲(Xt −X۰) خودتأمین سبد (۹)

کرد. خواهد تولید V۰ = ۰ اولیۀ ثروت از را Vt = (Xt −X۰)
۲

و پوشش خطای تحلیل برای می توان شد اشاره بالا در که را احتمال بدون معاملاتی چارچوب

حتی برد. به کار [۹۸ ،۳۶] در مطالعه مورد سبدهای نظیر مختص مدل پوششی سبدهای استحکام

با را نکته این اکنون کرد. پیدا مدل از مستقل کاملا پوششی سبدهای می توان خاص موارد برخی در

بیان واریانس سواپ برای اینجا در بحث مورد احتمالِ بدون زمینۀ به [۸۸ ،۳۳] از مباحث انتقال

عایدی با مسیر به وابسته مالی مشتقۀ یک واریانس سواپ می کنیم.

H =

n∑
i=۱

(logXti+۱ − logXti)
۲

زمان ها این معمولا ثابت اند. زمان های ۰ < t۱ < . . . < tn = T آن در که است، T لحظۀ در

Xti برابر iاُم معاملاتی روز انتهای در ریسکی دارایی پایانی قیمت که می کنند انتخاب طوری را

وقتی بنابراین .[۵۳ ،۱۵ ،۱۴] به کنید نگاه واریانس سواپ های مورد در بیشتر آشنایی برای باشد.

یعنی ،logX دوم درجۀ وردش با را واریانس سواپ عایدی می توان باشد بزرگ به قدر کافی n

H ≈ [logX]T =

∫ T

۰

۱
X۲

t

d[X]t, (۱۲)

می شود. نتیجه [۱۰۸] در ۱۰ .۲ .۲ گزارۀ از رابطه این در موجود برابری که می کنیم توجه زد. تقریب

می آوریم دست به log x تابع مورد در ایتو لم از استفاده با از سوی دیگر،

logXT − logX۰ =

∫ T

۰

۱
Xt

d[X]t −
۱
۲

∫ T

۰

۱
X۲

t

d[X]t. (۱۳)

می آوریم دست به (۱۳) و (۱۲) تلفیق با

H ≈
∫ T

۰

۱
X۲

t

d[X]t = ۲ logX۰ − ۲ logXT + ۲
∫ T

۰

۱
Xt

dXt. (۱۴)
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در خودتأمینی معاملاتی سبد نهایی ارزش به عنوان می توان را (۱۴) راست طرف ایتوی انتگرال

دارایی ξt = ۲
Xt

تعداد شامل در غیر این صورت و است صفر آن اولیۀ سرمایه گذاری که گرفت نظر
بریدن‑لیتسن برگر۱ فرمول (۱۴) در موجود لگاریتمی جملۀ دو تعبیر برای است. t زمان در ریسکی

h(XT ) =h(X۰) + h′(X۰)(XT −X۰) (۱۵)

+

∫ X۰

۰
(K −XT )

+h
′′
(K)dK +

∫ ∞

X۰

(XT −K)+h′′(K)dK

به و می بریم کار به h(x) = log x تابع مورد در را ([۴۵] در ۳ .۳ .۱ تمرین به کنید نگاه مثلا)

می آوریم دست

H ≈− ۲
X۰

(XT −X۰) +

∫ X۰

۰
(K −XT )

+ ۲
K۲dK (۱۶)

+

∫ ∞

X۰

(XT −K)+
۲
K۲dK + ۲

∫ T

۰

۱
Xt

dXt.

ویژه۲ آتی قرارداد ۲
X۰

تعداد فروش شامل یکی سبد، دو نهادن هم کنار با می توان را H بنابراین

OTM خرید اختیار تعداد همان خرید و ،(OTⅯ)۳فروش اختیار ۲
K۲dK تعداد خرید صفرقیمت،

کرد. بازسازی ξt = ۲
X۰

دارایی با خود تأمین سبدی دیگری و ،K توافقی قیمت و T سررسید با

از مستقل (۱۶) به این معنا که است. مدل از آن استقلال بازسازی، رویکرد این ویژگی مهم ترین

ممکن که مدل، ریسکِ از بازسازی کننده سبد بنابراین است. معتبر X قیمت فرایند بالقوۀ دینامیک

است. مستثنا باشد، رسک دار دارایی به تخصیص یافته دینامیک نامناسب انتخاب از ناشی است

عایدی با آنتروپی سواپ های یا گاما به معروف سواپ های برای نتایج این مشابۀ نتایجی

n∑
i=۱

Xti(logXti+۱ − logXXti
)۲

عایدی با کریدور۱ واریانس سواپ های برای نیز و

n∑
i=۱

۱{A≤Xti≤B}(logXti+۱ − logXXti
)۲

1Breeden-Litzenberger 2forward contract 3out of the money 1corridor variance swaps
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نگاه بیشتر تعمیم های برای است؛ برقرار نیز A < B و هستند حقیقی اعدادی B و A آن در که

.[۲۴] به کنید

بنابراین و ساده، استاتیک یک به عنوان می توان را بریدن‑لیتسن برگر فرمول که کنید توجه

اختیارهای و فروش و خرید اختیارهای برحسب h(XT ) اختیار برای مدل، بدون پوشش یک

می توان نیز را فراپوشش ها) (یا استاتیک پوشش های مواردی در گرفت. نظر در ساده»۲ «وانیلی

،۱۲] نک. آورد؛ دست به پس نگر۴، و مانع۳ با اختیارهای نظیر مسیر، به وابسته مشتقه های برای

.[۶۲ ،۲۳

در پوشش به مربوط مهم بحث فرمول بندی برای را مسیری اکیداً رویکرد می توانیم همچنین

سناریوها از مناسبی ردۀ به عدم قطعیت اینکه بر مشروط ببریم کار به احتمال بدون روش به ۲ بخش

تثبت [۰,∞) × [۰, T ] روی را σ(x, t) > ۰ تلاطم۵ تابع منظور، این برای شود. محدود

[۰, T ] روی ω نامنفی و پیوسته توابع تمام از متشکل Ωσ مجموعۀ به را ممکن سناریوهای و

به صورت Xt(ω) = ω(t) مختص فرایند پیوستۀ دوم درجۀ وردش به طوری که می کنیم محدود

اکنون بگیرید. نظر در را H = h(XT ) مشتقۀ باشد. d[X(ω)]t = σ۲(Xt(ω), t)Xt(ω)
۲

(۱۱) مسیری ایتوی فرمول مسیرِ به وابسته تعمیم می توانیم شده است بیان [۳۹ ،۸] در همان طور که

F آن در که ببریم  کار به ξt(ω) = Fx(Xt(ω), t) به صورت کامل پوشش یک ساختن برای را

قضیه ای به علاوه، است. F (x, T ) = h(x) مرزی شرط با مشخص سهموی معادلۀ یک جواب

آن به نسبت X که دارد وجود Ωσ روی P ∗ احتمال اندازۀ یک تنها که می کند بیان لوی پل از

کامل پوشش اولیۀ هزینۀ به عنوان که را H مشتقۀ قیمت می توان در این صورت است. مارتینگل

کرد. محاسبه P ∗ به نسبت ، E∗[H] یعنی ، H ریاضی امید به عنوان (۳) مانند می شود، تعریف

حسابان مسیری اکیداً صورت از می توان بیشتر، غیرعادی اختیارهای به فوق روش توسعۀ برای

دیگر مسیری رویکرد برای کرد. استفاده است، آمده [۲۱ ،۳۴] در اخیراً به گونه ای که مالیاون۶،

.[۸۰ ،۵۲] به کنید نگاه خام۷ مسیرهای بر حسب

پولی ریسکِ سنجۀ ۲ .۵

کمترین از است عبارت داده شده مالی موضع یک (P & L) زیان و سود به وابسته سرمایۀ لازم شرط

این باشد. قبول قابل ناظر۱ کارگزار نظر از موضع آن تا شود اضافه موضع این به باید که سرمایه ای
2plain vanilla options 3barrier option 4lookback option 5volatility function 6Malliavin 7rough
paths 1supervising agency
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کرد. صورت بندی زیر به صورت ریسک۲ پولی سنجۀ مفهوم از استفاده با می توان را مفهوم

از این رو معلوم، معاملاتی دورۀ یک انتهای در نا مطمئن خالص پولی درآمد از است عبارت P&L

متشکل (Ω,F) اندازه پذیر فضای یک روی X اندازه پذیر حقیقی مقدارِ تابع یک به صورت را آن مدل

گرفت. خواهیم نظر در ممکن  سناریوهای از

به وابسته A ⊂ X ناتهی زیرمجموعۀ و P ها & L این گونه از متشکل X خطی فضای

اعداد تمام شامل X که می کنیم فرض می گیریم. نظر در می شوند شناخته قابل قبول که را موضع هایی

در این صورت، . Y ≥ X که شود یافت A به متعلق X ای اگر Y ∈ A همچنین و باشد ثابت

تابعک

ρ(X) := inf{m ∈ R|X +m ∈ A} (۱۷)

می شود. نامیده X آن  P & L مالی موضع برای نیاز مورد سرمایۀ ρ(X) عدد و پولی ریسکِ سنجۀ

مانند اطمینانی سطح در ریسک»۳ معرض در «ارزش پولی ریسک سنجۀ استاندارد مثال

شده است، تعریف (Ω,F) بر P احتمال اندازۀ با که احتمالاتی مدل یک به ازای است. λ ∈ (۰, ۱)

P (X < ۰) نارسایی احتمال اگر می شود نامیده قابل قبول ریسک، معرض در ارزش این برای X

توسط منها، علامت یک از صرف نظر ،(۱۷) رابطۀ از ریسک سنجۀ حالا نباشد. λ از بزرگ تر

بسیاری کاربرد های ریسک معرض در ارزش می شود. تعریف P به نسبت X توزیع λ‑چندک ام
متنوع سازی۴ بنابراین و نمی گیرد نظر در را ممکن زیانِ اندازۀ به ویژه، دارد. هم کاستی هایی ولی دارد؛

رویکرد که شد موجب نارسایی ها این تشخیص می نماید. تشویق را ریسک محدود سازی و جریمه را

در هیث و ابر، دلباین، آرتزنر، توسط که پولی ریسکِ سنجه های عمومی نظریۀ به موضوعی اصل

واکنش در مثلا دارد. وجود نیز دیگری نارسایی های اما .[۳] شود تقویت شد ابداع ۱۹۹۰ دهۀ اواخر

احتمالاتی مدل یک فقط روی حد از بیش اتکای بر [۱۰۵] ترنر گزارش مالی، اخیر بحران های به

می کند. مطرح را نایتی عدم قطعیت بنابراین و کید تأ P

می دهیم. قرار بررسی مورد را محدب ریسکِ سنجه های نظریۀ اصلی عناصر برخی اکنون

نیازهای با نباید متنوع سازی که نیست موضوع این به فقط نظریه این توجه دید خواهیم همان طور که

در نایتی اطمینان عدم با رفتار نحوۀ در بارۀ موردی مطالعۀ یک نظریه این بلکه شود. محدود سرمایه

می کند. عرضه نیز را ریاضیاتی چارچوب یک
2monetary risk measure 3value at risk 4diversification
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تشویق تحدید جای به پولی ریسکِ سنجۀ توسط باید متنوع سازی که نکته این به رسیدن برای

توسط که ρ پولی ریسک سنجۀ در این صورت باشد. محدب A قبول مجموعۀ که است لازم شود،

ρ تحدب با A تحدب زیرا نامیده می شود، محدب ریسک سنجۀ L می شود، تعریف (۱۷) رابطۀ

مفهوم می نامند. منسجم ریسک سنجۀ L یک را ρ باشد محدب مخروط یک A وقتی است. هم ارز

به منسجم۱ ریسک سنجۀ از بعدی تعمیم شد، معرفی [۳] بنیادی مقالۀ در منسجم ریسک سنجۀ

محدب دوگانی است. شده مطرح [۴۴ ،۵۹ ،۵۱] در مستقل به صورت محدب۲ ریسک سنجه های

به صورت نوعاً محدب ریسک سنجۀ فرمول که می کند ایجاب

ρ(X) = sup
Q∈Qρ

{EQ[−X]− α(Q)} (۱۸)

جریمه تابع یک α : Qρ → R ∪ {+∞} و احتمال اندازه های از رده ای Qρ آن در که باشد

به ازای موضع هر انتظار مورد زیان می شود: تعیین زیر به صورت نیاز مورد سرمایۀ بنابراین است.

بدترین سپس می کنیم، محاسبه را Qρ یعنی مربوط جریمۀ و Q ∈ Qρ احتمال اندازه های از هر یک

مدل عدم قطعیت با رابطه در را روش این می کنیم. انتخاب را Qρ روی جریمه شده انتظار مورد زیان

احتمال اندازۀ ولی نمی شود، تثبیت پیشاپیش احتمالی اندازۀ هیچ کرد. توصیف زیر به صورت می توان

مجموعۀ می کند. ایفا را تنش۳ آزمون های نقش و می شود وارد محدب دوگانی طریق از Q ∈ Qρ

Q ∈ Qρ مدل هر آن در که گرفت، نظر در احتمالاتی مدل های از رده ای به عنوان می توان را Qρ

در می شود. بررسی مدل عدم قطعیت بنابراین و گرفته نظر در جدی کم وبیش α(Q) اندازۀ به بسته

بدترین در (۱۸) فرمول بنابراین و می شود، صفر Qρ روی جریمه تابع منسجم ریسک خاص، حالت

به Qρ روی انتظار، مورد زیان حالت

ρ(X) = sup
Q∈Qρ

EQ[−X] (۱۹)

می شود. تبدیل

است، ناکامل احتمالا و آربیتراژ بدون که مدلی ناکامل، مالی بازار مدل زمینۀ در که است روشن

فراپوششی ریسکِ سنجۀ

ρ(X) = sup
P ∗∈P∗

E∗[−X]

1coherent risk measure 2convex risk measure 3stress test
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هر یک برای بتوان که شده است تشکیل X هایی تمام از A متناظر قبول مجموعۀ است. منسجم

به طوری که پیداکرد VT نهایی در آمد و V۰ = ۰ اولیۀ ارزش با دینامیک پوششی سبد یک آن ها از

شود. نامنفی ۱ احتمال با X + VT مرکب موضع عایدی

محدب ریسک سنجۀ و منسجم ریسک تاریخچۀ مالی ریاضیات زمینۀ در شد، اشاره همان طور که

و بازی ها نظریۀ مثلا ریاضیاتی، وسیع تر زمینۀ در مفاهیم این اما می شود. آغاز [۳] اساسی مقالۀ با

پیشینۀ ،[۵۷ بیم سنجی۳[۳۱، بیمۀ اصول و ،[۶۴ استوار۲[۶۳، آمار ،[۹۹ شوکه۱[۳۰، انتگرال گیری

دارند. قابل ملاحظه ای

شده اند. ظاهر ضمنی به صورت ترجیحات خردِ اقتصاد نظریۀ در ریسک سنجه های همچنین

تابعک این می دهند. نشان X روی U مطلوبیت تابعک با را X فضای روی ترجیحات معمولا

صورت بندی [۶۳] سویج و [۱۰۰] مورگنشترن و نویمان فون که عقلانیت موضوعۀ اصول تحت

انتظار مورد مطلوبیت به صورت کرده اند

U(X) = EP [u(X)] (۲۰)

می شود. بیان (Ω,F) بر P احتمال اندازۀ یک و u مانند پیوسته ای و صعودی تابعی به ازای

اصول از طبیعی تعدیلی ،[۵۶] کرده اند ثابت هشتاد دهۀ اواخر در اشمایدلر و گیلبوآ به طوری که

کلی ریسک سنجۀ باید که می کند ایجاب منطقی موضوعۀ

U(X) = −ρ(u(X)) = inf
Q∈Qρ

EQ[u(X)]

ماریناتّچی  ، ماکّرونی ، نیز اواخر همین در گردد. (۲۰) در −EP [·] خطی ریسک سنجۀ جایگزین

ρ آن ها اصول مجموعۀ در اکنون کردند. تعدیل هم باز را منطقی موضوعۀ اصول [۸۱] روستّینی و

به شکل ترجیحات عددی نمایش بنابراین و است، ریسک سنجۀ یک

U(X) = −ρ(u(X)) = inf
Q∈Qρ

{EQ[u(X)] + α(Q)}

اما، کرد، رهگیری u مطلوبیت تابع تقعر با می توان را کلاسیک ریسک گریزی هرچند می آید. در

.[۴۵ ،۵۶ ،۸۱] نک. عدم قطعیت؛ از مدل رفتاری گریز فرض یک با است متناظر ρ تقعر

1Choquet 2robust statistics 3actuarial premium principles
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الگوریتمی دادوستد ظهور و بازار، ریزساختار قیمت، شکل گیری ۶

می کردند، صورت بندی را دارایی قیمت فرایندهای مدل های ساموئلسون پل و بشیلیه لویی وقتی

می گرفت. صورت مالی بازار معاملاتی محوطه های در کارگزاران علامت های با معمولا سفارشات

چالش های از برخی اکنون است. یافته تغییر به شدت بازارها این کار روش اخیر سال های در اما

می دهیم. قرار بحث مورد تغییرات این با ارتباط در را مالی ریاضیات

بعدی دهه های در کرد. آغاز را خود فعالیت ۱۹۷۱ در (نزدک)۱ جهان الکترونیکی بازار نخستین

جای معاملاتی محوطه های شد موجب فنّاوری پیشرفت های و مقررات زدایی۲ سنجه های با آشنایی

سفارش نوع دو با الکترونیکی ای بازار چنین اساساً بدهند. الکترونیکی کاملا بورس های به را خود

است سفارشی محدود سفارش بازار۴. سفارش های و محدود۳ سفارش های دارد، سروکار متفاوت

الکترونیکی کتابچۀ در سفارش ها این معین. قیمتی به سهمی از معین تعدادی فروش یا خرید برای

مطابقت معین شده شرایط با فروش یا خرید سفارش یک زمانی که تا می شود جمع حدی شفارشات

بهترین به سهمی از معین تعدادی فروش یا خرید برای است سفارشی بازار سفارش باشد. داشته

مصرف قیمت اولویتِ برحسب را حدی سفارش های بازار، این بنابراین، دسترس. در جاریِ قیمتِ

بزرگ تر بازار واردۀ سفارش حجم از قیمت بهترین با حدی سفارشاتِ تمام کلی حجم وقتی می کند.

در بنابراین می شوند. اجرا است» اول خروجی اول «ورودی قاعدۀ طبق حدی سفارش های باشد،

داده نمایش یک بعدی انتشار فرایند یک با دارایی قیمتِ دینامیک های میکروسکوپیک، سطح این

صفِ دستگاه یک به عنوان می تواند ریاضی لحاظ از که سفارش، کل دفترِ تحولات با بلکه نمی شود

آورد. دست به را آن ریاضی مدل می توان اصولا بنابراین می شود. داده نمایش شود، تلقی پیچیده

دینامیک و کرد «بزرگ نمایی»۵ را میکروسکوپیک تصویر مناسب، مدلی داشتن دست در با می توان

مقیاس یک در را حدی) فروش و خرید قیمت های بهترین میانگین (یعنی متوسط قیمت حدی

ریاضیات استاندارد مدل سازی پارادایم تأیید به می تواند یا کار این آورد. دست به متوسط انتشار

در اولیه مطالعات شود. منجر دارایی قیمت های دینامیک های از جدیدی انواع کشف به یا مالی

بشیلیه نوع از مدلی [۱۹] مثلا و شده است انجام [۲۲ ،۲۰ ،۱۹ ،۱۱ ،۴] در مسائل این با رابطه

است. کرده پیدا انتشار حد در

را سفارش ثبت برای رایانه ها از استفاده امکان بازار به الکترونیکی معاملۀ جایگاه های ورود

1NASDAQ 2market deregulation 3limit order 4market order 5zoom-out
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وجود به بالا»۲ فراوانی با «معاملات و الگوریتمی»۱ «معاملات پدیده های زود خیلی و کرد، فراهم

طوری که می شوند بروز ثانیه یک هزارم زمانی بازه های در حدی سفارش ثبت دفترهای امروزه آمدند.

استفاده بنابراین کند. دنبال را سریع نقد شوندۀ دارایی های قیمت تغییرات نمی تواند هیچ کس احتمالا

سفارش های اکنون در نتیجه است. ممنوع دیگر معامله گران از بسیاری و بازارسازان برای رایانه از

وضعیت از خوبی توصیف می شود. انجام رایانه ای الگوریتم های با سهام بازارهای در بزرگ بسیار

است. داده شده [۷۹] در الکترونیک بازار جاری

توسط نقدینگی تأمین مثلا است. داشته سودمندی بالقوه اثرات مالی بازار های رایانه ای کردن

که شد موجب الکترونیکی دادوستد جایگاه های فزایندۀ تعداد بین رقابت و بالا فراوانی با بازارسازان

تقلیل معمولی سرمایه گذاران هزینه های بنابراین و کاهش قابل ملاحظه آی به طور پیشنهادی دامنک

کرد. خواهند عمل آدم ها از منطقی تر رایانه ای، برنامه های که شد پیدا امیدواری این همچنین یابد.

آن کشیده شدند. چالش به ۲۰۱۰ سال می ششم بازار»۳ ناگهانی «سقوط با زود خیلی امیدها این اما،

الگوریتم های میان داغ» «سیب زمینی بازی که شد موجب هراسان بازاری در فروش سفارش یک روز

نزول شیب تندترین با دارایی ها قیمت درنتیجه بگیرد، در (HFT) بالا فراوانی با معامله گران معاملاتی

سوم صفحۀ از زیر نکتۀ بازگشت. اول حال به به سرعت اوضاع دقیقه ۲۰ مدت در بی درنگ و کرد

معاملاتی الگوریتم چند بین سریز۴ بازخورد نتیجۀ در سریع ریزش این عملا که می کند اشاره [۱۸]

است: گرفته شکل

فروش سپس و قراردادها خرید به کردند شروع به سرعت بالا فراوانی با معامله گران

همان سریع حرکت با را داغ» «سیب زمینی حجم تأثیر به این ترتیب ـــ یکدیگر به آن ها

۲:۴۵:۲۷ تا ۲:۴۵:۱۳ زمانی بازۀ در HFTها دادند. شکل جلو و عقب به موضع ها

بود، معاملات کل حجم در صد ۴۹ تقریباً که کردند معامله قرارداد ۲۷۰۰۰ تعداد

بودند. خریده اضافی خالص قرارداد ۲۰۰ فقط در حالی که

منجر داغی» سیب زمینی « بازی چنین به می تواند تعاملی۵ الگوریتمی معاملات چرا که دلایلی فهمیدن

خواهیم آتی بخش در همان طور که است. جذابی چالش ریاضی مدل یک به صورت آن بازتولید و شود

باشد. مرتبط پدیده این با است ممکن موجود اولیۀ نتایج دید

بالقوه که دارد هم دیگری جنبه های الکترونیک معاملات ممکن، سناریوهای تولید علاوه بر
1alghoritmic trading 2 high-frequency trading 3Flash-Crash 4overflow feedback 5intracting trading
algorithm
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از که را نمونه هایی سفارش علائم (متجاوز) شکارچی معاملاتی الگوریتم های مثلا مسئله دارند.

انجام بزرگی معاملۀ چنین اینکه به محض می کنند. ردیابی می شوند حاصل بزرگ معامله های انجام

تأثیرات به وسیلۀ آن ارزش که موضعی ساختن با می کند سعی شکارچی معاملاتی الگوریتم شود،

.[۱۰۱ ،۱۶ ،۱۳] نک. بزند ؛ جیب به سودی کرد خواهد صعود بزرگ معاملۀ این از ناشی قیمتی

به سرمایه گذاران از سیاری شکاری۱، معاملات و قیمت ضربات نامطلوب تأثیرات از رهایی برای

است، مشاهده غیرقابل بازار فعالان سایر برای سفارشات آن ها در که تاریک، به اصطلاح استخرهای

از را سفارشات عملیاتی قیمت تاریک استخرهای از بسیاری که نکته این اما می شوند. متوسل

مبتنی بر که دیجیتالی۳را سرقت مانند شکاری معاملاتی روش های می آورند، دست شفاف۲به بازار

.[۸۳ ،۷۷ ،۷۲] نک. می کند؛ امکان پذیر است، شفاف بازار در قیمت معاملات

سفارش اجرای و قیمتی اثر ۷

به است، نهفته قیمتی» «اثر پدیدۀ در آن بالقوۀ ریسک های و فواید و الگوریتمی معاملات فهم کلید

مهم ترین از یکی این می گذارد. تأثیر پایه دارایی قیمتِ در بزرگ سفارش یک اجرای که معنا این

موارد می کنند. تعامل یکدیگر با بنابراین و بازار با عاملان آن به وسیلۀ که است پایه ای سازوکارهای

،۱۹۹۳ متال گزل شافت۴در رسوایی از عبارت اند است داشته مهم نقشی قیمتی اثر آن ها در که خاصی

قیمتی اثر اما .۲۰۰۸ ژنرال۶در سوسیته کرویئل۵توسطر ژِرم سبد کردن نقد ، ۱۹۹۸ در LTCM بحران

وجود مالی مؤسسات از خیلی روزانۀ کسب وکار در و دارد، اهمیت هم کوچک تر بسیار معاملات در

دارد.

می توان که مسئله ای است، نهفته تکی معاملۀ یک دادن انجام در قیمتی اثر فهم برای نخست قدم

کافی به قدر مورد نظر معاملۀ میکروسکوپی مقیاس در کرد. مشاهده بسیاری مقیاس های در را آن

سفارش این وقتی شود. انجام محدود سفارش دفتر در سفارش یک ثبت با باید و است کوچک

خواهد تأثیر محدود سفارشات دفتر بر محدود سفارش های کاهش با شود، ثبت بازار سفارش به عنوان

را خرید و فروش دامنک و جابه جا را متناظر قیمت بهترین باشد بزرگ اگر به قدرکافی و گذاشت،

محدود سفارش یک لغو یا ثبت شامل معامله این وقتی .[۱۰۷ ،۸۹ ،۱] نک. کرد؛ خواهد وسیع تر

معامله یک اثر در هر حالت، دارد. وجود در هر حال اما نیست، آسان چندان آن کمی تأثیر تبیین باشد،

اهمیت حائز (متوسط)۱بعدی مزوسکوپیک سطح در که نکته ای می شود، محو سرانجام و است گذرا
1predatory trading 2lit market 3fishing 4Metallgesellschaft 5Jérôme Kerviel 6Société Générale
1mesoscopic level
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است.

لازم بنابراین و نیستند اجرا قابل تکی سفارش یک با که بزرگ اند آن قدر معاملات از بسیاری

بازۀ یک در بعداً که شوند تجزیه «بچه سفارش ها» یی به موسوم کوچک تر سفارش های به که است

حجم تعیین برای معاملاتی الگوریتم های مزوسکوپی، مقیاس این در می شوند. توزیع مشخص زمانی

اثر مدل یک مبتنی بر نوعاً الگوریتم ها این می گیرند. قرار استفاده مورد بچه سفارش هر زمان بندی و

معاملاتی استراتژی های پس خور اثرات که دارایی قیمت های برای تصادفی مدلی یعنی، هستند، قیمتی

مسئلۀ کنید. رجوع [۵۵] به دسترس اند در هم اکنون که مدل ها برخی دیدن برای می گیرند. نظر در را

مشخص، مدل یک در داده شده هزینۀ معیار یک برای سفارش ها اجرای بهینۀ استراتژی های تعیین

این مثال برای می انجام اند. دارند ذاتی ریاضی جذابیت که سؤالاتی به معمولا و دارد غنی ساختاری

ابرفرایندهای شوکه، ظرفیت نظریۀ محدود، سوخت کنترل ریاضی مباحث با است مرتبط مسئلۀ

هنگام می دهیم. توضیح قدری شده است تشریح [۹۷] در آن طور که را آخری مورد داوسون‑واتانابه۲.

یک به کردن نقد شرط بهینه، کنترل مسئلۀ یک به صورت معامله بهینۀ اجرای مسئلۀ صورت بندی

ساده تر می توان را معادله این می شود. تبدیل همیلتون‑ژاکوبی‑بلمن معادلۀ برای تکینه نهایی شرط

بنابر اما آورد. دست به نهایی شرط بی نهایت با شبه خطی سهموی جزئی دیفرانسیل معادلۀ و کرد

مرتبط اند. داوسون‑واتانابه ابرفرایندهای لاپلاس تابعک های با معادلات این گونه [۳۵]

می تواند معاملات بهینۀ اجرای استراتژی های برای بهینه ساختار یک نبود یا بود همچنین،

اطلاعاتی قیمتی اثر خود ماهیت مورد در شاید حتی و زمینه بازار اثر مدل کارآیی مورد در اطلاعاتی

سفارش های قیمتی اثر که است داده شده نشان [۲] در مثلا .[۶۵ ،۵۴ ،۲] نک. دهد؛ ارائه

که را نوسانی معاملات اجرای راهبردهای تا باشد کاهشی زمان از محدب تابعی به عنوان تک دارایی

کند. حذف داغ» اند، سیب زمینی «بازی یاد آور حدی تا

هنوز به ویژه، ساده اند. نسبتاً دسترس اند، در اکنون که قیمتی اثر مدل های که کنیم اشاره باید

کند. ترکیب هم با را قیمتی اثر غیرخطی بودن و گذرایی قانع  کننده واقعاً به طریقی که ندارد وجود مدلی

بازار ـــ الگوریتم های یا ـــ عاملان سایر رفتار با معامله اجرای که می رسد نظر به کلان، مقیاس در

بزرگ معاملۀ یک انجام حال در عاملی که نکته این گفتیم، این از پیش به طوری که است. مرتبط

شود. افشا رقبا برای می شود، تولید اجرا الگوریتم توسط که علائمی طریق از مثلا می تواند است

شکاری، معاملۀ که است این بر عقیده عموماً می شود، گاه آ بزرگ معامله ای اجرای از رقیبی وقتی

2Dawson-Watanabe super processes
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[۱۶] در همچنین مطلب این سود. ماکسیمم کنندۀ راهبرد با است متناظر شد، گفته بالا در همان طور که

وضعیت این تعمیم کمی با اما، است. آمده دست به هم بازی ها نظریۀ در مربوط زمینۀ یک تحلیل از
«کششی»۱ کافی به قدر که بازارهایی در شکاری معاملۀ است ممکن که شده است ثابت [۱۰۱] در

نوع این در باشد. زیربهینه۲ می یابد، زوال سرعت به سفارش ها قیمتی اثر که معنا این به هستند،

کنند. مبادله نقدینگی و کرده همکاری رقابت جای به بزرگ معامله گر با است بهتر رقبا برای بازارها

[۱۰۰] در شونبورن می دهد. رخ متفاوت کاملا الگوی یک است گذرا (تدریجاُ) قیمتی اثر وقتی اما

بزرگ معامله گر نمایی۳ زوال با و خطی قیمتی اثر با گسسته زمان مدل یک در که است نشان داده

«سقوط در که است چیزی شبیه بسیار که می شوند داغ» «سیب زمینی بازی یک وارد رقیب اش و

شد. دیده بازار» ناگهانی
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Abstract. In the past decades, advanced probabilistic methods have had significant im-
pact on the field of finance, both in academia and in the financial industry. Conversely,
financial questions have stimulated new research directions in probability. In this sur-
vey paper, we review some of these developments and point to some areas that might
deserve further investigation. We start by reviewing the basics of arbitrage pricing the-
ory, with special emphasis on incomplete markets and on the different roles played by
the “real-world” probability measure and its equivalent martingale measures. We then
focus on the issue of model ambiguity, also called Knightian uncertainty. We present
two case studies in which it is possible to deal with Knightian uncertainty in mathemat-
ical terms. The first case study concerns the hedging of derivatives, such as variance
swaps, in a strictly pathwise sense. The second one deals with capital requirements
and preferences specified by convex and coherent risk measures. In the final two sec-
tions we discuss mathematical issues arising from the dramatic increase of algorithmic
trading in modern financial markets.
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