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آنالیز شکل گیری در یونانی ریاضی دانان نقش ۱
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می شویم: خاستگاه چهار متوجه کنیم، نگاه ریاضی آنالیز تکامل سیر به امروزی دیدگاه از اگر

مفهوم که تابع، ایدۀ دکارت)؛ (فرما، تحلیلی هندسۀ دکارت)؛ (ویئت، («جبر») حروف با عملیات

اندازه پذیر هم به نسبت کمیت، و عدد ترکیب، و تحلیل ریاضی، آنالیز یونانی، ریاضیات کلیدی: کلمات و عبارات
۱۴۰۲/۱۰/۱ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۸/۲۵؛ دریافت: تاریخ ترویجی؛ مقاله: نوع

∗ Thiele, Rüdiger, Antiquity, in A History of Analysis, H. N. Jahnke, ed., Hist. Math., vol. 24, Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 2003, 1-14.
در ۱۳۵۲ متولد حمیدی ارشک است. گرفته انجام حمیدی ارشک قلم به تحریریه هیئت دعوت به مقاله این ترجمۀ
را (۱۳۷۹ −۱۳۷۶) ارشد کارشناسی و شریف صنعتی دانشگاه در را (۱۳۷۶ −۱۳۷۰) کارشناسی دوران و است تهران
سال از حرفه ای به طور ، ۱۳۷۹ سال از تهران مدارس در تدریس علاوه بر او است . گذرانده ایران صنعت و علم دانشگاه در
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(بولتسانو، حقیقی عددهای میدان و اویلر) برنولی، یوهان (اورم۱، است ریاضی آنالیز بنیادی

عوض در گرفت. سراغ یونانی ریاضیات در نمی توان به صراحت را خاستگاه ها این کانتور). ددکیند،

متغیر ها به جای (مقادیر)۲ کمیت ها و تناسب ها از می کنیم استفاده جبر در که معروفی دستور های

است. می کرده ایفا ائودوکسوس تناسب های نظریۀ را حقیقی اعداد میدان نقش و می کرده اند، استفاده

وترهای که این طور ،مثلا دهیم، تطبیق یونانیان دیدگاه با را مدرن و آشنا دیدگاه های می توانیم البته،

به صورت (مثلثاتی) تابع های همچون کرده بررسی متناظرش دایرۀ حسب بر بطلیموس که را دایره

گاهی .[۲۷ ،۲۴] نیست موضوع این در یونانیان دیدگاه مطابق کار این البته، کنیم. تعبیر جدول

آن ها حقایق شدن روشن به ندارند، زمانی تطابق که موضوعاتی میان دست، این از مقایسه هایی

نمی کنند. کمکی آن ها تاریخچۀ فهم به که هرچند می کنند، کمک

ترکیب را مجموع یک به کمیت ها کردن جمع اساساً یونانیان ترکیب و تحلیل دربارۀ ۲ .۱
مثالی می نامیدند. ۳(

,
ανάλυσισ) تجزیه/تحلیل را مجموع یک خُرد کردن و (σv́νθεσισ)

آن پی در و مجموع یک به پول از مقادیری جمع کردن کلمه دو این روزمرۀ کاربرد های از روشن

در ابتدا ترکیب» و «تجزیه/تحلیل کلمۀ دو است. پول از مقداری از مضاربی به مجموع این تقسیم

در شدند. ریاضی زبان از بخشی متضادشان معنای همین با کم کم و می شدند استفاده معمولی گفتار

در بالاخص که می کنند، اشاره یونانیان اثبات های ساختار اصلی بخش دو به ترکیب و تحلیل آنجا،

صحیح گام های از استفاده با داده شده مسئلۀ تقسیم تحلیل یافتند. تکامل هندسی ترسیم های مبحث

حالت این در (که تناقض به یا برسیم است درست می دانیم قبل از که چیزی به تا است منطقی و

اثبات تحلیل روند کردن وارونه و ترکیب روش به آن بعد از است). حل نشدنی مسئله می شود معلوم

می گیریم. نتیجه است درست فهمیدیم تحلیل روش در آنچه از را حکم و می شود کامل

حکم اینکه اثبات و (inventio لاتینی (به ریاضی مطالب ابداع یا کشف میان بجد یونانیان

مختلفی انواع از بر این اساس، بودند. قائل تفاوت (verificatio لاتینی (به است درست داده شده

تحلیل روش [VII کتاب ،۲۰] پاپوس می کردند. استفاده اثبات و کشف برای ترکیب و تحلیل از

«تحلیل»، بررسی»، و «تحلیل تحلیل»، و «تجزیه «تجزیه»، معادل های می توان فارسی در «analysis» کلمۀ برای .۳
اینجا در داد. قرار را ([mathematical analysis] ریاضی» «آنالیز مثل ریاضی علوم از شاخه هایی به اشاره (در «آنالیز»»

و. ــ است. شده داده قرار مناسب معادل نویسنده منظور با متناسب

1. Oresme 2. magnitudes (quantities)
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تحلیلی روش که است نظری۲ مقابل که نامیده مسئله۱ حل به معطوف را جست و جو به مربوط
انواع۳ منطق نام با خودش روش در هم ویئت فرانسوا است. نهایی اثبات به مربوط که است

از کلمه دو این است. نوشته به دست دادن۵ و جست و جو۴ از مشابه به طور [Isagoge (1591) ،۲۸]

دست به سهمی تربیع هستند. (provide یونانی) πóρισµα و (search یونانی) ζήτησισ ریشۀ

قطعۀ مساحت مسئله۶ حل به معطوف تحلیل می دهد: نشانمان را تمایز این از نمونه ای ارشمیدس

به این ترتیب، است. درست مقدار این که می دهد نشان نظری۷ تحلیل و می کند، مشخص را سهموی

دانست. نظری تحلیل یک به خوبی می توان را مسئله حل به معطوف تحلیل یک ترکیبِ

تخصصی اصطلاح با این حال است. کرده ابداع را ترکیب و تحلیل روش اقلیدس پاپوس، گفتۀ به

فرایند توصیف برای روش این آن در که است، ارسطو منطق در اثبات تکنیک از بخشی «تحلیل»

تحلیل تعبیر به تحلیل اصطلاح می رود. کار به معمول صورت هایی به نهایی حکم از بازگشت

از جلوتر است) می رفته به کار اثبات یافتن برای کردیم، خاطرنشان قبلا همان طور که نظریدد(که،

شده برده کار به می رفته) به کار مسئله حل کردن برای (که آن مسئلۀ حل به معطوف تحلیل معنای

می نامیدند برگرداندن) ،
,
απαγωγµ́) اباغوجی۸ آغاز در را حل برای جست و جو روش این است.

پس از خواندند. مسئله حل به معطوف تحلیل را آن نظری تحلیل با شباهتش به دلیل بعدها، صرفاً و

بود، مرسوم حساب در که ترکیب، اصطلاح کردند. تلقی غیر مستقیم اثبات را اباغوجی۹ اثبات این،

ببینید. را [۸ فصل ،۱۶] و [۱۵] شد؛ دانسته حالت دو هر در معکوس تحلیل معنی به آخر دست

فرانسوا شد. تحلیلی۱۰ روش همان یونانیان مسئله حل به معطوف تحلیل مدرن، دوران در

به تحلیل) فنون (مدخل In Artem Analyticam Isagoge کتاب در را معادلاتش نظریۀ ویئت

کلمۀ معنی به دقیقاً تحلیل] [فن analytica اصطلاح هفدهم قرن در به این ترتیب درآورد. تحریر رشتۀ

قرن در حتی است. بوده هندسی، تحلیل مقابل در حسابی، تحلیل خودش این که می رفته، به کار جبر

البته است. می رفته به کار هندسه در جبری محاسبات کاربرد معنی به تحلیلی آنالیز گاهی هجدهم

معمولا ۇلف۱۱ کریستیان ،مثلا درآمد. مدرنش معنای به کم کم آنالیز اصطلاح هجدهم قرن آغاز از
کلوگل۱۲ سیمون گئورگ بعدتر، قرن یک .[۲۹] است می دانسته آنالیز زمرۀ در را دیفرانسیل حساب

در ترسیمی مسئله های حل برای که است تحلیلی اساساً کرده اند. ترجمه نیز «امکانی» را آن بعضی problematic؛ .۱
می رفته کار به هندسه در قضیه ها اثبات در که است تحلیلی منظور theoretical؛ .۲ م. ــ است. می رفته کار به هندسه

م. ــ است.

3. logistica speciosa 4. zetetic 5. poristic 6. problematical analysis 7. theoretical analysis
8. apagogy 9. apagogical 10. analytic method 11. Christian Wolff 12. Georg Simon Klügel



کهن/تیله دوران در آنالیز ۶۴

آورد: این طور ریاضی) (فرهنگ پر استفاده اش کتاب در را این ها همۀ

استفاده هندسی ابزار از فقط آن در در نتیجه و است بوده هندسه آنالیز، از قدما مراد

معمول حساب از و است اندازه پذیر موارد همۀ آنالیز از متأخرین مراد می کردند؛

،۱۴] می کنند استفاده دهند نشان تساوی ها با را اندازه ها میان ارتباط اینکه برای

.[۸۶ ص

اثرند دوجین دوسه می شوند موجب را یونانی ریاضیات از ما شناخت که منابعی تفسیر ۳ .۱
دست اول آن ها اتفاق به قریب اکثریت و هستند، یونانی دانش از کوچک بخشی منعکس کنندۀ که

(که میلادی اند نهم قرن به مربوط قدیمی تر، پاپیروس چند سوای یونانی، متون قدیمی ترین نیستند.

قرون نوشته های اینکه یعنی میلادی اند)، ۸۸۸ سال به مربوط اقلیدس آثار از دست نویس نسخه هایی

(مانند یونانی ریاضیات اوج دوران در نویسندگان شان زمانۀ به تا نزدیک ترند ما زمانۀ به وسطایی

که شده اند، رونوشته نسخه هایی از رونویسی صرفاً نوشته ها این علاوه بر این، ارشمیدس). و اقلیدس

این ها از مشکلات این علی رغم دارند. اشتباه معمولا و شده اند، دست کاری یا ترجمه به صورت اغلب

و نسخه شناسی بررسی های کمک به را ریاضیات تکامل روند می توانیم و می شود عایدمان چیزهایی

تقدم به مربوط موارد خیلی دهیم. شرح می کنند، بررسی را رونویسی نحوۀ که انتقادی، تصحیح های

او مهم نوشتۀ و او آثار ابتدای در را ارشمیدس «روش» هیث تامس اینکه با ،مثلا است. تأخر و

عکس به قائل اخیراً کنور۱ ویلبر نظیر ریاضیات مورخان است، آورده آن انتهای در را دایره دربارۀ

ببینید. هم را [۲۲] استدلال های [۶]؛ شده اند ترتیب این

مسلماً، است. آن هندسی‑کلامی طبع از ناشی یونانی ریاضیات تفسیر مشکلات از دیگر یکی

وقتی با این حال، فرمول. با یا کنیم بیان کلام با را ریاضی اکتشافی که نمی کند فرقی منطقی، از نظر

به دلیل که دارد، وجود روان شناختی تفاوتی می کنیم، توجه تفاضل قضیۀ از اقلیدس کلامی به صورت که

است: شده بدترکیب خیلی کمیت ها میان رابطۀ صورت بندی از ناشی مشکلات

آن نصف از بزرگ تر کمیتی بزرگ تر کمیت از اگر شده اند، داده نامتساوی کمیت دو

را عمل این اگر و کنیم کم را آن نصف از بزرگ تر کمیتی باقی مانده از و کنیم، کم را

آغاز در که کوچک تری کمیت از که می ماند باقی کمیتی سرانجام کنیم، تکرار مرتباً

(۱)]؛ دهم، مقالۀ اصول، ،۱۱] است کمتر داده شده

1. Wilbur Knorr
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می شود: خوانده اندازه گیری موضوع اصل تقسیمی صورت که دیگر، مثالی به عنوان قضیه، این یا

از بتوانند شدن برابر چند در صورت که دارند هم با نسبتی می گویند را کمیت هایی

(۴)] ؛ تعریف پنجم، مقالۀ اصول، ،۱۱] شوند زیادتر یکدیگر

استفاده آن) تحلیلی صورت (یا زیر مدرنِ «متداول ِ» عبارت از که وقتی یا ببینید) را [۱۷ ،۱۰])

می کنیم:

مناسب انتخاب با (یعنی کرد کوچک بخواهیم که قدر هر می توان را a مانند کمیت هر

بنابراین کرد؛ کوچک تر b مانند کمیتی هر از می توان را a/۲n کمیت n صحیح عدد

.(a/۲n < b

برای می رسد نظر به که می کنیم، عرضه یونانی متون از مدرن توصیفی هیث۱ مانند هم ما

آثار از هیث ویراست به اصطلاحات از اطلاع (برای مناسب ترند نظرمان مورد چهارچوب های

کنید). مراجعه نهم، و هشتم فصل های ترتیب به ،[۱۱ ،۱] اقلیدس و ارشمیدس

یونانیان نزد کمیت و عدد مفهوم ۲

شاخه های همۀ در و است بشر اولیۀ کارهای از شمردن ریاضی موجودی مثابۀ به عدد ۱ .۲
سرچشمۀ عدد که است گفته جایی سوئدی، ریاضی دان میتاگ‑لفلر۲ گوستا است. نیاز مورد ریاضی

خودش ریاضی مؤسسۀ دودکش روی گفته این و ،(Talet är tänkandets början …) است تفکر

برای موضوعی بلکه اندیشیدن، برای وسیله ای فقط نه عدد یونانی ریاضیات در اما است. شده حک

(فیثاغورس بودند قائل فرد و زوج عددهای بین که است ظریفی تمایز هم دلیلش است، بوده هم تفکر

می توان بنابراین است). کرده مستند شاعر اپیکارموس که آن طور مسیح، میلاد پیش از سال ۵۰۰

می آید. پیش عدد تعریف مسئلۀ و کرد، مطرح عددها دربارۀ حکم هایی

عددهای دربارۀ ریاضی سادۀ نظریۀ یونانی، تعلیم) آموزش، ،µάθηµα) ماتیمای قدیمی ترین

تمایز همین و است، اقلیدس اصول نهم مقالۀ موضوع ـــ آن تجدید نظر شدۀ به شکل ـــ فرد و زوج

می شود زوج کامل عددهای تشخیص برای لازم شرط نظیر فوق العاده ای نتیجه های به منجر ساده

عددهای مورد در مسئله این هم امروزه حتی .([۱۴۵ −۱۲۵ [۴، ص ،[۳۶ نهم، مقالۀ اصول، ،۱۱])

تمایز این جور از که است این می شود مربوط ما بحث به که چیزی است. نشده حل فرد کامل

1. Heath 2. Gösta Mittag-Leffler
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است؛ شده استفاده ندارند مشترک اندازۀ مربع قطر و ضلع اینکه برای اقلیدس اثبات در شدن قائل

استدلالی از اقلیدس اثبات در .[115a دهم، مقالۀ اصول، ،۱۱] اندازه ناپذیرند۱ هم به نسبت یعنی،

قطر و ضلع برای که می کنیم فرض می شود. تناقض به منجر که می شود استفاده زوجیت مبتنی بر

m۲ = ۲n۲ تساوی به می توانیم این صورت در باشد. داشته وجود مشترکی اندازه گیری واحد

و فرد n که یابیم دست تناقض این به و اول اند هم به نسبت که برسیم اندازه گیری ضریب های برای

است. زوج در عین حال

محتمل کاملا شده اند. کشف چگونه هم اندازه ناپذیر به نسبت راست خط های که نیست معلوم

باشند، نکرده کشف ساده مورد این در را هم اندازه ناپذیری به نسبت پدیدۀ فیثاغورسی ها که است

باشند، رسیده آن به بود، پنج پر ستارۀ که گروه شان، نشان کردن وارسی در یا موسیقی تئوری در بلکه

ندارند مشترک اندازۀ قطر و ضلع آن در که است، شده درست پنج ضلعی قطرهای از که شکلی یعنی

.([۳۰۱ −۲۷۱ ص ،۵] ،[۱۳])

اقلیدس نظر از می دانستند. طبیعی عدد فقط را عدد یونانی ریاضی دانان عددها نوع ۲ .۲
آن «واحد اینجا در که ،[(۲) تعریف هفتم، مقالۀ اصول، ،۱۱] واحدها» از مرکب است کثرتی «عدد

تعریف هفتم، مقالۀ اصول، ،۱۱] می نامیم» یکی را موجود چیز های از هر یک آن کمک به که است

سنت اینجا در .[1088،N متافیزیک، ،۲] نمی آورده اند شمار به عدد را یک) (یا واحد خودِ [(۱)

(مثل یک جور اشیای کردن جمع با شمردن موقعی، یک می آید. چشم به هم هنوز شمردن قدیمی

به تعبیر شد. شروع عدد یک با آن ها تکثّر کردن مشخص سپس و هم کنار (… ستاره، برگ، درخت،

صورت گرایی و انتزاع گرایی در نتیجۀ هستند. مجموعه در واحد» «عضو ضریب عددها این مدرن،

طبیعی عددی مدرن دوران پیش از (۱ (همان «یک» البته داد، دست از را رنگ و لعابش مفهوم این

زیرا است، صورت همین به فیزیک در هم هنوز اولیه مفهوم این .[۲۵] است نمی آمده حساب به

مقیاس یک در نسبی اندازۀ فقط معنایش ندارد؛ عدد صرفِ معنایی فیزیکی ای اندازۀ هیچ ضریب

است. اندازه گیری

ضرب و جمع به مربوط موارد نظیر محاسبات قاعده های برخی از ریاضی موجوداتی اگر امروزه

موجودات مشترک ویژگی های راه این از می آوریم. حساب به اعداد زمرۀ در را آن ها کنند، تبعیت

برای جمع تعریف پدیده این از مثالی می کنیم. درک دارد فرق قاعده هایشان حتی که را مختلف

به یونانی ریاضیات در یکی سازی دیدگاه این دارند. فرق هم با که کسرهاست و طبیعی عددهای

1. incommensurable



۶۷ (۱۴۰۲ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

جور دو و طبیعی عددهای می کنیم: پیدا مختلف عدد نوع سه اقلیدس آثار در نمی اید. چشم

دیگری و هفتم]) مقالۀ اصول، ،۱۱] ) مثبت») («کسرهای طبیعی عددهای نسبت یکی نسبت،

نوع سه این به اقلیدس پنجم]). مقالۀ اصول، ،۱۱] ) مثبت») حقیقی («عددهای کمیت ها نسبت

نوع سه این مشترک ویژگی های متوجۀ هم حدی تا که هرچند است پرداخته گوناگون طرق از کمیت

است. نگرفته یکی ۲ طبیعی عدد با را ۲:۱ نسبت هیچ گاه با این همه، است. شده کمیت

عددها(ی نسبت های نظریۀ اقلیدس مثبت») («کسرهای طبیعی) عددها(ی نسبت ۳ .۲
عدد از «بخشی مفاهیم اصول هفتم مقالۀ در کرد. تدوین اعداد مقدماتی نظریۀ به عنوان را طبیعی)

می بینیم؛ را دست این از چیزهایی و مرکب»، و اول عددهای زوج، و فرد عددهای مضرب، یا

است. نشده پرداخته آن به که است بنیادی مفهومی طبیعی عدد دو نسبت با این حال،

Arith- ،۱۹] است شده ضبط نیکوماخوس کتاب در طبیعی عددهای نسبت از قدیمی تر تعریفی

مفهوم اینجا در که هرچند است»، یکدیگر به نسبت چیز دو رابطۀ «نسبت، :[metic II, 21Y 1886

» است: کرده تعریف این طور اصول پنجم مقالۀ در اقلیدس البته است. مانده بی توضیح «رابطۀ»

را «کمیت هایی و ((۳) (تعریف است» نوع یک از کمیت دو بین اندازه از حیث رابطه نوعی نسبت،

(تعریف شوند» زیادتر یکدیگر از بتوانند برابر شدن چند صورت در که دارند هم با نسبتی می گویند

موضوع اصول مبتنی بر (یعنی، است زیادتر شدن معنی مبتنی بر رابطه مفهوم جمله ها این  در .((۴)

«عددها اینکه به دارد اشاره ضمنی به طور هفتم مقالۀ از (۲۰) تعریف ببینید.). را ۵ .۲ .۱ اندازه گیری؛

متناسب اند وقتی [d و ،c ،b ،a طبیعی عدد [چهار

a : b = c : d (۱)

چهارمی از [c] سومی که باشد [b] دومی از اجزایی همان یا جزء، همان یا مضرب، همان [a] اولی که

امروزی رویکردی با می گذارد. اختیارمان در را کمیت ها با محاسبات پایۀ اصول تعریف این «.[d]

را n و m اولِ هم به نسبت عدد دو که به این ترتیب بفهمیم، بهتر را اقلیدس تعریف این می توانیم

که بگیریم نظر در طوری

a = m
( b

n

)
, c = n

( d

n

)
. (۲)
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مجموعۀ ۱ از بزرگ تر n و m ازای به و جزء، m = ۱ ازای به مضرب، n = ۱ ازای به 

و ۱ ,
ανθvφαίρεσισ) معکوس تفاضل روش به کمک را تعریف این می توان داریم. را اجزا

دهیم. تعمیم اندازه ناپذیر هم به نسبت حالت به (۲ ,
ανταναίρεσισ

به داریم. نیاز برابری برای تعریفی به ابتدا بدانیم، عددها نسبت چون را کسرها اینکه برای

کسر یک مولد c/d و a/b که است این نسبت ها برای تعریف مسلسل، کسرهای امروزی زبان

را کسرها تبدیل که داریم لازم قضیه هایی محاسبات، در سهولت برای با این همه، باشند. مسلسل

۱۳ قضیۀ تناسب ها، زبان به اصول). هفتم مقالۀ ۲۴ −۱۱ قضیه های مانند مثلا) می کنند ممکن

می گوید ۱۷ قضیۀ متناسب اند؛ نیز نسبت ها ابدال با باشند، متناسب عدد چهار اگر که می گوید

نمی کند تغییر نسبت خود کنیم، جایگزین آن ها از یکسانی مضرب های با را نسبتی اجزای اگر که

a : c مؤلف: نسبت می کند، تعریف عددها نسبت برای حسابی عملی اقلیدس کسر). کردن (ساده

برای ،(۲۳) ششم، مقالۀ در آن قبل و ،(۵) هشتم، مقالۀ (اصول، است b : c و a : b مؤلفِ

آن ها. مؤلف نسبت تشکیل یعنی (کسر) نسبت دو ضرب نسبت ها، به زبان متوازی الاضلاع ها).

آنچه طبق یکتا به طور مؤلف نسبت بعد، می آوریم، در گفته شده شکل به را نسبت ها ابتدا یعنی،

گام در که کنید توجه .([۸۶ ص ،۱۸] هفتم، مقالۀ (اصول، می شود مشخص داده نشان اقلیدس

بدیهی تناسب چهارم جزء وجود یعنی، است؛ شده گرفته مسلّم دوم نسبت برای مناسب صورتی دوم

یونانیان است. شده فرض دست این از کمیت های میدان پیوستگی به تعبیری دیگر یا فرض شده،

در اقلیدس ببینید). را ۴ .۲ (بخش می دانسته اند فرض شده ضمنی به طور را پیوستگی ویژگی های

می دهد. توضیح را راست خط های نسبت مؤلف نسبت آوردن به دست ،(۲۳) ششم، مقالۀ

علوم از شاخه ای که می کشد، پیش را فیثاغورسی موسیقی تئوری از سخن مؤلف نسبت مفهوم

طبیعت درک به رسیدن فیثاغورسیان مهم کشفیات از یکی سبعه. علوم آخر بخش و است بوده اربعه

را اشیاء صدای واقعاً بی آنکه را هارمونی می توانند که شدند متوجه آن ها است. بوده هارمونی ناطق

تئوری و گرفتند، قرار تأثیر تحت کشف این از عمیقاً یونانیان کنند. حساب و بزنند حدس بشنوند

مدلی یعنی، شد؛ طبیعت از آن ها درک برای الگویی نسبت ها، نظریۀ ریاضی، زبان به یا، موسیقی

(فیلولائوس). شد (عددها) انتزاعی به صورت آن به پرداختن و رازها از پرده گشایی برای ریاضی

عددهای با تنها می توان را نُت) دو بین (فاصلۀ فواصل که کردند کشف فیثاغورسیان دقیق تر، به طور

آن «لگاریتمی» ویژگی و طولش به مرتعش تار بسامد «تابعی» بستگی آن ها کرد. مشخص طبیعی

1. anthyphairesis 2. antanairesis



۶۹ (۱۴۰۲ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

چهارم فاصلۀ و پنجم فاصلۀ اُکتاو، بسامدهاست. ضرب با متناظر فواصل جمع یعنی، دریافتند؛ را

جمع می شوند. تولید هستند ۳ : ۴ و ،۲ : ۳ ،۱ : ۲ نسبت به که تار مرتعش قسمت های با

۳ : ۴ و ۲ : ۳ نسبت های ضرب می آورد؛ وجود به را (هشتم) اُکتاو پنجم و چهارم فاصله های

از می کند. مشخص را اُکتاو که است ۱ : ۲ ساده تر به صورت که می کند ایجاد را ۲ : ۴ مؤلف نسبت

موسیقیایی واقعی مطالعات از فراتر ملاحظات این افلاطونیان، نظر در همه از بالاتر و یونانیان، نظر

نمایش نسبت ها نظریۀ کمک به که رساند ریاضی تجرد از سطحی به را صداها و بوده مرتعش تارهای

می شوند. داده

پی پنجم مقالۀ با (۴ −۱ مقاله های (اصول، مسطحۀ هندسۀ از مقاله چهار کمیت مفهوم ۴ .۲
نظریه ای مقاله این در اقلیدس است. محوری موضوعی آن در تناسب و نسبت مفهوم که شده گرفته
۱(µέγεθoσ یونانی (به کمیت مفهوم از تعریفی هیچ است. داده بسط ائودوکسوس که آورده را

سراسر در اقلیدس با این همه، ندارد. وجود بنیادی مفهوم این مافوق مفهومی هیچ زیرا ندارد، وجود

در همین طور ،(۳) تعریف پنجم، مقالۀ در کمیت کلی مفهوم به است؛ پرداخته کمیت ها به اصول

که ویژگی این با کلی به طور کمیت ها است. شده اشاره بعدی مقاله های در دیگر بار چند و ششم مقالۀ

موجود کرد: تعبیر گونه دو می توان را کمیت مفهوم شده اند. مشخص کرد کم یا زیاد را آن ها می توان

این نتیجۀ و گرفت اندازه می توان را موجودی چنین و است ذی ابعاد) (وجود کمیت جور یک ریاضی

(اندازه گیری). است کمیت جور یک اندازه گیری

(کمیت های هندسی کمیت های و طبیعی) (عددهای عددی کمیت های میان اساسی تمایز یونانیان

هرجور اما کرد، تقسیم نمی توان را (۱ (عدد عددی واحد حساب در چرا که بودند، قائل پیوسته)

که می شود معلوم کرد.۲ تقسیم نامحدود به طور می توان را نظیرش واحد جمله از هندسی کمیت

کرد. ضرب به ویژه، و، کرد، جمع همین طور چید، ترتیب به کرد، مقایسه می توان را هم نوع کمیت های

دیگر وزن و فضا، زمان، پیوسته اند؛ هندسی کمیت های زاویه ها یا فضایی، اجسام صفحه ها، خط ها،

می دهند، تشکیل جبری، ساختار مدرن، به اصطلاح دستگاه، کمیت هایی چنین پیوسته اند. کمیت های

است. نشده اشاره موضوع این به یونانی ریاضیات در البته که

هندسی) (ی «کمیت ها برخی می دانستند مسیح میلاد پیش از پنجم سدۀ از یونانیان که کردیم اشاره

ریاضیات تاریخ در .((۷) دهم، مقالۀ (اصول، ندارد» دیگر عدد به عددی هیچ که دارند هم به نسبتی

کتاب و حساب در .۲ است. [megethos] «مگتوس» کلمۀ کمیت برای فنی اصطلاح یونانی ریاضیات در .۱
شخص، البته، تقسیم پذیرند؛ کلی حالت در شمرده شده اشیای محاسبه) فن [لوجیستیک]، λoγιστική یونانی (به تجاری

نیست. چنین واحد، به عنوان
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اگر می کنند. تلقی ریاضیات مبانی در بحران نخستین را اندازه ناپذیر هم به نسبت کمیت های کشف

از کلی تر هندسه که می گفتند یونانیان آغاز در چیست؟ پس نباشد، عدد ها از نسبتی کمیت ها نسبت

نسبت نقض: (مثال برعکس نه دارد، وجود هندسی نسبتی عددی نسبت هر نظیر زیرا است، حساب

نسبت ها چون است. اشیاء نسبت بلکه نیستند، اشیاء مشکل که کنید توجه مربع). ضلع به قطر

چرا و می داده اند اهمیت موضوع این به یونانیان چرا که می شود معلوم مهم اند، تناسب ها نظریۀ در

داده اند. بسط می نامند هندسی» «جبر تاریخ دانان برخی که را آنچه معادلات جبری نظریۀ به جای

اندازه ناپذیری هم به نسبت به مربوط دشوار وضعیت از برون رفت برای متعددی تلاش های

باور این بر ریدل می کنیم). اشاره آن به بعداً (که معکوس تفاضل روش مثل است، گرفته صورت

است بوده هم مرکز کره های به صورت سماوی اجرام نمایش به اعتقادش از ملهم ائودوکسوس که است

عرضه اصول کتاب پنجم مقالۀ در که نظریه ای که است معتقد و می کند رد را نظریه این کنور .[۲۳]

دیگری نظریۀ ائودوکسوس که است معتقد کنور است. بوده نیافته تکوین ائودکسوس سوی از شده

.[۱۷] بوده اند کمیت ها عددها به جای آن در البته که است، ،۱۰ هفتم، مقالۀ نظریۀ شبیه که داشته

جزئیات با را آن پس است، بهترین کُنیدوسی ائودوکسوس راه حل می رسد به نظر باشد، که هرچه

می کنیم. بررسی ببیشتری

کمیت های وجود بگوییم. است مشهور مبانی در بحران نخستین به آنچه دربارۀ کلمه ای چند ابتدا

می شد وصف طبیعی عددهای با تنها که دنیایی به فیثاغورسیان اعتقاد با اندازه ناپذیر هم به نسبت

جهان خردمندانگی به معتقد فلسفی مکتب هر به سهمناک ضربه ای کشف این البته، نمی خواند.

هم به نسبت کشف پی در یونانی فلسفۀ در عمیق تر لرزه هایی از نشانه ای هیچ با این همه بود. مادی

است؛ ضرورت نوعی اندازه پذیر ی هم به نسبت تناسب ها قدیمی نظریۀ در ندارد. وجود اندازه ناپذیری

نسبت های به سر و کارمان هندسی بررسی های در که نداشته لزومی یونانی ریاضیات در با این حال،

هم به نسبت اثبات که هندسه دانی هر که گفته ارسطو بیفتد. بررسی مورد کمیت های مشترک

هم به نسبت کمیت دو هر اگر که کند تصدیق بود مجبور فهمید را مربع ضلع و قطر اندازه ناپذیری

.[76 B 9 همچنین 983؛ A 15 متافیزیک، ،۲] می شد. شگفت آور تر خیلی اوضاع بودند اندازه پذیر

حد در سوادش که یونانی یک فقط گفته تعارفی بی هیچ قوانین کتاب در آتنی افلاطون، آثار در حتی

819 D-820 قوانین، ،۲۱] می داند هم اندازه پذیر به نسبت را اندازه پذیر کمیت های همۀ است خوکان

به نسبت به وقت گذرانی به قصد صفحه روی بازی به جای که می کند توصیه پیرمردان به افلاطون .[C

بیندیشند. بیشتر اندازه ناپذیری هم
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هیچ مواردی چنین در اینکه به عبارت دیگر، یا اندازه ناپذیر، هم به نسبت کمیت های وجود اثبات

پیشا یونانی تمدن های می دهد. نشان را یونانی ریاضیات انتزاعی روی ندارد، وجود مشترکی اندازۀ

محدودیت های تمدن ها این در بگویند. را چیزی چنین نمی توانستند شهودیشان جهت گیری به دلیل

نمی گذاشت. اندازه گیری برای واحدی وجود باب در سؤال طرح برای مجالی اندازه گیری، هرجور ذاتی

روش های کار وجه هیچ به و بوده ممکن منطق کمک به فقط ریاضی موجود هرجور وجود عدم اثبات

پیش از پنجم سدۀ در دیگران از بیش پارمندیس که ایلیایی فلسفۀ که اینجاست است. نبوده تجربی

داشته یونانیان نزد اثبات نظریۀ تحول در مهم بسیار نقشی بوده سهیم آن تکامل در مسیح میلاد

روش با اثبات جور هر که باشید داشته به یاد خلف). برهان و غیرمستقیم اثبات در (به ویژه است

نظر در ندارد) (وجود نیست که را ریاضی موجودی که می شود آغاز چالش این با رسیدن تناقض به

بی معناست. منطقی از نظر تعبیری به که بگیریم،

جوری را پیوسته کمیت های نسبت اقلیدس حقیقی») («عددهای کمیت ها نسبت ۵ .۲
یعنی گسسته، کمیت های نسبت تعریف با که ((۳) تعریف پنجم، مقالۀ (اصول، است کرده تعریف

(تعریف توضیحی ((۳) (تعریف تعریف این بعدِ هفتم). مقالۀ (اصول، دارد فرق عددها، نسبت با

نیست. بیش کورسویی که است آمده ((۴)

است. نوع یک از کمیت دو بین اندازه از حیث رابطه نوعی نسبت (۳

بتوانند شدن چندبرابر در صورت که دارند با هم نسبتی می گویند را کمیت هایی (۴

شوند. زیادتر یکدیگر از

همان (از دیگر کمیتی به نسبت کمیتی وقتی فقط می کند: توصیف را اندازه پذیری (۴) تعریف

خودش به کافی دفعات به اندازه گیری») («قطعۀ دوم کمیت کردن اضافه با که است اندازه پذیر نوع)

کسرها مورد در دارند. را ویژگی این طبیعی عددهای که است واضح شود. زیادتر اول کمیت از

مشترک مخرج با کسرهایی به آن ها تبدیل با می توان به سادگی هم طبیعی) عددهای نسبت های (یعنی

حکم قبلا که داریم، طبیعی عددهای فقط صورت در  وضعیت این در زیرا داد، نشان را موضوع این

ویژگی این باید کمیت ها) (نسبت حقیقی عددهای مورد در با این حال، کرده ایم. ثابت آن ها برای را

این اشتولتس۱ آوریم. شمار به اندازه پذیری برای پذیرفته شده) (فرض موضوعی اصل به صورت را

نامیده، ارشمیدسی اصل را هندسی کمیت های نسبتِ اندازه پذیری لزوم برای ائودوکسوس روشن بینی

1. Stolz
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مطالبه این بخوانیم. ائودوکسوسی اصل را آن که است این درستش تاریخی به لحاظ که هرچند

ارشمیدسی دستگاه هر در به عبارت دیگر، نیست. لازم کمیت ها از غیرارشمیدسی دستگاه های برای

آن قدر b مانند دستگاه این از دیگری کمیت به نسبت aای کمیت هیچ نوع، یک از کمیت های از

.(na < b) باشد کوچک تر b از na ،n مانند طبیعی عدد هر ازای به که نیست کوچک

می دهد: نشان را کمیت ها از غیرارشمیدسی دستگاهی بوده اند گاه آ آن از یونانیان که زیر مثال

.(۱ (شکل شیپوری زاویه های

(ب) (الف)
اقلیدس اصول در زاویه مفهوم .۱ شکل

(اصول، (β و α برابر (به ترتیب راست خط و مستوی زاویه های (الف)
.((۹) و (۸) اول، مقالۀ

شیپوری زاویه های خاص: مستوی زاویه های (ب)
و دایره بر مماس بین «مانده» زاویه های شیپوری، زاویه های
اندازه دایره شعاع عکس با را آن ها می توان هستند. دایره محیط
کرد، تقسیم خط یک با می توان را زاویه هایی چنین چون گرفت.
زاویه های با نسبتی اما می آیند، مرتب ارشمیدسی دستگاه یک به نظر
ضرب با دارند، یکدیگر با نسبتی که کمیت هایی ندارند. مستوی
هر که می شود معلوم به سادگی و می شوند زیادتر یکدیگر از کردن
راست خطی زاویۀ هر از α شیپوری زاویۀ از nα مانند مضربی
شیپوری زاویه های .((۱۶) سوم، مقالۀ (اصول، است کوچک تر

هستند. کمیت ها از غیرارشمیدسی دستگاهی از قدیمی مثالی

می کنند. استفاده زاویه ای کمیت کردن مشخص برای پاره خط دو از زاویه مدرنِ تعریف در

(اصول، راست خط زاویۀ یعنی می داند، زاویه از تعریفش در خاص حالتی را این اقلیدس با این حال،

خط دو میل مستوی، «زاویۀ گنجاند: کلی تر تعریفی ذیل را آن می توان که ،((۹) تعریف اول، مقالۀ

(اصول، نیستند» راست خطی روی و می کنند قطع را یکدیگر که است، هم به نسبت صفحه در واقع
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نظر در آثارش در اقلیدس که است همان خاص حالت این با این همه، .((۸) تعریف اول، مقالۀ

می سازند α مانند زاویه ای دایره از متناظرش کمان و دایره بر مماس کلی، مفهوم در است. داشته

شیپوری زاویۀ این اندازۀ می توان را ،۱/r دایره، شعاع عکس می نامند. شاخ دار زاویۀ را آن که

مشخص شعاع طول عکس حسب بر شیپوری زاویه های این عددی اندازۀ یعنی، آورد؛ حساب به

صفر مقدارش آوریم، حساب به راست خط زاویه ای را شیپوری زاویه های این از هر یک اگر می شود.

زاویه های این از مضربی هر به عبارت دیگر، زاویه ها. این از مجموعی هر مورد در همین طور است،

که ندارد وجود n مانند طبیعی عددی یعنی، می گذارد؛ برجا هیچ کمیتی معمول) تعبیر (به شیپوری

نیست. درست اینجا در ارشمیدسی اصل پس ،nα > ۰

البته که او، اصول کتاب پنجم مقالۀ (در مشکل دار نسبت های دربارۀ اقلیدس مهم روشن بینی

نسبت بگوییم یعنی باشد، صریح تعریف که نیست لازم است. زیر صورت به است) ائودوکسوس از

بعد و کنیم مقایسه چطور را نسبت ها بدانیم است کافی زیرا چه، یعنی نسبت ها اندازه ناپذیری هم به

معرفی هنگام که رود جلو همان طور توانسته اقلیدس به این ترتیب کنیم. کار آن ها با چگونه اینکه

نسبت ها مجموعۀ طریق این از و کرده مشخص را نسبت ها مقایسۀ چگونگی ابتدا او عددها: نسبت

عددها نسبت از استفاده با فقط کمیت ها نسبت مرتب کردنِ این است. کرده مرتب به طور ضمنی را

است. گرفته صورت گویا) (عددهای

فرق بررسی مورد کمیت های نوع است ممکن کمیت ها، نسبت مقایسه هنگام که کنید توجه

کنار را نسبت یک در غیرهم نوع کمیت های آمدن ،(۳) تعریف اصول، پنجم مقالۀ در (البته کند

و A,B, . . . و a, b, . . . مانند کمیت ها از مختلف دستگاه دو می توانیم همچنین، است). گذاشته
مساحت ها.۱ و خط ،مثلا بگیریم، نظر در را متناظرشان نسبت های

نابرابرند، یا برابر وقت چه A : B و a : b نسبت دو است: این بنیادی پرسش

a : b ̸= A : B (ب) یا a : b = A : B (الف) (۳)

نابرابری های از یک کدام دوم حالت در و

a : b > A : B (ب) یا a : b < A : B (الف) (۴)

مدرنش (تعبیر است اندازه ناپذیر هم به نسبت نسبت های به مربوط حالت جالب ترین است؟ برقرار

می دهد: نشانمان تناسب در غیرهم نوع کمیت های از غیرتاریخی، اما روشن، مثالی ارشمیدس اهرم های قانون .۱
می باشند. تعادل در است وزن هایشان نسبت عکس تکیه گاه از فاصله هایشان نسبت که کمیت هایی
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میلاد پیش از ۴۰۰ −۳۴۷) ائودوکسوس دهد). نشان را گنگ عددی مورد نظر نسبت که است این

این انجام در می کند. مقایسه مثبت) کسرهای با (یعنی عددها نسبت با را کمیت ها نسبت مسیح)

(کران ها) یکسانی عددی نسبت های بین که شرطی به می خواند برابر را کمیت ها از نسبت دو او کار،

بیندازیم. بخواهیم که کوچک هر چقدر بازه ای در را آن ها بتوان کران ها این کمک به و بگیرند قرار

این طور را آن می توان که است مسیح) میلاد پیش از ۴۵۰− ۳۶۰) بریسن۱ به منسوب اصلی قاعده

برابرند. کوچک ترند، یا بزرگ تر، برابر، هم زمان یکسان مقداری با مقایسه در که کمیت هایی کرد: بیان

:((۵) پنجم، مقالۀ (اصول، است زیر صورت به اقلیدس اصول در تعیین کننده تعریف

به سومی نسبت و دومی به اولی نسبت که نسبت اند یک به می گویند را کمیت هایی

برابری مضرب هر و سومی و اولی از دلخواهی برابر مضرب های که هنگامی چهارمی

از یکسان به طور بعدی، و قبلی برابر مضرب های شوند، گرفته چهارمی و دومی از

نظر در ترتیب همان به وقتی باشند، کوچک تر هم از یا برابر، هم با یا بزرگ تر، هم

شوند. گرفته

است: این جبری نمادهای با برابری تعریف ترجمۀ

،mA > nB آنگاه ma > nb اگر الف)
،mA = nB آنگاه ma = nb اگر ب)
،mA < nB آنگاه ma < nb اگر پ)

(۵)

از می توانیم ،مثلا کسرهاست. از استفاده عبارت هایی، چنین با ما محاسبات روش برعکس. و

بنویسیم این طور را (الف) ۵ مورد و کنیم استفاده معیار) (کسر n
m معیار» «نسبت

برعکس. و
A

B
>

n

m
آن گاه ،

a

b
>

n

m
اگر (۶)

نداشته وجود نسبت ها برای ترتیب رابطۀ زیرا رود، جلو شیوه این به نمی توانسته ائودوکسوس البته

است. می شده مشخص کمیت ها برای ترتیب اصل کمک به ابتدا باید و (< ،= ،> (یعنی،

گرفته شده است. به کار منظور این برای (۵) در مضرب ها گذاشتن ترتیب به عبارت دقیق تر،

داده توضیح (ب) ۵ در تساوی حاوی دستورهای در اندازه پذیر بودن هم به نسبت به مربوط حالت

با این حال، است. شده بررسی ،(۷) اصول، پنجم مقالۀ در (ب) ۳ نابرابری .(۲ (شکل  شده است،

1. Bryson
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کمک به ((۵) پنجم، مقالۀ (اصول، ائودوکسوس تعریف هندسی توضیح .۲ شکل
[a] قاعده هایشان به نسبت ارتفاع یک با . . . [A مساحت [با «مثلث های قضیۀ

((۱) ششم، مقالۀ (اصول، هستند» هم مثل

.((۱) ششم، مقالۀ اصول، (مطابق a = b برابرند؛ قاعده ها (الف)
عددهایی این صورت در اندازه پذیرند. هم به نسبت b و a قاعده های (ب)
قاعده ای nb و ma مضرب های که دارند وجود n و m مانند طبیعی

.c = ma = nb می کند: مشخص را مشترک
طبیعی عدد هر به ازای اندازه ناپذیرند، هم به نسبت b و a قاعده های (پ)
دارند: را ویژگی این . . . ،mA ،ma مضرب های n و m مانند

.mA < nB آن وقت ،ma < nb اگر

حالت در به عبارت دیگر، نیست. درست دیگر برعکس، حالت (۶) یا (الف) ۵ در ،مثلا مورد این در

m∗A > n∗B که دارند وجود m∗ و n∗ مانند عدد جفت یک (دست کم) (الف) ۴ نابرابری

نیست. درست m∗a > n∗b اما است درست

قاعده ها این البته، می کنیم. ذکر را نسبت ها با محاسبات قاعده های تعریف ها، آوردن پس از

کتاب در لازم نیازهای برای محاسبات قاعده های این با این حال، حساب اند؛ در ضرب و جمع نظیر

نسبت ها ضرب مورد در به وضوح موضوع این مدرن. عددی میدان  های برای نه شده اند تدوین اصول

نسبت به صورت باید عامل ها از یکی می خواهد: مقدمات نسبت ها کردن ضرب می آید. چشم به

نسبت های مورد در دارد). دیگر عامل به بستگی (و است شده تعیین A آن در که در آید A : B

است این حرف این معنی تناسب ها زبان به و برمی خوریم ایده همین به هم موسیقی تئوری در مؤلف

و بسته سیستم این اینکه یعنی جبری دستگاه های زبان به دارد؛ وجود همواره تناسب چهارم جزء که

مساحت، خط، مانند کمیت هایی دامنۀ می گرفتند. بدیهی را پیوستگی فرض یونانیان است. پیوسته

آورده زبان به صراحتاً ایده این بی آنکه است، می شده تلقی پیوسته تلویحاً دست، این از چیزهایی و

از کلاویوس۱ کریستف نسخۀ در به صراحت بعد تر خیلی پیوستگی ای موضوع اصل چنین شود.

1. Christoph Clavius
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را اندازه ها پیوستگی استوین۱ سیمون ،۱۵۸۵ سال در است. شده آورده (۱۵۸۰) اقلیدس اصول

جفت با «فیلبوس» در افلاطون که کاری مثل درست داد، توضیح رطوبت میزان با اندازه مقایسه با

بود. کرده سرد و گرم متضاد

مورد در که می شود نتیجه ارشمیدسی اصل از چگال اند: همه جا کمیتی هر گویای مضرب های

nA ≤ که دارند وجود n و m طبیعی عددهای ،C دلخواه کمیت و B و A مانند کمیت دو هر

به مربوط نسبت ها یونانی نظریۀ .(A ≤ m
n C ≤ B مدرن تر، صورت بندی با (یا mC ≤ nB

و دارند) وجود در نتیجه (و کرد درست هندسی به صورت را آن ها می توان که است بوده کمیت هایی

اقلیدسی هندسۀ در است. ناقص پیوسته یا هندسی کمیت های از دستگاه این که است بدیهی لاغیر.

ناقصی فضای چنین در می توان را هندسی ترسیم های همۀ زیرا نیست، پیوسته فضایی به احتیاجی

ریشارت را موضوع این نمی شوند. متوجه را فضایی چنین ناپیوستگی هندسه دانان داد. انجام

است. شده متذکر می خورد؟۲ درد چه به و چیست عدد عنوان با ۱۸۸۸ سال به کتابش در ددکیند

عددهای مجموعۀ از را حقیقی اش عددهای نظریۀ ددکیند تناسب ها، قدیمی نظریۀ برعکس درست

که کرد تعریف را ددکیند معروف برش های آن در و کرد شروع مفروض) مجموعه ای (به عنوان گویا

می کنند. تولید را حقیقی عددهای

هندسه بر بدون  تکیه پیوستگی نظیر مفاهیمی و نبود جدا کاملا هندسه از آنالیز ددکیند قبل از تا

«خاستگاه همۀ از بالاتر تا بود لازم حقیقی عددهای از حسابی خالص تعریف بودند. نشده صورت بندی

فراهم پیوستگی ماهیت برای حقیقی تعریفی عین حال در در نتیجه و شود کشف حساب مبانی واقعی

«اگر که کرد استفاده اقلیدسی خط ویژگی این از ددکیند منظور، این برای پیش گفتار]. ،۸] شود»

هر چپ سمت در اول ردۀ از نقطه هر به طوری که کنیم تقسیم رده دو به را راست خط نقطه های همۀ

می کند» ایجاد را تقسیمی چنین که دارد وجود نقطه یک فقط و یک آن وقت باشد، دوم ردۀ از نقطه

می کند) تقسیم را خط نقطه که است این عکس (که هندسه در بدیهی پیوستگی این .[۳ فصل ،۸]

شد. ددکیند برش تحلیلی تعریف الهام بخش که بود

حسابی به صورت حقیقی عددهای تعریف برای هندسی ویژگی های از نمی توان از طرف دیگر،

(هندسی) پیوستگی ماهیت او که را راست خط تعیین کنندۀ ویژگی این ددکیند بنابراین کرد. استفاده

A۲ و A۱ ردۀ دو به ،R گویا، عددهای دامنۀ داد. انتقال ،R گویا، عددهای دامنۀ به می دانست

این ددکیند). (برش کم ترند دیگری عددهای همۀ از آن ها از یکی عددهای همۀ که می شود، تقسیم

1. Simon Stevin 2.Was sind und was sollen die Zahlen?
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عددی (A۱, A۲) مانند زوج هر به دارد؛ را حقیقی عددهای دامنۀ ویژگی های همۀ برش ها دستگاه

عددهای (نسبت های گویا عددهای در برش هر که را مطلب این ددکیند می شود. نظیر α مانند حقیقی

پذیرفت، موضوع اصل به عنوان می کند مشخص پاره خط) (یک هندسی کمیت یک دقیقاً طبیعی)

داد. تعمیم هندسی کمیت های دستگاه به را برش ها دستگاه پیوستگی در نتیجه

به جای او، دیگر. جهت در منتها رفت، را مسیر همین کانتور گئورک ،۱۸۷۲ سال، همان در

در ابتدا کانتور کرد. استفاده متریک کامل سازی برای بنیادی دنباله های به کمک ددکیند، برش های

این کرد. بررسی را فوریه سری های همگرایی مثلثاتی»۱ سری های نظریۀ از قضیه ای «تعمیم مقالۀ

رساند. بنیادی دنباله های کمک به حقیقی عددهای توصیف برای جدیدی روش به را او نهایتاً بررسی

را حکم این عکس او می شود. نظیر بنیادی دنباله ای خط روی نقطه هر به که شد متوجه کانتور

از رده هر به (یا حقیقی عدد هر به که کرد فرض او به عبارت دیگر، پذیرفت؛ موضوع اصل به عنوان

ص ،۷] شود می نظیر راست خط روی معلوم نقطه ای است) آن حد عدد این که بنیادی دنباله های

.[۱۲۸

می شود، شروع کسرها) (میدان گویا عددهای دامنۀ از گنگ عددهای تعریف برای ددکیند روش

عددهای توسعه یافتۀ دامنۀ مفروض مجموعه ای از شروع با ددکیند است. شده فرض آن وجود که

(نامتناهی) اقلیدسی خط هر حقیقی عددهای برای کانتور و ددکیند نظریۀ دو هر در می سازد. را حقیقی

عددهای همۀ از متشکل R مجموعۀ به ℓ نقطه های همۀ مجموعۀ از φ مانند دوسویی نگاشتی ℓ مانند

هندسۀ در نقطه هر به φ نگاشت می گیرد. یکسان حقیقی عددهای محور با را ℓ که دارد وجود حقیقی

وجود از اطمینان برای با این همه، می دهد. نسبت مختصات) (تابع مختصی مفروض) (شهوداً

فرمالیستی ابزاری حساب در در حالی که است، لازم کانتور موضوع اصل پیوستگی، ویژگی های چنین

است. کافی حقیقی ها به می شوند) گرفته مفروض (که گویاها توسیع برای ددکیند) (برش های

اصل باید را هندسه در شهودی پیوستگی چنان پذیرش که بود برده پی کانتور، مانند ددکیند،

به را پیوستگی که است موضوع اصل این با که شد متوجه ددکیند وانگهی، داد؛ قرار موضوع

کرد ثابت می توان مرتب عددی میدان هر در در حقیقت، می آوریم. راست خط هندسی ساختار

موضوع اصل (الف) است: هم ارز زیر موارد با ددکیند برش های توسط تعریف شده پیوستگی که

بازه های اصل (ب) و می گذارد) کنار را کوچک بی نهایت کمیت های ( که اندازه پذیری ارشمیدسی

این حقیقی). عددهای (کمال همگراست حقیقی عددهای از بنیادی دنبالۀ هر می گوید که تو در تو

1. über die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen
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(عددهای کوچک های بی نهایت گویا، عددهای روی از توسعه یافته دامنه های ساختن معمول روش های
می اندازد.۱ قلم از را نااستاندارد آنالیز فراحقیقی)

برش هاست، مجموعۀ و هندسی ساختنی نسبت های مجموعۀ میان اساسی فرقی با همۀ این ها،

حقیقی عددهای برای ددکیند مدرنِ نظریۀ و یونانی قدیمی تناسب های نظریۀ تفاوت به منجر که

تلاشی و می کنند تلقی نو موجودات را نسبت ها و عددها نسبت یونانی، ریاضیات در می شود.

تساوی مفهوم سراغ اقلیدس مثلا نمی اید. چشم به یک دست کننده (انتزاعی) ساختاری یافتن برای

همین طور ،(۲۰ هفتم، مقالۀ (اصول، می کند صحبت متناسب عدد چهار از و نمی رود عددها نسبت۲

باستان یونانیان که هندسی ترسیم یک در که نسبتی هر .((۵) پنجم، مقالۀ (اصول، کمیت ها مورد در

وجود آغاز همان از ددکیند از طرف دیگر، می ماند. متناهی دامنه ای در همواره دارد وجود کرده اند رسم

فرض را گویا عددهای نامتناهی مجموعۀ همه جا او یعنی، است؛ گرفته فرض را گویا عددهای دامنۀ

است. گرفته

اندازه ای از استفاده با ساده لوحانه خیلی را قضیه ها برخی مسیح میلاد پیش از پنجم سدۀ تا

این میان در می کردند. اثبات آن) اثبات (نه آن وجود فرض با بررسی مورد کمیت های برای مشترک

ششم، مقالۀ (اصول، است متشابه مثلث های در هم نسبت بودن به مربوط مهم بسیار حکم قضیه ها

با قضیه های این اما شدند، متزلزل حکم ها این اندازه ناپذیری، هم به نسبت کشف با .((۲) قضیۀ

کرد. ثابت محکم خیلی صورت بندی شده درست که تناسب هایی نظریۀ در می توان را آبکی استدلال

دیگری ایده های ائودوکسوس تناسب های نظریۀ پس از و پیش متفاوت دریافت های ۶ .۲
مشترک اندازۀ کمیت «دو سؤال به بود. شده خلق اندازه ناپذیر هم به نسبت کمیت های بررسی برای

مشترک، اندازۀ وجود کردن مشخص داد. پاسخ معکوس۳ تفاضل روش به می شد خیر؟» یا دارند

استفاده با ((۲) هفتم، مقالۀ (اصول، اعداد نظریۀ در مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین کردن پیدا مشابه

بودند). گاه آ آن از اقلیدس پیش از خیلی (که است اقلیدسی الگوریتم از

می شود. پیدا تکرار روش به (A > B) B و A هندسی کمیت دو مشترک اندازۀ بزرگ ترین

بزرگ تر کمیت از است، کمتر بزرگ تر کمیت از که را کوچک تر کمیت مضرب بزرگ ترین ،mB ابتدا

Heath ،۱۱]) بگیریم نتیجه ددکیند برش های کمک به را ارشمیدسی اصل چگونه که می دهد نشان [۲۶] اشتولتس .۱
در می شود استفاده نااستاندارد آنالیز در که را فراحقیقی عددهای دستگاه ددکیند برش های اینکه یعنی .([Euclid 3, 16
یا اقلیدس آثار در را نسبت ها اهمیت که کرد، پیدا [۱۲] فاولر دیوید را متفاوتی دیدگاه .۲ نمی گذارد. اختیارمان

کرده است. گوشزد آن ها در را تناسب ها بودن بی اهمیت و افلاطون

3. antanairesis or anthyphairesis
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است کمتر کوچک تر کمیت از که است باقی مانده ای ،R حاصل، .A −mB = R می کنیم: کم

از است، کمتر کوچک تر کمیت از که را باقی مانده این مضرب بزرگ ترین ،nR سپس، .(R < B)

باقی ،R از که است باقی مانده ای حاصل مرتبه، دو .B−nR = R′ می کنیم: کم کوچک تر کمیت

متناهی تعدادی پس از روند این یا می دهیم. ادامه روش همین به را کار است. کمتر اول، گام ماندۀ

به نظر مورد اندازه پذیر هم به نسبت کمیت های برای مشترک اندازه ای در نتیجه و می شود متوقف گام

به نسبت مورد نظر کمیت های می دهد نشان که نمی شود، متوقف هیچ گاه روند این یا می دهد،  دست

اندازه ناپذیرند. هم

الگوریتم جز نیست چیزی تکرار روش این گفتیم، بالا در همان طور که مدرن، اعداد نظریۀ در

عددهای یونانیان، برای صحیح. عدد دو مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین کردن پیدا برای اقلیدس

بر کوچک تر عدد سپس می شد، تقسیم دیگری بر بزرگ تر عدد بودند: طبیعی عددهایی بررسی مورد

پیدا ادامه کار همین طور و دوم، باقی ماندۀ بر اول باقی ماندۀ بعد می شد، تقسیم اول تقسیم باقی ماندۀ

مقسوم علیه آخرین این صورت، در می یافت. خاتمه صفر باقی ماندۀ به رسیدن با کار تا می کرد

مقسوم علیه این اگر است. مفروض (صحیح) طبیعی عددهای مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین

می توان را مراحل این امروزه اول اند. یکدیگر به نسبت عددها این باشد، ،۱ واحد، با برابر مشترک

دیدگاه این از داد. نشان مسلسل کسری با می توان را حقیقی عدد هر داد. نشان مسلسل کسرهای با

نسبت ،۱ واحد، و حقیقی) عدد (یک اندازه یک وقت چه که داد تشخیص می توان به سادگی مدرن

است). (گنگ اندازه ناپذیرند هم به نسبت یا (گویاست) اندازه پذیرند هم به

در حالی که کرد، تعریف دیگر جور باید را معکوس تفاضل روش کمیت ها انواع دیگر مورد در

در را مزیت این ارسطو کرد. استفاده کمیت ها انواع همۀ مورد در می توان را ائودوکسوس نظریۀ

گفته شده روش به که اقلیدس، اصول در است. کرده نشان خاطر [a۷۴ ،۵ ،I ،۲] اول آنالوطیقای

هندسی کمیت های برای یک بار و ((۲)−(۱) هفتم، (مقالۀ گسسته) (کمیت های عددها برای یک بار

می آید چشم به قدیمی تر سابقۀ این هم باز بر می خوریم، ((۳)−(۲) دهم، پیوسته)(مقالۀ (کمیت های

ببینید). را ۳ (شکل

جزئیات در می کند، میسر را ریاضی مختلف حوزۀ چند یکدست بررسی ائودوکسوس روش بااینکه

اما نیست، تقسیم پذیر عدد به عنوان واحد مهم اند. یونانیان دیدگاه از که می کند آشکار را تفاوت هایی

روشی یونانیان دیدگاه در بنابراین، است. تقسیم پذیر فاصله، واحد هندسی، کمیتی به عنوان واحد

کوچک تر کمیت از مضربی کم کردن دستور یونانیان دیدگاه از می رسیده است. نظر به لازم متفاوت
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هم به نسبت کردن مشخص برای اقلیدس الگوریتم هندسی صورت .۳ شکل
مربع قطر و ضلع اندازه ناپذیری

AB ضلع کنید فرض است. معکوس تفاضل همان استفاده مورد روش
در باشند. داشته e مانند مشترکی اندازه BC قطر و ABCD مربع از
هست، نیز BC − AB = DC تفاضل مشترک اندازۀ e این صورت
ضلع به A′B′DC مربع از CB′ = AB−CD قطر برای در عین حال،
به دست . . . ،CA′′ ،CA′ ضلع های به مربع هایی کار، این تکرار با .DC

طول ها از آن متناظر اکید نزولی دنباله ای و می آوریم

CD > CD′ > CD′′ > · · ·

دنباله این درنتیجه است. کوچک بخواهیم که هرچقدر طول های آن در که
ناممکن این البته، است. کمتر e واحد از که دارد CD(n) مانند جمله ای

باشد. غلط باید اندازه پذیری هم به نسبت مبنی بر ما فرض و است

باید کمیت ها تفاضل زیرا است. طبیعی کاملا است کوچک تر بزرگ تر کمیت از که بزرگ تر کمیت از

شود)؛ نقطه به تبدیل (طول است اختلاف این تباه شدن بینابینی حالت باشد. نوع همان از کمیتی

کمیت که هندسی، کمیت های اختلاف بنابراین بی معنی اند، هندسی نظر از منفی اندازۀ با کمیت های

غیرمنفی اند. می شوند،

مقالۀ (اصول، کرد ثابت تناسب ها نظریۀ به اتکا بدون می توان را هندسه از مهمی نتیجه های

به جای در حقیقت، است. کرده را کار این اصول نخست مقالۀ چهار در اقلیدس همان طور که پنجم)،

،ad = bc مساحت ها، تساوی کمک به یا تشابه ایدۀ از استفاده با را قضیه ها از خیلی می توانیم (۱)

اقلیدس است، اصول در مقاله طولانی ترین به مراتب که اصول، کتاب دهم مقالۀ در بگیریم. نتیجه

است. منسوب تئاتئوس به که می کند اندازه ناپذیر هم به نسبت کمیت های انواع برخی از رده بندی ای
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است. منتظم چندوجهی یال طول بررسی دهم مقالۀ در رده بندی این در اقلیدس هدف های از یکی

به طور یا مربع شان آیا نیستند اندازه پذیر هم به نسبت واحد طول با که طول هایی که شده بررسی

هیچ از البته، خیر. یا هستند اندازه پذیر هم به نسبت واحد با آن ها از دیگری «جبری» عبارت کلی تر

جبری، مدرن دیدگاه از شده است. انجام هندسی به طور همه چیز و است نشده استفاده جبری ابزار

بدون گنگ ها (فقط جمله هایی چنین بررسی و دارند، وجود بررسی مورد جمله های در گنگ عددهای

آن ها نهایت در می کند کمک گنگ ها) مجموع های و عامل ها و هم با گویا و گنگ جمله های گویاها،

بپذیریم. (گنگ) عدد به عنوان اطمینان با را
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