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در ما می شود. شروع تاریخ، ریاضی دان مشهورترین اقلیدس، با موضوعی اصل هندسۀ داستان

اسکندریۀ در ق م ۳۰۰ حدود و بود یونانی او اینکه جز نمی دانیم، هیچ تقریباً اقلیدس زندگی مورد

که سیزده جلدی رساله ای است، [۳] اصول کتاب او اثر معروف ترین می کرد. کار و زندگی مصر

و تدوین بود آمده وجود به مغرب زمین در زمان آن تا که را اعداد نظریۀ و هندسه دانش تمام دراصل

کرد. نظام مند

زمان از قبل تر خیلی اصول کتاب در مطرح شده ریاضی نتایج بیشتر که است این بر اعتقاد

چیزی بلکه نبود ریاضی جدید حقایق کشف اقلیدس اصلی دستاورد بودند. شده شناخته اقلیدس

دانش تمام آن به وسیلۀ که بیابد راهی توانست که بود ریاضی دانی اولین او ظاهراً بود: عمیق تر بسیار

تعاریف، از فهرستی با که نظامی آورد، گرد واحد منطقی و منسجم نظام یک در را شناخته شده ریاضی

اثبات برای منطقی شیوه ای با و می شد شروع موضوع) اصل به ( موسوم مفروضات کمی تعداد و

اصول کتاب می یافت. گسترش آمده  اند دست به قبلا که نتایجی و موضوعه اصول از حاصل نتایج

آن اساسی ویژگی های که آورد ارمغان به مغرب زمین برای را ریاضی استنتاجی استدلال از مدلی

است. ما کار الگوی هنوز

به یونان ریاضیات تاریخ صاحب نظران است. لازم کوتاه اشاره ای اصول کتاب تألیف دربارۀ

نااقلیدسی هندسۀ موضوعی، اصل هندسۀ اقلیدس، کلیدی: کلمات و عبارات
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اقلیدس توسط واقعاً رسیده، ما به اصول کتاب طریق از که مطالبی از برخی که رسیده اند نتیجه این

بخش هایی دربارۀ نتیجه گیری این است. شده اضافه آن به نویسندگانی توسط بعداً بلکه نشده نوشته

در قبلا یونانی خطی نسخه های در که دارد وجود قسمت هایی مثلا ـــ است مستدل کاملا کتاب آن از

نتیجه قاعدتاً آمده اند. در اصلی متن از بخشی به صورتِ بعدی نسخه های در ولی بوده اند کتاب حاشیۀ

به استنساخ هنگام بعدها و کرده اند اضافه اقلیدس از بعد دانشمندان را قسمت ها این که می گیریم

چیزی صراحت این به کتاب دیگر بخش های تألیف دربارۀ است. شده اضافه اقلیدس اصلی متن

زمرۀ در است ممکن نیز تعریف ها از برخی که می زنند حدس محققان از بعضی حتی ـــ نیست معلوم

است! بوده چگونه اصول کتاب اصلی نسخۀ که فهمید نخواهیم هرگز احتمالا باشد. بعدی افزوده های

تاریخی تکامل سیر نه و است هندسه منطقی بسط بررسی اینجا در ما هدف اساساً از آنجا که

طریق از نوشته هایشان که بدانیم نویسندگانی یا نویسنده به منتسب را اقلیدس نام دهید اجازه آن،

مورخان به را کتاب این در نویسنده چندین وجود چند و چون کشف و رسیده است، ما به اصول کتاب

کنیم. واگذار

اصول مطالعۀ

بیشترین که اصول، اول مقالۀ به و کنید صرف وقت کمی است لازم برویم، جلوتر آنکه قبل از

دربارۀ بحث حین در بیندازید. نگاهی می شود، شامل را مسطحه هندسۀ در اقلیدس مقدماتی نتایج

عقب به است لازم ـــ گزاره ها و رایج، مفاهیم موضوع، اصول تعریف ها، ـــ متن مختلف قسمت های

یکی منطقی به  طور قضیه  ها و گزاره ها چگونه که ببینید بخوانید. دقت با را قسمت ها آن و برگردید

رایج، مفاهیم موضوع، اصل های تعاریف، بر فقط اثبات ها چطور و می شود ساخته دیگری روی بر

می شوند. استوار شده ثابت آن ها درستی قبلا که قضیه هایی و

می کنیم. ارائه اول مقالۀ مختلف اجزای مورد در نکاتی اینجا در

تعاریف

کاملا دستۀ دو به را آن ها می توان که دید خواهید کنید، مطالعه دقت با را اقلیدس تعریف های اگر

مراد یعنی توصیفی اند، تعریف های اول) نُه تای جمله ( از تعریف  ها از بسیاری کرد. تقسیم متفاوت

به عنوان می کند. صحبت آن مورد در اقلیدس آنچه از است خواننده به شهودی حسی انتقال آن ها از

«خطی را راست خط و عرض»، بدون «طولی را خط ندارد»، جزء که «چیزی را نقطه اقلیدس مثال،
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ذهن هدایت برای توصیفات این می کند.۱ تعریف دارد» قرار خودش نقطه های بر هموار به گونه ای که

نیستند دقیق کافی اندازۀ به منطقی، استدلال های مراحل توجیه برای اما است مفاهیم این به خواننده

اقلیدس مثلا می کنند. بیان قبلی تعریف نشدۀ اصطلاحات براساس را جدید اصطلاحات معمولا زیرا

قرار خودش نقطه های بر هموار به گونه ای که «خطی یا عرض» بدون «طول از را خود منظور هرگز

در واقع، کند. تفسیر را تعاریف این خود دانش و تجربه بر اساس باید خواننده نمی کند؛ بیان دارد»

تعاریف یا اول تعریف نُه به برهان ها مراحل توجیه برای هرگز اصول ، مقالات تمام در اقلیدس،

نمی کند. رجوع دیگری توصیفی

برای آن ها، در که هستند تعاریفی این ها دارد. قرار منطقی تعاریف توصیفی، تعاریف مقابل در

صدق ریاضی دقیق شرط یک در که است لازم کند، صدق مشخص تعریفی در بتواند شی یک آنکه

فرود راستی خط بر راستی خط «وقتی است: اصول کتاب در منطقی تعریف اولین ۱۰ تعریف کند.

فرود راست خط و است قائمه یک زاویه ها آن از هریک بسازد هم با مساوی مجاور زاویۀ دو و آید

ساختار یک قالب در زاویه ها این به این ترتیب می شود.» نامیده خط آن بر عمود اول خط بر آمده

اگر بنامیم قائمه باید را زاویه یک که می شود گفته ما به و (۱ شکل ) می شوند تعریف خاص هندسی

آن ها برای اقلیدس که دیگر اصطلاحات برخی شود. ظاهر شد توصیف که ساختاری در اگر تنها و

توازی. و متساوی الساقین، مثلث دایره، از عبارت اند می دهد ارائه منطقی تعاریف

قائمه زاویۀ از اقلیدس تعریف .۱ شکل

موضوع اصل های

از قبل ریاضی  دانانی اگرچه می شود. پدیدار موضوع اصل های ارائه در اقلیدس نبوغ بیشترین

احتمالا که فیثاغورس قضیۀ (مثل بودند داده ارائه ریاضی مطالب برخی برای برهان هایی اقلیدس

مطرح را ایدۀ این اولین بار برای اقلیدس ظاهراً بود)، شده ثابت اقلیدس از قبل سال دویست حداقل

حقیقت هر که دریافت اقلیدس باشند. دقیق منطقی ترتیب یک براساس باید برهان ها همۀ که کرد

بنابراین باشد. استوار قبلی هندسی دانش بر باید برهانی هر زیرا نیست، اثبات قابل لزوماً هندسی

و. ـ آورده ایم. شفیعیها محمدهادی زنده یاد ترجمۀ از را اصول کتاب نقل قول های ترجمۀ .۱
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لازم که فهمید او به این ترتیب شد. خواهد دور به منجر هندسی حقایق همۀ اثبات برای تلاش هرگونه

هندسی سادۀ حکم پنج پذیرش با گرفت تصمیم او پس بپذیریم. اثبات بدون را حقایق برخی است

کند: شروع

دیگر. نقطۀ هر به نقطه یک از راست خط یک کردن رسم اقلیدس: ۱ موضوع اصل •

به طور راست خط یک به متناهی راست خط یک دادن ادامه اقلیدس: ۲ موضوع اصل •

پیوسته.

شعاعی. و مرکز هر به دایره یک کردن رسم اقلیدس: ۳ موضوع اصل •

برابرند. هم با قائمه زاویه های همۀ اینکه اقلیدس: ۴ موضوع اصل •

دو مجموع و آید فرود راست خط دو بر راستی خط اگر اینکه اقلیدس: ۵ موضوع اصل •

راست خط دو آن باشد، کمتر قائمه دو از می دهد تشکیل خود طرف یک در که درونی زاویۀ

از کمتر آن در زاویه دو مجموع که طرف همان در را یکدیگر شوند، داده امتداد بی نهایت اگر

می برند. است، قائمه دو

کلمات با انگار که شوند خوانده طوری باید و ترسیمات اند به مربوط اول موضوع اصل سه

نقطه یک از راست خط یک کردن «رسم می گوید ۱ موضوع اصل مثلا همراه اند. است» «امکان پذیر

با خط یک از بخشی به راست خط اصطلاح اقلیدس نظر (از است].» [امکان پذیر دیگر نقطۀ هر به

موضوع اصل سه از آنچه می کند.) اشاره ـــ می نامیم پاره خط را آن ما که چیزی همان ـــ متناهی طول

سنتی ابزار دو با عینی به طور ما که است چیزی همان انتزاعی بیان می شود برداشت کلی به طور اول

به  طور ولی نیست مدرج که ایده ال خط کش (نوعی خط کش یعنی می  دهیم، انجام هندسه در ترسیم

شده  اند، متصل هم به لولایی توسط که بازو دو با (وسیله  ای پرگار و است) گسترش قابل نامحدود

می  توانیم خط کش یک با دیگر). بازوی انتهای در رسام یک و بازوها از یکی انتهای در تیز نوک یک

روی را خطکش می  توانیم یا و (۱ موضوع (اصل کنیم وصل هم به پاره  خط یک با را داده  شده نقطۀ دو

آید(اصل وجود به بلندتر پاره خط یک تا دهیم امتداد سو دو در را آن و دهیم قرار پاره خط یک لبۀ

نوک دهیم، قرار صفحه در داده شده از پیش نقطه هر در را پرگار آن تیز نوک می توانیم .(۲ موضوع

و است اول نقطۀ آن مرکز که کنیم رسم کامل دایرۀ یک و دیگر، داده شدۀ نقطۀ یک در را آن رسام

اقلیدس منظور که نمی کند مشخص دقیقاً ۳ موضوع اصل عبارت می  گذرد. دوم نقطۀ از آن محیط

۱.I گزاره های در مثلا موضوع، اصل این از استفاده در اما چیست فاصله» هر و مرکز «هر جملۀ از

از نقطه یک و مرکز که است استفاده قابل موضوع اصل این وقتی تنها که می شود روشن ،۲ .I و
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روش همان از اقلیدس گزاره های به ارجاع برای ما نوشتار این (در باشد. شده داده دایره محیط

است.) اصول کتاب I مقالۀ از ۲ گزارۀ معنای به « ۲.I «گزاره آن طبق بر که می کنیم پیروی سنتی

نظر مد را خاصی هندسی شکلهای ترسیم اینکه به جای متفاوت اند: آخر موضوع اصل دو

اصل باشند. برقرار باید خاص هندسی شکل یک در که می کنند توصیف را روابطی باشند، داشته

باهم زاویه دو آن باشد، شده رسم قائمه زاویۀ دو هرگاه می گوید اصل این است: ساده ۴ موضوع

ریاضیات در کنیم. درک را «برابر» کلمۀ از اقلیدس منظور است لازم اصل این تفسیر برای برابرند.

یک برای متفاوت نام دو B و A که معناست این به «B با است برابر A» می گوییم وقتی امروز

هر یا چندجمله ای، یک مثلث، یک زاویه، یک عدد، یک می تواند شی این ( که است ریاضی شیء

می گوید اقلیدس وقتی می برد کار به متفاوتی معنای به را کلمه این اقلیدس اما باشد). دیگری چیز

وقتی دارند. یکسانی اندازه های آن ها که است این منظورش اساساً برابرند، باهم هندسی شیء دو

یکسان آن ها درجۀ اندازۀ که معناست این به امروزی اصطلاح در برابرند، زاویه دو می گوید اقلیدس

و است، یکسان آن ها طول می گوییم ما برابرند، پاره خط) دو ( یعنی دوخط می گوید او وقتی است،

یکسانی مساحت می گوییم ما برابرند، متوازی الاضلاع دو یا مثلث دو مثلا شکل، دو می گوید او وقتی

یکسانی اندازۀ قائمه زاویه های همۀ که است این از حاکی عملا ۴ موضوع اصل به این ترتیب دارند.

دارند.

در تنها قائمه زاویۀ از اقلیدس تعریف است. لازم ۴ موضوع اصل وجود چرا بدانیم است مهم

یک تلاقی از که مجاوری زاویۀ دو از ( یکی باشد داشته خاص شکلی که می رود کار به زاویه ای مورد

مجاز پس باشند). برابر مجاور زاویه های که به شرطی می آید پدید دیگری راست خط با راست خط

دیگری قائمۀ زاویۀ با شده ظاهر صفحه از قسمتی در که قائمه زاویۀ یک بین رابطه ای که نیستیم

نوعی به منزلۀ می توان را ۴ موضوع اصل بنابراین کنیم. برقرار می شود ظاهر دیگری جای در که

اندازۀ شوند ظاهر صفحه کجای هر در قائمه زاویه های کرد: تلقی صفحه در خاص «یکسان  سازی»

دارند. یکسانی

قطع را دیگر راست خط دو راست خط یک اگر می گوید ساده تر، زبانی به ،۵ موضوع اصل

قائمه») دو از («کمتر ۱۸۰◦ از کمتر خط این طرف یک در داخلی زاویه های مجموع به طوری که کند

که است این منظور .(۲ (شکل می کنند قطع طرف همان در را یکدیگر راست خط دو آنگاه شود

خاصیت این از از آنجا که می رسند. هم به نهایت در یابند امتداد یکدیگر» سمت «به خط دو اگر

اینکه اثبات برای ۲۹.I گزارۀ در مثلا ) می شود استفاده موازی خطوط ویژگی های اثبات برای عمدتاً
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اقلیدس پنجم موضوع اصل .۲ شکل

اقلیدس پنجم موضوع اصل می سازند)، برابر متناظر زاویه های خط، یک با تلاقی در موازی خطوط

می نامند. توازی» موضوع «اصل معمولا را

بدیهی اصل های

حقایقی این ها که است این منظورش که می کند، بیان را بدیهی» «اصل پنج اقلیدس ادامه، در

کنیم: قبول را آن ها اثبات بدون باید و بدیهی اند

مساوی اند. هم با نیز خود چیز یک با مساوی چیزهای :۱ بدیهی اصل •

هم با نتیجه ها شوند افزوده متساوی چیزهای متساوی چیزهای به اگر :۲ بدیهی اصل •

مساوی اند.

هم با باقی مانده ها باشند شده کم متساوی چیزهای متساوی چیزهای از اگر :۳ بدیهی اصل •

مساوی اند.

مساوی اند. هم با هم بر انطباق قابل چیزهای :۴ بدیهی اصل •

است. جزء از بزرگ تر کل :۵ بدیهی اصل •

بدیهی اصل های می کنند، بیان هندسی شکل های مورد در حقایقی موضوع اصل های درحالی که

که هستند چیزهایی کمیت ها اقلیدس، نظر از می کنند. بیان ۱ کمیت ها/مقادیر مورد در حقایقی

مقالۀ در باشند. نوع» «یک از به شرطی که کرد کم هم از و افزود، هم به کرد، مقایسه را آن ها می توان

(اندازۀ) پاره خط ها، (طول) به می شود مربوط می  گیرد نظر در اقلیدس که کمیت هایی انواع اول،

آن اقلیدس ( که پاره خط یک مثال به عنوان متوازی الاضلاع ها. و مثلث ها ( مساحت) و زاویه ها،

دیگر پاره خط یک از کوچک تر یا بزرگ تر، مساوی، می تواند می نامد) متناهی» راست «خط یک را

پاره خط یک و آورند، وجود به بزرگ تر خطی پاره و شوند اضافه یکدیگر به می توانند پاره خط دو باشد،

1. magnitudes
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شود. کم بزرگ تر پاره خط یک از می تواند کوچک تر

هرگز اما می کند، کم هم از یا و جمع، مقایسه، هم با را نوع یک از اندازه ها اقلیدس آنکه جالب

تعجب باعث است ممکن چیزی چنین نمی کند. استفاده هندسی کمیت های اندازه گیری برای اعداد از

استفاده اعداد از مختلف اندازه گیری های برای تاریخ ماقبل زمان های از بشری جوامع زیرا باشد، ما

باستان، یونانیان برای دارد: ساده ای دلیل اقلیدس موضوعی اصل نظام در اعداد نبود اما می کردند.

اعداد اکنون که ( آنچه صحیح اعداد نسبت حالت خوش بینانه ترین در و صحیح، اعداد همان اعداد

کشف اقلیدس از قبل مدت ها فیثاغورس پیروان که است حالی در این است. بوده می نامیم) گویا

اعداد از نسبتی به صورت نمی توان را آن ضلع اندازۀ و مربع یک قطر طول بین رابطۀ که بودند کرده

است برابر آن ضلع اندازۀ به مربع یک قطر طول تقسیم حاصل می گوییم امروزه داد. نمایش صحیح

آورده مطلب این از اثباتی اینجا در باشد. ۲ آن مربع که ندارد وجود گویایی عدد هیچ اما ؛
√

۲ با

می شود.

باشد. ۲ برابر آن مربع که ندارد وجود گویایی عدد هیچ .(
√

۲ بودن (گنگ ۱ قضیه

به طوری که دارند وجود q و p صحیح اعداد کنید فرض یعنی، بگیرید: فرض را آن خلاف اثبات.

وجود، در صورت کسر، این مخرج و صورت مشترک عاملهای حذف با .۲ = (p/q)۲ و q ̸= ۰

تساوی و می  کنیم ضرب q۲ در را معادله طرف دو سپس ندارند. مشترکی عامل q و p میکنیم فرض

زوج عددی p پس است، برابر ۲q۲ زوج عدد با p۲ از آنجاکه .۲q۲ = p۲ می آوریم دست به را زیر

در تساوی این اعمال با .p = ۲k به طوری که دارد وجود k مانند صحیحی عدد بنابراین و است،

،q۲ = ۲k۲ می آید دست به ۲ بر معادله این تقسیم با .۲q۲ = (۲k)۲ = ۴k۲ داریم بالا معادلۀ

ناقض که ۲اند، مشترک اول عامل دارای q و p یعنی این اما است. زوج نیز q می دهد نشان که

باشد. غلط باید ما اولیۀ فرض پس است. p/q کسر بودن ساده مبنی بر ما فرض

برهان یا خلف برهان به اثبات را آن ما که است چیزی مثال های قدیمی ترین از یکی این

تناقضی به فرض این می دهیم نشان و است غلط حکم که می کنیم فرض آن در و می نامیم، غیرمستقیم

آن تشخیص (اگرچه است آمده ۸.VIII گزارۀ ضمن اصول در استدلال این از نمونه ای می انجامد.

است). دشوار اقلیدس قدیمی اصطلاحات به دلیل

اضلاع با مربعی قطر اندازۀ که ندارد وجود «عددی» که بود این یونانیان برای مطلب این نتیجۀ

دهیم. نسبت عددی طول یک پاره خط هر به که است محال درنتیجه دهد. نشان را ۱ طول به
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استفاده اعداد از کمیت  ها اندازه گیری برای که بود این صرفاً مشکل این برای اقلیدس حل راه

مقاله های در ( او کند کم هم از یا و اضافه، هم به مقایسه، هم با را یک نوع از کمیت ها فقط و نکند

شد، اشاره بالا در همان طور که می کند.) مقایسه هم با را کمیت ها نسبت های اصول کتاب دیگر

در نتیجه و می برد کار به یکسان» «اندازه های داشتن معنای به به وضوح را «برابر» کلمۀ اقلیدس

جابه جایی با را یکی دهیم نشان که است آن مستلزم هندسی شکل دو برابر بودن مبنی بر حکمی هر

کرد. تقسیم یکدیگر بر انطباق قابل قطعه هایی به می توان را شی دو یا کرد منطبق دیگری بر می توان

اگر می برد: کار به ۵ بدیهی اصل منطبق بر را از» «کوچک تر و از» «بزرگ تر عبارات همواره اقلیدس

باشد، بخش آن با هم اندازه یا و دیگری از بخشی زاویه) یک یا پاره خط یک ( مثل هندسی شی یک

است. دومی از کوچک تر اولی آنگاه

است. احکام اثبات آمادۀ اقلیدس اکنون مفروضات، و تعاریف بیان پس از

گزاره ها

امروزه آنچه با حدودی تا نام گذاری این می نامد. گزاره می کند ثابت که را ریاضی حکم هر اقلیدس

قضیه است ممکن می کنند ثابت که را مطلبی امروزه است. متفاوت است رایج ریاضی نوشتار در

به که جالب ( حکمی گزاره یا دارد)؛ نیاز دشواری یا طولانی اثبات به معمولا که مهم (حکمی بنامند

تلاش کمی با که جالب ( حکمی نتیجه یا نیست)؛ مهم قضیه اندازۀ به معمولا ولی دارد نیاز اثبات

نیست جالب خود خودی به که مقدماتی (  نتیجه ای لم یک یا و می آید)؛ دست به قبلی قضیه یک از

است). لازم دیگری گزارۀ یا قضیه یک اثبات برای ولی

توجه مورد باید آن ها بررسی هنگام که چیزی اولین می شوند، نامیده گزاره اقلیدس احکام گرچه

از بعضی می شوند. تقسیم مجزا دستۀ دو به موضوع اصل های مانند نیز این ها که است این داد قرار

این فن (اهل می کنند. توصیف را هندسی اشکال ترسیم چگونگی (۳ .I و ،۲ .I ،۱ .I ( مانند گزاره ها

این صورت می نامیم). ترسیمی مسائل را آن ها بیشتر وضوح برای ما نامیده اند. مسئله را گزاره ها

پاره خط یک روی بر متساوی الاضلاع مثلث یک («ترسیم است مصدری صورت به معمولا مسائل

چنین انجام امکان پذیری بر که شوند خوانده طوری باید اول، موضوع اصل سه مانند اما مفروض»)،

کرد.» رسم پاره خط یک روی بر متساوی الاضلاع مثلث یک «[می توان] شود: کید تأ ترسیمی

شکل یک در مشخصی روابط که می دارند مقرر می نامند) قضیه را آن ها سنتاً که ) گزاره ها بقیۀ

و مثلث ها) انطباق قابلیت مورد در ض ز ض قضیۀ  ) ۴.I گزارۀ مثل است. برقرار مفروض هندسی
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نوع اند. این از متساوی الساقین) مثلث یک در ساق به مجاور زاویه های برابری (مبنی بر ۵.I گزارۀ

شده ترسیم بحث مورد شکل که می شوند مطرح وقتی فقط بلکه نیستند، چیزی ترسیم مورد در این ها

است. برقرار همواره شکل آن در خاصی روابط که می گیریم نتیجه آن ها از استفاده با ما و است،

مشخص الگوی یک از قضیه ها و ترسیمی مسائل مورد دو هر در اقلیدس برهان های و گزاره ها

بخش ها این توصیف اینجا در تشخیص اند. قابل بخش شش دارای گزاره ها بیشتر می  کنند. تبعیت

:[۶] است آمده پروکلوس یونانی ریاضی دان زبان از

اثبات است قرار که قضیه ای یا شود حل است قرار که ترسیمی مسئلۀ کلی بیان حکم: بیان (۱)

پاره خط.» یک روی بر متساوی الاضلاع مثلث یک «ترسیم :۱ . I گزارۀ از مثال شود.

نام گذاری و کلی وضعیت یک از اختیاری) (اما خاص نمونۀ یک انتخاب فرضی: حالت (۲)

مفروضی متناهی راست خط AB کنید «فرض مثال: آن. تشکیل دهندۀ خطوط و نقاط

باشد.»

«بنابراین مثال: شود. اثبات یا ترسیم خاص حالت این در است قرار آنچه بیان هدف: تعیین (۳)

شود.» ترسیم AB خط پاره روی متساوی الاضلاع مثلث یک است لازم

همان این ترسیمی مسائل در ضرورت. بر حسب دایره و خط، نقطه، کردن اضافه ترسیم: (۴)

شود، ظاهر قضیه   ها در اگر قسمت، این می شود. بیان ترسیم اصلی الگوریتم که است جایی

هم اگر می کند؛ بیان شود تکمیل اثبات تا کنیم اضافه شکلی به است لازم که را آنچه هر

کرد. حذف را آن می توان نباشد لازم چیزی

را بحث مورد مسئلۀ واقعاً گفته شده ترسیم روش اینکه مبنی بر منطقی استدلال بیان برهان: (۵)

برقرارند. واقعاً داده شده روابط یا و می کند حل

است. شده ثابت که آنچه مجدد بیان نتیجه گیری: (۶)

پیرو قدیم ریاضی دانان و اقلیدس بگوییم. نتیجه گیری ها قسمت مورد در را نکته ای است لازم

چیزی چه که شود گفته دقیقاً جمله ای با انتها در آنکه مگر نیست کامل برهان که بودند باور این بر او

می خواستیم «آنچه معنای به عبارتی با ترسیمی، مسائل برای همیشه، قسمت این است. شده اثبات

می خواستیم «آنچه جملۀ با قضیه ها برای و (q.e.f. یا quod erat faciendum لاتینی (به شود» انجام

علامت ریشۀ این و می شد، تمام (q.e.d. یا quod erat demonstrandum لاتینی (به شود» ثابت

نتیجه گیری قسمت ،I.۱ گزارۀ از هیث ترجمۀ در است. متداول امروزه که است برهان پایان اختصاری

AB متناهی راست خط بر و است متساوی الاضلاع ABC مثلث «بنابراین است: به این ترتیب
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شود، تکرار باید همواره که است قالبی آخر، مرحلۀ این از آنجا که می خواستیم.» آنچه است. شده بنا

«q.e.d. الی آخر. «در نتیجه یا «q.e.f. الی آخر. «در نتیجه مخفف عبارت اول گزارۀ چند بعد از هیث

می برد. کار به را

سه به به اختصار که است خوب اما می گذارم، شما عهدۀ به را اصول گزاره های دقیق مطالعۀ

باخط کش ترسیمات از اقلیدس برداشت در خصوص مهمی مطلب حاوی زیرا کنیم توجه آن اول گزارۀ

می آوریم: را اقلیدس اول گزارۀ سه اینجا در پرگارند. و

متناهی راست خط یک بر متساوی الاضلاع است مثلثی کردن بنا مطلوب اقلیدس. ۱.I گزارۀ

مفروض.

راستی خط با مساوی مفروض، نقطۀ یک از است راستی خط رسم مطلوب اقلیدس. ۲.I گزارۀ

باشد. آن سرِ یک نقطه آن که مفروض

است راستی خط کردن جدا مطلوب شده اند. داده نامساوی راست خط دو اقلیدس. ۳.I گزارۀ

بزرگ تر. راست خط از کوچک تر راست خط با مساوی

یک رسم تردید، بدون است. کرده شروع گزاره ها این با اقلیدس چرا که کنید تعجب است ممکن

نصف کردن مانند دیگر اساسی ترسیم های از مهم تر واقعاً آیا اما است، مفید متساوی الاضلاع مثلث

تنها است، متحیر کننده تر دوم گزارۀ است؟ عمود خط رسم یا پاره خط، یک نصف کردن زاویه، یک

در آنکه بدون است، داده شده نقطه ای از مفروض پاره خطی با برابر پاره خطی رسم می کند که کاری

می خورد؟ درد چه به ترسیم این باشیم. داشته اختیاری آن جهت مورد

دقت اول گزارۀ دو در ۳ موضوع اصل استفادۀ به اگر می کند. آشکار را کار این راز سوم گزارۀ

خاصی بسیار معنای شعاعی» هر و مرکز هر با دایره یک «توصیف از اقلیدس که می شود روشن کنید،

B مرکز به دایره ای و ،AB شعاع و A مرکز به دایره ای ۱.I گزارۀ اثبات در او است. داشته ذهن در

D مرکز به و BC شعاع و B مرکز به دوایری دوم گزارۀ اثبات در و می برد؛ کار به را BA شعاع و

در واقع هم «شعاع» و بوده معین از قبل نقطه ای مرکز مورد، دو هر در می برد. کار به را DG شعاع و

هیچ یک در او است. دایره مرکز آن انتهایی نقاط از یکی و شده رسم از قبل که است پاره خطی طول

را پرگار نمی گذارد: وقعی می دهیم انجام فیزیکی به طور پرگار با معمولا ما که کاری به گزاره دو این از

این کنید. رسم دیگر نقطه ای در شعاع همان به دایره ای و کنید باز معین پاره خط یک طول اندازۀ به

«پرگار یک اقلیدس فرضی پرگار که می دهند توضیح طور این اصطلاحاً را پرگار کاربرد محدودیت
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در نتیجه و می شود، بسته آن دهانۀ کاغذ روی از پرگار برداشتن به محض یعنی است، فروریختنی»

کنید. رسم قبلی شعاع همان به دایره ای و دهید قرار دیگری نقطۀ در را آن نمی توانید شما

اگر سوم، گزارۀ اثبات بعد از است. غیر فرو ریختنی پرگار شبیه سازی دقیقاً سوم گزارۀ هدف

جای در هم AB پاره خط یک و باشد دایره ای مرکز بخواهید که باشید داشته O مانند نقطه ای شما

مثل دیگری نقطۀ به خطی O نقطۀ از می توانید باشد، دایره آن شعاع بخواهید و باشید داشته دیگر

شود بزرگ تر AB از تا دهید امتداد را آن لزوم در صورت سپس ،(۱ موضوع (اصل کنید رسم E

تا دهید قرار خط این روی طوری را C نقطۀ سوم گزارۀ از استفاده با آن بعداز ،(۲ موضوع (اصل

.(۳ موضوع (اصل کنید رسم را OC شعاع و O مرکز به دایره سپس و ، OC = AB

می شوند برداشته کاغذ روی از وقتی که بسازند پرگارهایی می توانستند یونانیان که است واضح

پرگار از فقط اقلیدس موضوع اصل های در چرا بدانیم است جالب پس بماند، باز دهانه اش

اصل از قوی تری صورت حاوی اصول کتاب اولیۀ پیش نویس شاید می شود. صحبت فروریختنی

از استفاده با که می یابد در اقلیدس بعداً است، بوده غیرفروریختنی پرگار وجود مبتنی بر ۳ موضوع

یابد. خلاصی غیرفروریختنی پرگار فرض از ضعیف تری موضوع اصل یک با می تواند اول گزارۀ سه

دارد). افتخار هم واقعاً (و باشد کرده افتخار خیلی خودش به باید اقلیدس باشد، بوده چنین اگر

اقلیدس بعد از

اکثر سال دو هزار مدت به را آن و شد تبدیل جهان در هندسه درسی کتاب به اقلیدس اصول کتاب

شد صرف زیادی تلاش قدیم دوران همان از با این حال، بودند. خوانده مغرب زمین درس خوانده های

یابد. بهبود هندسه در اقلیدس روش تا

آن معمولا که بود اقلیدس پنجم موضوع اصل به معطوف توجه کانون سال، دوهزار آن بیشتر در

و مطالب ۴ تا ۱ موضوع اصل های در حالی که می  دانستند. موضوع اصل پنج آن مشکل سازترین را

بدیهی واقعاً دارد روزمره تجربیات به هندسی نگاهی که کسی هر برای که می کنند بیان را ویژگی هایی

آن بیان برای که عبارتی اینکه توجه جالب نکتۀ دارد. تفاوت آن ها با کاملا ۵ موضوع اصل است،

اصل این اینکه آن از مهم تر است. دیگر موضوع اصل چهار از طولانی تر ملاحظه ای قابل به طور آمده

گرچه دانست. بدیهی دیگر موضوع اصل چهار مانند را آن نمی توان که می کند بیان را مطلبی موضوع

پذیرفتن اما می رسند، هم به درنهایت می شوند شروع هم سمت به که خط دو که کرد باور می توان

مثلا ، ۲ شکل در داخلی زاویۀ دو مجموع اگر است. خوش بینی زیادی است بدیهی حکم این اینکه
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دورترین فاصلۀ از خط دو آن تلاقی نقطۀ آنگاه باشد، درجه ۱۷۹٫۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۹۸

نقطۀ چنین وجود که بگوید می تواند کسی واقعاً آیا بود. خواهد بیشتر نیز عالم شناخته شدۀ کهکشان

را آن آنکه به جای که است طوری پنجم موضوع اصل ظاهر که می رسد نظر به است؟ بدیهی تقاطعی

کنیم. ثابت را آن که است لازم بپذیریم اصل یک به عنوان

گزارۀ از قبل تا او نبود: راضی پنجم موضوع اصل از هم خودش اقلیدس که دارد وجود دلایلی

استفاده با می توانست را برهان ها این از برخی در حالی که نمی کند، استفاده آن از برهانی هیچ در ۲۹.I

کند. ساده تر آن از

محکم قرص و استدلال های زنجیرۀ در حلقه ضعیف ترین را پنجم اصل ریاضی دانان قرن ها،

منطقی به طور پنجم اصل که کنند ثابت کردند سعی ریاضی دانان از بسیاری می دانستند. اقلیدس

اما کنند، جایگزین بدیهی تر اصل یک با را آن دست کم اینکه یا می شود نتیجه دیگر اصل چهار از

شد. بعد به اقلیدس زمان از هندسه گسترش بیشترین موجب جستجو این در واقع، نتوانستند.

−۴۸۵) پروکلوس دست به است باقی مانده جدید عصر تا که پنجم اصل اثبات برای تلاش اولین

امپراطوری زمان در و صغیر آسیای در که بود یونانی ریاضی دان و فیلسوف او شد. انجام ب م) ۴۱۲ 

این ( درضمن، .[۶] است نوشته اقلیدس اصول کتاب بر مهمی شرح و می کرد زندگی اول بیزانس

افسانه اساساً باید را آن ها گرچه می شود، شامل را اقلیدس زندگی از ما اطلاعات بیشترین شرح

معتقد کتاب این در پروکلوس است.) شده نوشته اقلیدس از پس سال ۷۰۰ کتاب این زیرا دانست

شود، ثابت آن درستی باید در نتیجه و ندارد را موضوع اصل یک بدیهی ماهیت ۵ اصل که است

از پس دیگر برهان های از بسیاری مانند متأسفانه، می پردازد. آن برای برهانی ارائۀ به سپس و

را موازی خطوط اقلیدس گرچه بود. اثبات نشده و ناگفته فرض یک مبتنی بر پروکلوس اثبات او،

فرض پروکلوس اما نمی رسند، هم به یابند امتداد چقدر هر که می کرد تعریف صفحه یک در خطوطی

معادل دقیقاً فرض این ببینید)؛ را ۳ (شکل متساوی الفاصله اند همه جا موازی خطوط که بود کرده

است. اقلیدس پنجم اصل

پروکلوس فرض .۳ شکل
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اصلی متن گرچه شد. منتقل اسلام جهان به بیشتر هندسه مطالعۀ رم، امپراطوری سقوط از پس

امپراطوری سراسر در آن عربی ترجمه های رفت، بین از رنسانس پیش از اقلیدس اصول کتاب یونانی

سایر و لاتین به و بازگشت اروپا به دوباره سرانجام و گرفت قرار مطالعه مورد و گسترش اسلامی

شد. ترجمه زبان ها

پرداختند. پنجم اصل مطالعۀ به اسلامی مهم ریاضی دان چندین ،۱۳۰۰ −۱۰۰۰ سال های طی

قبلی تلاش های از که بود م) ۱۱۲۳ − ۱۰۴۸) ایرانی شاعر و محقّق ، خیام عمر آن ها برجسته ترین

او زیرا بود نادرست او برهان داد. ارائه آن برای برهانی خود و کرد انتقاد پنجم اصل اثبات برای

کرده استفاده متساوی الفاصله اند، موازی خطوط همۀ که اثبات نشده فرض این از پروکلوس، مثل نیز،

بود.

از یکی پرداختند. پنجم اصل بررسی به دوباره غربی اروپای در ریاضی دانان رنسانس، شروع با

ساکری داد. انجام (۱۷۳۳ −۱۶۶۷ ) ساکری جووانّی ایتالیایی ریاضی دان را بررسی ها این مهم ترین

استدلال‑ برسد. تناقضی به و کند شروع آن غلط بودن فرض با کرد سعی پنجم اصل اثبات برای

فرض با او است. تحسین قابل روزگار آن برای دقتی چنین و بودند شده تنظیم دقت با او  های

شهود خلاف و غریب و عجیب بسیار که کرد ثابت را بسیاری قضایای پنجم، اصل نادرست بودن

کمتر مثلث ها داخلی زوایای مجموع یا و باشند، داشته وجود نمی توانند مستطیل ها اینکه مثل بودند،

سخت گیرانه ای معیارهای چارچوب در که بیابد تناقضی نتوانست او با این حال، است. درجه ۱۸۰ از

که بود شده موازی ای خطوط آمدن وجود به باعث او فرض بگنجد. بود کرده وضع خودش برای که

ماهیت «با چیزی چنین که کرد ادعا او و نمی رسند، هم به اما میشوند نزدیک تر و نزدیک یکدیگر به

است. نادرست او ابتدایی فرض در نتیجه و است» تناقض در راست خط

پنجم اصل اثبات در ناموفق اش تلاش دلیل به نه البته است، مانده یادها در ساکری نام امروزه

امروزه که کند ثابت را خوبی بسیار نتایج شد موفق کار آن انجام طی که دلیل این به بلکه اقلیدس،

دلیل به ساکری، برای می آیند. حساب به قضیه نااقلیدسی هندسۀ نام به اسرارآمیز نظام یک در

تناقضی به رسیدن راه در گام هایی فقط دستاوردها این بودند، شده تثبیت زمان آن در که باورهایی

نرسید. آن به هرگز و بود آن دنبال به امیدوارانه که بود

،۱۷۹۵ سال در است. داشته برجسته اما جزئی نقشی که است کسی ما داستان در بعدی نفر

اقلیدس اصول اول مقالۀ شش از نسخه ای (۱۸۱۹ − ۱۷۴۸) پلی فیر۱ جان اسکاتلندی ریاضی دان

1. John Playfair
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از یکی پرداخت. می شد محسوب اشتباه که مطالبی برخی تصحیح به آنجا در و [۵] کرد منتشر را

بود. اقلیدس پنچم اصل با زیر موضوع اصل جایگزینی اصلاحات آن

منطبق هم بر آنکه بدون کرد، رسم خطی موازات به خط دو نمی توان نقطه یک از پلی فیر. اصل

شوند.

کرد. رسم می توان آن موازات به خط یک حداکثر خط یک خارج نقطه یک از به عبارت دیگر،

به نسبت قابل توجهی برتری اصل این دارد. را پنجم اصل نتایج همان اصل این که داد نشان پلی فیر

ریاضی دانان (همان طور که که می کند، جلب موازی خطوط یکتایی به را توجه زیرا دارد، پنجم اصل

از صورتی اقلیدسی هندسۀ مدرن متون اکثر در است. همین مطلب اصل دریافتند) بعد نسلهای

می برند. کار به اقلیدس پنجم موضوع اصل به جای را پلی فیر اصل

نااقلیدسی هندسۀ کشف

زمان از ریاضیات در پیشرفت بنیادی ترین که پیوست وقوع به هندسه تاریخ در دیگری رویداد

ذهن به هم زمان بیش و کم و مستقل به طور انقلابی اندیشه ای ،۱۸۲۰ دهۀ در بود. بعد به اقلیدس

در سازگار کاملا نظریۀ یک که باشد این پنجم اصل اثبات دشواری علت شاید رسید: ریاضی دان سه

چنین اگر است. غلط پنجم اصل ولی درست اقلیدس اول اصل چهار آن در که دارد وجود هندسه

منطقی نظر از دیگر اصل چهار کمک به پنجم اصل اثبات که است معنی این به باشد درست حدسی

است. غیرممکن

آنچه بنیان آن در که کرد منتشر مقاله ای (۱۸۵۶ −۱۷۹۲) لباچفسکی نیکلای ،۱۸۲۹ سال در

و می انگارد نادرست را پنجم اصل مقاله آن در او شد؛ گذاشته می نامیم نااقلیدسی هندسۀ امروزه ما

−۱۸۰۲) بویویی یانوش مجارستان، در در همین زمان می کند. ثابت در این خصوص بسیاری قضیه های

نوشتن صرف را ۱۸۲۳ −۱۸۲۰ سال های مجارستانی، برجستۀ ریاضی دان یک جوان پسر ،(۱۸۶۰ 

انتشار پدرش از درسی ای کتاب ضمیمۀ به عنوان ۱۸۲۳ در او مقالۀ کرد. مضمون همان با مقاله ی

دوستان از یکی ـــ (۱۷۷۷ −۱۸۵۵) گاوس فردریش کارل آلمانی بزرگ ریاضی دان که وقتی یافت.

خودش که است مطالبی همان دقیقاً این ها که گفت کرد، ملاحظه را بویویی مقالۀ ـــ بویویی پدر

براساس بویویی و لباچفسکی گرچه است. نکرده منتشر هیچگاه اما است کرده کشف را آن ها قبلا

و خلاقیت به توجه با داشتند، را نااقلیدسی هندسۀ خالق عنوان دریافت سزاوار منتشر شده شان آثار

همان به واقع نیز گاوس که کنیم شک که ندارد وجود دلیلی هیچ ریاضی، در گاوس دیگر آثار عمق
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است. داشته را بویویی و لباچفسکی اندیشه های

در حالی که بود: نگرش تغییر یک ایجاد دیگر چیز هر بیش از ریاضی دانان این اصلی سهم نوعی، به

ولی بودند، کرده ثابت نااقلیدسی هندسۀ در قضیه هایی نیز دیگران و ساکری، جووانّی خیام، عمر

چنین با را آن اولین بار برای که بودند افرادی گاوس) احتمالا همچنین ( و بویویی و لباچفسکی

سازگاری مبنی بر دلیلی هیچ آن ها، پیشگامانۀ کار پس از حتی با این حال، کردند. متمایز عنوانی

ضربۀ نمی شود). تناقضی به منجر هندسه ای چنین اینکه ( یعنی نداشت وجود نااقلیدسی هندسۀ

نام به دیگری ایتالیایی ریاضی دان ۱۸۶۸ سال در را پنجم اصل اثبات برای تلاش همه این نهایی

به نااقلیدسی هندسۀ که کرد ثابت اولین بار برای او کرد، وارد (۱۹۰۰ −۱۸۳۵) بلترامی ائوجینیو

از می تواند پنجم اصل آیا که را قدیمی سؤال این به این ترتیب و است سازگار اقلیدسی هندسۀ اندازۀ

داد. پاسخ شود نتیجه دیگر اصل چهار

دادند قرار مطالعه مورد بلترامی و گاوس، بویویی، لباچفسکی، که نااقلیدسی هندسۀ مدل های

ویژگی برجسته ترین می نامند. هذلولوی هندسۀ امروزه را هندسه نوع این معادل اند. یکدیگر با اساساً

امکان این همواره هذلولوی هندسۀ در نیست: برقرار آن در پلی فیر اصل که است این هندسه این

بسیاری به همین دلیل کرد. رسم خط یک موازات به متمایز خط چندین نقطه یک از که دارد وجود

که زاویه هایی تساوی مورد در ۲۹.I گزارۀ (مانند موازی خطوط دربارۀ اقلیدسی هندسۀ قضیه های از

ثابت در واقع نیستند. معتبر هذلولوی هندسۀ در می آید) پدید موازی خط دو با خط یک تقاطع از

ـــ می شوند نزدیک یکدیگر به مجانبی به صورت که موازی خطوط نرسیدن هم به پدیدۀ که می شود

هذلولوی هندسۀ در واقعاً ـــ است» تناقض در راست خطوط ماهیت «با می گفت ساکری که همانی

می دهند. رخ

در موازی خطوط مورد در اقلیدس نظریۀ است ممکن آیا که شود سؤال است ممکن همچنین

می توان آیا نقطه، یک از گذرنده بیشتر یا موازی خط دو وجود به جای نباشد: برقرار هم عکس جهت

رسم نتوان مفروض خطی موازات به خطی هیچ نقطه یک از آن در که کرد بنا سازگار نظریه ای

شما اگر کره. یک هندسۀ است: آسان ندارد وجود موازی خطوط آن در که هندسه ای تصور کرد؟

مسیر کنید، حرکت نیز کره روی می کنید حرکت راست خط یک امتداد در سطح یک روی همان طور که

این است. کره مرکز همان آن مرکز که دایره ای ـــ بود خواهد کره روی عظیمه دایرۀ یک شما حرکت

روی عظیمه دایرۀ معنای به را «خط» اگر است. کره مرکز از گذرنده صفحۀ با کره تلاقی محل دایره

را یکدیگر عظیمه دایرۀ دو هر زیرا نداریم، کره روی موازی خط دو هیچ صورت این در بگیریم، کره
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خطوط زیرا ندارد، اقلیدسی هندسۀ با چندانی ارتباط مطلب این می رسد نظر به اما می کنند. قطع

محیط از طویل تر نمی تواند خطی هیچ کروی هندسۀ در ـــ داد امتداد کره روی دلخواه به نمی توان را

را خط هر می گوید به تعبیری که اقلیدس، ۲ موضوع اصل با مطلب این که می رسد نظر به باشد. کره

دارد. مغایرت داد امتداد اندازه هر به جهت دو هر در می توان

ریمان برنهارد نام به دیگری آلمانی ریاضی دان هذلولوی، هندسۀ کشف از پس با این حال،

سطح روی که کرد تعبیر به گونه ای می توان را اقلیدس دوم اصل که شد متوجه (۱۸۶۶ −۱۸۲۶)

می توان را پاره  خطی هر که می گوید فقط اقلیدس دوم اصل که می گفت او باشد. برقرار نیز کره یک

اندازۀ به که نمی گوید مشخص به طور و کرد تبدیل طویل تر پاره خطی به و داد امتداد جهت دو از

هندسۀ یک می توان را کروی هندسۀ تعبیر، این با دهیم. امتداد را آن می توانیم بخواهیم طولی هر

از تعدادی حالت، این در البته باشند. موازی نمی توانند خطی دو هیچ آن در که کرد تلقی سازگار

برده کار به برهان هایش در او که مفروضاتی از بسیاری زیرا می شوند، نامعتبر اقلیدس برهان های

از صورت این ببینید. را اقلیدس ۱۶.I گزاره در بارۀ زیر بحث مثال، برای نیست؛ برقرار کره روی

گاهی ریمان، با هندسه این ارتباط ( به دلیل می نامند. بیضوی هندسۀ گاهی را نااقلیدسی هندسۀ

کاملا نوعی از هندسه ای به عموماً اکنون عنوان این حال آنکه می نامند، ریمانی هندسۀ را آن به اشتباه

است.) دیفرانسیل هندسۀ از شاخه ای که می شود اطلاق متفاوت

نیست هندسی سازگار و ممکن نظریۀ تنها اقلیدسی هندسۀ اینکه بر تأیید قانع کننده ترین شاید

که باشیم باور این بر اقلیدس مانند اگر باشد. بیستم قرن اواخر در اینشتین عام نسبیت نظریۀ

صورت این در می کنیم، زندگی آن در که است جهانی هندسی حقایق از برگرفته موضوع اصل های

دربیایند. درست واقعی جهان در نور پرتوهای رفتار مورد در باید راست» «خط مورد در اقلیدس احکام

فیزیکی پدیدۀ کدام و می کنیم، معلوم آن ها مشاهدۀ با را خطوط «راست» بودن معمولا ما (به هر حال،

مدل شبیه ترین بنابراین نور؟) پرتوهای احتمالا به جز باشد راست» «خط برای بهتری مدل می تواند

نورند. پرتوهای آن اضلاع که است ضلعی سه شکل یک عالم در مثلث یک به فیزیکی

و است، «تابیده» خودش فضا گرانشی، میدان های وجود با که می گوید ما به اینشتن نظریۀ اما

به پدیده ای از اینشتن نظریۀ تأییدیه های مهم ترین از یکی می گذارد. تأثیر نور پرتوهای مسیر بر این

را دوردست جسم یک ما که می افتد اتفاق زمانی پدیده این می شود: ناشی نور گرانشی همگرایی نام

پیش بینی اینشتن نظریۀ دارد. وجود جسم و ما بین عظیم کهکشانی خوشۀ یک اما می کنیم، مشاهده

دوردست جسم از نور پرتوهای کهکشانی، خوشۀ اطراف در خمیدگی و انحراف وجود به دلیل که می کند
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گرانشی همگرایی از نمونه ای .۴ شکل

کنند. دنبال ما چشم به رسیدن برای را مختلف مسیر چند) (یا دو بتوانند باید

فضایی تلسکوپ توسط که می دهد نشان را عکسی ۴ شکل است؛ شده مشاهده واقعاً پدیده این

در دوبار است) شده کشیده دایره آن دور ( که حلقه ای شکل کهکشان یک آن در و شده گرفته هابل

در بزرگ ، کهکشانی خوشۀ طرف دو در آن، نور پرتوهای زیرا است، شده ظاهر عکاسی تصویر یک

از نور می دهد. نشان را وضعیت همان از کلی نمای یک ۵ شکل است. کرده حرکت تصویر، وسط

طول در و می رسد ما چشم به مسیر دو از و می شود ساطع حلقه ای شکل کهکشان وسط در A نقطۀ

،B ،A نقطۀ سه به این ترتیب، می کند. ایجاد عکاسی صفحۀ روی (C و B) متمایز نقطۀ دو مسیر،

این در (گرچه است. درجه ۱۸۰ از بیشتر آن داخلی زوایای مجموع که می آورند پدید مثلث یک C و

پرتوهای مسیرهای مثلث اضلاع که باشید داشته توجه نمی رسد، نظر به مثلث به شبیه چندان نمودار

این اقلیدسی هندسۀ پیش بینی اما باشد؟) می تواند پرتوها این از راست تر چیزی چه هستند. نور

دلیل می توانیم شکل بررسی با است. درجه ۱۸۰ دقیقاً مثلث هر داخلی زوایای مجموع که است

نقطۀ که دارد وجود خط دو اینجا در کنیم: مشاهده حالت این در را اقلیدس استدلال های نادرستی

دارد. تناقض داشت نظر در اول اصل در اقلیدس آنچه با این و می کند، متصل ناظر چشم به را A

از لزوماً می کنیم، زندگی آن در که جهانی هندسۀ که برسیم نتیجه این به اینکه جز نداریم چاره ای ما
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است. درجه ۱۸۰ از بیشتر آن زاویه های مجموع که مثلثی .۵ شکل

نمی کند. تبعیت اقلیدس قوانین

اقلیدس استدلال های در ایرادهایی

ریاضی دانان کرد گاوس و بویویی، لباچفسکی، دست به نااقلیدسی هندسۀ ایدۀ که پیشرفت  هایی با

موضوع اصل های او پیروان و اقلیدس دهند. قرار مجدد بررسی مورد را خود کار مبانی شدند مجبور

متضاد دستگاه سه یا دو که شد معلوم وقتی اما می کردند. تلقی واقعی دنیای در بدیهی حقایقی را او

چالشی سؤال یک با ریاضی دانان کارامدند، اندازه همان به هندسه، منطقی مبانی به عنوان اصل ها، از

دقیقاّ می کنیم استفاده قضیه هایی اثبات برای آن ها از و می پذیریم را اصل هایی ما وقتی شدند: مواجه

یک به نوعی می برند کار به افراد که موضوعی ای اصل دستگاه که است روشن می افتد؟ اتفاقی چه

قضیۀ هر می توان نشود، ایجاد تناقضی که زمانی تا اصل ها، انتخاب از پس و است، دلخواه انتخاب

کرد. ثابت را آن ها مبتنی بر

از سلسله ای ـــ شد متولد ریاضی نظریه های برای موضوعی اصل دستگاه مفهوم به این ترتیب

در کلمه دو ( این موضوع اصل یا بنداشت نام به مفروضات از خاص مجموعه ای متکی بر قضیه ها

می شوند). برده کار به مترادف امروزی ریاضیات

زیرا نیستند، دلبخواهی هم آن چنان می کنیم انتخاب ما که موضوعی ای اصل دستگاه های البته،

را جالبی یا مفید چیز که هستند آن هایی دارند مطالعه ارزش که موضوعی ای اصل دستگاه های تنها

زمینه هایی در که ریاضی ساختارهای از دسته ای یا فیزیکی دنیای از جنبه ای مثلا می کنند، توصیف

کاملا موضوعی اصل دستگاه هر می توانیم ما منطقی، کاملا دیدگاهی از اما شده اند. واقع مفید

معتبر ریاضی نظریۀ یک نیز حاصل شده قضیه های صورت این در که کنیم، انتخاب را سازگاری

بود. خواهد

اصل نظام یک در قضیه ها اثبات در که کنیم پیدا کامل اطمینان باید که است این اصلی نکتۀ
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اصل های اگر باشد. نشده استفاده است آمده موضوع اصل های در آنچه به جز چیزی هیچ از موضوعی

صورت این در باشند، دلبخواهی مفروضات بیانگر واقعی جهان از بدیهی حقایق به جای موضوع

استدلال نمی کند. پیدا برهان ها با ارتباطی نظام آن در دیگری چیز هیچ موضوع اصل های به جز

معلوم روزمره تجربۀ یا نمودار روی از که آن ها از ویژگی هایی یا مستقیم خطوط رفتار دربارۀ شهودی

داشت. نخواهد موضوعی اصل دستگاه آن در جایی دیگر است

بسیاری اقلیدس که دریافتند کردند نگاه اقلیدس اصول به جدید بینش این با ریاضی دانان وقتی

برده کار به نمی کنند کفایت آن ها برای او موضوع اصل های که را دایره ها و خطوط ویژگی های از

موضوعی اصل دستگاه های ابداع انگیزۀ تا کنیم بررسی را ویژگی ها آن از چندتا دهید اجازه است.

که ترتیبی همان به را اقلیدس پر  ایراد برهان های از برخی شود. معلوم اقلیدسی هندسۀ برای دقیق تر

کرد. خواهیم بررسی آمده اصول اول مقالۀ در

را معیارهایی بودن بی نقض از لحاظ اقلیدس برهان های تحلیل در ما که باشید داشته خاطر به

در هندسی برهان های باستان یونانیان برای نبوده اند. مطرح اصلا اقلیدس زمان در که می بریم کار به

براساس نتایجی به استناد بنابراین بودند، طبیعی جهان هندسۀ مورد در قانع کننده استدلال هایی حکم

بنابراین نمی شد. تلقی استدلال از نامعتبر شکلی به عنوان هرگز بود، آشکار نمودارها از که حقایقی

دادن نشان آن ها طرح از ما منظور بلکه کرد، تلقی اقلیدس کار نقد به عنوان نباید را مشاهدات این

(پسااقلیدسی) دقت جدید مفهوم با که است جدید موضوعی اصل دستگاه یک ابداع سوی به راهی

باشد. داشته مطابقت ما زمان در

متناهی راست خط یک بر متساوی الاضلاع است مثلثی کردن بنا مطلوب اقلیدس. ۱.I گزارۀ

مفروض.

۱.I گزارۀ برای اقلیدس اثبات .۶ شکل

دو مرکز به هر یک می کند، رسم دایره دو او اصول، گزارۀ اولین این برای اقلیدس اثبات در تحلیل.
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موقعیت دادن نشان برای را انتخاب شده نقاط هندسی، نمودارهای ( در .(۶ (شکل AB پاره خط سر

نمایش راحتی برای صرفاً کار این و می دهیم، نشان سیاه رنگ کوچک نقاط به صورت مکانی شان

به عنوان را Ⅽ نقطۀ سپس او می کنند.) اشغال صفحه در جایی آن ها که نیست معنا این به و است

را یکدیگر دایره ها که می رسد نظر به واضح نمودار، به توجه با می گیرد. نظر در دایره دو تلاقی محل

که کنید دقت می کند؟ توجیه را نقطه ای چنین وجود اقلیدس اصل های از کدام یک اما می کنند، قطع

هیچ کجا هیچ اقلیدس اما می کند، بیان خاص شرایطی در را خط دو برای تلاقی نقطۀ وجود ۵ اصل

نمی دهد. ما به دایره دو تلاقی نقطۀ وجود برای توجیهی

است راستی خط کردن جدا مطلوب شده اند. داده نامساوی راست خط دو اقلیدس. ۳.I گزارۀ

بزرگ تر. راست خط از کوچک تر راست خط با مساوی

۳.I گزارۀ برای اقلیدس اثبات .۷ شکل

را دایره ها از توجیه نشده ای ویژگی ضمنی به طور هم کتابش از برهان سومین در اقلیدس تحلیل.

نقطۀ یک که AD ترسیم شدۀ پاره خط با او است. ظریف تر کمی یکی این البته می کند، استفاده

می گذرد نیز D از که A مرکز به را DEF دایرۀ و می کند شروع دارد AB بلندتر پاره خط با مشترک

از او منظور که پیداست نمودارش از اما نمی گوید، به صراحت او گرچه .(۳ اصل بنابه ) می کند رسم

او اصل های در هیچ چیزی دیگر، بار اما است. AB پاره خط و DEF دایرۀ تلاقی نقطۀ ، E نقطۀ

کند. توجیه را پاره خط و دایره تلاقی ادعای این که ندارد وجود کرده) ثابت قبلا که اول گزارۀ دو (یا

بین زاویۀ و ضلع دو با ترتیب به مثلثی از آن ها بین زاویۀ و ضلع دو هرگاه اقلیدس. ۴.I گزارۀ

مثلث دو درنتیجه مساوی اند، هم با نیز ها آن سوم ضلع های باشند مساوی دیگر مثلثی از آن ها

با نظیر به نظیر نیز متساوی های ضلع به روبه رو زاویه های یعنی آن ها، دیگر زاویه های و متساوی

مساوی اند. هم
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با او است. ض زض حالت به مثلث دو تساوی معروف قضیۀ برای اقلیدس اثبات این تحلیل.

BAC زاویۀ و AC = DF و AB = DE می کند، که شروع DEF و ABC مثلث دو

«یک همان «برابری» از اقلیدس منظور که می پذیریم (در حال حاضر، است. برابر EDF زاویۀ با

منظور بنهیم». DEF مثلث روی «بر را ABC مثلث باید می گوید سپس است.) بودن» اندازه

روی AB پاره خط و ،D نقطۀ روی A نقطۀ و می کند حرکت ABC مثلث کنیم تصور که است آن

DEF مثلث وضعیت همان در ABC از منتقل شده کپی به طوری که می گیرد قرار DE پاره خط

DE طرف همان در هم را C نقطۀ می خواهد اما نمی گوید به صراحت اقلیدس (گرچه گیرد. قرار

تصویر آنکه به جای ABC منتقل شدۀ کپی که شود مطمئن به این ترتیب تا دهد جای دارد قرار F که

است. شده معروف برهم نهی روش به شیوه این شود.) منطبق آن بر باشد، DEF آینه ای

است آمده پیش روزمره زندگی در ما همۀ برای زیرا است، جذاب شهودی به لحاظ استدلال این

از هیچ یک با این حال، کنیم. منطبق هم بر را آن ها هندسی اشکال از برش هایی کردن جابه جا با که

هندسی ویژگی های اینکه نه و نمی کند توجیه را هندسی اشکال جابه جایی امکان نه اقلیدس اصل های

و ۲.I گزاره های البته، بماند. تغییر بدون حرکت از بعد زاویه ها اندازۀ و اضلاع طول مانند اشکال

می دهند، شرح را صفحه از دیگری جاهای در پاره خط یک از «نسخه هایی» ترسیم چگونگی ۳.I

گزارۀ در بعداً اقلیدس که است این (واقع نمی  گویند. مثلث ها یا زاویه ها المثنای مورد در چیزی اما

این اما کرد، رسم صفحه از دیگری مکان در را زاویه یک از کپی یک می توان که می کند ثابت ۲۳.I

است!) ۴.I گزارۀ متکی به اثبات

محقّقان از بسیاری در واقع، است. اقلیدس اثبات های  ایراددار موردهای جدی ترین از یکی این

از او زیرا است، نبوده آسوده خاطر برهم نهی روش از استفاده در هم خودش اقلیدس که دارند عقیده

،۴ .I (گزاره های است کرده استفاده اصول مقالات جلد سیزده کل از برهان سه در تنها روش این

را دیگر برهان  های از بسیاری روش این به کارگیری با می توانست او آنکه علی رغم ،(۲۳ .III ،۸ .I 

۴.I گزارۀ برای اقلیدس اثبات .۸ شکل
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کند. ساده  تر

ABC مثلث که استدلال این با او دارد. وجود نیز دیگری مهم ایراد اقلیدس استدلال این در

می گیرد نتیجه شود، منطبق F بر C و ، E بر B ، D بر A که کرد جابه  بجا به گونه ای می توان را

اندازه). نظر (از برابرند باهم در نتیجه و شد، خواهند منطبق هم بر نیز EF و BC پاره خط های که

رسم دیگری نقطۀ هر به نقطه یک از پاره خط) (یا خط یک می توان که می گوید ۱ اصل در حالی که

موضوع اصل های بنابراین، کرد. ترسیم می توان یکتا به صورت را خطی چنین که نمی گوید اما کرد

داشته یکسانی انتهایی نقاط اگر حتّی نمی دهند، ارائه EF بر BC انطباق لزوم برای توجیهی هیچ

یک از یکتا پاره خط یک که بفهمد خواننده که است بوده این اقلیدس منظور که است واضح باشند.

به صراحت باید چیزی چنین جدید، موضوعی اصل دستگاه یک در دارد. وجود دیگر نقطۀ به نقطه

شود. بیان

است. مفروض متناهی راست خط یک کردن نصف مطلوب اقلیدس. ۱۰.I گزارۀ

۱۰.I گزارۀ برای اقلیدس اثبات .۹ شکل

که می کند استفاده تلاقی محل های از دیگری ظریف ویژگی از گزاره این اثبات در اقلیدس تحلیل.

را ABC مثلث AB پاره خط داشتن با او ندارد. وجود موضوع اصل های براساس توجیهی آن برای

زاویۀ نیمساز سپس و می کند) توجیه را آن ۱.I گزارۀ ( که می کند رسم است آن اضلاع از یکی AB که

اینجای تا می کند). توجیه را آن است شده اثبات آن از قبل که ۹.I ( گزارۀ می کند رسم را ACB

در را AB پاره خط نیمساز این که می دهد نشان او نمودار اما نیست. مشکلی و است خوب کار

اصل های بار دیگر است. شده نصف نقطه این در دقیقاً AB می کند ثابت او و می کند، قطع D نقطۀ

نمی گذارند. اختیار در تلاقی ای چنین وجود مبنی بر اقلیدس ادعای برای توجیهی هیچ موضوع

مفروض، نامتناهی راست خط یک بر عمود است راستی خط رسم مطلوب اقلیدس. ۱۲.I گزارۀ

آن. بر ناواقع مفروض نقطۀ از



۱۰۵ (۱۴۰۲ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

میگوید بعد می کند. شروع آن بر ناواقع C نقطۀ و AB خط با اثبات این در اقلیدس تحلیل.

در CD شعاع و C مرکز به را EFG دایرۀ و باشد، AB دیگر سمت در D نقطۀ کنید « فرض

همان دقیقاً که گیرد، قرار رسم شده دایرۀ محیط روی باید D که می کند تصریح او بگیرید.» نظر

دایره ای چنین که می کند فرض تلویحاً او با این حال می دهد. را انجامش اجازه ۳ اصل که است چیزی

وجود است قرار آنچه که است بدیهی می نامد. E و G را آن ها و می کند ، قطع نقطه دو در را AB

از کدام یک اما است، AB خط طرف دو در D و C گرفتن قرار همانا کند، تضمین را تقاطع این

منظور می کند؟ توجیه را چیزی چنین است کرده ثابت این از قبل که گزاره هایی یا موضوع اصل های

به اشاره ای به هیچ وجه اقلیدس موضوع اصل های و تعاریف در باشد؟ می تواند چه دیگر» «طرف از

و شکل ها از می برد. نام آن از خود برهان های در دائماً او اما است، نشده خطوط برای «طرف»

نمی گویند. آن دربارۀ چیزی موضوع اصل های اما چیست، او منظور که است معلوم نمودارها

از حاصل، خارجی زاویۀ دهیم امتداد را ضلع ها از یکی اگر مثلث هر در اقلیدس. ۱۶.I گزارۀ

است. بزرگ تر آن با غیرمجاورِ داخلی زاویه های از هریک

و ظریف ترین از یکی آن اثبات می نامند. خارجی زاویۀ نابرابری را حکم این امروزه تحلیل.

بیش از ارزش کنید درک را آن کامل اثر اینکه برای و است اصول کتاب استدلال های هوشمندانه ترین

دارد. را خواندن بار یک

که E نقطۀ رسم بعد از اقلیدس نیست. ساده آن ها کشف که دارد وجود استدلال این در ایراد دو

استفاده با و می دهد امتداد E طرف از را BE (۱۰ .I گزارۀ از استفاده (با می کند نیم دو به را AC

باشد. برابر BE اندازۀ با EF اندازۀ که می  کند انتخاب چنان آن روی را F نقطۀ ۳.I گزارۀ از

می توان را پاره خط یک که می کند تضمین ۳ اصل گرچه می آید. پیش مشکل اولین که اینجاست

اندازه هر به را آن که نمی گوید به صراحت اما آید، دست به آن شامل و بلندتر پاره خطی تا داد امتداد

۱۲.I گزارۀ برای اقلیدس اثبات .۱۰ شکل
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۱۶.I گزارۀ برای اقلیدس اثبات .۱۱ شکل

امکان پذیر کاری چنین کُره روی کردیم، اشاره بالا در همان طور که دهیم. امتداد می توانیم بخواهیم که

دارند. را ممکن طول بیشترین عظیمه دوایر زیرا نیست،

بزرگ تر ECD زاویۀ که می کند ادعا اقلیدس جایی که می شود، ظاهر اثبات پایان در دوم مشکل

است، جز از بزرگ تر کل که نکته این با مطلب این که است این بر گمان است. ECF زاویۀ از

است لازم است، ECD زاویه از بخشی ECF زاویۀ کنیم ادعا آنکه برای اما می شود. توجیه

اما می رسد، نظر به بدیهی چیزی چنین شکل به توجه با دارد. قرار ECD زاویۀ داخل F که بدانیم

چگونه ببینیم اینکه برای نمی کنند. تضمین را چیزی چنین آن از قبل گزاره های و اصل ها از هیچ یک

۱۲ شکل در بگیرید. نظر در را کره یک سطح دیگر بار یک باشد، غلط است ممکن چیزی چنین

C و B نقاط و شمال قطب در A نقطۀ آن در که داده ایم نشان را بالا وضعیت به شبیه نموداری

که است امکان پذیر کاملا باشند، دور هم از کافی اندازۀ به C و B اگر دارند. قرار استوا خط روی

نمی گیرد. قرار ECD زاویۀ داخل صورت این در که گیرد، قرار استوا خط جنوبی ناحیۀ در F نقطۀ

است.) شده پهن صفحه روی که می دهد نشان را راست سمت شکل همان ۱۳ (شکل

مجاور شکل گسترده شدۀ تصویر .۱۳ شکل کره یک روی اقلیدس برهان نادرستی .۱۲ شکل

نیایند، نظر به مهم خیلی اقلیدس استدلال های به ایرادات این از برخی عمل در است ممکن



۱۰۷ (۱۴۰۲ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

شکل روی از که روابطی به اگر اما نمی کند. شک اقلیدس قضیه های درستی در کسی بالاخره، زیرا،

«اثبات» یک ارائۀ با را بخش این برویم. بیراهه به است ممکن کنیم، تکیه می رسند نظر به بدیهی

می دهد. نشان را نمودارها به تکیه خطر آشکارا که می بریم پایان به کاذب «قضیه» یک از مغالطه آمیز

اقلیدس، اصل های با آن مرحلۀ هر و است، دقیق اقلیدس اثبات های اندازۀ به زیر استدلال

نادرستی که می شود حاصل قضیه ای با این  حال می شود، توجیه اقلیدس گزاره های و بدیهی، اصل های

نوشتۀ ریاضی سرگرمی های کتاب یک در ۱۸۹۲ سال در اولین بار اثبات این است. آشکار همه بر آن

است. آمده [۱] بال

دارد. برابر ضلع دو حداقل مثلث هر جعلی. قضیۀ

(گزارۀ بگیرید A زاویه نیمساز را AD و باشد دلخواهی مثلث ABC کنید فرض نادرست. برهان

می گیریم. نظر در را مختلفی حالت های .(۹ .I

فرض کند. قطع عمودی به صورت را BC ،(۲ (اصل می دهیم امتداد را AD وقتی کنید فرض

دو بودن»، «عمود تعریف طبق به این ترتیب، ۱۴(الف) ). (شکل باشد تلاقی این محل O نقطۀ کنید

برابر زاویۀ جفت دو دارای AOC و AOB مثلث دو پس قائمه اند. زوایای AOC و AOB زاویۀ

برابرند. هم با AC و AB اضلاع ۲۶.I گزارۀ طبق در نتیجه و هستند، AO مشترک ضلع یک و

در BC کنید فرض نباشد. عمود BC بر AD امتداد می کنیم فرض بعدی حالت های تمام در

AD و ،(۱۱ .I (گزارۀ باشد M در BC بر عمود خط ℓ کنید فرض ،(۱۰ .I (گزارۀ شود نصف M

است ممکن حالت سه ، O محل به بسته حال کند. قطع O در را ℓ تا (۲ (اصل دهید امتداد را

بیاید. پیش

(اصل کنید رسم را CO و BO ۱۴(ب)). (شکل دارد قرار ABC مثلث داخل O :۱ حالت

هستند برابر متناظر ضلع جفت دو دارای CMO و BMO مثلث دو که باشید داشته توجه .(۱

به این ترتیب، قائمه اند. دو هر CMO و BMO زاویه های و ،( BM = CM و مشترک MO)

بر عمود را OF اکنون برابرند. هم با نیز CO و BO یعنی باقی مانده، ضلع های ۴.I گزارۀ طبق

AGO و AFO مثلث های به این ترتیب، .(۱۲ .I (گزارۀ کنید رسم AC بر عمود را OG و AB

جفت ۲۶.I گزار ۀ طبق پس هستند، AO مشترک ضلع و برابر متناظر زاویه های جفت دو دارای

نتیجه می توان اکنون .FO = GO و AF = AG برابرند: هم با نیز متناظر باقی ماندۀ اضلاع

همچنین و CO و BO وترهای آن ها در که قائم الزاویه اند CGO و BFO مثلث های که گرفت

GC و FB ،۳ بدیهی اصل و فیثاغورس قضیۀ طبق به این ترتیب، برابرند. GO و FO اضلاع
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،۲ بدیهی اصل به توجه با که داریم را FB = GC و AF = AG تساوی های بنابراین برابرند،

. AB = AC می گیریم نتیجه

که است نقطه ای همان O صورت این در ۱۴(پ)). (شکل دارد قرار BC روی O :۲ حالت

در می کند. برخورد BC با ℓ خط که است نقطه ای همان آنجا زیرا می کند، تقسیم نیم دو به را BC

مربوط اول گام از می توانیم که تفاوت این با می کنیم، استدلال (۱) مانندحالت دقیقاً نیز حالت این

در BC (زیرا BO = CO که می دانیم قبل از زیرا بگذریم، CMO و BMO مثلث های به

AB = AC نتیجۀ به تا می رود پیش قبل حالت مانند دقیقاً اثبات بقیۀ است). شده دونیم به O

برسیم.

دارد. برابر ضلع دو مثلث هر اینکه «اثبات» .۱۴ شکل

حالت مانند دقیقاً اثبات مجدداً ۱۴(ت)). (شکل دارد قرار ABC مثلث خارج O :۳ حالت

و ، B سمت از را AB است لازم OG و OF رسم از قبل اول، تغییر: دو این با می رود، پیش (۱)

(گزارۀ کنیم رسم امتدادها این بر عمود را OG و OF و (۲ (اصل دهیم امتداد C سمت از را AC

به جای ، FB = GC و AF = AG اینکه دادن نشان از بعد مرحله آخرین در دوم، . (۱۲ .I

می گیریم. نتیجه را AB = AC تساوی و می کنیم استفاده ۳ بدیهی اصل از ۲ بدیهی اصل



۱۰۹ (۱۴۰۲ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

جدید موضوعی اصل دستگاه های

کرد. ضروری را اقلیدسی، هندسۀ حتّی هندسه، مبانی در بازنگری نااقلیدسی هندسۀ کشف دیدیم

ابداع با ، (۱۹۴۳ −۱۸۶۲) هیلبرت داوید آلمانی ریاضی دان دست به تلاش ها این ،۱۸۹۹ سال در

کتاب گزاره های همۀ اثبات برای که ـــ اقلیدسی هندسۀ برای موضوع اصل های از مجموعه اولین

در نیز هیلبرت اقلیدس، توسط ایجاد شده سنّت از پیروی به رسید. خود اوج به ـــ بود کافی اصول

مقایسه‑ از حتّی او است. نکرده استفاده اندازه گیری مفهوم یا اعداد از خود موضوعی اصل دستگاه

نام به جدیدی روابط او عوض در است. نکرده استفاده نیز از» «کوچک تر یا از» «بزرگ تر نظیر  هایی

ویژگی های مربوط، موضوع اصل های بیان طریق از و کرد تعریف را «میان بود» و انطباق» «قابلیت

هرگاه می شوند گرفته نظر در یکدیگر بر انطباق قابل پاره خط دو ،مثلا می کند. کار وارد را مفاهیم این

در C و A میان B نقطۀ یک و می نامید)، «برابر» را آن ها (اقلیدس باشند داشته برابر طول های

AC از بخشی را AB (اقلیدس باشد AC پار ه خط داخلی نقطۀ یک B هرگاه می شود گرفته نظر

اثبات ها در ما بودند. اصطلاحات تعریف برای انگیزه ای تنها شهودی ایده های این اما می نامید).

باشد، شده تصریح ها آن به موضوع اصل های در که داریم را حقایقی دسته آن از استفاده حق فقط

قرار دیگر تای دو بین یکی فقط خط، یک روی نقطۀ سه هر از هیلبرت: ۳.II موضوع اصل مانند

دارد.

مقایسه در اما می کند، پر را اقلیدس برهان های ایرادهای همۀ هیلبرت موضوع اصل های گرچه

پیچیده اند و طولانی هیلبرت موضوع اصل های دارد : نقطه ضعف یک اقلیدس موضوع اصل های با

لزوم پیچیدگی، این دلایل از یکی ندارند. را اقلیدس موجز اصل های زیبای سادگی می رسد نظر به و

مورد در اقلیدس ادعاهای توجیه برای که بود انطباق» «قابلیت و «میان بودن» ویژگی های همۀ بیان

داشت. ضرورت اندازه ها مقایسۀ

از متفاوت کاملا مجموعهای آمریکایی، ریاضی دان برکوف۱، دی. جورج ،۱۹۳۲ سال در

پاره خط ها اندازه گیری برای حقیقی اعداد از آن ها در که کرد مطرح مسطحه هندسۀ برای را بنداشتها

برکوف و بود، شده تثبیت کاملا موقع آن تا اعدادحقیقی نظری مبانی بود. شده استفاده زاویه ها و

می شوند استفاده هندسه عملی کاربردهای در همه جا عددی انداز ه گیری  های ازآنجا که که بود معتقد

اصل های از آن ها گذاشتن کنار برای دلیلی دیگر می رود)، کار به هم نقاله و خط کش در (همان طورکه

هیلبرت موضوع اصل های طولانی فهرست توانست او تفکری چنین با ندارد. وجود هندسه موضوع

1. G. D. Birkhoff
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کند. جایگزین موضوع اصل چهار تنها با را

درسی کتاب انتشار آمدند. میدان به دبیرستانی کتب مؤلفان که بود نکره باز جا برکوف طرح هنوز

دبیرستانی درسی کتا ب  های انتشار آغازگر [۲] برکوف خود همکاری با زمینه این در دبیرستانی ای

اختیار برکوف اصل های مشابه بیش و کم  موضوعی اصل های آن ها در که بود آمریکا در هندسه

علوم ملی بنیاد حمایت تحت گروهی مدرسه ای ، ریاضیات مطالعاتی گروه ،۱۹۶۰ دهۀ در بود. شده

حقیقی اعداد از که کرد ابداع دبیرستان دورۀ برای کارامد موضوعی اصل دستگاه یک متحده، ایالات

دو در زاویه ها و طول ها اندازه گیری برای اعداد از استفاده می کرد. استفاده برکوف روش با منطبق

موضوع اصل و خط کش موضوع اصل را آن ها گروه نویسندگان که بود یافته تجسم موضوع اصل

اصل دستگاه اساس امروزه آن ها موضوعی اصل دستگاه به هر حال، می نامیدند. زاویه اندازه گیری

است. دبیرستانی هندسۀ درسی کتاب های در استفاده مورد موضوعی

قویاً [۴] کتاب بیستم، قرن تا اقلیدس زمان از هندسه تاریخ از دلنشینی و مفصل مطالعۀ برای
می شود.۱ توصیه
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