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را کومر نظریۀ ابتدا می پردازیم. رده ای میدان های نظریۀ تاریخی پیشنۀ بررسی به مقاله این در چکیده.
«رویای به سپس می کنیم. بررسی می شود محسوب رده ای میدان های نظریۀ جبری پیشینه های از که
در شد. عددی میدان های آبلی گسترش  های همۀ پیداکردن مسئلۀ به منجر که می پردازیم کومر» جوانی
سیر بررسی با می کنیم. بررسی را هیلبرت مسائل نهایت در و می کنیم بیان را تاکاگی قضیه های ادامه،
از بخشی که رده ای، میدان های نظریۀ تاریخی پیشینۀ از بهتر تصویری داریم سعی مطالب این تاریخی

کنیم. ارائه است، معاصر ریاضیات پایه های

مقدمه ۱

و زیبایی، غنا، .[۲۱] است بیستم قرن در اعداد نظریۀ اصلی دستاورد رده ای۱ میدان های نظریۀ

قرار تاثیر تحت را اعداد نظریۀ نظریه، این در گاوس۲ قدم های اولین همان از رده ای میدان های قدرت

هر است، ریاضیات پایه ای مبانی از رده ای میدان های نظریۀ از آنجا که داشت اعتقاد وی۳ آندره داد.

میدان های نظریۀ .[۲۱] بداند را گالوا نظریۀ است لازم همان طور که باشد آشنا آن با باید ریاضی دانی

است. موضعی میدان های و سرتاسری میدان های آبلی گسترش  های توصیف رده ای

جبری کاملا تلاشی کومر نظریۀ بود. همراه کومر۴ نظریۀ ظهور با رده ای میدان های نظریۀ آغاز

از کومر نظریۀ شد. ظاهر رده ای میدان های ذیل در حسابی میدان های نظریۀ در آن نظیر که بود

است. زیر وجودی قضیۀ برگیرندۀ در که می شود محسوب رده ای میدان های نظریۀ جبری پیشینه های

هیلبرت مسائل رده ای، عدد تقابل، قانون گالوا، گسترش عددی، میدان رده ای، میدان های کلیدی: کلمات و عبارات
۱۴۰۲/۸/۳۰ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۵/۱۸؛ دریافت: تاریخ مروری؛ مقاله: نوع

1. class field theory (CFT) 2. Gauss 3. Andre Weil 4. Kummer theory
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آن آبلی۲ ماکسیمال قسمت خارج و مطلق۱، گالوای گروه Gk میدان، یک k اگر .۱ .۱ قضیه

را m مرتبۀ با واحد ریشه های گروه m مثبت صحیح عدد برای همچنین، باشد. Gab
k = Gk

[Gk,Gk]

عاد را m > ۱ صحیح عدد آن مشخصۀ که k میدان برای صورت این در می دهیم. نمایش µm با

زیر Gk−مدول ها ی دقیق دنبالۀ نمی کند،

۱ → µm → K∗ ·m−→ K∗ → ۱

است. k جبری بستار K آن در که دارد وجود

یعنی می دهد؛ به دست را کومر نگاشت بالا دنبالۀ

k∗

k∗m
= H۱(Gk, µm).

و H۱(Gk, µm) = Hom(Gk,
Z
mZ) آنگاه باشد، k در µm اگر است؛ H۱ نظریۀ یک این

می آید دست به زیر به  صورت کومر جفت کنندۀ۳ نگاشت

k∗

k∗m
× Gk

[Gk, Gk]G
m
k

→ Z
mZ

.

می آید. به دست به سادگی کومر دوگانی قضیۀ اینجا از

k∗ از B زیر گروه های با یک به یک تناظر در m توان از k متناهی آبلی گسترش  های .۲ .۱ قضیه

.B → k( m
√
B) یعنی هستند؛ m توان با

چندان آن ها متناهی گسترش  های و ،Qp ،Q حسابی میدان های مطالعۀ برای نظریه این اما

روی توابع میدان های برخلاف دارد؛ وجود میدان ها این در کمی واحد ریشه های زیرا نیست، کارآمد

را کومر نظریۀ می توان به سادگی کنیم کار Q(µm) با اگر نیستند. چنین که جبری بستۀ میدان های

این اما بود. خواهد اول m به نسبت [Q(µm) : Q] زیرا داد، بسط اول اند عدد که mهایی برای

رفت. نخواهد پیش چندان هم فکر

خودریختی های که می دهند نشان ناجابه جایی۴ هندسۀ در اولیه نتایج Gkاست. مطالعۀ اصلی هدف

غیر ارشمیدسی کامل سازی های مطلق گالوای گروه پیوستۀ خودریختی های هستند. GQدرونی پیوستۀ

1. absolute Galois group 2. maximal abelian quotient 3. pairing 4. anabelian geometry
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به راجع زیادی چیز هنوز اعداد، میدان های حالت در نیستند. درونی لزوماً kν اعداد میدان های

داریم. رده ای میدان های نظریۀ طریق از آن دربارۀ بیشتری اطلاعات که Gab
k برخلاف نمی دانیم، Gk

است. نشده حل هنوز است آزاد متناهی گرای۲ گروه های رستۀ در [GQ, GQ] که شافاروویچ۱ حدس

است: چنین اصلی مسئلۀ

ماکسیمال گسترش  های جدایی پذیر، ماکسیمال گسترش  های به چگونه بنیادی. و کلیدی مسئلۀ

پیدا دسترسی حسابی میدان های از خاصی پوچ توان ردۀ از پوج توان ماکسیمال گسترش  های و آبلی،

وابسته پایه میدان به که ریاضی اشیای بر اساس را آن ها متناهی زیرگسترش  های چگونه و کنیم

به کار توصیف این برای باید را حسابی میدان های از ساختار هایی چه اینکه و نماییم؟ بیان می شوند

بریم؟

تاریخی ریشه های ۲

دوم درجۀ عددی میدان آبلی گسترش  های برخی که شد متوجه آبل۴، آثار مطالعۀ حین کرونکر۳،

تولید می آیند دست به بیضوی خم های از که خودریخت۶ توابع خاص مقادیر اضافه کردن با موهومی۵

باشد K از ایده آلی I = Zω۱⊕Zω۲ و موهومی دوم درجۀ اعداد میدان K اگر درواقع، می شوند.

تابع j آن در که بود خواهد K از آبلی گسترش یک K(j(ω۱
ω۲
)) آنگاه Im(ω۱

ω۲
) > ۰ آن در که

روش همین به K آبلی گسترش  های همۀ آیا که کرد مطرح را سؤال این کرونکر است. پیمانه ای۷

همۀ یافتن مسئلۀ به منجر رویا این می نامند. کرونکر۸ جوانی رویای را ایده این می آیند؟ به دست

.[۱۹] کرد اثبات وبر۹ را کرونکر حدس شد. اعداد میدان های آبلی گسترش  های

است. Q از دایره بری۱۰ گسترش یک در مشمول Q آبلی گسترش هر .۱ .۲ قضیه

نیز و آبلی گسترش  های همۀ پیداکردن معنای به رده ای میدان های نظریۀ وبر، و کرونکر نزد

برقرار دلخواه اعداد میدان در که بود حسابی تصاعد های در اول اعداد دربارۀ دیریکله۱۱ قضیۀ تعمیم

است.

این به کرونکر و داشت ایراد ۲ توان مرتبۀ با گسترش  ها برای بالا قضیۀ برای کرونکر اثبات

قرار ریاضی جامعۀ پذیرش مورد که کرد ارائه اثباتی قضیه این برای وبر .[۶] بود واقف مسئله

1. Igor R. Shafarevich 2. profinite 3. Kronecker 4. Abel 5. imaginary quadratic field 6.
automorphism 7. modular function 8. Kronecker’s jugentratum 9. Weber 10. cyclotomic 11.
Dirichlet’s theorem
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به کسی سال ۹۰ حدود و داشت مشکل ۲ توان مرتبۀ با گسترش  ها برای هم اثبات آن اما گرفت،

کرد. ارائه را قضیه این برای درست اثبات اولین ۱۸۹۶ سال در هیلبرت۱ نکرد. توجهی اشکال این

گروه های مورد در خود جدید نظریۀ از استفاده با و می کند شروع L
Q آبلی گسترش یک با هیلبرت

در که می گیرد قرار Fn(ζn) به شکل تودرتو میدان هایی در L می دهد نشان بالاتر مراتب انشعابی

الحاق ازای در می توان را Fn
Q در انشعاب۲ و است آبلی) Q روی لذا (و L از زیرمیدانی Fn آن

بود، خواهد Q از نامنشعب آبلی گسترش یک Fn نهایت در کرد. کوچک تر واحد مناسب ریشه های

تمام اثبات و L ⊂ Q(ζn) بنابراین ندارد، غیرآبلی) یا (آبلی سره نامنشعب گسترش  های Q پس

می شود.
پروانه ای۳ سینوس ،sl(z) تابع خاص مقادیر با Q(i) آبلی گسترش  های ۱۸۹۲ سال در آبل قبلا

کتاب در گاوس اندیشه های از خود کار این در آبل بود. ساخته را بود، Z(i) آن تناوب شبکۀ که

توسط دایره تقسیم مشابه برنولی پروانه ای خم تقسیم آن در که می کرد پیروی حسابی۴ تحقیقات
ددکیند۵ به نامه ای در کنید. نگاه [۲] به باره این در اطلاعاتی برای بود؛ شده انجام واحد ریشه های

گسترش هر داشت امید که می کند توصیف طور این را خود جوانی رویای کرونکر ۱۸۸۰ سال در

مثال برای بنشیند. بود یافته که گسترش  هایی از یکی در موهومی دوم درجۀ اعداد میدان یک از آبلی

ω ≡ z آن در که بنشیند Q(i, sl( ω
m)) به شکل میدانی در Q(i) آبلی گسترش هر داشت انتظار او

کلی معادلۀ برحسب خم این معادلۀ است؛ بینهایت علامت به شکل پروانه ای خم در π عدد مشابه

زیراکه است، کرونکر‑وبر قضیۀ شبیه مطلب این می آید. به دست (x۲ + y۲) = ۲a۲(x۲ − y۲)

است. ψm = e۲π i
m مشابه sl( ω

m)

موهومی دوم درجۀ گسترش K اگر می کند: استفاده j‑تابع از کرونکر قضیۀ از خاصی حالت

که داد نشان کرونکر است، بالایی نیم صفحۀ در τ۱ آن در که OK = Z + Z(τ۱) و باشد Q از

هستند j(τn) ،. . . ،j(τ۱) Kبه شکل روی آن مزدوج های و Kاست روی جبری عدد یک j(τ۱)

نمایش را K مختلف ایده آلی رده های و هستند K کسری ایده آل های Z + Z(τi) مشبکه های و

گروه با آن گالوای گروه و است K گالوای K(j(τ۱))گسترش میدان که کرد ثابت کرونکر می دهند.

j(τi) روی b کسری ایده آل هر است. یکریخت می دهیم، نمایش Cl(K) با که ایده آلی۶، رده های

می کند: عمل رده ها گروه در ضرب با

b(Z+ Z(τi)) = Z+ Z(τi′).

1. Hilbert 2. ramification 3. lemniscatic sine function 4. Disquisitiones Arithmeticae 5. Dedekind
6. ideal class group
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کنید تعریف

σb(j(τi)) = j(τi′).

تقلیل j مقادیر روی ایده آلی رده های گروه عمل یک به j مقادیر روی کسری ایده آل های عمل، این با

می یابد.

داد نشان و نامید K به وابسته «گونۀ» ،OK = Z+ Z(τ) آن در که را K(j(τ)) کرونکر

خواص است، K ایده آلی رده  های گروه با یکریخت گالوای گروه دارای اینکه به جز K به وابسته گونۀ

دارد. نیز را زیر

بود. خواهد اصلی ایده آل یک به وابسته گونه این در K ایده آل هر و است شاخه بدون K روی

کرونکر‑وبر قضیۀ داد. قرار خود رده ای میدان خصوصیات از جزئی را خاصیت این بعدها، هیلبرت،

شدند. مطرح سالگی ۵۶ در او جوانی رویای و کرونکر سالگی سی در

چگالی به که گشود رده ای میدان های نظریۀ به سوی را دیگری مسیر ۱۸۸۰ سال در کرونکر اما

np عدد f(x) ∈ Z[x] چندجمله ای به کرونکر می شد. مربوط چندجمله ای ها تجزیۀ و اول اعداد

است. p پیمانۀ به f(x) ریشه های تعداد نمایندۀ که داد نسبت را

میانگین آنگاه باشد، Z[x] در تحویل ناپذیر عامل r دارای f(x) اگر .(۱۸۸۰ (کرونکر، ۲ .۲ قضیه

با بود خواهد r برابر np مقادیر

lim
s→۱+

∑
p np/p

s∑
p ۱/ps

= r.

معمول تر و آشنا عبارت به جای دیریکله قضیۀ برحسب چگالی ای از استفاده قضیه این در

سال شانزده تازه اول اعداد قضیۀ زیراکه ندارد تعجب جای limx→∞(
∑

p≤x np)/|{p ≤ x}|

می شود. اثبات آن از بعد

دارای می شکافند K در کاملا که اولی ایده آل های مجموعۀ باشد، گالوا گسترش K
Q اگر .۳ .۲ نتیجه

است. ۱
[K:Q] چگالی

f(x) ∈ Z(x) کنید فرض .K = Q(α) کنید تعریف α جبری صحیح عدد یک برای اثبات.

ضرایب با αبرحسب چندجمله ای هایی f(x) ریشه های چون باشد. Q روی α مینیمال چندجمله ای

کاملا ،p اول عدد متناهی تعدادی برای به جز باشد، داشته ریشه p پیمانۀ به f(x) اگر هستند، گویا
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p اول اعداد مجموعۀ A اگر .np = degf = [K : Q] آنگاه np ̸= ۰ اگر یعنی می شکافد؛

که می شود نتیجه کرونکر قضیۀ از آنگاه np = [K : Q] که باشد

lim
s→۱+

∑
p∈A ۱/ps∑
p ۱/ps

=
۱

[K : Q]
.

ازآنجا  که است. ۱
[K:Q] برابر می شکافد کاملا p پیمانۀ به f(x) که pهایی از دیریکله چگالی پس

حالت هایی در به جز البته بشکافد، کاملا K در p اگر فقط و اگر می شکافد کاملا p پیمانۀ به f(x)

دارند. ۱
[K:Q] چگالی می شکافند، K در کاملا که اولی اعداد محدود،

تحلیلی روش به را دایره بری چندجمله ای تحویل ناپذیری و می کند استفاده نتیجه این از کرونکر

Z[x] در ζn مینیمال چندجمله ای f(x) و گالوا گسترش یک K = Q(ζn) اگر می کند. ثابت زیر

تعدادی به جز است. ۱
[K:Q] برابر Kمی شکافند در کاملا که اولی اعداد چگالی ۳ .۲ نتیجۀ بنابر باشد،

معادل p ∤ n برای نیز این که است، p پیمانۀ به Fp(x) در f(x) شکافتن معادل این p متناهی

دیریکله، قضیۀ بنابر و ،p ≡ ۱(n پیمانۀ (به یا n|p−۱ یعنی است؛ Fp در واحد n ام ریشۀ وجود

چندجمله ای n امین ریشه ζn چون .deg(f) = ϕ(n) پس دارند. ۱
ϕ(n) چگالی اول اعداد این

Φn درنتیجه و f(x) = Φn(x) پس است، نیز تکین و ϕ(n) آن درجۀ که است Φn دایره بری

است. تحویل ناپذیر

پیمانۀ به f(x) که اولی اعداد چگالی مورد در یکی برداشت: در تاثیرگذار حدس دو کرونکر مقالۀ

نتیجه ای کرونکر باشد، deg(f) برابر ریشه ها تعداد که حالتی در دارد. معینی ریشه های تعداد p

حدس هم را آن ها از خواصی و باشند داشته وجود باید چگالی ها این زد حدس کرونکر بود. یافته

فروبنیوس عنصر و کرد محاسبه را چگالی ها این ۱۸۹۶ سال در فروبنیوس۱ بار اولین بود. زده

هنگام را آن اهمیت که زد حدس نیز را چبوتاریوف۲ چگالی قضیۀ و کرد تعریف را اول ایده آل یک

کرد. خواهیم بیان آرتین۳ نتایج توصیف

کاملا آن در که اولی اعداد مجموعۀ به Q گالوای گسترش که بود این کرونکر دوم حدس

برای که است گالوایی گسترش تنها Q(i) مثال، برای می شود. معین یگانه ای به طور می شکافند

در مرزی» مقدار «مسئلۀ یک را مسئله این او می شکافند. آن در اول اعداد p ≡ ۱(۴ پیمانۀ (به

از داخلی نقطۀ یک در را تحلیلی توابع تعداد کوشی۴ انتگرال قضیۀ همان طور که می کرد، تصور حساب

1. Frobenius 2. Chebotarev 3. Artin 4. Cauchy
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گسترش  های برای ۱۹۰۳ سال در باوئر۱ را کرونکر حدس می دهد. به دست مرز روی آن مقادیر روی

فرض ادامه در بود. شده رده بندی کرونکر خود توسط Q گسترش  های کرد. ثابت عددی میدان هر

می شکافد. L گسترش در به طورکامل که باشد K اول ایده آل های همۀ مجموعۀ Spl(L/K) کنید

L۱ ⊂ L۲ آنگاه باشند، K اعداد میدان متناهی گسترش  های L۲ و L۱ اگر (باوئر). ۴ .۲ قضیه

اگر فقط و اگر L۱ = L۲ به ویژه، .Spl(L۲/K) ⊂ Spl(L۱/K) اگر فقط و اگر

Spl(L۱/K) = Spl(L۲/K).

اگر برعکس، .Spl(L۲/K) ⊂ Spl(L۱/K) می بینیم به سادگی ،L۱ ⊂ L۲ اگر اثبات.

گسترش یک این بگیرید. نظر در را L۱L۲/K گسترش ،Spl(L۲/K) ⊂ Spl(L۱/K)

داریم و است گالوایی

Spl(L۱L۲/K) = Spl(L۱/K) ∩ Spl(L۲/K) = Spl(L۲/K).

. ۱
[L۱L۲:K] = ۱

[L۲:K] داریم ۳ .۲ نتیجۀ بنابر می کنیم، حساب طرف دو برای را دیریکله چگالی

.L۱ ⊂ L۲ درنتیجه و L۱L۲ = L۲ پس

قضیۀ بنابراین نمی کند، تغییر اول اعداد مجموعۀ چگالی اول عدد متناهی تعدادی برداشتن با

مورد در وقتی تقریب این است. برقرار نیز اول عدد متناهی تقریب با تساوی و شمول حالت در باوئر

است حاکی باوئر قضیۀ اگرچه می کند. پیدا اهمیت می کنیم صحبت وبر دیدگاه از رده ای میدان مفهوم

ارائه Spl(L/K) محاسبۀ برای روشی اما می شود، مشخص Spl(L/K) با گالوایی گسترش که

Spl(L/K) برای ساده ای قانون رده ای میدان های نظریۀ است، آبلی L/K که حالتی در نمی کند.

می دهد. به دست هم نهشتی ها برحسب

را رده ای» «میدان نام جبری، اعداد و بیضوی توابع دربارۀ ۱۸۹۱ سال به خود کتاب در وبر

میدان از خاص آبلی گسترش یک ابتدا در رده ای میدان بنابراین می برد. کار به کرونکر گونه های برای

وبر است. میدان آن ایده آلی رده های گروه با یکریخت آن گالوای گروه که بود موهومی دوم درجۀ اعداد

m ∈ OK و عددی میدان یک K اگر داد: گسترش را ایده آلی رده های گروه مفهوم ۱۸۹۷ سال در

ایده آل های گروه P+
m و اول اند m به نسبت Kکه در کسری ایده آل های گروه Im باشد، ناصفر ایده آل

1. M. Bauer
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اول اند، m به نسبت (β) و (α) به طوری که دارند قرار OK در و ناصفر β و α که (αβ ) کسری

عددی α
β تصویر R در K نشاندن هر برای (یعنی است مثبت کاملا α

β و ،α ≡ β(m پیمانۀ (به

یک P+
m ⊂ H ⊂ Im که را H میانی گروه است. متناهی [Im : P+

m ] اندیس است)، مثبت

می نامند. تعمیم یافته ایده آلی رده  های گروه را Im
H خارج قسمت و می گویند m پیمانۀ با ایده آل گروه

آنگاه m = mZ و K = Q اگر می آید. به دست ایده آلی رده  های گروه همان m = (۱) حالت در

. Im
P+
m

= ( Z
mZ)

∗

آن در که را (۱۸۳۷) دیریکله قضیۀ همتای ( Z
mZ)

∗ تعمیم به عنوان IM
H گرفتن نظر در با وبر

IM
H ردۀ هر که کرد ثابت مضمون این با است اول عدد بی نهایت شامل ( Z

mZ)
∗ در هم نهشتی ردۀ هر

استفاده χ : ( Z
mZ)

∗ → C∗ سرشت های L‑تابع های از وبر است. اول ایده آل بی نهایت شامل

می شوند تعریف چنین Re(s) > ۱ برای که کرد

L(s, χ) =
∏

(p,m)=۱

۱
۱ − χ(p)p−s

=
∑

(n,m)=۱

χ(n)

ns
.

کلام جان باشد. نابدیهی χ آنکه شرط به است همگرا به طورمشروط Re(s) > ۱ برای سری این

L‑تابع یک وبر .L(۱, χ) ̸= ۰ نابدیهی χ هر برای که است امر این اثبات دیریکله استدلال در

است. زیر به صورت Re(s) > ۱ برای که کرد تعریف ψ : Im
H → C∗ سرشت های برای

L(s, ψ) =
∏
p∤m

۱
۱ − ψ(p)Np−s

=
∑

(a,m)=۱

ψ(a)

Nas
.

L(s, ψ) مطالعۀ با است. K اعداد میدان برای ددکیند زتای تابع همان این است، بدیهی ψ وقتی

کرد. ثابت را زیر قضیۀ وبر ، ImH از ψ سرشت های همۀ برای ،s→ ۱+ وقتی

فرض m پیمانۀ با H ایده آلی گروه و OK از m ناصفر ایده آل برای .(۱۸۹۷ (وبر، ۵ .۲ قضیه

.Spl(L/K) ⊂ H محدود، حالت هایی در به جز به طوری که دارد وجود L
K گالوای گسترش کنید

محدود، حالت هایی در به جز Spl(L/K) = H اگر .[Im : H] ≤ [L : K] صورت این در

دارد. وجود اول ایده آل نامتناهی تعدادی Im
H هم مجموعۀ هر در و [Im : H] = [L : K] آنگاه

است. لازم کار ادامه برای نیز زیر تعریف

،m پیمانۀ با H ایده آلی گروه و OK در m ناصفر ایده آل هر برای .(۱۹۰۸ (وبر، ۶ .۲ تعریف

ایده آل های برای به طوری که است L
K گالوایی گسترش H گروه برای K میدان روی رده ای میدان
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داریم K در p ∤ m اول

می شود شکافته کاملا L در p ⇐⇒ p ∈ H

شکافتۀ اول ایده آل های مجموعۀ که است K از گسترش یک K روی رده ای میدان وبر، نظر در

ناچاریم اینجا در هستند. H ایده آلی گروه یک در اول ایده آل های همان محدودی) تعداد (به جز آن

در می کنند عاد را m که اولی ایده آل های H ایده آلی گروه یک چون بپذیریم را استثناء متناهی تعداد

گسترش یک در است ممکن ایده آل ها این از بعضی و نیستند Im به متعلق آن ها چون ندارد؛ خود

وبر است. یکتا وجود صورت در رده ای میدان، که است این از حاکی باوئر قضیۀ درواقع، بشکافند.

میدان های روی خاص ایده آلی گروه های برای توانست او داشت. نیاز کار ادامۀ برای وجود قضیۀ به

در اما کند. اثبات را آن گالوای گروه با Im
H یکریختی و را رده ای میدان وجود K موهومی دوم درجۀ

بود. نشده حل وجود مسئلۀ کلی حالت

که کنیم اشاره اندازه همین فقط کرد. خواهیم صحبت مبسوط تر هیلبرت تحقیقات دربارۀ

بود: گسترش  ها از رده سه دقیق مطالعۀ نتیجۀ اعداد میدان های آبلی گسترش  های دربارۀ او ایده های

از کومر گسترش  های و دلخواه، اعداد میدان های از دایره بری گسترش  های دوم، درجۀ گسترش  های

در او بود. اعداد میدان های به تقابل قانون های تعمیم هیلبرت اهداف از یکی دایره بری. میدان های

Q در a, b هر برای درآورد: حاصل ضرب فرمول یک به شکل را دوم درجۀ تقابل قانون ۱۸۹۷ سال

زیر تعریف با است هیلبرت νای۱ نماد (a, b)ν آن در که
∏

ν(a, b)ν = ۱ داریم

(a, b)ν =

{
۱ باشد داشته Q در جوابی a = x۲ − by۲ اگر
−۱ صورت این غیر در

عدد اینکه یکی است. زیباتر جهت دو از اما است، گاوس دوم درجۀ تقابل قانون معادلِ قانون این

بودن اول هم به نسبت یا بودن مثبت  شرایط اینکه دیگر و می کند رفتار دیگر اول اعداد مشابه ۲

از استفاده است: نهفته نکته چندین تقابل قانون از فرمول بندی این در ندارد. وجود a, b برای

که نامتناهی ۲ جایگاه های و p پیمانۀ به هم نهشتی به جای p‑ای معادلات مربع گرفتن، به جای نرم

و می شوند ظاهر رده ای میدان های نظریۀ در ایده سه هر نهایت در هستند. متناهی جایگاه های هم ارز

ندارند. وجود وبر کار در هم هیچ یک

را کلی حالت هیلبرت تقابل قانون پس است. تعریف قابل عددی میدان هر برای هیلبرت نماد

1. ν-adic 2. infinite places
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تمامی در شاخه بدون دوم درجۀ گسترش که اعداد میدان های حالت در هیلبرت اثبات می گیرد. بر در

درست آن اثبات اما نبود، غلط مذکور قضیۀ حالت این در می نمود. متفاوت می پذیرند را اول اعداد

در که Q(ζp) در کومر pام توان تقابل قانون بود. داده رخ آن پیش از هم حالت این شبیه نمی آمد. در

فرض به صورت را آن هیلبرت که بود، برقرار p ∤ h(Q(ζp)) برای فقط بود شده بیان ۱۸۵۹ سال

اثبات بود. کرده تعبیر باشد، داشته p درجه از شاخه بدون آبلی گسترش یک Q(ζp) که حالتی رد

گسترش  های به بیشتر هیلبرت به همین دلیل، ندارد. شاخه بدون گسترش Q چون بود کارامد هیلبرت

داشت. توجه شاخه بدون

به شاخه دار بودن هندسی تعبیر و اعداد میدان های با توابع میدان های حالت مقایسه با هیلبرت

یود. رسیده زیر حدس

که دارد وجود K
′

K یکتای متناهی گسترش K اعداد میدان هر برای .(۱۸۹۸ (هیلبرت، حدس

Gal(K؛
′

K ) = Cl(K) و است گالوایی K
′

K (۱)

K
′ در K از شاخه بدون آبلی گسترش هر و است شاخه بدون جایگاه ها همه برای K

′

K (۲)

می نشیند؛

Cl(K) در p مرتبه برابر fp(K
′

K ) مانده ها میدان درجه K از p اول ایده آل هر برای (۳)

می باشد؛

است. اصلی K ′ در K ایده آل هر (۴)

فقط و اگر می شکافد K ′ در کامل به طور K در اول ایده آل یک که می شود نتیجه (۳) شرط از

میدان را K ′ میدان است؛ رده ای میدان یک وبر تعریف با K روی K ′ پس باشد. اصلی K اگر

داده موهومی دوم درجۀ میدان هیلبرت رده ای میدان در واقع، کرونکر، گونۀ می نامند. هیلبرت رده ای
فورت ونگلر۱ ۱۹۰۷ سال در کرد. اثبات h(K) = ۲ برای را خود حدس هیلبرت است. شده

حالت در که آورد دست به pام توان تقابل قانون یک آن از و کرد ثابت را حدس اول قسمت دو

۱۹۱۱ در را (۳) قسمت او ببینید. را [۳] بیشتر گاهی آ برای است؛ دوم درجۀ قانون همان p = ۲

کرد. ثابت درآورد، گروه ها نظریۀ زبان به را حکم آرتین اینکه بعد از ،۱۹۳۰ سال در را (۴) قسمت و

مکرر رده ای میدان دربارۀ نظریه گروهی صرفا حکمی قالب در را (۴) قسمت حکم آرتین درواقع،

است. ناآبلی معمولا اما K از گالوا گسترش یک که درآورد K ′′
= (K

′
)
′ هیلبرت

1. Furtwängler
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تاکاگی قضیه های ۳

۱۹۰۳ سال به خود رسالۀ در بود. گوتینگن در هیلبرت شاگرد ۱۹۰۱ تا ۱۸۹۸ سال های در تاکاگی۱

کرونکر همان طور که پروانه ای، تابع مقادیر کمک با Q(i) پایۀ میدان برای را کرونکر جوانی رویای

کرده الگوبرداری کرونکر‑وبر قضیۀ برای هیلبرت اثبات از کار این در او کرد. ثابت بود، زده حدس

درون فرد درجۀ آبلی Kگسترش  های موهومی دوم درجۀ میدان برای کرد ثابت ۱۹۱۴ در فوئتر۲ بود.

همچنین او می گیرند. قرار می شوند تولید j و e۲πiz تحلیلی تابع دو خاص مقادیر با که میدان هایی

دربارۀ فورت ونگلر و زمینه این در فوئتر آثار تاکاگی ساخت. نقض مثال زوج گسترش  های برای

علمی ارتباط ۱۹۱۴ در اول جهانی جنگ شروع بعد از کرد. مطالعه را هیلبرت رده ای میدان های

مطالعه جدی به طور اعداد جبری نظریۀ آنجا در که بود جایی تنها آلمان شد. قطع ژاپن و آلمان بین

شد موفق و کرد ترکیب را فورت ونگلر و فوئتر آثار جهانی جنگ سال های تنهایی در تاکاگی می شد.

به رده ای میدان از جدیدی تعریف او کند. اثبات کلی حالت در تقریباً را رده ای میدان های وجود

را ارشمیدسی جایگاه های همچنین او شکافتن. قوانین نه و بود ایده آل ها نرم آن که اساس داد دست

بودند. هیلبرت استادش ایده های همگی این ها بود؛ کارکرده وارد هم

p = P∩K می نویسیم L از P اول عدد و L/K متناهی گسترش برای (تاکاگی). ۱ .۳ تعریف

به صورت را نرم و

NL/K(P) := pf(P|p).

می دهیم. توسیع کسری ایده آل های همۀ به ضربی به صورت را آن و می کنیم تعریف

برای یعنی دارد؛ همخوانی کسری ایده آل های روی حلقه ها نظریۀ در نرم مفهوم با نرم، مفهوم این

داریم x ∈ O∗
L هر

NL/K(xOL) = NL/K(x)OK .

L در p و باشد گالوایی L/K اگر کرد: برقرار رابطه ای می توان وبر و تاکاگی دیدگاه های بین

L در ایده آلی نرم p اگر فقط و اگر وبر) بیان (به می شکافد L در p وقت آن باشد، شاخه بدون

تاکاگی). بیان (به باشد

در که است m = mfminf به شکل صوری ضرب یک K‑پیمانه۳ یک (تاکاگی). ۲ .۳ تعریف

1. Takagi 2. Fueter 3. modulus
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نشانندهای صوری ضرب یک minf و است OK در غیر صفر ایده آل یک متناهی قسمت mf آن

باشد. اول mf به نسبت اگر می گوییم اول m به نسبت را کسری ایده آل یک است. K حقیقی

که است (αβ ) کسری ایده آل های گروه Pm و m به نسبت اول کسری ایده آل های گروه Im

برای ν(αβ ) > ۰ و α ≡ β(mf ) و اول اند m به نسبت (α), (β) آن در که اول اند m به نسبت

پیمانۀ به ایده آل ها گروه را Pm ⊂ H ⊂ Im گروه یک است. برقرار ν|minf حقیقی جایگاه هر

می کنیم تعریف زیر به صورت را Nm(L/K) مجموعۀ L/K متناهی گسترش برای می گوییم. m

{a ∈ K : a = NL/K(A) و است mاول به نسبت و حقیقی a دارد، کسریAوجود {ایده آل

و

Hm(L/K) := PmNm(L/K).

اما کنیم، درست ایده آل ها نرم توسط ایده آلی گروه یک که است این تعریف ها این از هدف

هم مجموعه  های با که Im
Pm

زیر گروه به بیان دیگر، نیست. PM شامل لزوماً Nm(L/K) کنید توجه

نرمی زیرگروه قسمتِ خارج  گروه این پس است. Hm(L/K) همان می شود تولید Nm(L/K)

وبر توسط تعریف شده P+
m گروه K دلخواه عددی میدان برای بود. تاکاگی توجه مورد که است Im

Pm

است. حقیقی جایگاه های تمام حاصل ضرب inf آن در که است تاکاگی Pminf
همان

نداشت. سر و کار حقیقی جایگاه هیچ با او بودند وبر توجه مورد موهومی دوم درجۀ میدان چون

L در و نمی کنند عاد را m که K ایده آل های باشد، گالوایی L/K و K‑پیمانه یک m وقتی

حالت متناهی تعداد به جز پس می گیرند. قرار Nm(L/K) ⊂ Km(L/K) در می شکافند

بنابراین .spl(L/K) ⊂ Km(L/K) داریم می کنند عاد را m که استثناء

[Im : Hm(L/K)] ≤ [L : K].

یک برای که است L/K گالوای گسترش یک رده ای میدان یک از منظور (تاکاگی). ۳ .۳ تعریف

L/K برای قابل قبول پیمانۀ یک را mای چنین تبدیل شود. تساوی به بالا mنامساوی K‑پیمانه

می گوییم.

میدان دنبال به و می گیرد فرض را H ایده آلی گروه یک رده ای میدان تعریف برای وبر بنابراین،

می گردد مناسب H یک دنبال به و می گیرد فرض را L/K گسترش یک تاکاگی اما می گردد رده ای

کند. تساوی به تبدیل را بالا نامساوی که
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داریم: صورت این در باشد، عددی میدان یک K اگر .(۱۹۲۰ (تاکاگی، ۴ .۳ قضیه

می شود. وابسته K روی رده ای میدان یک H ایده آلی گروه هر به (وجود) (۱)

آنگاه باشد وابسته رده ای میدان L/K و m پیمانۀ به ایده آلی گروه H اگر (یکریختی) (۲)

.Gal(L/K) ≃ Im
H

است. رده ای میدان یک K آبلی گسترش هر بودن) (کامل (۳)

میدان های دارای m مشترک پیمانه یک به نسبت و ایده آلی دوگروه H۱,H۲ اگر (مقایسه) (۴)

آنگاه بگیرند، قرار K جبری بستار درون که باشند L۱, L۲ رده ای

H۲ ⊂ H۱ ⇐⇒ L۱ ⊂ L۲.

می شوند، ظاهر fL/K در Kکه از L/Kجایگاه هایی آبلی متناهی گسترش هر برای (هادی) (۵)

شاخه دارند. L/K برای

هر آنگاه باشد، وابسته رده ای میدان L/K و m پیمانۀ به ایده آلی گروه H اگر (تجزیه) (۶)

مرتبۀ برابر fp(L/K) مانده ها میدان درجۀ و است شاخه بدون L در p ∤ m اول ایده آل

می باشد. Im
H در p

داشت. دنبال به نتایجی وبر اثبات بود. کرده ثابت قبلا وبر را قضیه این قسمت های از بعضی

از تعمیمی دوم، هیلبرت؛ رده ای میدان دربارۀ هیلبرت حدس اول قسمت سه برای جدید اثبات یکی

متناهی آبلی توسیع یک m K‑پیمانه هر برای :K دلخواه عددی میدان برای ‑وبر کرونکر قضیۀ

را Km می توان می گیرد. قرار Km یک در Kای متناهی آبلی گسترش  هر که دارد وجود Km

رده ای میدان های Km میدان های به . گرفت نظر در Pm گروه به وابسته K روی رده ای میدان

هستند. دایره بری گسترش  های مشابه که می شود گفته شعاعی۱

می شود. شروع دوری حالت با که کرد اثبات شمارشی استدلال یک با را وجود قضیۀ تاکاگی

ثابت شمارش کمک با را یکریختی هم نهایت در نیست. برقرار کامل بودن که می کرد تصور ابتدا او

شد. انجام آرتین توسط بعدها که بود کاری این نکرد . ارائه مستقیمی نگاشت و کرد

استفاده جبری کاملا استدلال های از تاکاگی کمک می گرفت، L‑تابع ها از که وبر روش برخلاف

با رده ای میدان های به اگر می شد. مربوط دوم درجۀ صورت های دربارۀ گاوس ایده های به که کرد

پیمانۀ گسترش  دو اگر می آورد. یاد به را گالوا تناظر مقایسه قضیۀ کنیم، توجه m داده شدۀ پیمانۀ

1. ray class field
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آبلی گسترش  در نشاندن شبیه این بگردیم. مشترکی پیمانۀ دنبال به باید ابتدا باشند، نداشته مشترکی

است. مشترک دایره بری میدان یک در Q گالوایی

Pm ⊂ یعنی دارند، متفاوتی m,m′ پیمانه های که باشند K در ایده آلی گروه های H,H ′ اگر

که باشد داشته وجود m′′ پیمانۀ اگر هم ارزند H,H ′ می گوییم Pm; ⊂ H
′ ⊂ Im′ و H ⊂ Im

یعنی باشند، داشته مشترکی هستۀ Im′′ → I
m

′

H′ و Im′′ → Im′ و باشد بخش پذیر m,m′ بر

مشترکی رده ای میدان باشند، هم ارز معنی این به ایده آلی گروه دو اگر .H ∩ Im′′ = H
′ ∩ Im′′

به می پردازیم ایدل۱ گروه مفاهیم به که بعداً کرد. مطرح وبر بار اولین را هم ارزی مفهوم این دارند.

می کند. ساده تر را رده ای میدان های نظریه بیان که می رسیم ایدل ها گروه از مشترکی گروه زیر

است: آبلی گسترش  های از خاصیتی آن و می شود حاصل هم دیگری نکتۀ تجزیه قضیۀ از

داریم. را زیر قضیۀ در واقع می شوند. مشخص هم نهشتی شرط یک با می شکافند که اولی ایده آل های

و m K −پیمانه  کنیم فرض و باشد عددی میدان های متناهی گسترش  L/K اگر .۵ .۳ قضیه

در p ∈ S و باشد p|m تمام شامل که باشد داشته وجود K اول ایده آل های از S متناهی مجموعۀ

است. آبلی L/K صورت این در باشد، شده مشخص Im
Pm

در p هم مجموعۀ توسط و بشکافد L

کرد. ثابت را زیر نتیجۀ آن، اثبات و قضیه این از می توان

معادل اند. زیر شرایط m ∈ Z+ و L/Q عددی میدان برای .۶ .۳ نتیجه

m پیمانۀ به p روی هم نهشتی شرط یک با L/Q در p شکافتن p ∤ m اول عدد هر برای (۱)

می شود. داده

.L ⊂ Q(ζm) (۲)

تعریف دیگر خواص با گالوا گسترش  های عنوان به را رده ای میدان های دو هر تاکاگی و وبر

L/K اگر درواقع، کرد. حذف می توان را گالوایی شرط که داد نشان شولتس۲ ۱۹۲۹ در کردند.

یعنی ،[Im : Hm(L/K)] < [L : K] داریم m K‑پیمانه هر برای همواره باشد، گالوایی

میدان برای را کرونکر جوانی رویای مقاله اش پایان در تاکاگی باشد. رده ای میدان نمی تواند L/K

می کند. اثبات موهومی دوم درجۀ

هیلبرت مسائل ۴

ریاضی دان ها همۀ که است هنری پرسشگری البته است. ریاضی دانی هر مهم مهارت های از پرسشگری

element و ideal واژۀ دو از شواله ساختۀ ترکیبی idele؛ .۱

2. Scholz
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ریاضی دان ها سایر شناخت برای را راه چگونه که می داند خوب پرسشگر یک نیستند. بهره مند آن از

است؛ شده نام گذاری او اسم به قضیۀ سی صد به نزدیک که است ریاضی دانی هیلبرت کند. هموار

بعد از ریاضیات جریان بر هیلبرت مسائل می شناسند. هیلبرت مسائل به دلیل را هیلبرت همه اما

است. بوده تاثیر گذار بسیار او

معروفش سخنرانی در او بود. آبلی گسترش  های نظریۀ رده ای میدان های نظریۀ هیلبرت دید از

کرد: مطرح رده ای میدان های نظریۀ دربارۀ سؤال دو پاریس در ریاضی دانان بین المللی کنگرۀ در

قانون از تعمیمی که دلخواه اعداد میدان برای تقابل قانون کلی ترین توسعۀ هیلبرت؛ نهم مسئلۀ (۱)

و گردید آرتین تقابل قانون به منجر آبلی گسترش  های برای سؤال این بود. گاوس دوم درجۀ

برای هم نهشتی شرایط که می دانیم گرچه است؛ نیافته پاسخی هنوز ناآبلی گسترش  های برای

نیست. کافی حالت این

بود. کرونکر جوانی رویای تعمیم که هیلبرت دوازدهم مسئلۀ (۲)

هیلبرت نهم مسئلۀ ۱ .۴

نامانده های برای تقابل قانون کلی ترین یافتن دنبال به او مسئلۀ ۲۳ فهرست از هیلبرت نهم مسئلۀ

در آرتین می باشد. اول عدد یک از توانی k آن در که است دلخواه عددی میدان یک در k مرتبۀ

در کرد. حل را مسئله این آبلی گسترش  های خاص حالت در ۱۹۳۰ و ،۱۹۲۷ ،۱۹۲۴ سال های

منجر پیشرفت ها این آورد، دست به را هاسه کلی تر تقابل قانون که هاسه۱، و تاکاگی تحقیقات کنار

دستور چند ۱۹۵۰ −۱۹۴۸ سال های در شافاروویچ بعدها گردید. رده ای میدان های نظریۀ توسعۀ به

مربوط هم هیلبرت دوازدهم مسئلۀ به نتایج این غیرآبلی تعمیم کرد. پیدا را مانده ها نرم به مربوط

فاصله بسیار آن کامل حل با و است اعداد نظریۀ حل نشده مسائل قدیمی ترین از یکی که می شود

داریم.

است گفته مورد این در هکه۲ است. اعداد جبری نظریۀ تاریخ در  واقع، تقابل، قانون های تاریخ

اعداد نظریۀ به قانون این اولیۀ صورت می گردد. بر تقابل قوانین اکتشاف به اعداد مدرن نظریۀ که

اعداد جبری نظریۀ توسعۀ می کند. اشاره گویا اعداد دامنۀ فراسوی به آن محتوای اما دارد، تعلق گویا

عددی میدان های سوی به که می شود درک وقتی فقط دوم درجۀ قانون محتوای که است داده نشان

میدان های روش های از استفاده با تنها دهد، نشان را مسئله طبیعت که اثباتی و کنیم گذر دلخواه

دوم درجۀ قانون برای اثبات پنجاه بیش از که است کرده ادعا هاسه می آید. دست به بالاتر عددی

1. Hasse 2. Hecke
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کنید. نگاه [۱] به باره این در است؛ می دانسته

ماندۀ به فقط p پیمانۀ به a دوم درجۀ مشخصۀ بودند: چنین این تقابل قانون های اویلر۱ نگاه از

این به تقابل قانون او ست، از نیز «تقابل» اصطلاح که لژاندر۲، نزد دارد. بستگی ۴a پیمانۀ به p

اگر است q مثل دیگری فرد اول عدد پیمانۀ به دوم درجۀ ماندۀ یک p فردِ اول عدد یک که بود معنا

.p ≡ q ≡ ۳ (۴ پیمانۀ (به اینکه مگر باشد p پیمانۀ به دوم درجۀ ماندۀ q اگر فقط و

آنگاه باشند، متمایز اول اعداد p, q ∈ N اگر دوم). درجۀ تقابل (قانون ۱ .۴ قضیه

(
p

q
) = (−۱)

p−۱
۲ . q−۱

۲ (
q

p
).

داریم به علاوه،

(
−۱
p

) = (−۱)
p−۱

۲ , (
۲
p
) = (−۱)

p۲−۱
۸ .

می گویند. دوم و اول تقابل قانون های ترتیب، به را، تساوی ها این

طریق از تقابل قانون اثبات های بهترین می شود. آغاز همین جا از تقابل فرمول های یافتن داستان

مانده های اساسی قضیۀ فرمول بندی برای که شد متوجه گاوس می آیند. دست به اعداد جبری نظریۀ

نماد در واقع، دارد. گاوسی، صحیح اعداد ،Z[i] حلقۀ به صحیح اعداد حلقۀ گسترش به نیاز چهار درجۀ

نمی کنند، عاد را ۲ که گاوسی اند اول صحیح اعداد π, λ ∈ Z[i] آن در که ،[πλ ] دومجذوری، ماندۀ

[πλ ] ≡ π
(Nλ−۱

۴ )(λ پیمانۀ (به هم نهشتی به طوری که است {۱,−۱, i,−i} یکانی عضو با برابر

می شود. بیان زیر شکل به گاوس تقابل قانون باشد. برقرار

شرط با ابتدایی۳ متمایز اول اعداد π, λ ∈ Z[i] برای دوم). درجۀ تقابل (قانون ۲ .۴ قضیه

داریم π ≡ λ ≡ ۱ (۲ + ۲i پیمانۀ (به

[
π

λ
] = (−۱)

Nπ−۱
۴

Nλ−۱
۴ [

λ

π
].

در ابتدایی اول اعداد برای سوم درجۀ ماندۀ نماد برای ساده تر تقابل قانون یک که کنید توجه
آیزنشتاین۵ بار اولین را دومجذوری۴ و سوم درجۀ تقابل قوانین صحیح صورت است. برقرار Z[ζ۳]

سخنرانی در ۱۸۳۷ در قانون ها این تعمیم در اثبات هایی او از پیش  ژاکوبی۶ کرد. ثابت ۱۸۴۴ در

1. Euler 2. Legendre 3. primary 4. biquadratic 5. Eisenstein 6. Jacobi
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نبود به دلیل نهایت در اما می کرد. استفاده دایره بری میدان های از که بود کرده ارائه خود کنیگسبرگ

کردن کار امکان کومر توسط ایده آل ها تعریف از بعد تنها نرسیدند. نتیجه به او اثبات های یکتا تجزیۀ

روش برتری می کرد، استفاده صورت ها مفاهیم از قبلا که آیزنشتاین شد. میسر دایره بری میدان های با

داد. دست به را زیر تقابل قانون خاص حالت و پذیرفت را کومر

یعنی باشد ابتدایی α ∈ Z و فرد اول عدد p اگر آیزنشتاین). دوم درجۀ تقابل (قانون ۳ .۴ قضیه

a ∈ Z صحیح عدد هر برای آنگاه باشد، Z در صحیح عدد یک با هم نهشت (۱ − ζl)
۲ پیمانۀ به

داریم باشد اول l به نسبت که

(
α

a
)l = (

a

α
)l.

داشته به طوری که است یکتایی یکۀ ،(αp )l lام، ریشۀ برای pام توان مانده های نماد اینجا در

.(αp )l ≡ α
(Np−۱)

l (p پیمانۀ (به باشیم

در که نظریه ای کند؛ مطرح را ایده آل هایش نظریۀ کومر تا می ماند منتظر باید پنجم مرتبۀ حالت

تعریف برای داد. دست به دایره بری گسترش  های همۀ برای تقابلی قانون همۀ به نظمی مسیر، این طی

اصلی a = αOK که کرد توجه باید منظم، l و است اول l به نسبت که ایده آل یک برای مانده نماد

داریم صحیح a, b هر برای یعنی گرفت؛ نظر در ابتدایی را α می توان که داد نشان کومر است.

αα ≡ a (l پیمانۀ ,(به α ≡ b ((۱ − ζl)۲ پیمانۀ .(به

ابتدایی α به شرطی که نیست α انتخاب به وابسته (αb )l ماندۀ نماد که داد نشان او علاوه، به

کرد تعریف چنین را (ab )l نماد می توان (l, h) = ۱ اگر باشد.

(
a

b
)l = (

α

b
)l.

آن در که p ∤ h یعنی باشد، منظم l و K = Q(ζl) کنید فرض کومر). تقابل (قانون ۴ .۴ قضیه

صورت این در است. K رده ای۱ عدد h

(
a

b
)l = (

b

a
)

lاند. به نسبت اول ایده آل هایی a, b آن در که

1. class number
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عدد با عددی میدان هر در شد متوجه او می گردد. باز دوم درجۀ تقابل قانون به هیلبرت اما

داد. دست به هم زوج رده ای عدد با کار برای راهی و دارد وجود دوم درجۀ قانون یک فرد، رده ای

 

باشد، واحد mام ریشه های شامل عددی میدان یک K اگر هیلبرت). تقابل (قانون ۵ .۴ قضیه

داریم µ, ν ∈ K برای ∏آنگاه
p

(
µ, ν

p
) = ۱

اول جایگاه های تمام روی حاصل ضرب و است p پیمانۀ به mام توان نرم ماندۀ نماد ( ·,·p ) آن در که

است. K از p

کرد: فرمول بندی چنین را خود نهم مسئلۀ هیلبرت

قانون کلی ترین اثبات و دلخواه عددی میدان یک برای تقابل قانون کلی ترین اثبات

l وقتی آن، بر علاوه  است. فرد اول عدد یک l که lام توان مانده های برای تقابل

نیز و قانون این فرمول بندی می کنم، تصور است، فرد عدد یک از توانی یا ۲ از توانی

ریشه های میدان نظریۀ از مناسب تعمیمی طریق از آن اثبات برای لازم تکنیک های

میسر نسبی دوم درجۀ میدان های نظریۀ نیز و آورده ام وجود به خودم که واحد lام

می باشد.

l که Q(ζl) گسترش  های برای را کومر تقابل قانون که است شده خواسته ما از جمله اولین در

کرد ثابت را هیلبرت رده ای میدان وجود و داد انجام فورت ونگلر را کار این دهیم. تعمیم است منظم

آنچه شبیه چیزی او، نتایج دیدن با تاکاگی آورد. دست به کلی بسیار تقابلی قانون یک آن کمک با و

در l ام توان های برای تقابل قانون یک و کرد فرمول بندی را می نامیم رده ای میدان های نظریۀ امروز

می شد. شامل است منظم l که وقتی برای را کومر نظریۀ که آورد دست به Q(ζl)

فرمول بندی از کلی تری و ساده تر فرمول بندی دنبال به هاسه و آرتین ۱۹۲۶ −۱۹۲۳ سال های بین

موفقیت های از یکی آورند. دست به را هیلبرت نظر مورد تقابل قانون کلی ترین شاید تا بودند، تاکاگی

بود. زیر فرمول بندی آن ها

فرض .K = Q(ζm) و باشد فرد اول عدد l کنید فرض هاسه). ضعیف تقابل (قانون ۶ .۴ قضیه

کنند صدق β ≡ ۱(λ پیمانۀ ،(به α ≡ ۱(l پیمانۀ ،(به (α, β) = ۱ شرط در α, β ∈ K کنید



۳۳۱ (۱۴۰۲ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

صورت این در باشد. K/Q روی اثر تابع نمایانگر Tr و

(
α

β
)l(
β

α
)−۱
l = ζTr(

α−۱
l

.β−۱
l

).

α ≡ ۱(l پیمانۀ (به شرط زیرا می دانست کامل تقابل یک برای تقریبی را نتیجه این هاسه

توانستند هاسه و آرتین نمی داد. نتیجه را کومر قانون شرط این مثلا می دانست؛ قوی شرطی را

را راه این در قدم آخرین ببرند. بهره lای لگاریتم از شدند ناچار اما کنند، پیدا بهتری فرمول بندی

را تاکاگی و هیلبرت، کومر، گاوس، تقابل قوانین که کرد پیدا تقابل قانون یک و برداشت آرتین

تقابل قانون فرمول بندی کنیم، استفاده K اعداد میدان برای CK ایدل گروه از اگر می شد. شامل

می شود. ساده تر آرتین

آنگاه باشد، متناهی گسترش K/k و عددی میدان یک k اگر آرتین). تقابل (قانون ۷ .۴ قضیه

یکریختی
(
K/k

)
سرتاسری نرم ماندۀ نماد

Ck

NK/kCK
≡ Gal(K/k)ab

است. گالوا گروه آبلی  شدۀ Gab = G
G′ آن در که می کند القا را

ردۀ به وابسته فقط (αp )m توان ماندۀ نماد که می شود نتیجه آرتین تقابل قانون از حالت این در

است. p از ضریبی پیمانۀ به α ماندۀ

به چبوتاریوف روش کمک با را خود حدس توانست ،۱۹۲۷ سال در سال، چهار پس از آرتین

تقابل قوانین چگونه اینکه خود اعداد۱ نظریۀ بر شرحی کتاب در بی درنگ، هاسه، برساند. اثبات

(µ,K/k
p ) نماد توانست فرمول بندی این با او به علاوه گنجاند. بگیریم نتیجه آرتین تقابل قانون از را

کند. تعریف واحدند مناسب ریشه های شامل که آن ها نه فقط و k از K آبلی گسترش هر برای را

ζm ∈ k که حالتی در آورد. دست به هیلبرت فرمول مانند حاصل ضرب، فرمول یک آن بر علاوه

.(µ,K/k
p ) = (µ,νp ) کرد ثابت K = k(

√
mν) و

نظریۀ یک که می کردند اشاه موضعی۲ رده ای میدان های نظریۀ یک وجود به هاسه تحقیقات

حالت از را آرتین موضعی تقابل قانون او است. موضعی میدان های آبلی گسترش های دربارۀ

گرفت. نتیجه آن سرتاسری

1. Zahlbericht 2. local class field theory
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Qp متناهی گسترش میدان یک k اگر موضعی). میدان های برای آرتین تقابل (قانون ۸ .۴ قضیه

یکریختی موضعی، نرم ماندۀ نماد آنگاه باشد، آن روی متناهی گسترش K/k و

k∗

NK/kK∗ ≃ Gal(K/k)ab

می کند. القا را

حالت روی را سرتاسری حالت تا بیابد موضعی حالت برای مستقلی اثبات کرد سعی هاسه

ایدل گروه های نظریۀ رساندند. انجام به شواله و اشمیت۱، هاسه، را هدف این کند. استوار موضعی

ایدل ها شد معلوم به زودی اما کرد. مطرح نامتناهی رده ای میدان های نظریۀ توصیف برای شواله را

موضعی تقابل قانون از سرتاسری تقابل قانون نتیجه گیری و معمول روند کردن عکس برای می توانند

روند. کار به

[همانستگی] کوهومولوژی گروه های حسب بر تیت۲ صورت بندی زمینه، این در دیگر انقلاب یک

⨿بود.
K/k ∈ و نرمال گسترش یک K/k اگر آرتین). تقابل قانون از تیت (صورت بندی ۹ .۴ ⨿قضیه
K/k با ناوی۳ حاصل ضرب q ∈ Z هر برای K/kباشد، بنیادی H۲(Gal(K/k,CK)ردۀ 

⨿یکریختی
K/k

: Hq(Gal(K/k),Z) → Hq+۱(Gal(K/k), CK)

می کند. القا را

در داریم. گروه ها به وابسته کوهومولوژی گروه های با آشنایی به نیاز بیان طرز این فهم برای

چون می آید، دست به آرتین تقابل همان q = −۲ خاص حالت

H−۲(Gal(K/k),Z) ≃ Gal(K/k)ab, H۰(Gal(K/k), CK) ≃ CK

NK/kCK
.

چیز آرتین تا گاوس زمان از که داشت اعتقاد وی آندره زمینه، این در پیشرفت همه این با

کاهش و داد خاتمه را تحقیقات رشتۀ این آرتین تقابل قانون به نوعی است! نیامده دست به جدیدی

قرن دوم نیمۀ در اعداد نظریۀ تاریخ در مهم مقالۀ دو اما بود. آن طبیعی نتیجه تقابل قوانین به توجه

1. Schmidt 2. Tate 3. cup product
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مقالۀ دو به توجه که می گوید وی آندره شد. نوشته گاوس دومجذوری تقابل قوانین تأثیر تحت بیستم

گاوسی مجموع های با ارتباط و متناهی میدان در aX۴−b۴ = ۱ جواب های مورد در یکی گاوس،

۳ مرتبۀ از گاوس مجموع های به که حسابی تحقیقات در دیگر مقالۀ با دقیقاً آن روش که امر این و

مشابهی اصول که انداخت فکر این به را او است، یکی می پرداخت aX۳ − bY ۳ = ۱ معادلۀ

«فرضیۀ این و برد کار به aXm + bY n + cZr + · · · = ۰ به شکل معادلات برای می توان را

همچنین و متناهی میدان های روی aXn+ bY n+ cZn = ۰ به شکل خم ها همۀ برای را ریمان»

دست به
∑
aiXi = ۱ قطری معادلۀ با تصویری۱ چندگوناهای برای را تعمیم یافته» ریمان «فرضیۀ

از شد. منتهی متناهی میدان های روی چندگوناها مورد در او حدسیات به موضوعات این می دهد؛

هستند. دلینی۲ قضیه های امروزه که می شود برده نام وی» «حدسیات نام با حدسیات این

Y ۲ = بیضوی خم های مطالعۀ ضمن که بود سوئینرتن‑دایر۴ و بیرش۳ معادلات دیگر، اتفاق

L‑تابع توسط بیضوی خم های سرتاسری و موضعی اطلاعات دربارۀ حدس هایی به X۳ − DX

بسیار حدی خاص حالات بررسی برای گاوس دومجذوری تقابل قانون نیز اینجا رسیدند. هاسه‑وی

تا دادند تعمیم وایلز۸ و کوتس۷، ،۶ ایواساوا را هاسه و آرتین دقیق۵ فرمول های حتی افتاد. کارگر

کنند. حاصل پیشرفت سوئینرتن‑دایر و بیرش حدس حل در بتوانند

بود مقالاتی تأثیر تحت او برد. کار به را آبلی گسترش اصطلاح که بود کسی اولین کرونکر

آبلی اند آن ها گالوای گروه که را جبری معادلات آن در و بود نوشته مرگش قبل از درست آبل که

بود. رایج نوزدهم قرن دوم نیمۀ در آبلی گسترش  های مطالعۀ بر تمرکز بود. داده قرار مطالعه مورد

−۱۸۹۸ و ۱۸۸۷ −۱۸۸۶ سال های در وبر و ۱۸۸۲ و ،  ۱۸۷۷ ،  ۱۸۵۶ ،۱۸۵۳ سال های در کرونکر

بودند. کرده فراهم را رده ای میدان های نظریۀ مبانی ۱۹۸۸ −۱۹۸۶ سال های در هیلبرت و ۱۸۹۹ 

بسیار و بود لایپزیگ در هرگلوتس۹ شاگرد او بود. آمده بار آلمانی مکتب همین در آرتین امیل

هیلبرت، کورانت۱۰، و رفت گوتینگن به فارغ التحصیلی بعد از آرتین داشت. قرار او تأثیر تحت

خود دکترای رسالۀ هرگلوتس تحت نظر آرتین که سال هایی در کرد. ملاقات را لانداو۱۲ و کلاین۱۱،

،۱۹۲۰ −۱۹۱۷ سال های در هکه، تحقیقات به هرگلوتس ،۱۹۲۳ −۱۹۲۰ سال های می نوشت، را

تقابل قانون برای او از اثباتی به به خصوص، .[۱۲] بود شده علاقه مند L‑تابع ها و زتا تابع دربارۀ

℘ تابع مشتق ℘′ کمک با که مختلط۱۳ ضرب توسط موهومی دوم درجۀ میدان های در دوم درجۀ

مقالات مطالعۀ بود. کرده عرضه مثلثاتی توابع توسط آیزنشتاین کلاسیک اثبات مشابه وایرشتراس۱۴

1. projective 2. Deligne 3. Birch 4. Swinnerton-Dyer 5. explicit formulas 6. Iwasawa 7.
Coates 8. Wiles 9. Herglotz 10. Courant 11. Klein 12. Landau 13. complex multiplication
14. Weierstrass
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هندسۀ و مختلط آنالیز با که اعداد، نظریۀ در را مهمی و مشکل مسائل که می دهد نشان هرگلوتس

کلی حالت در و دارند اهمیت هنوز که مسائلی است؛ داده قرار توجه مورد داشتند، اشتراکاتی جبری

میدان های بنیادی خصوصیات و رده ای۱ عدد تحلیلی فرمول آن ها موضوع مانده اند. باقی حل نشده

رسالۀ به مسائل این است. متعالی توابع کمک به رده ای میدان های ساخت و آنان تعمیم های و رده ای

مربوط شده اند نوشته رساله اش عرضۀ بعد از درست که L‑تابع ها و زتا تابع دربارۀ او مقالات و آرتین

می شوند.

به او کرد. مطالعه را توابع میدان های دوم درجۀ گسترش  های خود دکترای رسالۀ در آرتین  

و توابع میدان های مطالعات توجه کانون در که می پردازد گاوس بالای مراتب هم نهشتی های نظریۀ

شروع گاوس بالای مراتب هم نهشتی های نظریۀ توسط توابع میدان های نظریۀ بود. عددی میدان های

میدان روی دایره بری میدان های نظریۀ کمک با گاوس شد. منتهی آرتین و ددکیند تحقیقات به و شد

شناخته گاوس سوم اثبات عنوان به که آورد دست به دوم درجۀ تقابل قانون از جدیدی اثبات متناهی

توابع میدان حالت برای را کومر ایده آل های نظریۀ گالوا و گاوس به ارجاع پس از ددکیند می شود.

توابع، میدان های و عددی میدان های بین شباهت به توجه با که می کند اشاره ددکیند می دهد. بسط

او باشد. داشته وجود توابع میدان های در نظیری دوم درجۀ تقابل قانون نظریۀ برای باید شک بدون

می نماید: ارائه آن برای اثباتی و می کند بیان هم را قضیه صورت حتی

[
P

R
][
R

P
] = (

−۱
p

)π.p

(۱
p ) = و p اند و π ترتیب، به درجه های، از تحویل ناپذیر یکال چند جمله ای های P,R آن در که

شکل که می کند استفاده گاوس لم از خود اثبات در ددکیند است. Q در لژاندر نماد همان (−۱)
p−۱

۲

می گیرد: خود به را زیر

اول p به نسبت A ∈ R و R = Fp[X] در π درجۀ از تحویل ناپذیر چند جمله ای P اگر

آنگاه باشد،

[
A

P
] = (−۱)µ

H,G دستۀ دو به را P پیمانۀ به چند جمله ای ها pπ−۱ همۀ می آید: دست به چنین این µ آن در که

خواهد A · G ∩ H اعضای تعداد µ صورت این در .−F ∈ H آنگاه F ∈ G اگر که کنید تقسیم

بود.

1. analytic class number formula
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متناهی میدان روی توابع میدان های دوم درجۀ گسترش  های روشمند مطالعۀ آرتین دکترای رسالۀ

تابع تعریف به منجر و بود رده ای عدد تحلیلی فرمول مطالعات این مرکز که بود p ̸= ۲ برای Fpn

شد. میدان ها این برای ریمان قضیۀ فرمول بندی و توابع میدان برای زتا

ددکیند نتایج و می پردازد ابر بیضوی۱ خم های حساب نظریۀ به رساله، اول قسمت در آرتین،

میدان برای را دوم درجۀ تقابل قانون آرتین بخش، این پایان در می دهد. تعمیم را Fp(t) برای

است چنین آرتین فرمول بندی می کند. ثابت Fp(t)

[
a

P
] = (

a

p
)r

تحویل ناپذیر یکال چندجمله ای P است. Q در لژاندر نماد () و Fp(t) در لژاندر نماد [ ] آن در که

درجۀ r و نیست بخش پذیر p بر که است صحیح عددی که است Fp[t] در یکه عضو a و Fp[t] در

است زیر به شکل K = Fp(t) برای دوم درجۀ قانون کلی حالت است. P

[
P

Q
][
Q

P
] = (

−۱
p

)νµ

هستند. ν, µ درجه های از Fp[t] در تحویل ناپذیر یکال Q,P آن در که

زتای تابع که می دهد نشان و می کند استفاده دوم درجۀ قانون از رساله، دیگر قسمت در آرتین

سال در دلخواه تابع میدان برای را n مرتبۀ تقابل قانون اشمیت است. p−s از گویایی تابع ζ(s)

کرد. اثبات ۱۹۲۶

مقالات برای را مقدمه که می شود مربوط زتا تابع بودن تحلیلی مبحث به آرتین رسالۀ دوم قسمت

می کند. مهیا اعداد میدان های در L‑تابع ها و زتا توابع مورد در آرتین بعدی
ζK(s)
ζk(s)

تابع K/k گسترش  برای آیا که می پردازد مسئله این به دکترایش رسالۀ پایان بعد از او

نظریۀ از او بود. شده داده پاسخ ددکیند توسط K = Q گسترش  های حالت است؟ تام تحلیلی تابع

که داد نشان L‑تابع ها دربارۀ وبر نظریۀ و است رده ای میدان آبلی، گسترش هر آن در که تاکاگی

ζK(s) = ζk(s)
∏
Ξ

L(s,Ξ)

رابطه این است. Ξ۰ اصلی مشخضۀ از متمایز وبر مشخصه های تمام روی حاصل ضرب آن در و

کرده ثابت ۱۹۲۰ در را آن تاکاگی و بود زده حدس ۱۸۹۷ سال در آبلی گسترش  های برای وبر را

1. hyper elliptic function field
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بدون آرتین مطالعات است. تام تابع Ξ ̸= Ξ۰ برای L(s,Ξ) که کرد ثابت ۱۹۱۷ در هکه بود.

به توابع میدان های مسئلۀ از آرتین توجه تغییر دلیل داشت. قرار هرگلوتس مقالات تاثیر تحت شک

بود. گوتینگن دانشگاه در سخنرانی اش در او رسالۀ به هیلبرت بی توجهی اعداد میدان های

L‑تابع یک به و کرد بررسی دلخواه گالوای گسترش  های برای را ζK(s)
ζk(s)

آرتین ۱۹۲۳ سال در

−L می آمد. دست به Gal(K/k) گروه نمایش از که کرد پیدا دست آرتین L‑تابع نام به جدید

نمی دانیم بالا بعد نمایش های برای هنوز می شدند. تعریف اویلری ضرب یک کمک با آرتین تابع های

نتایج بر پایۀ ۱۹۴۷ سال در براوئر۲ و ۱۹۳۳ در آراماتا۱ خیر. یا هستند تحلیلی L‑تابع ها این آیا که

L‑تابع های داد نشان براوئر است. تام تحلیلی ζK(s)
ζk(s)

باشد K/kگالوایی اگر که کردند ثابت آرتین

چه که کرد تعیین دقیقاً می توان باشد، یک بعدی Ξ مشخصۀ که حالتی در هستند. برخه ریخت آرتین

وبر مشخصۀ و H رده های برای وبر L‑تابع هستند. یکسان وبر L‑تابع با آرتین L‑تابع موقع

یکریخت Im
H با Gal(K/k) تاکاگی رده ای میدان های نظریۀ بنابر آن در که می شدند مشخص Ξ

به طوری که باشد L در رده ای p اگر است.

باشد؛ داشته بستگی Cp ردۀ به فقط Gal(K/k) در Frobp اول ایده آل (۱)

α(Frobp) = Cp و باشد داشته وجود α : Gal(Kk ) →
Im
H از دقیق یکریختی یک (۲)

می نامد). آبلی گسترش های تقابل قانون را شرط این (آرتین

n = [K : k] و است k روی هیلبرت کلاسیک تقابل قوانین با دوری صورتK/kگسترش این در

قبلا تقابل قوانین که حالتی در توانست فقط آرتین است. واحد nام ریشه های شامل k آن در که

توانست چبوتاریوف روش های کمک به ۱۹۲۷ سال در بعداً او کند. ثابت را حکم بودند، شده اثبات

بیاورد. کلی حالت برای اثباتی

در را تحقیقاتش هکه و شد نوشته ۱۹۰۰ در باره این در ددکنید اصلی مقالۀ بدانیم نیست بد

لایپزیگ در ۱۹۱۹ در آرتین بود. کرده منتشر را خود مقاله ۱۹۲۰ در تاکاگی و بود داده انجام ۱۹۱۷

۱۹۲۱ اکتبر در او رساند. انجام به را خود دکترای رسالۀ ۱۹۲۱ سپتامبر در و بود دکترا دانشجوی

در کرد. تعریف را خودش زتای تابع ۱۹۲۳ سال در او کرد. آغاز را گوتینگن در یک ساله اش اقامت

قانون دربارۀ را استادیش رسالۀ ۱۹۲۳ در شد. بلاشکه۳ دستیار و رفت هامبورگ به ۱۹۲۳ اکتبر

پذیرفته هامبورگ در مدرس عنوان به وقت همان در و کرد مطرح حدس یک صورت به آرتین تقابل

را دکترایش رسالۀ چبوتاریوف سال همان در رسید. تمامی استاد مقام به ۱۹۲۶ سال در و شد

1. Aramata 2. Brauer 3. Blaschke
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داشت. سال ۲۸ تنها زمان آن در او کرد، اثبات را خود کلی تقابل قانون آرتین ۱۹۲۷ در نوشت.

دو حل به موفق زمان آن تا هیچ کس کرد. حل نیز را هیلبرت هفدهم مسئلۀ سال همان در آرتین

در را سال یک و کرد مهاجرت آمریکا به آلمان از ۱۹۳۶ سال در آرتین بود. نشده هیلبرت مسئلۀ

شاگردانی کمک با مجدداً ۱۹۴۰ سال در کرد. پیدا شغلی ایندیانا دانشگاه در سپس و گذراند نوتردام

با پرینستون پیشرفتۀ مطالعات مؤسسۀ در و بازگشت تحقیق دنیای به بود کرده پیدا ایندیانا در که

نظریۀ تاریخ بود نیز او داماد ضمن در و بود هاروارد در که تیت با همکاری داشت. مراوداتی زیگل۱

صورت بندی دربارۀ سخنرانی هایی ۱۹۵۲ −۱۹۵۱ سال های در آرتین داد. تکان را رده ای میدان های

رسید. چاپ به تیت همکاری با ۱۹۶۱ سال در که کرد ارائه رده ای میدان های نظریۀ کوهومولوژیک

.[۲۲] درگذشت قلبی ایست اثر در ۱۹۶۲ سال در آرتین

هیلبرت دوازدهم مسئلۀ ۲ .۴

مسئلۀ می شوند، محسوب ریاضیات شاه راه های از رده ای میدان های نظریۀ و اعداد جبری نظریۀ گرچه

گسترش هر که زد حدس ۱۸۷۷ در کرونکر است. شده سپرده فراموشی به تقریباً هیلبرت دوازدهم

این وبر آید. دست به e۲πiz توانی تابع در ساده ای مقادیر کردن اضافه با می تواند گویا اعداد آبلی

هیلبرت بود. نشده متوجه ۱۹۷۹ تا را او اثبات اشتباه هیچ کس و کرد ثابت ۱۸۹۶ در را مطلب

رام نشدنی حدس یک زمان آن در کرونکر» جوانی «رویای بود. داده اثباتی حکم این برای ۱۸۹۶ در

مقادیر با می توانستند موهومی دوم درجۀ میدان های آبلی گسترش   های که بود این موضوع اصل بود.

قصد او کرد. مطرح بالاتری سطح در را کرونکر مسئلۀ هیلبرت شوند. تولید بیضوی توابع خاص

دست به را دلخواه عددی میدان آبلی متناهی گسترش  های همۀ که کند پیدا تحلیلی توابعی داشت

نظریۀ به نیاز مطلب این باشد. داشته جداگانه راه حلی به نیاز عددی میدان هر می رسید نظر به بدهد.

می شد. مربوط جبری هندسۀ و مختلط آنالیز و ریمانی رویه های به که داشت خودریخت۲ صورت های

در است. حصول قابل جدی مشکلات بدون کارهایی با جوانی» «رویای داشت اعتقاد هیلبرت اما

زمان تا آن حل و دارد مشکلاتی جوانی» «رویای از مطرح شدۀ صورت که شد مشخص ۱۹۱۴ سال

می ماند. منتظر باید (۱۹۲۰) رده ای میدان های نظریۀ برای تاکاگی بسط

مربوط اعداد نظریۀ و جبر به که را دوازدهم مسئلۀ از زمینه هایی رده ای میدان های نظریۀ توسعۀ

حرکت راه حل یک به رسیدن جهت در که آورد وجود به آنالیز با ارتباطاتی و گرفت بر در می شد

به می تواند مشترک زمینۀ یک در ایده ها از رودخانه ای که دارند اعتقاد ریاضی دانان بعضی می کرد.

1. Siegel 2. automorphic forms



رستگار رده ای/پیردایه، میدان های نظریۀ تاریخی پیشینۀ ۳۳۸

معمولا زمان، طی در شود. منجر هیلبرت دوم بیست و و یکم، بیست و دوازدهم، هفتم، مسائل حل

اگر چه که می نویسد باره این در وایل۱ هرمان است. کرده حرکت اندیشه ها تکثر سوی به ریاضیات

دلتای مانند ریاضیات، است، بوده همگرایی جهت در فیزیک بیستم، قرن آغاز از فیزیک، توسعۀ در

دوازدهم مسئلۀ هیلبرت که زمانی در است. کرده پیدا گرایش مختلفی جهات به رودخانه آب نیل، رود

این از هم هیلبرت صورت بندی بود. مسئله این از دور شدن جهت در ایده ها جریان کرد، مطرح را

اثبات در بود. درست هیلبرت نگاه در اعداد جبری نظریۀ دورنمای اما نبود. دقیق خیلی مسئله

از اثبات آن در یعنی این و کردند، پیدا مرکزیت ناورداها سایر و رده ای عددهای فرما آخر قضیۀ

جبری هندسۀ دادن قرار در او صفرهای قضیۀ و هیلبرت پایه قضیۀ بود. شده استفاده جبری هندسۀ

داشت. محوری نقش استوار و دقیق پایه هایی بر

قضیۀ در واحد ریشه های به جای می خواهد کرونکر» جوانی «رویای که  است این حقیقت

دیگری متعالی توابع خاص مقادیر توانی) تابع خاص (مقادیر هستند مختلطی اعداد که کرونکر‑وبر

دوم درجۀ گسترش هر برای می توان را کار این مختلط ضرب نظریۀ طریق از نماید. جایگزین را

به را مطلب این شیمورا۲ کرد. استفاده ℘ بیضوی تابع و j پیمانه ای تابع از و داد انجام موهومی

موهومی دوم درجۀ گسترش های حالت تانیاما۳ و شیمورا داد. توسعه CM مختلط ضرب میدان های

آبلی چندگونای یک تاب دار۵ نقاط کمک به کردند سعی و گرفتند نظر در را حقیقی۴ کلا میدان یک از
داسگوپتا۷ و ۶ کاکدی را حقیقی کلا میدان های خاص حالت کنند. تولید ماکسیمال آبلی گسترش

میدان هر از ماکسیمال آبلی گسترش  های ساخت موثر روش های آن در که رسانده اند انجام به به تازگی

مذکور راه حل و است pای انتگرال بر اساس مسئله این حل روش .[۹] است شده داده حقیقی کلا

درجۀ گسترش  های خاص حالت در دارد. داشت ذهن در هیلبرت که راه حلی با متفاوتی طبیعت

روش های بر هم آن که کرده اند پیدا وونک۱۰ و پوتزی۹، دارمون۸، را دیگری راه حل حقیقی، کلا دوم
جوانی»اش۱۱ رویای «عزیزترین را CM مختلط ضرب به مربوط مباحث کرونکر دارد. تکیه pای

می خواند.

گسترش  های که داد نشان گالوا است. عددی میدان های توصیف اعداد جبری نظریۀ اصلی مسئلۀ

که حالت، ساده ترین می شوند. کنترل گالوا ، گروه های به موسوم خاصی، گروه های توسط میدان ها

گسترش  های تمام باشد. آبلی نظر مورد گروه که است وقتی دارد، قرار ما دانسته های مرز در هم اکنون

مطالعۀ و آبلی اند می آیند، دست به دو درجۀ چندجمله ای یک ریشه های اضافه کردن با که دوم درجۀ

1. Weyl 2. Shimura 3. Tanyama 4. totally real 5. tosion 6. Kakde 7. Dasgupta 8. Darmon
9. Pozzi 10. Vonk 11. liebster jugendtraum
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بزرگ دایره بری گسترش  یک در دوم درجۀ گسترش  های از دیگری نوع کرد. آغاز گاوس را آن ها

سؤال و است برقرار Q آبلی گسترش  هر برای امر این که می گوید کرونکر‑وبر قضیۀ می نشینند.

موهومی دوم درجۀ میدان های برای تنها کامل راه حل بود. Q غیراز دلخواه گسترش  های دربارۀ کرونکر

است. شده پیدا CM مختلط ضرب میدان های و آن تعمیم یا و

می رسد نظر به است. گمراه کننده بود کرده بیان را آن هیلبرت آن طور که هیلبرت دوازدهم مسئلۀ

به بیضوی توابع خاص مقادیر با موهومی دوم درجۀ میدان های گسترش  های داشت انتظار او که

یا وایرشتراس ℘ بیضوی تابع او منظور است ممکن البته نیست. درستی ادعای که آیند، دست

ظاهراً و نیازند مورد واحد ریشه های هم مورد این در اینکه اول باشد. بوده j بیضوی پیمانه ای تابع

آبلی گسترش  های که می دهد نشان CM مختلط ضرب نظریۀ است. بوده نکته این متوجه هیلبرت

j(τ) و ℘(τ, z) مقادیر اضافه کردن با است، موهومی دوم درجۀ ناگویای یک τ آن در که Q(τ)

است. وابسته بیضوی خم از تابدار نقطۀ یک z آن در که می شود تولید واحد ریشه های

توانی تابع یا j, ℘ مشابه توابع برای جستجو هیلبرت دوازدهم مسئلۀ بررسی برای دیگر راه یک

Kab از توصیفی کند. تولید K دلخواه عددی میدان برای را Kab آن ها خاص مقادیر که است

بسیار ناآبلی میدان یک ابتدا توصیف، این در اما است. شده ارائه رده ای میدان های نظریۀ توسط

آبلی، گسترش های به بریدن با سپس و می آید دست به کومر نظریۀ از که می شود ساخته بزرگ تر

دارد. نظر در را مستقیم تری راه حل هیلبرت دوازدهم مسئلۀ اما می آید. دست به Kab

نظریۀ گرفت. کمک هیلبرت۱ پیمانه ای صورت های از دکترایش رسالۀ در هکه ۱۹۱۲ سال در  

میدان آبلی گسترش  های رده بندی به منجر که کردند بینان گذاری تانیاما و شیمورا را مختلط ضرب

عنوان به مدول این بردند. بهره گالوایی نمایش عنوان به تیت مدول از آن ها گردید. دلخواه CM

از جدیدی صورت ۱۹۷۳ سال در لنگلندز۲ گرفت. قرار مطالعه مورد عمیقاً lای کوهومولوژی گروه

فرمول بندی او .[۱۵] می شد استفاده هاسه‑وی زتای تابع از آن در که کرد مطرح را جوانی» «رویای

یکه هایی یافتن به که بود استارک۴ حدس زمینه این در دیگر پیشرفت نامید. بزرگ»۳ «برنامۀ را خود

پوزی، دارمون، همچنین و داسگوپتا و کاکدی تحقیقات می شد. مربوط عددی میدان های در خاص

.[۸] می کرد طی را مسیر همین نیز دونک و

مطرح را حدسی ۱۹۸۴ در تیت او پس از و ۱۹۸۰ تا ۱۹۷۱ از مختلفی سال های در استارک

فرمول حدس، این می شود. مربوط آرتین L‑تابع تیلور بسط در پیشرو جمله ضرایب به که کردند

به وابسته ددکیند زتای تابع پیشرو جملۀ ضریب به فرمول این می دهد. تعمیم را رده ای عدد تحلیلی

1. Hilbert modular forms 2. Langlands 3. grandiose program 4. Stark
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وابسته تنظیم گر۱ یک با گویا عدد یک حاصل ضرب به شکل را آن که می شود مربوط اعداد میدان یک

s = ۰ در L‑تابع صفر شدن مرتبۀ و K/kآبلی گسترش که حالتی در می دهد. نمایش S‑یکه ها به

نام به یکه هایی وجود که کرد مطرح را حدس این از بهبودیافته ای صورت استارک باشد، یک برابر

بالاتر مراتب صفر های به را حدس این پوپسکو۳ و روبین۲ می کند. پیش بینی را استارک یکه های

می کنند. تولید آبلی اند k روی که را K کومر گسترش  های استارک یکه های ریشه های دادند. تعمیم

ارائه استارک یکه های توسط عددی میدان های آبلی گسترش  های محاسبۀ برای الگوریتم هایی اخیراً

حالت در [۱۶] ساخت. مرتبط کُن۵ ناجابه جایی هندسۀ به را استارک حدس مانین۴ است. شده

است. شده مطرح استارک حدس از صورتی هم توابع میدان

یک سرتاسری میدان های از درینفلد۶ مدول تاب دار نقاط توسط توابع میدان های حالت در

میدان های برای تیت و لوبین۷ کرد. ثابت درینفلد که نتیجه ای می شود؛ تولید آبلی ماکسیمال گسترش

قانون می شود. تولید فرمال گروه تاب دار نقاط با آبلی ماکسیمال گسترش که دادند نشان موضعی

نقاط به مختلط ضرب حالت در بیضوی اند. خم های نظایر دو، هر درینفلد، مدول و فرمال گروه

واحد ریشه های گویا اعداد حالت در و داریم نیاز را آبلی چندگونای یک یا بیضوی خم یک تاب دار

جبری هندسۀ در گروه قانون اینجا در بنابراین، کرد. تصور C∗ ضربی گروه تاب دار نقاط می توان را

می کند. ایفا مهمی نقش

:[۱۱] است قرار بدین هیلبرت دوازدهم مسئلۀ تاریخ خلاصه، به طور

شد. بررسی هیلبرت و وبر، کرونکر، توسط دایره بری گسترش  های •

توسط مختلط ضرب با بیضوی خم های از استفاده با آبلی گالوای گروه با میدان های تولید •

شد. انجام تاکاگی و وبر، کرونکر،

شیمورا مختلط ضرب با آبلی چندگوناهای از استفاده با آبلی گالوای گروه با میدان های تولید •

پذیرفت. انجام

شد. انجام توابع میدان های حالت در فقط درینفلد و هیز۸ توسط مثبت مشخصۀ حالت •

موضعی میدان های برای فقط تیت و لوبین به وسیلۀ فرمال گروه های کمک با موضعی نظریۀ •

نامتناهی مانده ای میدان های برای آن ها نظریۀ و شد انجام دارند متناهی مانده ای میدان که

نیست. کارامد
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با ساختارهایی به حد از بیش رده ای میدان های نظریۀ با مقایسه در جوانی» «رویای مسئلۀ

تعمیم باشند استفاده قابل به سادگی که کلی ساختار هایی به نتوانست و شد نزدیک بسیار جزئیات

کند. پیدا
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