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ورزشی لیگ یک در بازیکن ها رده بندی مسئلۀ در خطی جبر از ساده کاربردی مقاله، این در چکیده.
با می توان چگونه باشند داده مسابقه هم با دوبه دو بازیکن ها که حالتی در دید خواهیم می کنیم. ارائه

کرد. رده بندی را بازیکن ها پرون، ویژه بردار به موسوم نتایج، ماتریس از خاصی ویژه بردار از استفاده

مقدمه ۱

این شما پیشنهاد است ممکن کنیم؟ رده بندی را تیم ها) (یا بازیکن ها چگونه ورزشی لیگ یک در

بیشتر بازیکن یک برد تعداد هرچه مثلا دهیم، انجام را کار این باخت ها و برد تعداد براساس که باشد

دارد: وجود اساسی اشکال یک رده بندی روش این در گیرد. قرار بالاتری ردۀ در بازیکن آن باشد

یک کند، کسب ضعیف بازیکن های برابر در پیروزی زیادی تعداد است ممکن بازیکن یک درحالی که

به مراتب بازیکن های برابر در اولی به نسبت اما کمتر، پیروزی تعداد دارای است ممکن دیگر بازیکن

آن رقابت نتیجۀ خُب بگویید است ممکن قوی ترند؟ کدام یک شما نظر به حال باشد. قدرتمندتری

را آن ها چگونه باشند نداده مسابقه هم با هیچ گاه بازیکن دو اگر حال می گیریم. نظر در را هم با دو

غیره. و بگیریم نظر در را بازیکن هر توسط کسب شده امتیازات خُب بگویید شاید کنیم؟ مقایسه

مرتبۀ از M مربعی ماتریس با را بازیکن n با شطرنج مسابقات نتایج نوزدهم، قرن اواسط در

موضع در ۱ و ،۱
۲ ،۰ اعداد می دادند. نشان نتایج ماتریس به موسوم ۱ و ،۱

۲ ،۰ درایه های و n

در است. jاُم بازیکن برابر در iاُم بازیکن پیروزی یا تساوی، شکست، نشان دهندۀ به ترتیب (i, j)

اولیه ماتریس تحویل ناپذیر، ماتریس ویژه بردار پرون، تورنمنت، ماتریس رده بندی، مسئلۀ کلیدی: کلمات و عبارات
۱۴۰۲/۳/۶ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۱/۱۱/۱؛ دریافت: تاریخ مروری؛ مقاله: نوع

۲۱۳
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امتیازات مجموع به موسوم MX بردار iاُم مؤلفه محاسبۀ با می توان را بازیکن هر امتیاز صورت این

روش ساده ترین روش این طبیعی، به طور .X = (۱, . . . , ۱)⊤ ∈ Rn آن در که آورد به دست

برای پیشنهادی میلادی ۱۸۷۳ سال در گلبفوس۱ اتریشی شطرنج باز است. بازیکن ها رده بندی برای

بدهیم؛ نسبت را ۱ اولیۀ امتیاز بازیکن هر به ابتدا که صورت این به کرد مطرح روش این دقت بهبود

جمع کردن از که می کند دریافت جدیدی امتیاز بازیکن هر سپس می شود. حاصل X بردار همان که

مساوی آن ها با که بازیکن هایی امتیاز مجموع نصف و داده شکست که بازیکن هایی امتیاز مجموع

به جای MX بردار برای فرآیند این تکرار با می شود. حاصل MX بردار که می آید به دست کرده

.[۱۸] می شود حاصل M۲X بردار X

بازیکن ها رده بندی در نتایج ماتریس بالاترِ و سوم توان های گرفتن نظر در برای تلاش ها نخستین

مورد در خود مشهور نظریۀ فروبنیوس۳ و پرون۲ آنکه پس از شد. انجام [۱۲ ،۱۱] در لانداو توسط

ماتریس دیگر توان های گرفتن نظر در که شد مشخص کردند عرضه را مثبت درایه های با ماتریس های

شد. معروف پرون ویژه بردار نام به بعدها که است ماتریس این از خاصی ویژه بردار با مرتبط نتایج
وِی۴ آن پس از برداشت. رده بندی این تکمیل برای دیگری گام های [۱۶] سیلی بعد نیم قرن به نزدیک

سال چند .[۱۹] کرد مطرح را پرون ویژه بردار از استفاده روش مستقل به طور خود دکترای رسالۀ در

نام به اکنون که است روشی پژوهش ها این تمام نتیجۀ کرد. تکمیل را کار این [۹] در کندال بعد

است. معروف کندال‑وِی روش

امتیاز قوی تر بازیکن های برابر پیروزی آن در که است این کندال‑وِی روش ویژگی مهم ترین

رتبۀ با متناسب بازیکن هر رتبۀ درواقع، دارد. ضعیف بازیکن های برابر پیروزی به نسبت بیشتری

بررسی مورد متعددی مقالات در کندال‑وِی روش است. داده شکست را آن ها که است بازیکن هایی

دیدگاه مثال، برای است. شده ارائه آن از متفاوتی تعمیم های و بررسی آن محدودیت های گرفته، قرار

بیشتری اهمیت قوی تر بازیکن های برابر پیروزی که همان طور که است این [۱۵] در استفاده شده

از بیشتر باید نیز ضعیف بازیکن های برابر باخت دارد، ضعیف بازیکن های برابر پیروزی به نسبت

[۱۵] در دیدگاه این براساس شده انجام رده بندی باشد. داشته اهمیت قوی بازیکن های برابر باخت

پرداخته اند رده بندی مسئلۀ  به که مقالاتی سایر میان از است. معروف رامانوجاچاریولو۵ رده بندی به

کرد. اشاره [۱۴ ،۲ ،۳ ،۷ ،۱۷ ،۴ ،۵ ،۱۳ ،۱۰] به می توان

است. خوانندگان عموم برای قابل فهم و ساده زبانی به کندال‑وِی روش بیان مقاله این از هدف

1. Oscar Gelbfuhs 2. Oskar Perron 3. Georg Frobenius 4. Wei 5. C. Ramanujacharyulu
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و داده مسابقه هم با دوبه دو بازیکن n مسابقه یک در که است حالتی ما بحث مورد رده بندی مسئله ٔ

دوم بخش در مثالی با را مسئله این ابتدا است. شکست یا پیروزی بازیکن هر برای بازی هر نتیجۀ

کندال‑ روش سوم بخش در آن، پس از می یابیم. آن برای اولیه و طبیعی راه حلی و می کنیم مطرح

را کندال‑وِی روش کلی حالت سرانجام، داد. خواهیم شرح مفصل به طور مثال همین برای را وِی

ماتریس های به موسوم ماتریس هایی شناخت مستلزم کار این کرد. خواهیم بررسی پنجم بخش در

پرداخته ایم. آن ها به چهارم بخش در که است اولیه و تحویل ناپذیر

واسطه با و مستقیم بردهای شمارش روش ۲

برای می یابیم. آن برای اولیه ای راه حل و می دهیم شرح مثال یک با را رده بندی مسئلۀ بخش، این در

معمولا کنیم. بیان ریاضی زبان به را بازیکن ها بین باخت و برد رابطۀ بتوانیم باید مسئله این حل

دوتایی از است عبارت گراف یک ساده، زبان به مناسب اند. روابطی چنین مدل سازی برای گراف ها

هر و یال هاست از متناهی مجموعۀ یک E و رأس ها از ناتهی مجموعۀ یک V آن در که (V,E)

v۲ و v۱ رأس دو e یال اگر مثال، برای می کند. متصل هم به منحنی یا خط یک با را رأس دو یال

گراف یک از منظور مجاورند. v۲ و v۱ می گوییم و e = {v۱, v۲} می نویسیم کند وصل هم به را

زیرمجموعه ای E ،G = (V,E) سو دار گراف در پس دارند. سو آن در یال ها که است گرافی سو دار

اگر سودار گراف یک در مثال، برای می شوند. نامیده سو دار یال آن اعضای که است V × V از

v۲ (یا v۲ مقدم v۱ می گوییم و e = (v۱, v۲) می نویسیم کند وصل v۲ رأس به را v۱ رأس e یال

می گذاریم. v۲ به v۱ از پیکان یک e نمایش دهندۀ یال روی صورت این در است. (v۱ تالی

داده اند. مسابقه هم با دوبه  دو لیگ یک در n و . . . ،۲ ،۱ نام های با بازیکن n کنید فرض حال

از سو دار یالی آنگاه بگیریم نظر در سو دار گراف یک رئوس به عنوان را آن ها اگر صورت، این در

است. شده پیروز j بازیکن با مسابقه در i بازیکن که است آن نشان دهندۀ j بازیکن به i بازیکن

به موسوم ماتریس یک در را سو دار گراف یک به مربوط اساسی اطلاعات می توانیم اکنون

گراف مورد در خاصی اطلاعات ماتریس ها محاسبات از استفاده با و کرده ثبت مجاورت ماتریس

n× n ماتریس یک E یال مجموعۀ و رأس n با سودار گرافِ یک مجاورت ماتریس بیابیم. مربوط

.(i, j) ∈ E اگر تنها و اگر aij = ۱ آن در که است A مانند یک و صفر درایه های با

مسابقه دوبه  دو لیگ یک در ۶ و . . . ،۲ ،۱ نام های با تنیس بازیکن شش کنید فرض .۱ .۲ مثال

است. زیر به شکل آن ها نتایج گراف و داده اند
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است چنین گراف این مجاورت ماتریس صورت این در

A =


۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰

 .

دنباله ای از است عبارت v۲ به v۱ از گشت یک باشند، G سو دار گراف از رأس دو v۲ و v۱ اگر

شد ظاهر uv دنباله این از جایی در اگر که به طوری شود ختم v۲ به و شروع v۱ از که G رئوس از

یال های تعداد با برابر گشت یک طول دارد. وجود سو دار یال یک v به u از که است معنی این به

است. آن در موجود

در دلخواه طول با گشت های تعداد مورد در اطلاعاتی می توان مجاورت ماتریس توان های از

است چنین A۲ ماتریس از (۱, ۳) درایۀ ۱ .۲ مثال در آورد. به دست گراف

[A۲]۱۳ =

۶∑
k=۱

a۱kak۳;

و اگر a۱kak۳ = ۱ که کنید توجه است. یک یا صفر اخیر مجموع در a۱kak۳ جملات از هر یک

داشته وجود ۳ به k از یال یک و k به ۱ از یال یک معادل به طور یا ،a۱k = ak۳ = ۱ اگر تنها

با باشد. داشته وجود ۳ به ۱ از دو طول به گشت یک اگر تنها و اگر a۱kak۳ = ۱ پس باشد.

مشابه، استدلال با است. ۳ به ۱ از دو طول به گشت  های تعداد نشان دهندۀ [A۲]۱۳ استدلال این

کرد. بیان را زیر قضیۀ می توان
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Ak ماتریس از (i, j) درایۀ آنگاه باشد، G سو دار گراف مجاورت ماتریس A اگر .۲ .۲ قضیه

است. j رأس به i رأس از k طول به گشت های تعداد نشان دهندۀ

۱ .۲ مثال گراف شد. فراهم رده بندی مسئله  بررسی برای نیاز مورد ابزارهای حدودی تا حال

اشاره پیشتر که همان طور بگیرید. نظر در را آن مجاورت ماتریس همراه به تنیس بازیکن شش برای

که کنید توجه باشد. بازیکن هر بردهای تعداد شمردن می تواند بازیکن ها رده بندی برای راه یک شد

مجاورت ماتریس در بازیکن آن نظیر سطر روی درایه های مجموع با برابر بازیکن هر بردهای تعداد

بردهای تعداد ترتیب به AX بردار مؤلفه های آنگاه X = (۱, ۱, ۱, ۱, ۱, ۱)⊤ اگر پس است.

رده بندی در نتیجه و می دهد نشان را بازیکن ها

AX = (۴, ۴, ۲, ۱, ۱, ۳)⊤

می شود. حاصل

آیا باشند، داشته برابر ردۀ بازیکن دو اگر رده بندی این در که است این می آید پیش که سؤالی

۲ چون که کند استدلال ۱ بازیکن است ممکن هستند؟ قوی اندازه یک به که گرفت نتیجه می توان

۴ بازیکن می رسد). نظر به  منطقی استدلالش (البته است او از بهتری مقام شایستۀ داده شکست را

نیز ۵ استدلال اما است. او به نسبت بهتری مقام شایستۀ داده شکست را ۵ چون که است مدعی نیز

بر نیز ۳ و داده ام شکست را ۳ من زیرا دارم، غیرمستقیم پیروزی دو من می گوید او است. شنیدنی

نیز ۵ و ۵ از ۴) دارد غیرمستقیم پیروزی یک تنها ۴ که است حالی در این است. شده پیروز ۴ و ۱

گشت های از واسطه) یک با (یعنی این چنینی غیرمستقیم بردهای که کنید توجه است). برده ۳ از

را واسطه یک با بردهای و مستقیم بردهای مجموع پس می آیند. به دست نظیر گراف در ۲ طول به

آوریم به دست زیر رابطۀ از می توانیم

(A+A۲)X = (۱۳, ۱۱, ۷, ۲, ۳, ۷)⊤.

واسطه دو با بردهای می توان استدلال این ادامۀ با می شود. یکسان ۶ و ۳ رتبۀ هم باز متأسفانه ولی

کرد وارد محاسبه در نیز را A۳ ماتریس یعنی گرفت، نظر در نیز را

(A+A۲ +A۳)X = (۲۷, ۲۳, ۱۷, ۴, ۸, ۱۵)⊤. (۱ .۲)

بالاتر توان های از استفاده با داشت. خواهد ۶ بازیکن به نسبت بهتری رتبۀ ۳ بازیکن به این ترتیب
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می رسیم زیر نتایج به A

(A+A۲ + · · ·+A۴)X = (۵۴, ۴۸, ۳۳, ۹, ۱۸, ۳۲)⊤,

(A+A۲ + · · ·+A۵)X = (۱۱۱, ۹۶, ۶۵, ۱۹, ۳۴, ۶۳)⊤,

(A+A۲ + · · ·+A۶)X = (۲۱۶, ۱۸۵, ۱۳۲, ۳۵, ۶۶, ۱۲۱)⊤,

خاصی تغییر هم روند این ادامۀ با دید می توان می کند. تأیید را (۱ .۲) در آمده به دست رده بندی که

نمی دهد. رخ رده بندی در

سری از استفاده کلی حالت در برسد نظر به است ممکن

(A+A۲ +A۳ + · · · )X

بررسی  باشد. واگرا است ممکن سری این که است واضح اما باشد. مناسب رده بندی برای می تواند

شده بررسی [۱۸] در خاص حالت های از بعضی است. دشوار کلی حالت در سری این همگرایی

کندال‑وِی، روش یعنی بحث، مورد اصلی روش نشویم مواجه همگرایی مسائل با اینکه برای است.

می آوریم. بعد بخش در را

کندال‑وِی روش ۳

منظور بدین می کنیم. بیان ۱ .۲ مثال بازیکن های رده بندی برای را کندال‑وِی روش بخش، این در

آنگاه ،ri > rj اگر که به طوری می کنیم متناظر را ri مثبت عدد iاُم، بازیکن مثلا بازیکن، هر به

هر برای می کنیم فرض دارد. jاُم بازیکن از بهتری جایگاه ما رده بندی در iاُم بازیکن که بگیریم نتیجه

رده بندی بردار همچنین .r۱ + r۲ + · · ·+ r۶ = ۱ و ۰ ⩽ ri ⩽ ۱ باشیم داشته ۱ ⩽ i ⩽ ۶

هر ردۀ که می رسد نظر به منطقی می گیریم. نظر در R = (r۱, r۲, r۳, r۴, r۵, r۶)
⊤ به صورت را

معادلات دستگاه پس است. شده پیروز آن ها بر که باشد بازیکن هایی ردۀ با متناسب باید بازیکن

است. شده ذکر تناسب ضریب همان α آن در که می آید به دست زیر

r۱ = α(r۲ + r۴ + r۵ + r۶)
r۲ = α(r۳ + r۴ + r۵ + r۶)
r۳ = α(r۱ + r۴)
r۴ = αr۵
r۵ = αr۳
r۶ = α(r۳ + r۴ + r۵)
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R یعنی .AR = ۱
αR پس ،R = αAR داریم بنویسیم ماتریسی زبان به را دستگاه این اگر

مربعی ماتریس از ویژه برداری که می کنیم یادآوری است. ۱
α ویژه مقدار نظیر A ماتریس ویژه بردار

که باشد داشته وجود λ ∈ C عدد که به طوری است X ∈ Cn ناصفر بردار ،n مرتبۀ از M

می نامیم. M برای λ نظیر ویژه بردار را X و ویژه مقدار را λ صورت این در .MX = λX

چنین مثبت اند، و حقیقی آن درایه های همۀ که است موجود A از ویژه برداری R رده بندی بردار

مثبت حقیقی ویژه مقدار یک نظیر باید ویژه بردار این همچنین می نامیم. مثبت بردار یک را برداری

متمایز دوبه دو ویژه مقدار شش A که می بینیم A ویژه مقدارهای محاسبۀ با .( ۱
α همان (یعنی باشد

در که هستند غیرحقیقی ویژه بردارهای با غیرحقیقی عدد چهار ویژه مقدار شش این میان از دارد.

برابرند به ترتیب تقریبی) (به طور A حقیقی ویژه مقدار دو کرد. استفاده  نمی توان آن ها از بحث این

به تقریبی) (به طور نیز مقدار دو این با متناظر ویژه بردارهای .λ۲ = ۱٫۹۱۷ و λ۱ = −۰٫۴۹۳ با

با برابرند  ترتیب

X۱ = (۰٫۷۳۶, −۱٫۰۲۹, −۰٫۱۶, −۰٫۶۵۷, ۰٫۳۲۴, ۱)⊤,

X۲ = (۱٫۷۵۸, ۱٫۵۲۲, ۱٫۰۶۹, ۰٫۲۹۱, ۰٫۵۵۷, ۱)⊤.

آن در که است ۱
∥X۲∥۱

X۲ نرمال شدۀ بردار R رده بندی بردار برای ممکن انتخاب تنها بنابراین

یعنی است، X۲ مؤلفه های قدرمطلق های مجموع با برابر ∥X۲∥۱

R = (۰٫۲۸۴, ۰٫۲۴۶, ۰٫۱۷۲, ۰٫۰۴۷, ۰٫۰۹۰, ۰٫۱۶۱)⊤.

می کند. تأیید را قبل بخش در آمده به دست رده بندی بردار این که کنید توجه

دلخواه لیگ یک از حاصل Aی ماتریس کلی حالت در آیا که است این می آید پیش که سؤالی

و حقیقی ویژه مقداری آیا پاسخ مثبت بودن صورت در است؟ مثبت و حقیقی ویژه مقداری دارای

مثبتِ ویژه بردار دو است ممکن آیا همچنین باشد؟ مثبت نیز نظیرش ویژه بردار که دارد وجود مثبت

مشخص صورت این در زیرا نیست، مطلوب حالت این که کنید توجه باشیم؟ داشته خطی مستقل

که داریم نیاز مقدماتی به سؤال ها این به پاسخ برای است. مناسب رده بندی برای بردار کدام نیست

می پردازیم. آن ها به بعد بخش در

اولیه و تحویل ناپذیر ماتریس های ۴

بررسی را آن ها ویژگی های از برخی تعریف و را اولیه و تحویل ناپذیر ماتریس های بخش این در
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را P مربعی ماتریس دارند. رده بندی مسئلۀ در مهمی نقش ماتریس ها این که دید خواهیم می کنیم.

باشند. همانی ماتریس سطرهای از جایگشتی آن سطرهای هرگاه می نامیم جایگشتی ماتریس یک

هر و سطر هر در که است یک و صفر درایه های با ماتریسی P جایگشتی ماتریس به عبارت دیگر

به صورت می توان را n× n جایگشتی ماتریس هر است. ۱ برابر درایه یک دقیقاً آن از ستون
eπ(۱)
eπ(۲)

...
eπ(n)


برای است. Rn iاُم استاندارد یکۀ سطری بردار ei و جایگشت یک π ∈ Sn آن در که نوشت

را زیر جایگشتی ماتریس دور این از استفاده با بگیرید. نظر در را S۳ از π = (۱ ۲ ۳) دور مثال،

آورد به دست می توان

P =

(
۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰

)
.

ماتریس ستون های روی π−۱ = (۱ ۳ ۲) جایگشت اعمال با می توان را P ماتریس که کنید توجه

.PP⊤ = I ،P جایگشتی ماتریس هر برای دید می توان به سادگی آورد. به دست نیز همانی

داشته وجود P جایگشتی ماتریس هرگاه می نامیم تحویل پذیر را n مرتبۀ از M مربعی ماتریس

یعنی باشد، ناصفر مرتبۀ از بلوک های با بالامثلثی بلوکی ماتریس یک PMP⊤ که باشد

PMP⊤ =
(
M۱۱ M۱۲
0 M۲۲

)
یک M۱۲ و n− k و k ناصفر مرتبه های از به ترتیب مربعی ماتریس دو M۲۲ و M۱۱ آن در که

شایان می نامیم. تحویل ناپذیر نباشد تحویل پذیر که را مربعی ماتریس است. k× (n−k) ماتریس

تحویل پذیر بالاتر مرتبه های از و تحویل ناپذیر ۱ مرتبۀ از صفر ماتریس تعریف این با که است ذکر

می کند. بیان ماترس ها تحویل ناپذیری برای را معادل شرط یک زیر قضیۀ است.

دو هر برای اگر تنها و اگر است تحویل ناپذیر n مرتبۀ از M مربعی ماتریس .([۸]) ۱ .۴ قضیه

Mm ماتریس از (i, j) مؤلفۀ که باشد داشته وجود m طبیعی عدد ۱ ⩽ i ̸= j ⩽ n اندیس

باشد. مثبت

می شود داده نمایش ρ(M) با که را M طیفی شعاع باشد، حقیقی مربعی ماتریس یک M اگر
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را M ماتریس همچنین می کنیم. تعریف M ویژه مقدارهای قدرمطلق های مقدار بیشترین با برابر

مهم ترین از یکی زیر قضیۀ باشند. (مثبت) نامنفی آن درایه های همۀ هرگاه می نامیم (مثبت) نامنفی

می کند. بیان را نامنفی درایه های با تحویل ناپذیر ماتریس های ویژگی های

باشد. نامنفی تحویل ناپذیر ماتریس یک M کنید فرض .([۸] پرون‑فروبنیوس (قضیۀ ۲ .۴ قضیه

ویژه بردار به موسوم یکتایی مثبتِ ویژه بردار به علاوه، Mاست. از ویژه مقداری ρ(M)صورت این در

.∥R∥۱ = ۱ که دارد وجود M از R = (r۱, . . . , rn)
⊤ مانند پرون

مفهوم به کار این برای می آوریم. را پرون ویژه بردار یافتن برای تکرار روش بخش این ادامۀ در

طبیعی عدد هرگاه می نامیم اولیه ماتریس یک را M مربعی ماتریس داریم. نیاز اولیه ماتریس های

که است واضح ۱ .۴ قضیۀ از استفاده با باشد. مثبت ماتریس یک Mm که باشد داشته وجود m

زیادی تحویل ناپذیر ماتریس های کلی حالت در است. تحویل ناپذیر ماتریس یک اولیه ماتریس هر

ماتریس مثال، برای نباشند. اولیه که دارند وجود

A =

(
۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰

)
داریم آن برای که بگیرید نظر در را

A۲ =

(
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰

)
, A۳ =

(
۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱

)
.

از توانی هیچ زیرا نیست، اولیه A اما است. تحویل ناپذیر A ماتریس ،۱ .۴ قضیۀ طبق بنابراین،

شد. نخواهد مثبت) درایه ها (همۀ مثبت ،A

M از ویژه مقداری λ اگر باشد. نامنفی اولیه ی ماتریس یک M کنید فرض .([۸]) ۳ .۴ قضیه

.λ = ρ(M) آنگاه ،|λ| = ρ(M) که باشد

بیشترین با M نامنفی اولیۀ ماتریس ویژه مقدار تنها که می کند بیان ۳ .۴ قضیۀ که کنید توجه

برای زیر قضیۀ است. مثبت و حقیقی ویژه مقدار این به  خصوص، است. ρ(M) همان مطلق قدر

است. مفیدی قضیۀ توان ها تکرار از استفاده با پرون ویژه بردار یافتن

nتایی بردار یک v۰ و n مرتبۀ از نامنفی اولیۀ ماتریس یک M کنید فرض .([۸]) ۴ .۴ قضیه

.vk =
Avk−۱

∥Avk−۱∥۱
= Akv۰

∥Akv۰∥۱
کنید تعریف k طبیعی عدد هر برای .∥v۰∥۱ = ۱ که باشد مثبت

است. همگرا M پرون ویژه بردار به {vk}∞k=۱ دنبالۀ صورت این در
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درایه های همۀ که دید می توان بگیرید. نظر در را ۱ .۲ مثال در A ماتریس مثال، برای

رده بندی بردار همان A پرون ویژه بردار است. اولیه ماتریس یک A در نتیجه و مثبت اند A۷

بردار این ۴ .۴ قضیۀ طبق است. R = (۰٫۲۸۴, ۰٫۲۴۶, ۰٫۱۷۲, ۰٫۰۴۷, ۰٫۰۹۰, ۰٫۱۶۱)⊤

مثلا) ∥v۰∥۱ = ۱ شرط با v۰ دلخواه بردار برای {vk}∞k=۱ دنبالۀ حد محاسبۀ با می توان را

داریم k = ۱۵ برای آورد. به دست (v۰ = ۱
۶(۱, ۱, ۱, ۱, ۱, ۱)

⊤

v۱۵ =

(
۳۶۵۷۷
۱۲۸۷۵۷

,
۱۰۵۴۲
۴۲۹۱۹

,
۲۲۱۶۲
۱۲۸۷۵۷

,
۶۰۷۴

۱۲۸۷۵۷
,

۱۱۵۴۵
۱۲۸۷۵۷

,
۲۰۷۷۳
۱۲۸۷۵۷

)⊤

است. یکسان R بردار با اعشار رقم ۳ تا که

کلی حالت در کندال‑وِی روش ۵

بازیکن n لیگ یک در گیریم می گیریم. نظر در کلی حالت در را رده بندی مسئلۀ بخش این در

ماتریس A و لیگ این نتایج با متناظر سو دار گراف G کنید فرض داده اند. مسابقه هم با دوبه دو

به طوری که است یک و صفر درایه های با ماتریسی A این صورت در است. G گراف مجاورت

که است n مرتبۀ از مربعی ماتریسی J و همانی ماتریس I آن در که A + A⊤ = J − I

اگر می نامیم. تورنمنت۱ ماتریس یک کلی حالت در را ماتریسی چنین است. ۱ آن درایه های همۀ

تیم ها رده بندی برای شد تعریف قبل بخش در که پرون ویژه بردار از می توان باشد، تحویل ناپذیر A

که دارد وجود P جایگشتی ماتریس بنابراین است. تحویل پذیر A کنید فرض پس کرد. استفاده

PAP⊤ =
(
A۱۱ A۱۲
0 A۲۲

)
A۱۲ و بوده n − k و k ناصفر مرتبه های از به ترتیب مربعی ماتریس های A۲۲ و A۱۱ آن در که

می شود نتیجه A + A⊤ = J − I برابری از که کنید توجه است. k × (n − k) ماتریس یک

توجه با است. یک برابر A۱۲ درایه های همۀ نیز و هستند تورنمنت ماتریس دو هر A۲۲ و A۱۱

اگر همچنین هستند. یکسان PAP⊤ و A ماتریس دو ویژه مقدارهای ،P⊤ = P−۱ اینکه به

PAP⊤ ماتریس برای λ نظیر ویژه بردار Pv آنگاه باشد، A ماتریس برای λ نظیر ویژه بردار v

به دست همانی ماتریس سطرهای بر π ∈ Sn جایگشت تأثیر از P ماتریس اگر طرفی از است.

همچنین می آید. به دست A سطرهای روی π تأثیر با که است ماتریسی PA ماتریس باشد، آمده

1. tournament
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ماتریس (i, j) درایۀ بنابراین می آید. به دست PA ستون های روی π تأثیر با PAP⊤ ماتریس

مجاورت ماتریس PAP⊤ به بیان دیگر .A ماتریس (π(i), π(j)) درایۀ با است برابر PAP⊤

می آید. به دست آن ها) روی π اعمال (با G رئوس نام تغییر از که است H مانند سو داری گراف

کرد. استفاده A به جای PAP⊤ ماتریس از می توان کلیت، از کاستن بدون بنابراین

اول سطر k از هر یک مجموع هستند یک برابر همگی A۱۲ ماتریس درایه های اینکه به توجه با

حداکثر PAP⊤ باقی ماندۀ سطر n− k مجموع درحالی که است، n− k برابر حداقل PAP⊤

داده اند. شکست را دیگر بازیکن n−k تمامی اول بازیکن k از هریک همچنین است. n−k−۱

k بنابراین نداده اند. شکست را اول بازیکن k از هیچ یک نیز واسطه با حتی آخر بازیکن n − k

کافی با این حساب داشت. خواهند دیگر بازیکن n−k به نسبت بهتری رتبۀ لحاظ هر از اول بازیکن

از هر یک اگر حال کنیم. حساب جداگانه را A۲۲ و A۱۱ بلوک های با متناظر بازیکن های رتبۀ است

بلوکی ماتریس یک به می توان ریاضی استقرای و روند این ادامۀ با باشند، تحویل پذیر ماتریس دو این

بلوک هر با متناظر بازیکن های رتبۀ و تحویل ناپذیرند آن قطر روی بلوک های همۀ که رسید بالامثلثی

از هر یک اینکه به توجه با است. بهتر خود از پایین تر بلوک های با متناظر بازیکن های از قطر روی

استفاده بازیکن هایشان رده بندی برای هریک پرون ویژه بردار از می توان تحویل ناپذیرند، بلوک ها این

می شود. حل A ماتریس در نتیجه و PAP⊤ ماتریس کل برای رده بندی مسئلۀ  بنابراین کرد.

کنید فرض .۱ .۵ مثال

A =

(
۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰

)
.

تحویل پذیر A طرفی از باشد. r۱ > r۲ > r۳ شکل به باید بازیکن ها رده بندی که است واضح

بلوک های باید پرون ویژه بردار روش از استفاده برای بنابراین، ندارد. مثبت ویژه برداری و است

بازیکن رتبۀ توضیحات این با است. ۱ مرتبۀ از صفر بلوک سه که بگیریم نظر در را A تحویل ناپذیر

r۱ > r۲ > r۳ رده بندی نتیجه، در است. بهتر خود از پایین تر بلوک های بازیکن های از بلوک هر

می شود. تأیید پرون ویژه بردار روش از استفاده با

و مستقیم بردهای شمارش یعنی دوم، بخش روش از را ماتریس این با متناظر رده بندی حال

کنید تعریف k طبیعی عدد برای همچنین .X = (۱, ۱, ۱)⊤ کنید فرض می کنیم. حل واسطه با

.X۲ = (۳, ۱, ۰)⊤ و X۱ = (۲, ۱, ۰)⊤ صورت این در .Xk = (A+A۲+ · · ·+Ak)X

آمده به دست رده بندی نیز روش این بنابراین .Xk = X۲ داریم k ⩾ ۳ برای پس ،A۳ = ۰ چون
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ندارد. A ماتریس بلوک بندی به نیازی که است این اینجا) (در روش این مزیت می کند. تأیید را

کنید فرض .۲ .۵ مثال

A =


۰ ۱ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۰

 .

A پرون ویژه بردار مثبت اند. A۶ درایه های همۀ زیرا است، اولیه ماتریس یک A صورت این در

از است عبارت

(۰٫۳۰۲, ۰٫۲۵۶, ۰٫۱۶۲, ۰٫۱۰۲, ۰٫۱۷۶)⊤.

بیشتر ۵ از ۳ بازیکن بردهای تعداد اینکه وجود با که است آن ماتریس این مورد در جالب نکتۀ

یعنی بازیکن قوی ترین برابر ۵ بازیکن پیروزی تنها زیرا می کند؛ کسب بهتری رتبۀ ۵ بازیکن اما است،

رده بندی که است تورنمنت ماتریس کوچک ترین A ماتریس داد نشان می توان است. بوده ۱ بازیکن

تفاوت کندال‑وِی روش از حاصل رده بندی با (AX بردار (یعنی امتیازات مجموع بردار از حاصل

از سوی دیگر، دید. [۱] در می توان را خاصیت این با ماتریس های از نامتناهی خانواده ای .[۳] دارد

است. آمده [۶] در باشد یکسان آن ها برای یادشده رده بندی دو که تورنمنت ماتریس های از رده ای

عدد برای کار می بریم. به ماتریس این برای را واسطه با و مستقیم بردهای شمارش روش اینک

کنید تعریف k طبیعی

Xk = (A+A۲ + · · ·+Ak)X

داریم .X = (۱, ۱, ۱, ۱, ۱)⊤ آن در که

X۱ = (۳, ۳, ۲, ۱, ۱)⊤,

X۲ = (۹, ۷, ۴, ۲, ۴)⊤,

X۳ = (۱۶, ۱۳, ۸, ۵, ۱۰)⊤,

X۴ = (۲۹, ۲۶, ۱۷, ۱۱, ۱۷)⊤,

X۵ = (۵۷, ۴۸, ۳۰, ۱۸, ۳۰)⊤,

X۶ = (۹۹, ۸۱, ۵۰, ۳۱, ۵۸)⊤,

X۷ = (۱۶۵, ۱۴۲, ۹۱, ۵۹, ۱۰۰)⊤.
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است. یکسان کندال‑وِی روش از حاصل رده بندی با رده بندی این بعد به X۶ از که دید می توان

کنید فرض .۳ .۵ مثال

A =


۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰
۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰

 , P =


۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰


سطرهای بر π = (۱ ۶ ۷ ۴ ۵ ۳ ۲) ∈ S۷ دور تأثیر از حاصل جایگشتی ماتریس P آن در که

این صورت در است. همانی ماتریس

PAP⊤ =
(
M۱۱ M۱۲
0 M۲۲

)
آن در که

M۱۱ =

۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱
۱ ۱ ۰ ۰

 , M۱۲ =

۱ ۱ ۱
۱ ۱ ۱
۱ ۱ ۱
۱ ۱ ۱

 , M۲۲ =

(۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰

)
.

بازیکن های به نسبت بهتری رتبۀ M۱۱ بلوک نظیر بازیکن  ۴ از هر یک و است تحویل پذیر A بنابراین

کنیم. رده بندی جداگانه را M۲۲ و M۱۱ نظیر بازیکن های است کافی پس دارند. M۲۲ بلوک نظیر

R۱ = (۰٫۲۸۳, ۰٫۱۶۵, ۰٫۲۳۰, ۰٫۳۲۱)⊤ با است برابر M۲۲به ترتیب M۱۱و نظیر پرون ویژه بردار

رده بندی بنابراین .R۲ = (۰٫۳۳۳, ۰٫۳۳۳, ۰٫۳۳۳)⊤ و

r۴ > r۱ > r۳ > r۲ > r۵ = r۶ = r۷

π−۱ = (۱ ۲ ۳ ۵ ۴ ۷ ۶) دور اعمال با می شود. حاصل PAP⊤ ماتریس نظیر بازیکن های برای

به صورت A با متناظر رده بندی بالا، رده بندی بر

r۷ > r۲ > r۵ > r۳ > r۴ = r۱ = r۶

زیرا ندارد. برتری دیگری بر هیچ یک ۶ و ،۴ ،۱ بازیکن های که است ذکر شایان می آید. به دست

از بازیکن ها این همۀ همچنین است. شده پیروز ۱ بر ۶ بازیکن و ، ۶ بر ۴ بازیکن ،۴ بر ۱ بازیکن

خورده اند. شکست بازیکن ها بقیۀ
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آن در که Xk = (A + A۲ + · · · + Ak)X کنید تعریف k طبیعی عدد برای حال

صورت این در .X = (۱, ۱, ۱, ۱, ۱, ۱, ۱)⊤

X۱ = (۱, ۵, ۴, ۱, ۴, ۱, ۵)⊤,

X۲ = (۲, ۱۶, ۱۱, ۲, ۱۲, ۲, ۱۷)⊤,

X۳ = (۳, ۳۴, ۲۲, ۳, ۲۷, ۳, ۳۸)⊤,

X۴ = (۴, ۶۳, ۴۰, ۴, ۵۱, ۴, ۷۰)⊤.

است. یکسان کندال‑وِی روش از حاصل رده بندی با رده بندی این بعد به X۲ از که دید می توان

ماتریس از A ماتریس به جای [۹] در کندال که می بریم پایان به نکته این گفتن با را خود بحث

ویژه بردار A تحویل ناپذیر تورنمنت ماتریس برای داد نشان می توان است. کرده استفاده A + ۱
۲I

استفاده بنابراین .[۳] است یکی A از حاصل پرون ویژه بردار با A+ ۱
۲I ماتریس از حاصل پرون

می انجامد. یکسانی نتیجۀ به رده بندی برای ماتریس دو هر از
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